Université Paris Dauphine
Master 1 MMD
Analyse fonctionnelle approfondie

Examen du 18/01/2018.
Durée 2h.

Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre rédigées de
maniere rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront étre clairement
énoncés. Dans les deux exercices, on pourra admettre le résultat d’une question pour traiter les
questions suivantes.

Exercice 1 Soit g : R — R une fonction continue. On pose I =] — 1, 1[ et note L? et H' pour
L2(I) et H'(I) respectivement. On rappelle I'inégalité de Poincaré :

]| g2 < (|| 2 Vo € H' avec z(0) = 0.

On considere le probleme de calcul des variations suivant :

1
() i@, cemL a0 =0} ond) = [ (GO +glel)) d
0

Noter que, par rapport au cas “classique” du cours, la fonction g n’est pas nécessairement bornée
et la condition terminale x(1) n’est pas spécifiée.

1. On suppose, dans cette question seulement, que g(s) = —6s? ou 6 > 0.

(i) Soit m € N\{0} et y,, : I — R définie par

(ot sit €]0,1/2]
yn(t) = { n(l—1t) site[1/2,1]

Montrer que y, € H'.

(ii) Calculer J(y,) et en déduire qu’il existe 6y > 0 tel que, pour tout 6 > 6y, le probleme
() n’admet pas de solution.

Dans toute la suite, on suppose que g vérifie I'inégalité suivante : il existe C > 0 et
6 €]0,1/2[ tels que
g(s) > —C — 0s? Vs € R.

2. Soit () une suite minimisante du probléme (). Montrer que (2/,) est bornée dans L2.

3. En déduire qu’il existe une sous-suite (z(,)) et 2 € H' tels que (z4(,)) converge uni-
formément vers x sur [0, 1] et (:c;(n)) converge faiblement vers =’ dans L2(I).

4. En déduire que le probleme (x) admet un minimum.

On suppose & partir de maintenant que ¢ est de classe C'. On fixe  un minimum du
probléme et on admet que J : H' — R est différentiable en x avec

1
J (z)(v) = /0 (2 () () + ¢ (x(t)v(t) ) dt Yv € H.
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5. Montrer que

/1 2 () (t) + g (z(t))v(t) dt =0 Vo € H' avec v(0) = 0.
0

6. En déduire que 2’ est dans H' et calculer sa dérivée.

7. Montrer finalement que (2')'(0) = 0 et conclure que z est une solution de classe C? de

I’équation
{ a(t) = g'(x(t))  t€]0,1]
z(0) =0, 2'(1) =0.

Solution:

1. (i) Notons que y, est continue sur [0,1], donc dans L*(I). D’autre part, pour toute
fonction v € Cg(]O, 1)), on a, par intégration par parties,

1 1/2 1
/0 yn () (t)dt = /0 ntv' (t)dt + /1/2 n(l —t)v'(t)dt

_ [ntv(t)r)/ . /0 Y eyt + (1~ tyu()] 1/2 - /1 ;2(—n)v(t)dt
1

1/2
= —/0 no(t)dt + — /1/2(—n)v(t)dt

ot la derniére égalité vient du fait que v(0) = v(1) = 0 et que, pour t = 1/2, nt =

n(l —t). On en déduit que y, a pour dérivée faible la fonction

{ n  sit€]0,1/2]

) =9 _ site|1/2,1]

Comme y!, est borné (a n fixré), on a donc aussi y, € L* (car I est borné). En
conclusion vy, est dans H'.

(ii) On a
o

J(yn) 9 (1 - g)

Donc, si on pose 0y = 3, on a, pour tout 0 > 0,

lim J(y,) = —o0.

Comme y, € H' et y,(0) =0, on en déduit que
inf {J(z), z€H', z(0)=0} <limJ(y,) = —cc.

Donc Uinfimum est —oo et le (x) n’admet pas de solution.

2. Remarquons d’abord que, si on prend z(t) = 0, alors x € H', z(0) = 0 et J(x) = ¢(0).
Donc

I:=inf{J(z), ze€H' 2(0)=0}<J(z)=g(0).

Si (zy,) une suite minimisante du probléeme (x), alors il existe ng tel que

J(zy) <1+1 < J(x) <1+ g(0).



Cela montre que J(x,,) est majoré par une constante notée M := 1+ g(0).

D’autre part, par Uhypothése sur g puis I'inégalité de Poincaré (puisque x, € H' et x,(0) =

0),
1 1 1
ﬂ%)Z/;ﬂ%wfﬁ—C—H/!%@Wﬁ
0 0

1 1 1
—C+/ —|x;(t)|2dt—0/ 2! ()2 dt
0 2 0

1
—C+ (5 = 0)llz 3.

Y

v

Or, par hypothese, 0 < 1/2 et nous avons montré que J(x,) < M. On en déduit que

1 _
a2 < (5 - 0) (M +0),

c’est-a-dire que (z!) est borné dans L>.

3. On déduit alors de linégalité de Poincaré (qui s’applique ici puisque x,(0) = 0) que

1 _
lznllz2 < lanllze < (5 =67 (M +0),

et donc que (x,) est bornée dans H'. Par théoréme de cours, on sait alors qu’il existe
une sous-suite (Ty(n)) et x € H' tels que (x4(,)) converge uniformément vers x et (x;b(n))

converge faiblement vers x' dans L*(I).

4. Par théoréeme de cours, on sait que, comme (x;s(n)) tend faiblement dans L? vers ', on a

1 1

Par convergence uniforme de (r4(,)) vers x sur [0,1], la suite (Ty(,)) est bornée dans
L par une constante M'. Par continuité uniforme de g sur [—M', M'] et convergence
uniforme de (x4(n)), la suite (goxgm)) converge uniformément vers gox sur [0,1]. On en
déduit que

1 1
1@Agmwmwzégwmw

De plus, par convergence uniforme (donc simple) de (xy(,)) vers z, on ax(0) = limy, T4, (0) =
0. Donc
I = liminf J(.%'¢(n)) > J(w),

ce qui prouve que x est un minimum du probléme (x).

5. Soitv € H' tel quev(0) = 0. Alors, pour tout h € R, z+hv € H' et vérifie (x+hv)(0) = 0.
Donc
J(x + hv) > J(x),

puisque x est un minimum. La fonction h — J(x + hv) a donc un minimum en h =0 :
sa dérivée en 0 est donc nulle. Par dérivation des fonctions composées, on en déduit que

d

1
0= —-J(@+hv),_, =T (z)(v) = /0 ' (V' (t) + g’ (x(t)v(t) dt.



6. Rappelons que x' € L?. On déduit de égalité de la section précédente que, pour tout
veCH]1,1]), on a

1 1
/0 20/ (1)t = — /0 § (x(t))(t)dt,

ce qui montre que ' a pour dérivée faible ¢’ o x qui est continue, donc dans L?. Par
conséquent &' est dans H', avec (z') = ¢' o x.

7. De U’égalité précédente on sait que (z') est égal (presque partout) a la fonction continue
g ox. On en déduit que x a un représentant de classe C?. D’autre part, en intégrant par
parties I’égalité de la question (5), on a pour tout v € H' avec v(0) = 0,

1 1 1
0==/ﬁx%ﬂ@%ﬂ+ﬂ%$@ﬁv@)dt=[wxﬂv@ﬂo+/ﬁGﬂ”@ﬁ%ﬂ+gT$@Dv@Dcﬁ==$TDvﬂ%
0 0

puisque v(0) = 0 et 2" = ¢’ ox. Si on prend (par exemple) v(t) = t, on en déduit que
2'(1) = 0. En résumé, on a que x est une solution de classe C? de I’équation

a"(t) =g'(x(t)) te[0,1]
2(0)=0,  2/(1)=0.

Exercice 2 Dans tout I'exercice, H = L?(I) ou I =]0,1[. On fixe R € L?(I x I).

1. Soit (x,) une suite de H et x € H. On suppose que la suite (z,,) tend faiblement vers x
dans H. On pose

1 1
Un (1) ::/0 R(s,t)xn(s)ds et v(t) ::/0 R(s,t)xz(s)ds.

Montrer que v, € H pour tout n € N et que (v,(t)) tend vers v(t) pour presque tout
t €]0,1].

2. Montrer que (v,) tend en fait vers v dans H.

3. On définit T': H — H par
1
T(x)(t) = / R(s,t)x(s)ds pour p.t. t €]0,1], Vo € H.
0

Montrer que T est un opérateur linéaire continu et compact sur H.
4. Quel est 'adjoint de T' ?

5. On suppose dans toute la suite que R(s,t) = min{s,t}. Soit x € H et z = T'(x). Vérifier
que z appartient & H'(I), que 2’ appartient également & H'(I) et calculer (2’)". Déterminer
aussi z(0) et 2/(1).

6. Déterminer toutes les valeurs propres de T'.

7. Déduire des questions précédentes que la famille (v/2sin((m/2 + k7)t))ren est une base
hilbertienne de H.

Solution :



1. Comme R € L*(I x I), on sait par Fubini que, pour presque tout t € I, l’application
s — R(s,t) est dans L*(I). Comme x, € L*(I), s — R(s,t)u,(s) est dans L'(I) pour
presque tout t € I, et donc v,(t) est bien défini pour presque tout t € I. De plus, par
Cauchy-Schwarz, puis Fubini,

/Ol(vn(t))zdt < /01 (/()1(R(s,t))2d8> (/lei(s)ds> dt < /01 /Ol(R(s,t))zdsdt < 4o,

Donc v, est bien dans L*(I).

De plus, comme, pour presque tout t € I, lapplication s — R(s,t) est dans L*(I), on a
par définition de la convergence faible :

1
h,{n/ R(s,t)zp(s)ds = liTILn(R(-,t),:cnhz = (R(-,t),x) 2 = v(t).
0

2. Notons que, par Cauchy-Schwarz, et pour tout t € I tel que “application s — R(s,t) est
dans L*(I):

(onlt) — v(0))? < ( / 1<R<s,t>>2ds) ( / (- w<s>>2ds>
1 1
< (lanll + [1])? /0 (R(s, ))ds < 4 /0 (R(s,1))ds,

o, d’aprés Fubini, la fonction a droite est dans L*(I) puisque R € L*(I x I). On peut
utiliser le théoréme de convergence dominée (la converge venant de la question précédente)
pour conclure que

1
lim/ (v (t) — v(t))%dt = 0.
nJo
Donc (vy,) tend en fait vers v dans L*(I).

3. L’application T est bien définie (voir la question (1)), linéaire. Montrons que T est con-
tinu : on reprend les calculs au-dessus. On a

Tl - [ (@) 0) < / 1 (/ 1<R<s,t>>2ds) (/ 1 (i) db
< </01 /Ol(R(s,t))stdt> ]2

Donc T est continu. Montrons que T est compact. Soit (x,) une suite de H telle que
lzn|l < 1 pour tout m. Il existe une sous-suite (notée encore (x,) pour simplifier) qui
converge faiblement dans L? vers un x € L?(I). D’aprés les questions précédentes, on sait
que vy, := T(x,) converge dans L*(I) vers v := T(x). Cela montre que T est compact.

4. Par définition, on a, pour tout z,y € H,

@) = w16 = [ 20 ([ R 0uts)0s)

0
- /01 (/01 R(s,t)x(t)dt) y(s)ds,

d’aprés Fubini (que lon peut appliquer ici puisque R € L*(I x I), z,y € L*(I). Comme
l’égalité ci-dessus est vraie pour tout y, on peut conclure que, pour presque tout t € I,

1
T*(x)(s):/o R(s,t)z(t)dt.



C’est-a-dire que l'opérateur est de la méme forme que T', mais avec (s,t) — R(t,s) au lieu
de R(s,t).

5. Comme R(s,t) = min{s,t}, on a, pour x € H et z = T(x),

()  a(t) = /O " min{s, t}a(s)ds — /0 s(s)ds + 1 /t a(s)ds.

Comme x € H, les fonctions t — fg sz(s)ds et t — ftl x(s)ds sont dans H'(I), et donc z
est HY(I) (puisque Uapplication t — t est C* sur [0,1]). De plus, pour presque tout t € I,

1 1
(%) 2 (t) = tx(t) —i—/t x(s)ds — txz(t) = /t x(s)ds.

A nouveau, Uapplication t — ftl x(s)ds est dans H'(I), donc 2 est également dans H'(I)
avec, pour presque tout t € I, (2')(t) = —x(t). Notons aussi que, d’aprés (*), z(0) =0 et,
d’aprés (**), 2/(1) = 0.

6. Soit \ une valeur propre de T et x € H un vecteur propre associé : T(x) = \x. Posons
z=T(x).
Si A =0, alors z = 0 et, d’aprés la question précédente, (') = —x = 0, ce qui est
impossible puisque x est une valeur propre. Donc A # 0.
On sait que z € H'(I) avec 2’ € HY(I) et (2') = —x. L’égalité = = T(x) = v implique
alors que x = z/\ est dans H'(I) avec o' également dans H'(I) et (2') = (2')/ /A = —x/\.

Cela montre que x est de classe C%. Supposons d’abord que A < 0. Alors z(t) = Ae“! +
Be ! avec w = 1/v/=X. On sait que x(0) = z(0)/A = 0 et 2'(1) = 2/(1)/X = 0, ce qui
implique que A+ B =0 et Awe™ — Bwe® = 0. On en déduit facilement que A= B =0,
ce qui est impossible.

On en déduit finalement que A > 0 et on pose w = w = 1/\/X Alors il existe A, B tels que
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), avec 2(0) = A =0 et /(1) = Bwcos(w) = 0. Comme on
doit avoir B # 0 pour que z soit non nul, on en déduit que cos(w) =0, soit w = 7/2+ km
(ou k€N carw >0).

Inversement, on voit facilement que les applications t — sin((7/2+kn)t) sont des fonctions
propres de T, de valeur propre associée 1/(w/2 + kn)?.

7. Notons que T est un opérateur compact (question (3)) et auto-adjoint (question (4),
puisque R(s,t) = R(t,s)). Par théoréme de cours, on sait qu’on peut construire une
base hilbertienne de H en prenant [’'union des bases orthonormées de chaque espace propre
de T (ces espaces propres sont de dimension finie puisque 0 n’est pas valeur propre). Ici,
espace propre associé a la valeur propre 1/(m/2 + km)? est de dimension 1 et engendré
par t — sin((7/2 + kx)t). Cela prouve que la famille (v/2sin((7/2 + km)t))ken (qui, par
un calcul facile est normé) est une base hilbertienne de H.

Baréme indicatif : Exercice 1 : points. Exercice 2 : points.



