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Introduction

De nombreux modeles en physique, chimie, biologie et économie sont régis par des équations : ce
peut étre des équations différentielles ordinaires, mais aussi des équations aux dérivées partielles.
L’objet de ce cours est d’introduire quelques techniques simples d’analyse des équations aux dérivées
partielles.

Equations différentielles ordinaires

Les équations différentielles ordinaires servent a modéliser des systemes qui évoluent avec le temps.
L’inconnue y est une fonction—scalaire ou vectorielle—qui ne dépend que de la variable temporelle.
Voici quelques exemples :

e Modele logistique : z(t) est la population a I'instant ¢.

2'(t) = z(t)(a — (1))
«a = taux de reproduction.

e Modele proie-prédateur (Lotka-Volterra) si z(t) est la population de proies et y(t) la popula-
tion des prédateurs,
{ a'(t) = x(t)(a — y(1))
y'(t) = —y)(B — (1))

e Plus généralement,
{ a'(t) = f(t,x(t))

z(to) = 7o

ot 2(t) = (21(t),...,zn(t)) € RY, t est le temps et f : R x RY x RV champs de vecteurs.
Enfin, ¢ est I'instant initial du systeme, zo € RY la position initiale.

Méthodes de résolution :

1. Calcul explicite (modele logistique) ou semi-explicite (courbes intégrales)

2. Calcul numérique : nécessite en général une bonne connaissance des conditions d’existence,
d’unicité, de stabilité des solutions.

Pour 'EDO donnée ci-dessus, on montre ’existence et I'unicité en utilisant un théoreme
de point-fixe : supposons par exemple que f soit continue et lipschitzienne en espace uni-
formément en temps :

Ift,2) = fE. I < Clla =yl VYz,yeRY, teR
Posons X = C%([tg — d,to + 6]) (o1 § > 0). Alors I'application ® : X — X définie par

O(x)(t) = zp + tt f(s,z(s))ds Vit € [to — 0,10 + 6]

est contractante pour § > 0 suffisamment petit. Comme X est un espace de Banach pour la
norme ||+ |0, on en déduit que ® posséde un unique point fixe.



Exemples d’équations aux dérivées partielles

Dans les équations aux dérivées partielles, I'inconnue est une fonction qui dépend de plusieurs
variables et I’équation lie les dérivées partielles de I'inconnue.

e Equation de transport : un fluide (1 dimensionnel) avance avec la vitesse c. A l'instant initial
on ajoute un peu de sel (par exemple) dans ce fluide. Si u(t,z) est la concentration de sel
(gramme/litre par ex.), alors

ou ou
E(t,x) + c%(t, z)=0

On peut se fixer aussi la condition initiale u(0, z) = ug(z) (concentration initiale de solvant).

e Equation de la chaleur : si u(t,x) est la température dans un fil infini de section nulle, alors
la chaleur se propage suivant 1’équation :

ou 0%u

On peut se fixer aussi la condition initiale u(0,z) = up(x) (température initiale).

e Equation des ondes : la hauteur u(¢,x) & l'instant ¢ et a la position & d’une corde vibrante

évolue suivant 1’équation :
u, 2u
On peut se fixer aussi la condition initiale u(0,z) = uo(x) (Position initiale de la corde).

e Equation de Black-Scholes : le prix C(¢,z) d’une option d’achat dépend du temps ¢ et de la
valeur x de l'option suivant ’équation :

aC 1, ,0°C aC
—(t,x)+ —ocx"—(t,x) +re—(t,z) —rCt,z) =0x >0, 0<t < T
o (1,0) 5ot (1) ra o (t,w) — Ol a) ,
ou 1" est la maturité de I'option, o est la volatilité de 'actif sous-jacent et r > 0 de taux de
I'actif sans risque. L’équation précédente est complémentée par une condition terminale

C(T,x) = max{0,z — K}
ou K est le prix d’exercice.
Méthodes de résolution :

e Formules explicites : c’est le cas pour les modele exposés ci-dessus.

— Pour I’équation de transport, par exemple, on note que toute fonction réelle ¢, la fonction
u(t,x) = ¢p(x — ct) vérifie ’équation. Il suffit alors de prendre ¢ = uy.
— Pour I’équation de la chaleurs, il existe une formule intégrale :

1 (2—y)?
u(t,z) = m/Re_ 2 uo(y)dy t>0,zeR

qui fonctionne des que ug est suffisamment réguliére.
— Pour I’équation de Black-Scholes, formule assez lourde.

e Par contre, il n’existe pas de solution explicite pour la plupart des modeles plus complexes,
comme les options européennes avec des taux et volatilités non constantes, des modeles avec
des dividendes. Ce n’est pas le cas non plus pour les options américaines.

e Malheureusement, les techniques de résolution sont beaucoup plus complexes que pour les
EDO. Il n’y a pas de méthode générale, qui marche pour toutes les équations.

Nous verrons dans ce cours des techniques hilbertiennes (espaces de Sobolev), ainsi qu’une
approche tres générale, fonctionnant pour les EDP linéaires : la théorie des distributions.



1 Les espaces de Hilbert et le théoreme de Lax-Milgram

1.1 Espaces vectoriels normés

Dans tout le cours, K désigne soit ’ensemble des nombres réels R, soit I’ensemble des nombres
complexes C.

1.1.1 Normes sur un espace vectoriel

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application || - || : E — R est une
norme st

e ||z|| > 0 pour tout x € E,

eVreFE, ||z]| =0 = x=0g,

o (positive homogénéité) Vo € E, YA € K, ||Az| = |A] ||z
e (inégalité triangulaire) Vz,y € E, ||z + y|| < ||lz]| + ||yl

Remarque 1.2 On dit que (E, | - ||) est un espace vectoriel normé (EVN). La norme || - || définit
naturellement une notion de distance sur E : on mesure la distance entre deux points z et y de F
par ||z — y||. Rappelons que cette distance induit les notions d’ouvert, fermé, compact, voisinage,
ete...

Voici quelques exemples classiques d’EVN. D’autres seront étudiés en TD.

1. RY, muni d’une des normes suivantes, est un EVN : pour p € [1, +o0],

geeey

N 1/p
lz|l, = (Z ’$i|p> ’ ||g;||oozi:nlqaxN|xi|, onzx = (x1,...,TN) eRY

2. Soit X un ensemble. L’espace vectoriel F des applications bornées de X dans K peut étre
muni de la norme suivante :

[ flloo = sup [f(z)] VfE€E.
zeX

3. Soit K est un sous-ensemble compact de RY. L’espace vectoriel E des applications continues
de K dans K peut étre muni de la norme suivante :

||f”oo=Ig‘Cn€a[;§|f(:v)\ VfieFE.

(rappelons que, puisque z — |f(z)| est continue, le maximum est atteint).

4. Soit ¢! espace vectoriel des séries réelles absolument convergentes. Alors ¢! peut-étre muni
de la norme

o0
HCCH1:Z\xi| Vr = (21, 72,...) € £
i=1

Définition 1.3 On dit que deux normes || - ||1 et | - ||2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes
s’il existe deux constantes C1,Co > 0 telle que

Chllz|l1 < [lz]l2 < Callz|1 Ve e E .



On rappelle que “étre équivalent a” est une relation d’équivalence (d’ou la terminologie).

Théoreme 1.4 Si E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivantes.

Lorsque E est de dimension infinie, ce résultat est toujours faux :

Théoréme 1.5 Soit E un espace vectoriel. Si toutes les normes sur E sont équivalentes, alors E
est de dimension finie.

En fait, en dimension infinie, il est rare que deux normes soient équivalentes.

1.1.2 Espaces complets

Définition 1.6 Soit (E,| - ||) un EVN sur K. On dit qu’une suite (x,) d’éléments de E est de
Cauchy si
Ve >0, dng € N, Vn > ng, Vp >0 |[zn — Tl < €.

Rappelons que toute suite convergente est de Cauchy. Lorsque (E, ||-||) est un EVN quelconque,
la réciproque n’est pas forcément vraie.

Définition 1.7 On dit qu’un espace vectoriel normé E, muni de la norme || - || est complet pour
cette norme, si toute suite de Cauchy (pour cette norme) d’éléments de E converge. On dit aussi
que E est un espace de Banach.

Remarque 1.8 1. Si deux normes sont équivalentes sur un EV E et si E est complet pour 'une
des normes, autre E est complet pour autre (exercice).

2. Si E est de dimension finie, alors E est complet (pour toute norme).

3. En dimension infinie, il est souvent essentiel pour les applications de travailler avec un espace
complet (cf. la suite du cours).

Exemples :

1. Si X un ensemble et (E, | - ||«) est 'espace vectoriel des applications bornées de X dans K
étre muni de la norme

[flloc = sup [f(x)]  VfeE,
zeX

alors E est un espace de Banach.

2. De méme, si K est un sous-ensemble compact de RY et (E, | - ||oo) est I'espace vectoriel des
applications continues de K dans K muni de la norme

[flloc =max|f(z)] VfeFE,
zeK
alors F est un espace de Banach.
Voici une condition nécessaire et suffisante pour étre complet dans un sous-espace complet :

Proposition 1.9 Soit (E,| - ||) un EVN complet et K C E non vide. Alors K est complet, si et
seulement si, K est fermé.



Preuve (*): Supposons K complet. Soit (z,) une suite d’éléments de K qui admet une limite
x € E. Comme (z,,) converge, (z,) est une suite de Cauchy (exercice). Comme K est complet, (z,)
possede une limite £ dans K. Or la limite d’une suite est unique, ce qui prouve que x =z € K.
Donc K est fermé.

Supposons maintenant que K est fermé. Soit (z,) une suite de Cauchy de K. Alors (z,,) est
une suite de Cauchy dans E, qui est complet. Donc (x,) admet une limite z € E. Comme K est
fermé et (z,,) est une suite d’éléments de K, la limite x est aussi dans K. Donc (x,) possede une
limite dans K, et K est complet. O

1.1.3 Applications linéaires continues

Soit (E,| - ||g) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés sur K.

Théoréme 1.10 Soit L : E — F une application linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L est continue sur E,
(ii) L est continue en O,

(iii) il existe une constante K telle que

|L(z)||lFr < K||z||E Ve e E

(iv) L est lipschitzienne sur E (c’est-a-dire, il existe une constante K > 0 telle que | L(z)—L(y)|| <
K|z — yl|| pour tout x,y € F).

Preuve (*): 1l est clair que (i) = (i7) et (iv) = (i). L’implication (iii) = (iv) est aussi tres
facile : soit K la constante de (iii). Alors, pour tout x,y € E, on a par linéarité de L,

IL(x) = Ly)llr = 1Lz —=y)lr < K|z —yllz  (par (i2)).

D’ou (iv).

Le seul point sur lequel il faut un peu travailler est (ii) = (4ii7) : comme, d’apres (ii), L est
continue en Op, pour € = 1 > 0 il existe une constante n > 0 telle que, si ||y — Og|lp < 7, alors
|IL(y) — L(Og)||r < e = 1. Cela se réécrit |L(y)|lr < 1si |lyllz < n, puisque L est linéaire, et
donc L(0g) = 0. Soit maintenant € E avec z # Op. Notons que y = nm vérifie ||y||lp < 7,
et donc || L(y)||r < 1. On multiplie cette derniere inégalité par ||z||g/n pour obtenir, par positive
homogénéité de la norme puis linéarité de L :

Uzl a/DIZW) e = | (elle/mL) e = 1L/l = IL@lr < ';'E |

Cette inégalité étant évidente pour x = Op, il existe donc une constante K = 1/n pour laquelle
I'inégalité de (ii) a lieu. O

Soit L(FE, F') I'ensembles de applications linéaires continues de E dans F. Notons que L(FE, F')
est un K—espace vectoriel.

Proposition 1.11 L’espace vectoriel L(E, F') est muni de la norme

|7 ()|l F
1Tl z(e,py = sup —7——
z40g ||xHE

Remarques :



1. Lorsque E et F sont de dimension finie, on retrouve la notion de norme matricielle.
2. On montre facilement (exercice) que
1Tl z(e,py = sup{IT(2)l|F |z € B, [lz]lp <1}
3. Par la suite nous travaillerons fréquemment avec l'espace E* := L(F,K). Cet espace s’appelle
le dual topologique de E.

Preuve de la proposition (*): Il est clair que L(E, F') est un espace vectoriel. Montrons que
[ - Hg(ﬂp) est une norme.

e il est clair que ||T'[|z(g,7) > 0 pour tout T

e Supposons que ||T'||zz,r) = 0. Alors on a, pour tout x € E, [|[T(z)|r < |TllzEr =0,
soit T'(x) = Op. Donc T est 'application linéaire nulle.

e (positive homogénéité) Soit T € L(E,F) et A € K. Comme, pour tout x € E, on a
IAT(2)||F = |A] ||T(x)||F, on en déduit que

T T
7@ _ |y s 1T

IAT || g,y = sup |Al = AT 2,y -
x#0p

e (inégalité triangulaire) soient 771,72 € L(E,F). On utilise la définition équivalente donnée
dans la remarque. Pour tout z € E, avec ||z|]|g < 1. On a

Ty + To) ()| F = [[T1(2) + Ta(@)[[r < |1 T1(2)]F + [ T2(@)|F < T2l + 1 T2llcee.F)

En prenant le supremum sur z, avec ||z||g < 1, on obtient :

ITh + Tolloe,ry < | Thllee,r) + 1120 ce,F)

Voici quelques propriétés élémentaires de cette norme : si T € L(E, F'), alors
O 1T@)r < Tl er lzle  VeeE
(i) en particulier, |T(z) = T()|lr < | Tler lo—yle  Voye B
Théoréme 1.12 Si F est un espace de Banach, alors L(E, F') est également un espace de Banach.

Remarque 1.13 En particulier le dual d’un EVN est toujours complet : rappelons que le dual E*
d’un EVN FE est I’ensemble des formes linéaires continues sur E :

E* ={T: E — R, T linéaire continue}

Preuve : Supposons que (7},) soit une suite de Cauchy dans L(F, F'). Montrons d’abord que,
pour tout x € E, la suite (T},(z) est une suite de Cauchy dans F. Si x = O, alors T,,(z) = Op, et le
résultat est évident. Supposons maintenant que x # 0. Fixons € > 0. Comme (7},) est de Cauchy,
il existe ng € N tel que

€

2]l

Vn>ng, Vp >0,  [|Th — Tatplleer) <

Par conséquent,

€
vn2>mng, ¥p 20, |Tu(@) = Tasp(@)lleer) < Tn = Totplleer) 2l < m\lxllE =€



Donc la suite (7,(z)) est de Cauchy dans l'espace complet E : elle admet une limite notée T'(x).

Comme les T), sont linéaires, on voit facilement que 1" I’est aussi. Montrons que T est continue.
Pour cela, on note que, puisque la suite (7,) est de Cauchy, la suite de nombres réels (||, z(z,F))
I’est aussi, puisque

Tl e r) = 1 Tnspllcce,my| < N T = Toiplleery  Yn,p>0.

Donc, comme R est complet, cette suite (||T,||z(z,r)) converge et, en particulier, est bornée par
une constante M. On a alors

1To(@)|lF < | Tolloemlzle < Mlz|lp  VzeE, VneN.
On fait tendre n vers 400, ce qui donne, puisque 7, (x) — T'(x) et la norme || - || est continue,
|T(z)||lr < M||z||g Ve e E .

Cela montre que 1" est continue.
Montrons finalement que T, tend vers T pour la norme | - || (g, ) : fixons € > 0 et soit ng € N
tel que
Vn > ng, Vp >0, [Tn — Totpllcer) <€

(un tel ng existe puisque (7},) est de Cauchy). On a alors
1T (z) — Thip(x)||r <€ Vn >ng, p>0, x € E avec ||z|]|[g <1
On fait tendre p vers +oo dans I'inégalité ci-dessus : Ty4p(x) tend vers T'(x), ce qui donne
|Tn(x) —T(x)||r <€ Yn>ngy, € FE avec|z||g <1

Donc
ITn =Tl ze,ry) =sup{l|To(z) = T(@)||r |z € E, |2l <1} <e  Vn>ng.

En conclusion, la suite de Cauchy (7},) tend vers T : cela prouve que L(E, F) est complet. O

1.1.4 Produits A’EVN

Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deux EVN. On munit (le plus souvent) le produit F x F d’une des
normes équivalentes suivantes :

Iz )l = llzlz +lyle @ y)llo = max{|z]e, [ly]r},

1
1)l = (llE + IyllF)* V(zy) e ExF.
(le fait que ces normes sont équivalentes vient juste du fait que, sur R?, les normes || - ||1, || - [|oo €t

|| - |l2 sont équivalentes).

Proposition 1.14 Si E et F' sont des espaces de Banach, alors E x F (muni d’une des normes
ci-dessus), l’est également.

Preuve : exercice. O
Définition 1.15 (Applications bilinéaires) Soient (E,|-|g), (F,||-|F) et (G,||-||q) trois EVN.

On dit que Uapplication T : E X F' — G est bilinéaire si l'applications © — T (x,y) est linéaire pour
tout y € F et Uapplication y — T(x,y) est linéaire pour tout x € E.



Remarque : Une application bilinéaire n’est linéaire... que si elle est nulle (car T'(A\z, Ay) =
NT(z,y)).

Proposition 1.16 Soit T : E x F' — G est une application bilinéaire. Alors T est continue sur
E X F si et seulement si il existe une constante C' telle que

1Tz, ylle < Cllzllelyllr  V(z,y) e EXF.

Preuve : exercice. U

1.2 Espaces de Hilbert
1.2.1 Produit scalaire et norme associée

Commengons par le cas des espaces vectoriels réels.

Définition 1.17 (Produit scalaire réel) Soit H un R—espace vectoriel. On appelle produit
scalaire sur H toute application B : H x H — R bilinéaire, symétrique, définie positive, i.e.,

(i) B est une forme bilinéaire sur H,
(ii) B est symétrique, i.e., B(x,y) = B(y,x) V(z,y) e H x H,
(iii) B est définie positive : B(x,z) > 0 Vee H et si B(z,x) =0, alors x = 0y .

Définition 1.18 (Produit scalaire complexe) Soit H un C—espace vectoriel. On appelle pro-
duit scalaire sur H toute application B : H x H — C sesquilinéaire, hermitienne, définie positive,
1.€.,

(i) B est une forme sesquilinéaire sur H, i.e.,
a) pour tout y € H, Uapplication © — B(x,y) (de H dans C) est linéaire,

b) pour tout x € H, l'application y — B(x,y) (de H dans R) est anti-linéaire (B(z,\y+2) =
AB(z,y) + B(z, z) pour tout z,y,z € H, A € C),

(ii) B est hermitienne, i.e., B(x,y) = B(y,x) V(z,y) € H x H,
(iii) B est définie positive : B(x,z) >0 Ve e H et si B(z,x) =0, alors x = 0 .

Remarque: si B est hermitienne, alors B(z,x) est réel puisque B(z,z) = B(x, z).
Le plus souvent un produit scalaire est noté (-,-) au lieu de B.

Proposition 1.19 Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire (-,-).
Alors, si on pose
1
2] = ((z,2))>  VeeH (1)

on a :
(Z) 2 2 2
Iz 4yl = 2l + 2Re((a ) + Il Ve,y € H

(ii) (Cauchy-Schwarz)
[z, 9) <l [yl Vo,ye H.

10



(iii) (Identité du parallélogramme)

2(lz[* + Iyll*) = o+ yl* + e —ylI*  Vo,yeH.

(i) || || définit une norme sur H.
Preuve (dans le cas complexe par exemple) :
(i) Six,y € H, alors

lz+yllP=(@+yz+y) = (@2)+ (x,y) + @2) + yy) = l|z|* + (@,9) + (&) + |yl
= |z +2Re((z, ) + [ly|?

(ii) (Cauchy-Schwarz) soient z,y € H. Si (z,y) = 0, le résultat est évident. Sinon, soit § un
argument du nombre complexe (z,y). On a alors, pour tout A € R,

lz + Aeyl* = Jlz]|* + 24Re(e™ (@, y) + IAPllyl? = lzl® + 2Alz, 9| + AP ]ly]1? -

Comme le polynéme & coefficients réels A — ||x||? + 2| (z, y)| + A?||y||*> ne prend pas de valeur
négative, son discriminant est négatif ou nul : 4[(x,y)|?> — 4/|z||® ||y||*> < 0, ce qui donne
I'inégalité annoncée.

(iii) (Identité du parallélogramme) si z,y € H, on a

e+ yll* + [l =yl = |2 + 2Re((z, 9)) + lyl* + |2|* — 2Re((z, y)) + Iyll* = 2(|«|* + |y]|2)

(iv) || - || définit une norme sur H. Nous ne montrons que I'inégalité triangulaire, le reste étant
laissé en exercice :

lz]* + 2Re((z, ) + lly1* < l|l=[* + 2ll2[| Iy + ly]*  (par Cauchy-Schwarz)

lz+yl* = (
< (llll+ Tyl

Exemples

e sur RV le produit scalaire usuel est défini par :
N
<3§',y> = leyz Vo = (-"Ula"'?xN)v y= (y17"'ayN) S RN .
i=1
e de méme sur CV, le produit scalaire usuel est défini par :

N
(wy)=> g Vo= (z1,...,2x), y=(y1,...,yn) €CV.
=1

e L’espace Li(X ,R) est muni du produit scalaire

(f,g>=/ngdu Vf,g€L?,
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e En particulier, le prototype des espaces de Hilbert est I'espace £2(R) (ou £2(C)) des suites
réelles (resp. complexes) (z;);en de carré sommable : Y o0, |z;|* < +00. Cet espace est muni
du produit scalaire

(@,y) =Y wyi Vo= (@ien, Y= (Ui)ien € £*.
=1

[o.¢]
(Dans le cas complexe, le produit scalaire est (x,y) = Z i)
=1

Définition 1.20 Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). On dit que H est un
espace de Hilbert si H, muni de la norme associée au produit scalaire (-,-) (par (1)) est un espace
complet.

Remarque: Tout espace de Hilbert est un espace de Banach. La réciproque est fausse : en
général une norme quelconque ne provient pas d’un produit scalaire (exercice : montrer que, si
H =R il n’existe pas de produit scalaire B tel que B(z,z) = ||z||%).

1.2.2 Le théoréeme de projection

Rappelons d’abord quelques notions élémentaires sur les ensembles convexes.

Définition 1.21 (Ensemble convexe) Soit E un espace vectoriel. On dit qu’un sous-ensemble
C' de E est conveze si

Ve,y e C, YA€ [0,1], e+ (1 - Ny eC.

Par exemple, un sous-espace vectoriel de E est toujours convexe.

Définition 1.22 (Fonction convexe) Soit E un espace vectoriel et C' un sous-ensemble convexe
de E. Une application f: C — R est convexe si

Yo,y € C, YA € [0,1], fhz+ (1 - Ny) < Af(z) + (1= N f(y) .
Voici quelques propriétés classiques des ensembles convexes (leur preuve est un bon exercice) :
1. Une intersection quelconque de convexes est convexe.

2. Si f: E — R est convexe, alors, pour tout ¢ € R l'ensemble {x € E | f(z) < ¢} est convexe.

Le théoreme suivant est le résultat une des propriétés les plus importantes des espaces de Hilbert.

Théoréme 1.23 (de projection (cas réel)) Si H est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(-,-) et F' est un sous-ensemble convexe complet non vide de H, pour tout x € H il existe un unique
point llp(z) € F (appelé le projeté de x sur F) tel que

lz = Ip()]| = minfly — =]
De plus, g (x) est caractérisé par l'inégalité suivante :
(0= Up(e)y—Tlp(2) 0 VyeF.
Remarques 1.24 1. Le théoreme s’applique en particulier, lorsque H est un espace de Hilbert

et et F' est un sous-ensemble convexe fermé non vide de H : en effet, un sous-ensemble fermé
d’un espace complet est complet.
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2. Dans la cas ou H est complexe et (-,-) un produit scalaire complexe, le théoréme s’applique
sous les mémes hypotheses et la caractérisation prend la forme suivante :

Re((z —p(x),y —Mp(x))) <0 VyeF.

Il faut connaitre la preuve de la partie “unicité” du théoreme.
Preuve : Commencons par I'unicité (*): soient z1 et z3 deux projections du points x sur F'. Notons
que, par convexité de F, le point (21 + z2)/2 appartient aussi a F'. Par définition du projeté, on a

donc
21+ 292

Appliquons maintenant I'identité du parallélogramme aux vecteurs z; — x et zo0 — x, on a

—af| 2 [z -zl = [[z2 — 2] .

21+ 2
lex 22 — 2l + flz1 = 2 = 221 — 2P+ flan — 2l?) < 4 252
Donc ||z1 — 22]|? < 0, ce qui prouve que z; = 2».

Prouvons maintenant 'existence. Comme F est non vide, il existe un point z € F et donc
m := inf,cp ||z — x| est bien défini. Soit (z,) une suite minimisante du probleme : z, € F et
lim, 4o ||2n — z|| = m. L’objectif est de montrer que (z,) est une suite de Cauchy de F. Soit
e>0et N >0 tel que ||z, —z|| < m+ € pour tout n > N. Fixons n,m > N. On applique 1’égalité
du parallélogramme a z, — z et z,, — .

l2n + 2m = 22]* + [lz—n — 2m||* = 2(|zn — 2|* + l|l2m — 2[|*) < 4(7 + €)?

Or, comme le point 22E2m appartient & F' par convexité de F, on a ||2252m — z|| > m. L’inégalité
ci-dessus se réécrit donc
4m2 + ||zon — 2 ||* < 4(m + €)?

ce qui donne
z-n — zm||? < 4(m + €)? — 4m® = 4e(2m +¢€) .

Comme le membre de droite est arbitrairement petit lorsque € — 0, la suite (z,) est bien de Cauchy.
Or F est complet, donc cette suite converge vers une limite Z € F. La norme étant continue, on a
finalement,

m= lm e = 2] = o |

et Z est la projection de x sur F'.

Montrons maintenant la caractérisation. Vérifions d’abord que IIp(z) satisfait l'inégalité :
fixons z € F et, pour t €]0, 1], considérons le point (1 — ¢)IIp(z) + tz, qui appartient a F' puisque
F est convexe. On a donc, par définition du projeté,

T (2) —2l® < |(1=)T0p(2) +tz—al* = [Up() -z |+ 2600p(0) ~ 2, 2= Tp (@) +£*] o= TTp ()| -
(

On simplifie par ||IIp(z) — z||?, on divise par t > 0 et on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir 0 <
2(Ilp(x) —x, 2z — I p(x)). Ceci est 'inégalité voulue.

Inversement, soit z € F' un point vérifiant 'inégalité de caractérisation. Montrons que Z est le
projeté de x sur F. On a, pour tout z € F,

lz = zl* =llz = 2+ 2 - a|® = ||z = 2* + 2(2 = 2,2 = 2) + || 2 — 2||?

Comme ||z — z||? > 0 et (z — 2,27 — x) > 0 par inégalité de caractérisation, on obtient ||z — z||? >
|Z — ||, ce qui prouve que Z est le projeté de = sur F.
O

Lorsque 'ensemble F' est un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert H, le théoreme
de projection prend la forme suivante :
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Théoréme 1.25 (Projection sur un SEV) On suppose que H est un espace de Hilbert et que
F' est un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors

(i) Uapplication © — M p(x) est linéaire continue, de norme 1 si F n’est pas réduit ¢ {Og}.
(ii) c’est une projection : llp o llp = Ilp

(iii) on a légalité
(r —Ip(z),y) =0  VyeF.

(iv) cette égalité caractérise Ilp(x).

I1p(z) s’appelle la projection orthogonale de x sur F.

Preuve (*): Montrons d’abord la caractérisation : vu le théoréme de projection (cas convexe), il
suffit de vérifier que, lorsque F' est un espace vectoriel, la condition

(%) (x—2z,y—2) <0 Yy e F.
est équivalente a la condition
() (x—Zz,y) =0 Vye F .

Supposons d’abord (). Soit y € F. Alors, comme F est un espace vectoriel et z € F, y + Z
appartient aussi a F. Donc, par (%), (z — zZ,y+ z — z2) = (z — z,y) < 0. Ceci est vrai aussi pour
—y, qui appartient aussi & F : (z — z, —y) < 0. D’ou (xx).

Inversement, si z satisfait (*x), alors pour tout y € F, on a y — zZ € F par linéarité de F, et
donc, par (xx), (x — z,y — z) = 0. D’ou (x).

Une fois connue la caractérisation du projeté, la linéarité de lapplication x — Ilp(x) est
évidente : en effet, soient x1,x29 € H, A € R. On a alors, pour tout y € H,

<561 + )\332 — (Hp(ail) + )\HF(:L‘Q)),y> = <x1 — Hp(azl),y> + )\<$2 — HF(SUQ),y> =0 s

Donc IIp(z1 + Ax2) = Hp(x1) + MlIp(x2) d’apres la caractérisation, ce qui prouve la linéarité de
IIg.

Montrons maintenant que ||IIz|| = 1. Soit z € F, avec z # 0. On a Ilp(z) = z, et donc ||IIg|| >
IIIz(2)||/||z]] = 1. Inversement, si z € H, alors d’apres la caractérisation, (z — IIr(z),y) = 0 pour
tout y € F. Donc, en prenant y = [Ip(z),

TTF(2)|* = (p(2), Up(2)) = (2,11p(2)) < ||z|| [TTF(2)]
ce qui prouve que ||IIgp(z)|| < ||z||. Donc ||[IIg|| = 1.

Finalement, I o Iz = Il par définition de la projection. O

1.2.3 Orthogonalité

Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert. On dit que deux vecteurs z,y € H sont orthogonaux si
(x,y) = 0. On note alors = L y.

Définition 1.26 (Orthogonal d’une partie) Soit A un sous-ensemble non vide de H. L’orthogonal
de A est le sous-ensemble A+ de H défini par

At ={z e H|(z,y)=0 Vy e A}
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Remarque 1.27 Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors, d’apres la caractérisation de
la projection, on a x — IIp(x) € F* pour tout = € F.

Proposition 1.28 Soit A un sous-ensemble non vide de H.

(i) At est toujours un sous-espace vectoriel fermé de H.
(is) H- = {0y} et {0g}* = H.
(iii) Si A C B, alors B+ Cc A*.

(iv) ( Vect(A) )= = AL (ou Vect(A) est la fermeture de Vect(A)).

Preuve (*): Pour fixer les idées, on travaille dans le cas réel. (i) Montrons que A+ est un sous-
espace vectoriel : si 21,290 € AL et A € R, alors, pour tout y € A, (z1+A22,y) = (21,9)+ 22, ) = 0.
Donc z; + Azy € AL, ce qui prouve que AL est un sous-espace vectoriel. Montrons maintenant que
AL est fermé : si (y,,) est une suite d’éléments de AL qui tend vers z € F, on a, pour tout y € A,
(z,9) = limy s 400 (2n,y) = 0. Cela montre que z € AL, qui est donc fermé.

(ii) Si z € H*, alors, comme z € H, ||z]|> = (2,2) = 0, ce qui prouve que z = 0. Donc
H+ = {0g}. Il est clair que {0y }+ = H.

(iii) est une application directe de la définition.

(iv) Comme A C Vect(A), l'inclusion ( Vect(A) )& C Al est immédiate. Soit maintenant
z € A+, Alors, si y est une combinaison linéaire d’éléments de A, c’est-a-dire si y = Sor Ay avec
yi € Aet \; R, on a

n

n
(z, Zx\ﬂﬁ} = Z Xi{z,y:) =0 puisque (z,y;) = 0 car z € A+ .
i=1 i=1

Donc z € (Vect(A))+. D’autre part, si y € Vect(A), il existe une suite (y,,) d’éléments de Vect(A)
telle que y, — y. Or (z,yn) = 0 et le produit scalaire est continu. Donc (z,y) = 0, ce qui prouve
que z € ( Vect(A) )*. O

Proposition 1.29 Soit F' un sous-ensemble de H.
(i) F est un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement si (F+)+ = F.
(ii) Dans ce cas, H=F ® F* et idy =g + Hp..

Preuve (*): (i) Supposons que F' est un sous-espace vectoriel fermé de H. Soit z € F' et
y € F+. Alors (z,y) =0, et donc F' C (F4)*. Inversement, soit z € (F+)*. Soit Iz (2) le projeté
de z sur F. Par caractérisation, on a (z —IIx(2),y) = 0 pour tout y € F, et donc z — [Ip(z) € F*.
Mais z € (F+)*, et donc 0 = (2 — IIp(2), 2). Rappelons que l'application linéaire continue I est
de norme 1, ce qui prouve que ||[IIx(2)| < ||z]|. D’ou

2 =TI (2), 2) < TR Il < [12]7 -

Il y a donc une égalité dans Cauchy-Schwarz, ce qui prouve que IIp(z) = Az avec A > 0. De I’égalité
0 = (z — p(z),2) on tire facilement que A = 1, ce qui prouve que z = IIp(z), c’est-a-dire que
z € F.

Supposons maintenant que (F+)+ = F. Alors, comme (F*)+ = F est un sous-espace vectoriel
fermé de H, F' est fermé.

(ii) On a, pour tout € H, x = lg(z) + x — Ip(x) avec lIp € F et 2 — [p(z) € F+. Donc

H=F+F Or FNFt={0y}carsize FNEFL, alors ||z|? = (2,2) =0. Don H =F @ F+.
L’égalité x = IIp(x) +  — IIp(z) pour tout x € H montre aussi que idy = IIp 4+ Ipi. O
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1.2.4 Bases hilbertiennes

Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. On dit qu'une famille A de H est totale si 'adhérence de

I’espace vectoriel engendré par A est égal & H tout entier : , Vect(A) = H.

Proposition 1.30 A est totale si et seulement si A+ = {0y}

Noter que c’est 'implication “A+ = {0y} = A est totale” qui est utile en pratique.

Preuve (*): Si A est totale, alors
At = (Vect(A) ) = HY = {0y}

Supposons maintenant que A+ = {0x}. Alors

Veet(4) = (( Veat(4) )*) = (4*) " = ({0s))" = 4.

a

Définition 1.31 (Base hilbertienne) Soit (e,)nen une suite d’éléments de H. On dit que cette
famille est une base hilbertienne de H si elle est totale et orthonormée :

(Veet({en, n € N)YE = {05} et (enem) = { O s

VYn,méeN.
Définition 1.32 (Espace séparable) On dit qu'un EVN (E,||-||) est séparable si E contient une
famille dénombrable dense.

Exemples et contre-exemple : Une grande partie des espaces utilisés en analyse fonctionnelle
sont séparables.

1. sia < b, (C°a,b]), | - |loo) est séparable : en effet Q[X] est une famille dénombrable dense
(c’est une conséquence directe du théoreme de Stone-Weierstrass, qui dit que toute fonction
continue sur [a, b] est limite uniforme d’une suite de polynémes).

2. les espaces /P (pour 1 < p < +00) sont séparables. En effet si on note Dy I'ensemble des
suites nulles a partir d’un certain rang et a coefficients dans Q, alors Dy est dénombrable et
dense dans P (voir les exercices).

3. Si I est un intervalle non vide de R et 1 < p < 400, alors I’espace LP(I) est séparable. (admis)

4. Par contre ni £*°, ni L*°([a, b]) ne sont séparables. Montrons-le pour £*° : soit ® : P(N) — ¢
I’application qui & une partie £ de N associe la suite

. |1 siiek
®(5) = @(E))en onaEr={ ) e
Alors, par définition,
|®(E) — ®(E)||oo=1 VE,E' € P(N)avec E #E'. (2)

Montrons maintenant que cela implique que £*° n’est pas séparable. En effet, raisonnons
par 'absurde en supposant qu’il existe une suite dénombrable dense (z") dans £*°. A tout
E € P(FE) il existerait un plus petit entier ng tel que ||z"F — ®(E)|o < 1/4 puisque (z™)
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est dense dans ¢*>°. Notons que l'application £ — ng est injective, puisque si ng = n'y, alors
2"E = z"E et

1
18(E) = S(E)]loo < [®(E) = 2" loo + [lenf — ®(E)o < 5

ce qui implique que E = E’ d’apres (2). Mais comme P(N) est non dénombrable tandis que
N est dénombrable, il ne peut exister d’injection de P(N) dans N. Une contradiction.

Théoreme 1.33 Tout espace de Hilbert séparable posséde au moins une base hilbertienne.

Il faut connaitre la preuve de ce résultat : elle fournit une procédure constructive d’une base
hilbertienne (procédé d’orthonormalisation de Schmidt).

Preuve (*): Soit (2, )nen une suite dense dans H. On note F}, I'espace vectoriel engendré par
{x1,...,zn}. Notons que |J,, F), est dense dans H, puisque cet espace vectoriel contient tous les x,.
Nous allons construire explicitement une suite (e, )nen €t une suite strictement croissante d’indices
(kn)nen telles que {ei, ..., ey} est une base orthonormée de Fj, .

Sans perte de généralité on peut supposer que x; # 0. On pose alors e; = z1/||z1]| et {e1} est
une base orthonormée de Fij. Supposons construits {eq,...,e,} et k. Soit k,11 le plus petit indice
k > ky tel que Fy, # Fy,,. Alors la famille {ey,...,e,,xy, ., } est une base de Fy, . Posons

n
A
Chit = Thyy — D (T €i)ei

i=1
Notons que (e;,,,e;) = 0 pour tout j < n et que e, ; # 0 puisque xy, , n’est pas combinaison
linéaire des e1, ..., e,. On pose alors e, 11 = e;,,;/||€},1]|. On montre facilement que {ei,...,en41}
est une base orthonormée de Fj, . . On conclut & I'existence de la famille {e, },en par récurrence.
Par construction, {ey},en est une famille orthornormée. Elle est également totale puisque
Vect(en, n € N) =, F» et que ce dernier espace est dense dans H. O

Théoréme 1.34 Soit H un espace de Hilbert séparable, muni d’une base hilbertienne (en)nen.

Alors Uapplication
O H— (2

T ((zaen»’rLEN
est une application linéaire bijective et isométrique. En particulier, on a les égalités

o0

e (Bessel) x = Z(x, €n)en

n=1

e (Parseval) ||z||* = Z (2, en)|?
n=1

Preuve (*): L’application ® est clairement linéaire. Montrons qu’elle est continue : en effet,
notons F,, 'espace vectoriel engendré par {ej,...,e,}. Alors, si z € H, alors on montre aisément
que g, (z) = 377 (z,e)e; et on sait que x = I, (x) + gL (2), ot les deux vecteurs sont
orthogonaux. Donc, par Pythagore,

n

|2l = L, (@)1 + g (2)* > [, (@)1 = {2, e0)®
1=1

Lorsque n — 400, on a alors

le(@)? = (z ) < ||z (3)

)
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Donc @ est continue avec ||| < 1.

Montrons maintenant qu’en fait I’égalité a lieu dans (3). En effet comme la famille {e,} est
totale, il existe une suite (yx) de Vect(x,, n € N) qui converge vers x. Par définition de F},, pour
tout k, il existe ny telle que yi € F,,. Comme la suite des espaces vectoriels (F),) est croissante,
on peut supposer sans perte de généralité que la suite nj est strictement croissante, et donc tend
vers +oo. Alors, par définition de la projection, on a

Nk

Izl = (x,e)? = ||z|* = |p,, (@)]° = llz = 20, [* < & = yn, > =0,
i=1

ce qui prouve I’égalité de Bessel. Cette égalité affirme en particulier que ® est une isométrie. En
passant, nous avons également montré 1’égalité de Parseval :

n
li Ve = i =x.
n—1>r—|r—loo <x’ €Z>€Z ngr—sr—loo n v
i=1
Montrons maintenant que ® est bijective. D’abord ® est clairement injective, car si ®(z) = 0,
alors

lz]| = [|@(2)]| = [0} = 0.

Donc x = 0. Montrons finalement que ® est surjective. Soit y = (¥, )nen un élément de £2. Posons
Tn =Y i yie;. Alors la suite (xy,) est de Cauchy dans H puisque

n-+p

|Znp = zal® = Y luil®

i=n-+1

et que la série >, |y;|? converge. Donc, comme H est complet, (z,,) converge vers un certain = € H.
Notons que, pour tout ¢ € N,

(z,e) = ngffw@m e;) = ngljfrloo Yi =Yi -
Donc ®(x) =y, ce qui prouve que ® est surjective. O

Exemples fondamentaux :

1. Si (£2,(-,-)2) est l'espace de Hilbert des suites de carré sommable, la famille (€"),cn définie
par e}’ = 0;, est une base hilbertienne de 2.

2. La théorie des séries de Fourier nous apprend que la famille { emx} est une base
neL

1
V2
hilbertienne de L2((0,27),C).

En particulier, toute fonction de L?((0,27),C) est limite, dans L?, d’une suite de polynémes
trigonométriques.

1 1
3. Lorsque I'on revient aux espaces réels, on a : La famille { cos(na:)} U{ — sin(nx)}
V2m neN V2m neN*

est une base hilbertienne de L?((0,27),R).

1.2.5 Dualité

Rappelons que le dual (topologique) E* d'un EVN E est l’ensemble des applications linéaires
continues de E dans R. Pour les espaces de Hilbert, on peut identifier £* et F, au sens suivant :
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Théoréme 1.35 (de représentation de Riesz) Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert (réel ou com-
plexe). Pour tout f € H*, il existe un unique élément & € H tel que

fly) =(y,z) VyeH. (4)

De plus Uapplication f +— & de H* dans H est une application (anti)linéaire continue bijective (et
d’inverse continu).

Preuve : Soit f € H*. Si f est 'application nulle, alors £ = 0 est bien I'unique vecteur de H
vérifiant (4).

Supposons maintenant que f #Z 0. Avant de commencer la démonstration, notons que, si
T existe, alors z € (Ker(f))® puisque, pour tout y € Ker(f), (z,y) = f(y) = 0. De plus,
f(z) = (z,z) = ||z||>. L'objet des calculs suivants est précisément de construire un tel Z.

Comme [ # 0, il existe z € H tel que f(z) # 0. Soit z la projection orthogonale de z sur
Ker(f) (qui est un sous-espace vectoriel fermé de H). Comme f(z) # 0, on a z # x. Posons
T =(z—2)f(x)/||z — z||>. Notons d’abord que

f@ = (p@) - f) =

le—z)?

(f(x)*
lz— 2|2 Izl* 0.
Par définition de la projection orthogonale, on a également

_ f(z
.2 = )

x — z||?

(yx —2) =0 Yy € Ker(f) .

Soit maintenant y € H quelconque. Alors y — f(y)z/f(Z) appartient a Ker(f). Donc
(y—f)z/f(z),7) =0,

ce qui prouve que
_ e ||
(v, 7) = f(y)(z, 2/ f(7)) = f(y)f@) =fy) .
11 existe donc = € H tel que (y,z) = f(y) pour tout y € H.
Montrons 'unicité de z : si z; € H est tel que (y,Z1) = f(y) pour tout y € H, alors

(y,z—11)=0 VyeH,

ce qui implique que ¥ — 1 = 0 et donc que T = .
Finalement, l'application ® : H — H* définie par ®(x)(y) = (y,x) est (anti)linéaire, continue
car

[®(2)]| = sup{|®(z)(y)| |y € H, [yl <1}
= iuIr'{Kw,y)I lye H, |lyl| <1} (5)
< |z

(par Cauchy-Schwarz). Nous avons montré ci-dessus que ® est bijective. Notons aussi que ®~! est
continue car, si f € H* et  vérifie (4), on a

Iz = (z,7) = £(2) < || £lla-

T||u

D’ou
lzllg < |fllas = ||®@)||gs VZeEH. (6)

En terme de @, les inégalités (5) et (6) donnent
1zl = 1®@) |- VZEH,

et donc ® est une isométrie de H dans H*. O
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1.2.6 Le théoreme de Lax-Milgram

Un des outils de base pour démontrer ’existence de solution pour certaines équations aux dérivées
partielles est le théoréeme de Lax-Milgram. Pour I’énoncer, nous aurons besoin de la notion suivante :

Définition 1.36 Soit H un espace de Hilbert réel et a : H x H — R une forme bilinéaire continue.
On dit que a est coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que

a(z,z) > o|z|? Ve e H .
Bien noter que la constant « doit étre strictement positive, et ne dépend que de a (et pas de x).

Théoréme 1.37 (de Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel et a : H x H — R une
forme bilinéaire continue coercive. Alors, pour tout f € H* il existe un unique élément T € H tel
que

a(z,y)=fy) VyeH.

De plus, si a est symétrique, T est l'unique minimum de la fonctionnelle

Remarque (*): (Preuve connaitre) Lorsque a est symétrique, le théoreme possede une démonstration
tres rapide : en effet, a définit un produit scalaire dont la norme associée, notée ||-||,, est équivalente

a la norme initiale de H. En particulier, H, muni du produit scalaire a, est un espace de Hilbert

et f reste une forme linéaire continue sur H. Le théoréme de représentation de Riesz affirme alors
qu’il existe un unique point € H tel que

a(z,y)=fly) VyeH.

Preuve du théoréme de Lax-Milgram : La preuve de ['unicité est a connaitre (*): Supposons
qu’il existe T1 et To dans H tels que

a(z1,y) = f(y) = a(Z2,y) VyeH.

Alors on a a(z; — Z2,y) = 0 pour tout y, et donc, en prenant y = x1 — x5 et en utilisant la coercivité
de a,
0= a(fl — X9,T1 — :fg) > Oz”.fl — i‘2”2 .

Comme « > 0, ceci prouve que T1 = To.

Montrons maintenant [’existence : comme a est continue, pour tout x € H fixé, I'application
y — a(z,y) est une forme linéaire continue. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il
existe donc pour tout x € H un unique élément A(z) € H tel que

(A(z),y) =a(z,y) VyeH.

On montre sans difficulté que A : H — H est linéaire et continue. Montrons que A est une bijection.

A est injective : Comme A est linéaire, il suffit de montrer que son noyau est réduit a {0z }. Soit
x € H tel que A(x) = 0. Alors

0= (A(x),z) = a(z,z) > afz|?

par coercivité. Donc x = Op et A est injective.
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Pour prouver que A est surjective, il suffit de montrer que 'image de A est fermée et dense, ce
qui implique que I'm(A) = H. Dans ce but, notons que, si x € H\{0} et si y = A(z), alors, par
hypothese de coercivité,

allzl* < a(z,z) = (A(z),2) = (y,z) < [lylll||
Donc, comme x # 0, on a ||z| < ||y||/«a.

Im(A) est fermé : Soit y, € Im(A) telle que y, — y. Par définition de Im(A) il existe x, € H
tel que A(x,) = yn. Notons que (z,,) est une suite de Cauchy : en effet, comme (y,,) converge, (yn)
est une suite de Cauchy. Donc, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que

Y0 = Ynipll <€ ¥ >N, Vp>0.
Mais alors, comme par linéarité, A(z, — Tntp) = (Yn — Yn+tp), ON &

||$n_$n+p||gwggze Vn> N, Vp>0.

a a
Donc (z,) est de Cauchy. Comme H est complet, (z,) converge vers un vecteur x € H, et, par

continuité de A, on a A(x) = y. Cela prouve que Im(A) est fermé.

Im(A) est dense : comme I'm(A) est un espace vectoriel, il suffit d’établir que Im(A)*t = {0x}.
Soit = € Im(A)*. Alors (A(y),z) = 0 pour tout y € H. En particulier, pour y = z, cela donne

0= (A(z),z) = a(z,2) > a|jz|?

par coercivité. Donc = = 0g et Im(A) est dense. En conclusion, A est surjective.

En conclusion, A est une application linéaire bijective de H dans H. Si f € H*, le théoréeme
de Riesz affirme qu'’il existe zg € H tel que f(y) = (y, o). Mais par bijectivité de A il existe un
unique = € H tel que A(Z) = z9. D’out

a(z,y) = (A(Z),y) = (z0,y) = fly) VyeH.

On suppose finalement que a est symétrique. Soit z € H tel que a(Z,y) = f(y) pour tout
y € H. Alors, pour tout x € H, on a

1 1
&(z) = jalz,2) = f(z) = ;la(@,2) +2a(z,2 — 7) +a(z ~ 2,2 - 7)) - f(2) — flz — 2)
1
= &) +a@,z—7)— flr—2)+ 5a(ac—:f,ac—yz)
> ®(7)+0+ ¢z —z|?
ce qui prouve que T est I'unique point de minimum de . O
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2 Espaces de Sobolev et équations elliptiques linéaires.

La plus grande partie du chapitre se situe en dimension d’espace égale a 1 ; la dimension supérieure
n’est abordée que dans la derniere partie.

2.1 Espaces de Sobolev sur un intervalle
2.1.1 Définitions et exemples

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et p € [1,+0c]. On notera I 'adhérence de I.

On cherche a décrire des fonctions qui n’ont pas de dérivée au sens usuel, mais qui vérifient
quand méme des relations d’intégration par parties. Pour cela, nous aurons besoin des remarques
suivantes :

Lemme 2.1 Soit w € LP(I).

1. Si /w(:r)¢(x)dx = 0 pour tout ¢ € CX(I), alors w =0 p.p. dans I.
I

2. Si /w(x)qb’(x)dx = 0 pour tout ¢ € C1(I), alors w est constante : il existe un réel C tel que
1
w=C p.p. dans I.

Remarque : Bien noter que la réciproque des assertions ci-dessus est évidente.

Preuve :

1. Fixons a < b, avec a,b € I et montrons que w = 0 p.p. sur [a,b]. Notons que w € L!([a,b])
puisque w € LP([a,b]). L’étape-clé consiste & montrer qu’il existe une suite de fonctions
¢n € CH(I), bornées par 1, telles que ¢, tend vers sign(w(z)) pour presque tout = € [a, b].
En effet, comme C}([a, b]) est dense dans L!([a, b]), il existe une suite de fonction v, € C}(I)
qui converge vers sign(w) dans L'([a,b]) et donc, & une sous-suite pres encore notée (v,),
presque partout sur [a, b]. Soit 6 : R — [—1, 1] une fonction C*°, croissante, telle que (0) = 0,
f(—1) = —1 et 6(1) = 1. Alors la suite de fonctions (¢, = 0 o 1,,) vérifie les conditions
demandées.

Par hypothese, on a /w(m)gbn(:c)d$ = 0. Comme |w(z)p,(x)| < |w(z)| et (w(z)pn(z)) tend
I
vers w(x)sign(w(z) = |w(x)| dans [a,b] et vers 0 en dehors de [a,b], on a, par convergence

dominée, |w(z)|dx = 0, soit w = 0 p.p. dans I.

la,b

2. Soit maintenant o E Cl( ) et 7] € CH(I) avec [;n=1. Notons qu’il existe 1/1 € CL(I) tel que
V' (z) = f 7 , puisque la fonction z — ¢(z f I ) est & support
compact et d 1ntegrale nulle On applique I’hypothese a v pour obtemr

st
J @) [ s = [ o [ wmtdsas

par Fubini et changement de variable, on a

/Id)(x) <w(f”) - (/] w(y)n(y)dy)> dz =0

Comme ceci est vrai pour toute fonction ¢ € C}(I), on en déduit que w( )— J;w dy) =
0 p.p., et donc que w est égal presque partout & la constante ([, w cw(y)n(y)dy).

Comme
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Définition 2.2 On dit qu’une fonction u est dans l’espace de Sobolev WP (I) siu € LP(I) et sl
existe une fonction w € LP(I) telle que

/u(m)é’(m)dw =— /w(m)é(w)dm Vo € CL(I) .

I I
L’espace le plus utilisé est lorsque p = 2, et on note plutot HY(I) := WH2(I).

Notons que, si I est borné, les fonctions de classe C' dans I appartiennent & tous les espaces
WULP(T). Si I est non borné, c’est le cas de la restriction & I de toutes les fonctions de classe C! et
a support compact dans R.

Remarque : La fonction w est définie de fagon unique. En effet, si w; et wq vérifient toutes deux
la relation

/ u(@) (@)de = / wn(@)$(a)de = — / wn()d(x)de Vo eCl(I),

1 1 1

alors

[ @@~ ez =0 voeckn.

1

On en déduit (grace au Lemme 2.1) que w; = wg p.p.. On notera v’ = w dans toute la suite. La
relation caractérisant u’ est donc

/ w(@)d (2)dz = — / d(2)p(@)de Vo e CHI) .

I 1

Lemme 2.3 Siu appartient ¢ WYP(I), alors u posséde u représentant continu dans I et

u(y) —u(x) = /y o (t)dt Vae,y eI .

A partir de maintenant, nous choisirons systématiquement le représentant continu d’une fonc-
tion u € WHP(I).
*:

Pour fixer les idées, on suppose que I =|a,b[. Posons {(z) = ff u/(t)dt et fixons

Preuve
¢ € CH(I). On a par Fubini

) @de = [ [ W@ (@) dtde = [ () b¢'(x)dx=— W (o)t = [ u(z)e(z)da .
/ I fro ) |

I

Donc /({(m) —u(z))¢'(z)dx = 0 pour toute fonction ¢ € C(I). Le lemme 2.1 affirme alors qu’il
I

existe une constante C' telle que
u(z) = C +§{(z) = C+/ W (t)dt  pp.zel.

Montrons maintenant que la fonction ¢ est continue dans I. Comme « € LP(I), on a u’ €
L'([a,b]). Alors si la suite (z,) tend vers z dans [a,b], on a

Elan) = /[ Ol (0
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La suite de fonction (u'(t)1(g4,](f)) tend p.p. vers la fonction u'(t)1}, ,1(t) tandis que |u'lf, ;| <
|| ou |u ([a, b]). Donc, par théoreme de convergence dominée, on a

lim &(z) = /[ Ol (00 =€)

n—-+0o0o

Ceci prouve que £ est continue et, comme u = C' + £ p.p., que u possede un représentant continu.
De plus, par définition de &, on a

E(y) —€&(x) = /yu’(t)dt Vo,yel.

En fait, lorsque p > 1, la régularité des fonctions u de W1P(I) peut étre quantifiée :
Lemme 2.4 Sip > 1 et u € WHP(I), alors
u(y) — (@) < [ |lply —=[* 7 Va,yel.

Preuve *: Fixons z,y € I avec, pour fixer les idées, x < y. En utilisant le résultat précédent ainsi
que l'inégalité de Holder (avec les fonctions u' € LP et v = 1, ;1) on obtient, en posant ¢ = p/(p—1)
(i.e., 1/g=1—1/p, avec convention 1/ + oo = 0),

1/q 1/p - )
)~ o)l = | [ 1o < ([12,,0) " ( [lwew) " =1y,

O

Théoréme 2.5 L’espace WP (I) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

_ p 1p\1/p
lullwroy = (lullh + [la'[15)
De plus, sip =2, l'espace H*(I) = WY2(I) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(1, v) = / w(t)old)dt + / o ()t
I I

Preuve* : Le fait que W'P(I) est un espace vectoriel et que || - lwe(ry est une norme sur

cet espace est laissé en exercice (facile... & condition de se souvenir que (a,b) — (|a[P 4 [b|P)}/? est
une norme dans R?).
Montrons que WP(I) est complet pour cette norme. Soit (u,,) une suite de Cauchy de W1»(T).
Alors, comme
lullp < llullwre et 1l < Jullwro Vue W',

les suites (uy,) et (u),) sont de Cauchy dans LP. Or LP est complet, donc ces suites convergent vers
une limite u € LP et w € LP respectivement. Reste & montrer que u € WP et que (u,) tend vers
u dans WP, Par définition de W1P(I), on a

/ n () ()l = — /I dy(@)d(@)de Yo e CH(I) .

I

On passe facilement a la limite dans chacune des expressions, ce qui donne

/u(m)qS’(x)da: =— /w(x)¢(x)dx Vo € CHI) .

1 1
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Comme u et w sont dans LP(I), cela prouve que u € WP(I) et que v/ = w. La convergence de
(un) vers u dans WHP(I) est alors une conséquence immédiate de la convergence de (uy,) et (u))
vers u et w = v’ dans LP([). O

On admettra par la suite que si u € WP(I), alors v admet une dérivée (usuelle) égale & u'(x)
en presque tout point x de I. Donc, en pratique, pour montrer qu'une fonction donnée appartient
a Whr(I), il suffit

1. de vérifier que u € LP(I),

2. de prouver que la dérivée (usuelle) u/(x) de u existe en presque tout point x de I et que
u' e LP(I),
3. et enfin de vérifier qu'il existe zg € I et o € R tels que u(zr) = a+ f;o o' (t)dt.

Attention, le dernier point est essentiel. Par exemple, si u(z) vaut 0 sur [0,1/2] et 1 sur [1/2,1],
alors u/(z) existe et vaut 0 pour tout z # 1/2, mais bien siir, u n’est pas une primitive de 0.

Siu € WIP(I) et € I, alors u est une fonction continue et la quantité u(z) est définie sans
ambiguité. On peut aller un peu plus loin lorsque p > 1 (et en particulier lorsque p = 2) :

Théoréme 2.6 (Fonction évaluation) Pour tout x € I, lapplication e, : WHP(I) — R, qui a
u € WHP(I) associe eg(u) := u(z), est linéaire continue.

Preuve : L’application est clairement linéaire. Montrons qu’il existe une constante, qui ne
dépend que de I et de p, telle que |ey(u)| < Kllul|yy1.,. Notons d le diametre de I (on pose, par
exemple, d = 1 si le diametre est infini). Comme I a un intérieur non vide, d est strictement positif.
De plus, comme I est un intervalle, soit [z, z +d/2[C I, soit ]z —d/2,2] C I. On suppose pour fixer
les idées qu’on est dans le premier cas et on pose Iy := [z, z + d/2[. Alors, pour tout y € Iy, on a

Ju(y)] = |u(@)] = [uly) = ul@)| = [u(@)| = |z —y[" ||| 1o

d’apres le lemme 2.4. Distinguons deux cas : si |u(z)| < 2|d/2|*9||«|| e, alors on a une estimation
de |u(z)|. Sinon, |u(z)| > 2|d/2|Y9||u/||1» et donc

[uly)| > fu(@)] = [d/2/V [ || > Ju(z)] — u(@)|/2 = |u(z)]/2.

lu(z)[P
op

x+d/2
Mais alors, / lu(y)|P > (d/2) , et donc |u(x)| < (2/d)"P|ul,.

On a donc prouvé que
lex(w)] = [u(z)| < max{2]d/2|" /|||, (2/d)P||ully} < K Jullwre

avec K = max{2]d/2\1/q, (Q/d)l/:v}_ -

2.1.2 Approximation

Commengons par le cas ou I = R.

Théoréme 2.7 On suppose que p € [1,+ool. Alors lespace C*®°(R) N WIP(R) est dense dans
WLP(R).

Remarque 2.8 Comme souvent avec les résultats d’approximation, le résultat est faux pour p =
+00. En fait on peut montrer aussi que C°(R) est aussi dense dans WP (R).
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Preuve *: La preuve se fait par convolution. Soit ¢ un noyau de convolution “standard” : ¢ est
de classe C*, a support dans [—1,1], avec ¢ > 0 et [, ¢ = 1. On pose ¢(x) = ¢(x/€)/e. Alors ¢,
est & support dans [—¢, €] et [ ¢e = 1.

Soit u € WHP(R) et notons u. = ¢ x u. Rappelons que u, est de classe C* et converge vers u
dans LP(R).

Nous montrons maintenant que u. = ¢. x v/, ce qui prouve que u, appartient & LP(R) (puisque
c’est le cas de u') et converge aussi vers «' dans LP(R). En effet, rappelons que u. = ¢, *x u. Or,
pour tout x € R, la fonction t — ¢.(z — t) est de classe C2°(R) et, par définition de la dérivée au
sens des distributions, on a

(L % u) / Oz —t)u /}Ru(t)i(qﬁ(m —t))dt = / U (t)pe(x — t)dt = (e x ) () .

R

Comme u, et u. convergent respectivement vers u et v’ dans LP(R) lorsque € — 0, on a que u, tend
vers u dans W1P(R). O

On note C*([a, b)) la restriction & [a, b] des fonctions C*°(R).

Théoréme 2.9 On suppose que I =]a,b| est un intervalle ouvert borné. Alors l’espace C*([a, b])
est dense dans WP (Ja, b[) pour tout p € [1,+00|. Plus précisément, pour tout u € WP (I), il existe
une suite de fonction (uy) qui converge uniformément vers u dans [a,b] et telle que (ul) converge
vers v’ dans LP(I).

Remarque 2.10 1. Comme précédemment, le résultat est faux pour p = +oc.

2. Tl n’est pas vrai non plus que C°(Ja, b[) est dense dans WP([a,b]). Nous verrons plus loin que
I'adhérence de C2°(]a, b[) pour la norme de W?([a, b]) est I'’ensemble WO1 (la, b]) des fonctions
de W'P([a,b]) qui s’annulent en a et en b.

Preuve * : La preuve se fait en utilisant le théoreéme précédent et un argument de prolongement
des fonctions de W'P(]a,b]) & WLP(R). Fixons u € W'P(]a,b[) et € > 0. On affirme qu’il existe
w € WHP(R) tel que u = w dans [a,b]. En effet, si on pose
u(z) dans [a, b]
(x —a+1)u(a) dans|a—1,a]
(b +1—=x)u(db) dans[b,b+ 1]

ailleurs

w(x) =

alors w est dans W1P(R) avec w'(z) = /(z) p.p. dans [a,b], w'(x) = u(a) dans Ja — 1,a] et
w'(x) = —u(b) dans [b,b+ 1].

Comme C*®(R) N WHP(R) est dense dans WHP(R), il existe w, € C®(R) N WHP(R) tel que
|lw— w€||W1,p(R) < ¢. Rappelons que w, est obtenu par simple convolution de la fonction continue a
support compact w, et donc w, converge uniformément vers w dans R tandis que (w!) tend vers w
dans LP(R). Définissons u. comme la restriction de we a [a,b]. Alors u. € WP ([a,b]), u. converge
uniformément vers u dans [a, b] et

= uellwrr(ap) = v —vell Lo o) + 14" = uellzoap) < 1w —well o) + [ — wil| o) < e
puisque w = u et we = u, dans [a, b]. O

Une application des techniques précédentes est la formule d’intégration par parties :

Proposition 2.11 On suppose que I =|a,b[ avec a < b réels et p > 1. Si u,v € WHP(I), alors
uv € WHP(I) et (wv) = u'v+wv'. De plus, on a

b b
/ w(z)v (x)dr = [u(x)v(x)]g —/ o (z)v(x)dx
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Preuve : Comme u et v sont dans WHP(I), u et v sont bornés et donc uv’ + u'v € LP(I). Le
reste de la preuve se fait en supposant que p = 1 sans perte de généralité.

Régularisons u et v par des fonctions (u,) et (v,) de classe C* qui convergent dans W11(T) et
uniformément sur [a, b] vers u et v respectivement. Comme, pour tout ¢ € CL(I), on a

on obtient, en passant a la limite,

/ab uwg' = — /ab(u'v +uv')g

ce qui prouve que (u'v 4+ uv') est la dérivée au sens des distributions de uv. Or wv est borné et
(u'v + wv’) est dans L', ce qui prouve que uv € WH(I) (dans le cas ot p € [1,+00], le méme
argument montre que uv € WHP(I)).

Montrons finalement la formule d’intégration par parties : elle est vraie pour u, et v, :

b b
/ un ()0, (2)da = [un (z)vn ()], —/ U ()0 () daz
Comme (uy) (resp. (vy,)) converge uniformément vers u (resp. v) et ul, (resp. (v)

') converge vers
u' (resp. v') dans L', on peut passer & la limite dans I’égalité ci-dessus pour obtenir le résultat. O

2.1.3 L’espace W, " (I)

On suppose ici que I =]a,b[. On appelle Wol’p(l) le sous-ensemble de W'P(]a,b[) constitué des
éléments u € WHP(]a, b)) tels que u(a) = u(b) = 0.

Proposition 2.12 Wol’p(]a,b[) est un sous-espace vectoriel fermé de W'P(Ja,b]). En particulier,
muni de la distance de WP(]a,b[), c’est un espace de Banach.

L’espace le plus utilisé est lorsque p = 2, et on note plutot Wol’2(I) = H}(I) ; c’est un espace
de Hilbert.

Preuve * : Lorsque p > 1, le résultat est évident, puisque I'application e, : W1?(]Ja,b[) — R et
ep : WHP(Ja,b[) — R, qui & u associent u(a) et u(b), sont linéaires continues. Donc Wy (], b[) est
fermé, comme intersection du noyau de e, et de celui de e, (qui sont fermés par continuité).
Lorsque p = 1, il suffit de prendre la définition : soit (u,) une suite de VVO1 ’1(I ) qui tend dans
x

Wl vers une fonction uw € WH(I). Alors on sait que, pour tout z € I, u,(z) = / ul, (t)dt.

a
Comme, en particulier, (u,) tend vers u dans L!(I), il existe une sous-suite (u,,) qui tend vers u
presque partout. Six € I est un tel élément, on a uy, () — u(z) tandis que ([ u;, (t)dt) tend vers

xr
[/ (t)dt par convergence L' de (u},) vers u/. Donc u(z) = / u/(t)dt pour presque tout = € I et,

a
par continuité de u, pour tout z € I. En particulier, u(a) = 0. On montre de méme que u(b) = 0,
ce qui conclut la preuve de la fermeture de Wol 1(I). O

Théoréme 2.13 Soit p € [1,+o00[. Alors l'espace C°(]a,b]) est dense dans Wol’p(]a,b[).

Idée de la preuve : Quitte a faire une translation, on peut supposer que 'intervalle [a, b] est
symétrique par rapport a 0, i.e. b > 0 et a = —b. Soit u € Wol’p([—b, b]) et 0 > 0 fixé. Soit € €]0,1]
et uc(r) =u(r/(1—e¢))siz €]—b(1—e),b(1—¢€)[ et ue(x) =0six € [—b,b]\]—b(1—¢€),b(1—¢)[. Alors
il est facile de voir que u, € Wy ([—b, b)) avec u!(z) = u/(z/(1—€))/(1—€) siz €] —b(1—¢€),b(1—e€)]
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et ul(x) =0six e [—b,b]\] —b(1 —€),b(1—¢€)[. De plus, on peut montrer que (u¢) tend vers u dans
WLP([—b,b]) lorsque € — O : la convergence de (u.) vers u dans LP est directe (en fait uniforme) ;
la partie plus délicate est la convergence de (u.) vers u/, qui se montre comme pour la continuité
des translations dans L'(R) (en utilisant la densité des fonctions continues dans LP).

En particulier, il existe € > 0 tel que ||u — uc|[y1.0 < §/2. Maintenant ue est a support contenu
dans [—b(1 —€),b(1 — €)] et peut étre approché par régularisation par convolution par une fonction
v € C°(R) dont le support est continu dans I'intervalle un peu plus grand [—b(1 —€/2),b(1 —€/2)].

En particulier, on peut prendre v € C2°(] — b, b[) et ||[v — ue|ly1p < 0/2. Alors ||lu —v|ly1p < 6. O

Théoréme 2.14 (Inégalité de Poincaré) Soit p > 1. Il existe une constante C, qui ne dépend
que de b — a et de p, telle que

ullwioqasy < Cl lpoqapy — Yu € WyP(la, b))

Remarque 2.15 La conclusion de ce résultat est fausse pour WiP(Ja,b[) (penser aux fonctions
constantes!). De facon & peine plus subtile, elle est fausse pour WP(R) (alors que les fonctions
de W1P(R) tendent vers 0 & I'infini : voir exercice) : cela se voit par un argument d’échelle. En
effet, soit u n’importe quel élément de WP(R) et posons uc(z) = u(ex). Alors u'(x) = eu’(ex), et
donc |[ul|, = ' 7VP||/||,, tandis que [lucll, = ¢ /P||ullp. Siu Z 0, on ne peut espérer avoir une
constante C' > 0 telle que e~ V/P||ull, = [|ucll, < C|Jul|l, = €' ~YP||u’||, pour tout € > 0.

Preuve : Vu la définition de la norme sur WP (Ja,b), il suffit de montrer I’existence d'une
constante C telle que, pour tout u € Wol’p(]a,b[), on a ||ull, < C||v/||p. Or, comme u(a) =0, on a
pour tout z € [a,b],

u(2)] = |u(z) = u(a)] =

/ u’(t)dt\ < Il < (b= )=o),

(ou la derniére inégalité est obtenue par inégalité de Holder). Donc

lullp < (b= a)'Pllulloo < (b= a)l|u||, -

2.2 Application aux équations elliptiques en dimension 1
Soit I :=]a, b[ un intervalle de R, avec a < b. On s’intéresse ici aux équations de la forme
(P)  —u"(z) +c(@)u(z) = f(z) dans]a,b],  u(a) =u(b)=0,

ou c et f sont des applications continues de [a,b] dans R, avec ¢ > 0. Ce probléme est le prototype
d’équation elliptique (mais une caricature d’EDP, puisqu’on peut trouver les solutions en résolvant
une EDO ! Attention cependant, ce n’est pas une EDO habituelle : en effet, dans la théorie classique
des EDO, on fixe une condition initiale du type (u(a),u(a)), PEDO étant d’ordre 2. Ici on fixed
une condition initiale u(a) et une condition finale u(b)).

La méthode de résolution est la suivante :
1. on écrit le probleme sous une forme faible (dans laquelle la dérivée seconde n’apparait pas).

2. on utilise le théoreme de Lax-Milgram pour montrer que le probléme sous sa formulation
faible possede une solution,

3. on montre que cette solution est réguliére et solution classique du probleme initial.
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2.2.1 Existence et unicité d’une solution faible

Proposition 2.16 Si u une solution de classe C* du probleme (P), alors

/(U'(w)¢'(w)+C($)U(w)¢($)) dr = /f(fff)aﬁ(x)dw Vo e (1) (7)
I I

Preuve* : On multiplie I'équation par ¢ € C°(I) et on integre :

/ (—u"(@) + e(a)u(x))d(x)dz = / f(@)d(z)dz
I I

ce qui donne, par intégration par parties dans le premier terme :
b
[~/ (z)p(x)] , + /I(u/(x)df(x) + c(@)u(z)p(x))dr = /If(ﬂf)cﬁ(w)dx ,
Or ¢(a) = ¢(b) = 0 puisque ¢ est a support compact. D’ou le résultat. O

Afin de pouvoir utiliser les résultats d’analyse fonctionnelle, on va chercher la solution u dans
un espace a priori plus large que C2. Comme l’expression (7) ne comporte que des dérivées d’ordre
1 et qu’on cherche une fonction qui s’annule en a et b, il est naturel de travailler avec H& (I). Notons
que l'expression (7) a un sens si u et ¢ sont dans H{(I) : dans ce cas, u’ et ¢’ étant dans L2, u'¢’
est dans L' ; de plus u et ¢ sont continues, ce qui garantit que cu¢ € L' et f¢ € L', I'intervalle
I =]a, b[ étant borné. On parle alors de solution faible de (P) :

Définition 2.17 (Formulation faible) On dit que u € HZ(I) est une solution faible de (P) si

/ (v (2)0'(z) + c(z)u(z)v(z)) do = /f(x)v(x)dac Vv € H(I)
I I

Au vu de la formulation faible, on pose

a(u,v) = /I (v (2)v'(z) + c(z)u(z)v(z)) dz Yu,v € Hy(I) .

Lemme 2.18 On suppose que ¢ € L= ([a,b]). Alors a est une forme bilinéaire continue sur Hg (I)x
H(I).

Preuve* : Comme v/, v € L?, le produit «/v’ est dans L'. D’autre part, comme ¢ est dans L™,
le produit cuv est dans L' (en fait dans L car les fonctions u et v sont continues sur [a, b], donc
bornées). En conséquence, I'intégrale définissant a(u,v) est bien définie. Comme a est clairement
bilinéaire, il suffit de montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

la(u, v)] < Cllullgpllvlla — Yu,v e Hy(l) .

D’apres Cauchy-Schwarz, on a

‘/u/v’
I

/Ic(a:)u(a:)v(x) dx

< lllall'll2 < Null gy ol -

D’autre part,

IN

/1 e(@)u(@)(@)] dz < el /I u(@)o(z)| d

AN

< llelloolllizllvllz < llelloollull a0l arn)

Donc
la(u, v)| < (L4 llelloo) lullmr vl oy -
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Lemme 2.19 On suppose maintenant que ¢ € L*([a, b)), avec ¢ > 0 p.p.. Alors la forme bilinéaire
a est coercive.

Preuve* : On utilise ici I'inégalité de Poincaré, qui affirme 'existence d’une constante C' > 0

telle que
lull gy < Clldlla Vu € Hg(I) -

Pour tout u € H}(I), on a, puisque ¢ > 0,

a(u,u) = /I((U’(%))2 + (@) (u(@))?)dz > [u']3 = (1/C)|lull 1y

a

Proposition 2.20 On suppose que ¢ € L>([a,b]), avec ¢ > 0 p.p. et que f € L*([a,b]). Alors il
existe un unique solution faible u € H}(I) de (P) :

(%) /(u/(:c)v/(az) + c(x)u(z)v(z))dr = /If(a:)u(x)dx Vo € HY(I) .

1

Preuve* : Posons F(v) = /f(x)v(x)dm pour v € H}(I). Notons que F' est une forme linéaire

I
continue puisque F' est bien défini (car f et v sont borné), F' est clairement linéaire et

|F'(v)] < /[ [f@)] Jo(@)] de < [fll2llvllz < [fll2llvllm o

pour tout v € H}(I).
La relation (x) se réécrit :

(xx) a(u,v) = F(v) Yu € H&(I) .

Comme F est une forme linéaire continue sur H{(I) et que a est une forme bilinéaire continue
coercive sur Hg (I) x Hg(I), ot H}(I) est un espace de Hilbert, le théoréme de Lax-Milgram affirme
qu’il existe un unique élément u € Hg (1) pour lequel (x*) est vrai. O

2.2.2 Régularité de la solution

Dans cette partie, nous complétons le programme, en montrant que la solution faible construite
auparavant est en fait une solution au sens classique. En étape préliminaire, on a

Lemme 2.21 Sous les hypothéses de la proposition 2.20, si u € H&(I) est solution faible du
probléme, alors u' € HY(I) et (v')'(x) = c(z)u(z) — f(x) presque partout.

Preuve* : On utilise la définition de 'espace de Sobolev H'(I) et le fait que u est solution faible
pour déduire que

/ o ()¢ (z)dz = alu, 6) — / (2)u(z)p(z)dz = / (f(2) - c(@)u(@)d@)dz Vo e CI) |
I I I

Or f — cu est dans L?(I), puisque c est dans L®, u est continue, et f dans L?. Comme v’ € L?
par hypothese, on en déduit que v est dans H'(I) avec v/ = —(f — cu) = cu — f p.p.. |

Nous pouvons maintenant compléter la démarche :

Théoréme 2.22 On suppose que c et f sont continues dans [a,b] et que ¢ > 0 dans [a,b]. Alors
le probléme (P) posséde une unique solution de classe C?.
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Preuve* :  Si u est une solution de classe C? de (P), alors u est solution faible d’apres la
proposition 2.16 et donc il y a au plus une telle solution.

D’autre part, si u € H& (I) est solution faible du probleme, alors nous avons vu ci-dessus que
' € HY(I) et (v/)(z) = c(x)u(z) — f(x) presque partout. Or la fonction z — c(z)u(x) — f(x)
est continue, ce qui montre que (u’)’ posséde un représentant continu. Donc u est de classe C? et
satisfait —u” + cu = f dans I. Finalement, u(a) = u(b) = 0 puisque u appartient & H}(I). O

2.3 Application au probleme avec conditions au bord de type Neumann

La démarche décrite précédemment se généralise a de nombreux autres problemes. On se contente
de décrire celui avec les conditions au bord de type Neumann. Soit I :=]a,b[. On s’intéresse
maintenant au probleme

(N) —u’(x) + c(x)u(z) = f(x) dans |a, b], u'(a) =u'(b) =0,

ou c et f sont des applications continues de [a,b] dans R, avec ¢ > 0 dans [a,b]. La différence
avec le probleme précédent se lit dans les conditions aux limites u'(a) = «/(b) = 0 (qui remplace les
conditions de type Dirichlet u(a) = u(b) = 0).

Pour trouver la notion de solution faible, on suppose que la solution u est de classe C? et on
multiplie par ¢ € C*° (pas nécessairement nulle au bord de I) : on a alors

/ (o (28 (z) + c(x)u(x)p(x)) dx = / f@x)dr Vo e ()
I I

car le terme [—u’(x)qb(x)]l; dans l'intégration par parties est nul grace aux conditions au bord
u'(a) = u/(b) = 0.
Cela conduit a la formulation faible :

Définition 2.23 On dit que u € H(I) est une solution faible de (N) si

/ (v ()" () + c(z)u(z)v(z)) do = /f(:c)v(:c)dx Vo € HY(I)
1 1

Comme précédemment, on introduit la forme bilinéaire
a(u,v) = / (v (2)0'(z) + c(z)u(z)v(z)) dz Vu,v € HY(I) .
I

Lemme 2.24 On suppose que c est dans L™ et qu’il existe une constante ¢y > 0 telle que c(x) > cg
p.p. sur [a,b]. Alors la forme bilinéaire a est continue et coercive sur H(I).

Noter que I'hypothese sur ¢ est bien str satisfaite dés que ¢ est continue et positive sur [a, b].
Preuve * : La continuité de a se montre comme précédemment. La coercivité vient de ’hypothese
¢ > 0 qui, par continuité de ¢ devient ¢(x) > ¢o pour tout = € I, ot ¢y > 0. D’ou, pour tout
u € HY(I),

a(u,u) = /I (W (2))? + o) (u(2))?) da: > /I (W ()2 + colu(@))?) d > (1A co)lul%
O

Comme I’application v — [, fv est continue sur H'(I) (cela se montre comme précédemment),
le théoreme de Lax-Milgram affirme que le probleme (N) possede une unique solution faible : il
existe un unique u € H'(I) tel que

a(u,v):/lfv Vo e HY(I) .

Reste a montrer que u est une solution classique.
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Lemme 2.25 Siu est la solution faible de (N), alors u' appartient a Hg(I).

Preuve * : Le fait que u' € H'(I) et que (v') = f — cu se montre comme précédemment. Nous
montrons maintenant que u’(a) = «'(b) = 0. On choisit comme fonction test une fonction qui vaut
Oenbetlena (par exemple v(z) = (b—z)/(b— a)) : alors par définition de la solution faible,

puis intégrations par parties

/f(m)v(m)dw = /(u’(x)v’(m)—i—c(x)u(x)v(x)) dx
1

1

= [W(@)()])’ - / ((f(2) - e(@)u(@)v' () + c(z)u(z)v(z)) de

1

Le choix de v implique que u/(a) = 0. On fait de méme avec une fonction test v qui vaut 1 en b et
0 en a pour obtenir u/(b) = 0. O

En conclusion, on a prouvé :

Théoréme 2.26 Le probléeme (P) posséde une unique solution classique.

2.4 Espaces de Sobolev en dimension supérieure - formulation faible

Les espaces de Sobolev en dimension supérieure se définissent de fagon similaire a ce que nous avons
fait en dimension un. Cependant, nombre de propriétés ne se conservent pas : notamment il n’est
plus vrai que les fonctions de WP soient continues, ni méme bornées, pour toutes les valeurs de p.

2.4.1 Définitions

Soit € est un ouvert non vide de RY. Pour définir W'P(€), on part de la formule d’intégration par
parties : si u € C1(Q), v € CL(Q), alors, pour tout i = 1,..., N, on a

ov ou
/Qu(x) oz, (x)dz = — 9, (z)v(z)dx

C’est une conséquence directe de la formule d’intégration par parties dans R et du théoréme de
Fubini.

Définition 2.27 Soit p € [1,+00]. On dit que uw € WHP(Q) siu € LP(Q) et 87l existe g1,...,gN €
LP(Q) tels que

v = — I\ L)v\x)axr [ !
| u@ g @de == [ a@p@ar e clo).

Les fonctions g; sont définies de facon unique et s’appellent les dérivées aux sens des distributions

U
de u. On utilise par abus de notation lécriture standard v gi-
T;
Notons que, si £ est borné, les fonctions de classe C' dans € appartiennent & tous les espaces
WP(Q). Si Q est n’est pas borné, c’est le cas de la restriction & Q de toutes les fonctions de classe
C! et & support compact dans RY. L’unicité des dérivées faibles se montre comme en dimension 1.

Contrairement au cas de la dimension 1 d’espace, les fonctions de l’espace de Sobolev u €
W1P(Q) ne sont pas continues en général (sauf si p > N, o N est la dimension de l’espace am-

biant : c’est I'inégalité de Morrey (cf. Brézis)).

Par exemple, supposons que € est la boule unité de RY et u(x) = ||z||~® (avec a > 0). Notons que

“ (z) = —al|z|| = 2z; (au sens usuel) pour z # 0, on a

u € LP(Q2) des que N —1 > ap et, comme 3
z;
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ou
8.%‘
sont les dérivées au sens distribution de w (il suffit d’approcher u par la suite de fonctions u,(x) :=
(||]|? + 1/n)~%/? qui sont de classe C* et de passer & la limite dans la formule d’intégration par
parties pour u,). Sip =1 et N > 3 par exemple, on peut prendre « = N — 5/2 et la fonction
(discontinue, non bornée) u appartient & W11(Q). En dimension N = 2, on montre de méme que
la fonction u(z) = In(||z||) est dans WP(Q) si p € [1,2][.

€ LP(Q) lorsque N —1 > (a+1)p. On montre aisément que —al|z|| = 2z1, ..., —al|lz|| " 22y

Proposition 2.28 L’espace W'P(Q) est un espace de Banach lorsqu’on le muni de la norme (pour

p#2)

N
fullwrs = bl + 3 | 7

ou

Lr

Lorsque p = 2, on pose HY(Q) := W12(Q) et on choisit plutét

ou
Oz

9 \ 1/2
i |12

N
lull g = (HuH%Q +>
=1

L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert.

La preuve est identique a celle de la dimension 1.

Le fait que les fonctions de u € W1P(£) n’ont pas de représentant continu implique qu’on ne
peut pas définir de valeur ponctuelle & u(z) pour tout xz. En particulier, 1’espace VVO1 P(Q) (les
fonctions de WHP(Q) qui, au moins heuristiquement, sont nulles sur le bord de €2) doit étre défini
de facon indirecte. Nous avons vu en dimension 1 que WO1 P(Ja,b[) est I'adhérence des fonctions
C°(Ja, b[) pour la norme W'P(]a, b[) : nous utilisons cette idée pour définir Wol’p(Q).

Définition 2.29 Wol’p(Q) est l'adhérence, pour la norme WLP, de l’espace C2°(Q) (ou, de fagcon
équivalente, de CX(Q)). Pour p =2, on pose H}(Q) :== Wh2(Q).

Par densité, VVO1 P(Q) est aussi 'adhérence, pour la norme WP, de I'espace CL(€2). On interprete
WO1 P(Q) comme l’ensemble des fonctions de W1P(€2) qui sont nulles sur le bord de 2. Par exemple,
si ) est un ouvert borné et si u est une fonction constante, alors u appartient a WO1 P(Q), si et
seulement si, u est identiquement nulle (ce qui est rassurant, a défaut d’étre convaincant). En effet,
si (up) est une suite de fonctions de C2°(€2) qui converge vers u pour la norme WP par intégration
par parties classique, et en prenant v;(z) = x,

Du; __ [ O z)vi(x)dx
/Qun(x)dx:/gun(:v)(,m(x)dx— ; 8a:i( Yvi(x)d

Or u,, — u dans L? (et donc dans L' puisque § est borné) et, de méme, % tend vers 0 = % dans

LP et donc dans L'. Comme v; est bornée sur Q (toujours parce que 2 est borné) , on a finalement
fQ u(x)dx = 0. Comme u est constante, cela implique que u est nulle.

Remarque 2.30 Comme, par définition, Wol’p(ﬂ) est fermé dans W1P(Q) et que WHP() est
complet, VVO1 P(Q) est lui-méme un espace de Banach, tandis que H}(2) est un espace de Hilbert.
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2.4.2 Exemples de formulation faible

Une des applications les plus simples est la résolution d’équations de la forme

(E) —Autu=f dans 2, u = 0 dans OS2
Y 92
ot1  est un ouvert borné de RY, Au = E 922 (le laplacien) et f € L2(1).
o
=1 g

Afin de tenir compte du fait qu’on cherche une fonction u qui soit nulle au bord de 2, il est
naturel de travailler dans Pespace H} (). Comme en dimension 1, on cherche une formulation
faible : on multiplie I’équation par une fonction v € C°(2) et on intégre pour obtenir

N 9%
/Qv(x) <— 2 81:12(:6)) +v(z)u(x) doe = /Qf(x)v(x)dx

Par intégration par parties, on a

/Qv(x)< gi )d:c— Z/ :Zﬁ;/gg;‘i (x)g;’i (z)da

ou v .
;/ axz( )axz( )dl’+/ dfv—/f dr  YveCX(Q).

Comme cette relation a encore un sens si v € H(€2), on introduit la notion de la formulation faible :

Définition 2.31 On dit que u est une solution faible de I’équation (E) siu € HE(Q) et si

Z/@x, 8% )dm+/ dm—/f dr Vv e Hy(Q).

Le résultat suivant est alors immeédiat.

Théoréme 2.32 [ existe une unique solution faible a l’équation (E).

Preuve* : La formulation faible se réécrit plus simplement comme
(Ef) (u, vy g1 = / f(x)v(x)dx Vo € HY (D) .
Q

Comme l'application v — [, fv est linéaire continue sur HE(Q) (par une application directe de
Cauchy-Schwarz), le théoreme de représentation de Riesz affirme qu’il existe un unique élément
u € HY(Q) vérifiant (Ef). 11 existe donc une unique solution faible de I’équation. O
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3 Distributions tempérées et transformée de Fourier

Les distributions sont des objets mathématiques qui sont définis par leur action sur des fonctions
tres régulieres : les fonctions de la classe de Schwartz. On pourra alors transposer les actions qui
I’on fait usuellement sur ces fonctions régulieres aux distributions “par dualité”.

3.1 Classe de Schwartz

On s’intéresse dans cette partie aux fonctions tres régulieres sur RV et qui tendent vers 0 & l'infini
plus rapidement que n’importe quelle puissance de 1/||z||. Le prototype de ces fonctions dans R
2

z_

(i.e., en dimension N = 1) est la fonction z — e~ 2. Dans R", c’est la fonction 2 — e~ ll=l*/2,
Nous aurons besoin de la notation suivante : soit a = (a,...,ax) € NV un multi-indice et
u € C®(RYM), on pose
ooty

Oul) = G o

X

On notera |a| = ag + ... ayn Pordre de dérivation. Nous parlerons aussi de polynomes de plusieurs

variables, en définissant le monéme z® = z{"' ... 25" : un polynéme sur RY sera juste une combi-

naison linéaire finie de tels monomes.

Définition 3.1 On dit que ¢ appartient a la classe de Schwartz S(RY) si ¢ : RN — C est de classe
C*® sur RN et si, pour tout entiers naturel n et k,

Ny () = sup (L4 JJz[*)" 0% ()]) < +o0

2€RN, aeNV | |a|=k
On dit qu’une suite de fonctions (¢,) de la classe de Schwartz converge vers ¢ € S(RY) si

lim Npg(d—¢p) =0  VnkeN.

p——+00
Remarques :

1. Par exemple, les fonctions C2°(R”) appartiennent &4 S(R™). Notons que le seul polynéme de
S(RM) est le polynéme nul.

2. Nous utiliserons & de multiples reprises le fait que les Ny, sont positivement homogenes et
vérifient 1'inégalité triangulaire :

Nuo(A®) = IAINak(9) et Ny i(d+9) < Nok(9) + Nup(®) Vo, € S®RY), ¥Ae C.
En particulier S(RY) est un espace vectoriel sur C.

3. Méme siles N, ; sont en fait des normes sur S(R™) (car si N,, x(¢) = 0 alors ¢ est un polynome
de degré au plus k ; or le seul polynéme de S(R™V) est le polynome nul, donc ¢ = 0), la notion
de convergence dans S(RY) introduite plus haut ne se réduit pas & la convergence dans une
seule de ces normes. Bien garder en téte que S(R™) n’est pas un espace vectoriel normé.

Proposition 3.2 On a S(RY) c LP(RYN) pour tout p € [1,+oc]. Plus précisément, pour tout
p € [1,+00] et pour tout n > N/(2p), il existe une constante C, , > 0 telle que

[6llp < CopNoo(8) Vo e SRY) .
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Preuve (*) : En effet, soit p € [1,+00] et ¢ € S(RY). Pour n > N/(2p), on a N, o(¢) :=
sup,ern (||2]2 + 1)?|¢(z)| < +o00. En particulier,

dzx rN-1

[ 0@ < Mas@ [ oo = ao@P Oy [ dr < e
RN = gy (Jz2+1yme — 0 Moo G2y

puisque N —1—2np < —1 (on utilise ici que n > N/(2p)). Pour p = +00, notons que, par définition
de N0, on a |¢(z)| < Npo(¢) pour tout x € RY et pour tout n € N. Donc ¢ € L>®°(RY). O

Une des propriétés importantes de la classe de Schwartz est la stabilité par rapport a la dérivation
et la multiplication par un polynome :

Proposition 3.3 1. Si ¢ € S(RY), alors pour tout « € NV, 9% € S(RY). De plus, si (¢,)
tend vers ¢ dans S(RY), alors 9%¢, tend vers 0°¢ dans S(RY).

2. Si P est un polynome sur RN et ¢ € S(RY), alors Uapplication x — (P¢)(z) := P(z)¢(x)
appartient @ S(RY). De plus, si (¢,) tend vers ¢ dans S(RY), alors P¢,, tend vers P¢ dans
S(RM).

Preuve:

1. (*) Notons que, pour tout n, k,

Nap(@¢) = sup (L4 [2]2)"10% (076) @)]) < Nopjoi(9) < +00

2€RV, |of|<k
De plus, si (¢p,) tend vers ¢ dans S(RY), alors, pour tout n, k,
Ny i (0%pp — 0%9) < Ny jyjal (¢ — ¢p) = 0.
Donc (0%¢,) tend vers 0%¢ dans S(RY).

2. Pour simplifier ’exposé, on ne fait la preuve qu’en dimension N = 1. Comme S(R) est un
espace vectoriel, il suffit de montrer le résultat pour un monoéme de la forme P(z) = x%,
a € N*. Par formule de Leibnitz, on a, pour tout k,

k
(p¢)(k) — Z Clqu(T)p(k*T)

r=0
|
ou p-7) (x) = #w:ca_k” si k —r < «, 0 sinon. Donc, pour tout n, k,
k ol
Nn,k P¢ < Cri‘sup( 1+$2 n $a7k+7' d)(r‘) T ‘)
P < 3 Gy (0l (x)
k !
- a!
< C,—— N, (¢) < 400

—k
k (o —k+r)! ntasktr
r=max{0,k—a}

De méme, si (¢p) dans vers ¢ dans S(R), alors, quand p — +o0,

k !
Nok(PO=P8) < 3 Cipe—pmirntaker(@ =) > 0.

r=max{0,k—a}

Donc (P¢p) tend vers P¢ dans S(R).
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Une autre propriété importante de la classe de Schwartz est la stabilité par transformée de
Fourier : rappelons que, si ¢ € LI(RN ), alors la transformée de Fourier de ¢ est la fonction
continue et bornée

FOo@ = [ oy o eRrY,
R

tandis que la transformée de Fourier inverse de ¢ est donnée par

F(@)a) = (271)N /RN eV G(y)dy Vo e RN .

() = (2;)]\,}"( ) (@) pour tout « € RV, ot fi(x) = f(—z). Dans

ce qui suit, on utilise les notations suivantes :(—iz)® := (—i)l*lz® et (iz)® := oz,

Notons F(f)(x) =

Théoréme 3.4 La transformée de Fourier F est une application linéaire continue bijective de
S(RY) dans lui-méme, et a pour inverse F :

FF(@)=FF(9)=¢ VoeSRY).
De plus, pour tout multi-indice o € NV, on a
F(0°9) (@) = (=ix)*F(¢)(x) Vo eRY (8)
tandis que
F((iz)*¢)(z) = 0°F(¢)(x) Vo e RV (9)
Enfin, on peut remplacer F par F dans les énoncés ci-dessus.

Preuve : A nouveau, pour simplifier les notations, on travaille en dimension N = 1. On
rappelle que F est une bijection de L?(R) dans lui-méme, d’inverse F. D’autre part, il est bien
connu que, si f € CL(R) est tel que f € LY(R) et f' € LY(R), alors F(f')(z) = (—iz)F(f)(z) pour
tout z € R. Comme F(f’) est bornée, cela prouve que (1 + |z|)F(f) est bornée. Inversement, si
(1+ |z])f € LY(R), alors F(f) € CL(R) avec F(f) = F((iz)f).

Lorsque ¢ € S(R), alors on montre par récurrence que, comme ¢ est de classe C* et que toutes
ses dérivées sont dans L!(R), la fonction (1 + |x|)"F(¢) est bornée pour tout n € N. D’autre part,
comme (1 + 22)"¢ est borné pour tout n, la fonction F(¢) est de classe C**. On montre également
par récurrence les relations (8) et (9). Quant a la preuve, un peu plus calculatoire, de la continuité
de F, elle vient de la définition de la convergence dans S(RYV) combinée & (8) et de (9). O

Proposition 3.5 Si f,g € S(RV), alors
F(Hg= [ [fF(9)
RN RN

Preuve (*) :  Clest une conséquence directe du théoréeme de Fubini : comme (z,t) —
‘f(t)ei<t’m>g(m)‘ est dans L'(R?Y) (car f et g sont dans L'(R")), on a

. F(f)g = /RN ( - f(t)€i<t,x>dt> g(a)dz = /RN (1) (/RN ei(t,x)g(x)dx> gt — B FF).

a
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Proposition 3.6 (Stabilité par convolution) L application qui, a tout couple (¢,7)) € S(RY)x
S(RYN) associe ¢ x 1 est bilinéaire et continue de S(RY) x S(RY) dans S(RN). De plus, si ¢, €
SRN), alors

Flox ) = F(@)F (), Flgw) = (2m) " F(6)  F(v)

Preuve : Montrons d’abord les deux dernieres égalités : on a, pour tout t € RY et en utilisant
le théoreme de Fubini

f(qbw)(t):/ b — y)(y)e ) dydm—/ ly)eitt) (/ b — y)eitta y>dm)dy

- Rwa eita) (/ o2z ) dy = /R ) (o) )y
= F(o)(t)F)(t) .

(ot on a effectué le changement de variable z = = — y dans la troisieme égalité).
Lorsque 'on fait exactement le méme calcul avec F a la place de F, on obtient :

Flopxv) = 2m)NF()F ()

Pour montrer la seconde égalité de la proposition, prenons I'image F de I'égalité F(¢ x ¢) =
F(¢)F(¥). On a, d’apres la remarque précédente (utilisée pour F(¢) et F(0) a la place de ¢ et
b)

F(@m) "V F(0) x F(v)) = FF(¢) FF(¥) = ¢v

On reprend 'image par F de Iégalité précédente pour obtenir (2m) N F(¢) « F(vp) = F(drh).
Montrons finalement que ¢gxt» € S(RY). Comme ¢, € S(RY), on a aussi F(¢), F(v) € S(RY).

Donc F(¢)F (1) € S(RN) (ceci se montre facilement en utilisant la formule de Leibnitz). Comme

F(px) = F()F(¥), on a ¢pxp = FF(p 1) € S(RY), puisque S(RY) est stable pour F. La

continuité se prouve de méme. O

3.2 Distributions tempérées

Définition 3.7 Une distribution tempérée est une application linéaire continue de S(RN) dans C.
L’espace des distributions tempérées est noté (fort logiquement) S'(RN).

Remarques :
1. L’ensemble S’ (RN ) des distributions tempérées forme un espace vectoriel sur C.

2. On peut démontrer (mais nous ne le ferons pas) que, si 7' est une forme linéaire sur S(R),
alors T € S'(RY) (i.e., T est continue), si et seulement si, il existe deux entiers m et n et une
constante C' > 0 tels que

$)<CY Nup(¢) VoeSRY).

k<m

Dans ce cas, on dit que T est d’ordre m si m est le plus petit indice pour lequel I'inégalité
ci-dessus a lieu.

3. Si T € S'(RY), le support de T est le plus petit fermé K C RY tel que

Vo € S(RY) NP (RV\K), T(¢) = 0.

Exemples
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1. Si f € LP(RY), avec p € [1, +o0], alors

7y0) = [ f@oade Vo e SEY)

définit une distribution tempérée d’ordre 0 (grace a la proposition 3.2 et I'inégalité de Holder).
Son support est celui de f.

2. La masse de Dirac : L’application

T(¢) =6(0) Vo eSRY)
définit aussi une distribution tempérée d’ordre 0. Notons qu’on peut l'identifier a la masse

de Dirac g en O :
T(¢) = (x)ddo(z)

RN
Par abus de langage, nous dirons que T' = gy et verrons Jp comme une distribution tempérée
particuliere.

3. Valeur principale : On suppose que N = 1. Pour tout ¢ € S(R), la limite

T(¢) = lim Mdm

=0T JR\|—ee[ T

existe. Cette limite définit une distribution tempérée d’ordre 1, habituellement notée vp.

¢(z)

Preuve : La fonction x —

¢(z) — ¢(0)

est clairement intégrable sur R\| — €,¢[. Notons que

l’application z — est continue en 0, avec pour limite ¢'(0) lorsque x — 0. Donc,

pour € €]0, 1],

/ s | o) =60y, [ 60)
[71,1]\}7575[ z [7171]\]7676[ z [71,1]\}7575[ z

oll le premier terme & droite posséde une limite lorsque € — 0" tandis que le second est nul
car 1/z est impaire. En particulier,

/ o)
[7171]\}76’6[ x

/ @dx
R\[-1,1] T

Ceci montre que T est continue et d’ordre au plus 1. Pour montrer que T est d’ordre 1,
supposons au contraire que 1" soit d’ordre 0. Alors il existe n € N et C > 0 tels que

< ¢l -

tandis que

< |9l (w)

T(¢)] < Csup [(L+2)"p(x)] Vo eSRY).

Pour p € N* > 0, on définit ¢, comme étant la fonction de S(R) donnée par ¢,(r) =
th(pz)y(x) ot ¢ est une fonction C°(R), qui vaut 1 sur [—1,1], 0 en dehors de [—2,2],
positive sur R. Alors ¢, est positive sur RT et négative sur R~ et on a, puisque |th(z)| <1

sur R,

T(dp)| < Csup [(1+2%)"¢,(z)] < C’
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ou C’ est une constante indépendante de p. Alors, comme ¢,(z)/x est positif sur R*, on a,
par Fatou,

1 1
C' > liminf T(¢,) > lim inf / th(pe) s[4 _
p—>+00 p—+00

0 T o T
ce qui est impossible. O
Proposition 3.8 Soit P un polynéme de RN et T € S'(RY). Alors Uapplication PT définie par
(PT)(¢) =T(Pp) Vo€ SRY)
est une distribution tempérée.

Preuve (*) : Nous avons vu ci-dessus que P¢ € S(RY) pour tout ¢ € S(RY). De plus

I’application ¢ — P¢ est continue de S(RY) dans lui-méme. Ceci prouve que PT est continue de
S(RY) dans R. O

Proposition 3.9 (Dérivée d’une distribution tempérée) SiT € S’'(RY) et a € NV un multi-
indice. La distribution tempérée O*T est définie par
O°T(¢) = (~1)T(0°¢) Vo e SRY)
Preuve (*) : La preuve est identique a la démonstration de la proposition précédente. O

Exemple : Si N =1et T = §g, alors
T'(¢) = —¢/(0) Vo eSR)

Définition 3.10 (Transformée de Fourier d’une distribution) Pour toutT € S'(RY), l'application
FT définie par
FI(9) =T(F(g)) Vo€ SRY)

est une distribution tempérée. De plus, pour tout multi-indice o € NV,
F(0°T) = (—iz)*FT et  F((ix)°T) = (FT)@

Preuve (*) : C’est une conséquence directe des propriétés des fonctions de la classe de
Schwartz. O

Exemples : On suppose ici que N = 1 pour fixer les idées.

1. La distribution Fdgy est donnée par définition par

F(50)(6) = F(#)(0) = /R o(z)dz = Ty ().

Donc on peut assimiler la distribution F(dp) & la fonction constante égale a 1 : F(do) = 1.

2. Inversement, si T =1, i.e., T est la distribution
7(6) = [ o)z Vo S®).

alors F(T) = 2mdy. En effet, comme F(dy) = 1, on a §g = FF(6) = F(T), ot



On peut également définir la convolution d’une distribution pondérée avec une fonction de la
classe de Schwartz : pour cela, notons que, pour tout ¢ € S(R) et pour tout z € R, la fonction
y — Y(x — y) est également dans S(R).

Proposition 3.11 Soit T € S'(R) et ¢ € S(R), on pose
(T*v)(@) = T((x—-) VaeR.

Alors nous admettrons que T x ) est aussi la distribution tempérée donnée par
(T9) (@) =T xd) Ve SR),

oty Y (z) = ¢(—x). De plus
F(T ) = F)F(T) . (10)

Exemple : Sion prend T = §p, alors
(G0 *¥)(x) = do(Y(x —-)) = ()

Donc &g * 1) = 1) pour tout ¢ € S(RY).

Preuve de ’égalité (10) (*) : On rappelle (cf. Proposition 3.6) que F(a) F(b) = (21)N F(ab)
et F(a) = (27)NF(a) pour tout a,b € S(RY). Donc pour tout ¢ € S(RV), on a

F(T ) (@) = (Tx)(F(¢) =T W » F(¢)) = T(FF (") x F(¢))
= T (en)"F (Fwe)) = F(T) (@0 FWH)e) = F(T) (FW))
= (F)F())(¢) ,

ce qui prouve légalité F(T %)) = F () F(T) . O

3.3 Applications a I’équation de Laplace

Soit f € S(RY). On cherche & résoudre I’équation de Laplace
(L) —Au=f dans R

avec u(z) — 0 lorsque ||z| — +oo.

Définition 3.12 On appelle solution fondamentale de I’équation de Laplace une distribution tempérée
E € S'(RN) telle que
—AFE = 4§

au sens des distributions.

Un des intéréts de la solution fondamentale est de permettre de résoudre (L) directement :

Proposition 3.13 Si E est une (la) solution fondamentale de I’équation de Laplace et f € S(RY),
alors u = E x f vérifie —Au = f.

Preuve (*) : En effet, on a

—AExf)=(-AE)xf=0d0o*xf=Ff.
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La relation —AE = §y s’écrit en Fourier : F(—AFE) = F(dy) = 1. Or

—iwy)? = —|lz|*F(E) ,

Mz

k:l

d’ou ||z||>F(E) = 1. En particulier, si F(FE) = 1/||x||?, on obtient une solution de notre probleme.
En dimension N > 3, la fonction # — 1/||z||? est localement intégrable et tend vers 0 & I'infini.
Donc elle définit une distribution 7" par la formule

)= [ 2D vses®Y).

Ry [?

Par inversion de Fourier, on a alors E = FF(E) = F(T). On peut vérifier (mais cela demande un
peu de calcul) que F(T) = cyl|z||>~" ol ¢y est une constante qui dépend de la dimension.
Proposition 3.14 En dimension N = 2, la distribution distribution tempérée définie par

1

B(6) =5 | m(lel)o(a)dz

est une solution fondamentale de l’équation de Laplace.
Preuve : Posons ¢(r,0) = ¢(r cos(f), rsin(8)) pour (r,8) €]0,400[x]0, 27[. Alors

926 104 1%
M=5e T o TR

Comme x — In(||z||)A¢(x) est dans L'(R?), on a, par passage en coordonnées polaires,

[ nle)ad(a)de = tim [ (el Ao(ods
R? e=0F Jjzf|>e
ou
2m  ptoo 82¢ 1 8¢ 1 82(5
/| (el Ad( df”—/ / rin(r (a? ror o
27r 2¢
Notons que 502 ——df = 0 pour tout 7 > 0 et que, pour tout 6 €]0, 27|,
~ ~" +00 ~
+o0 82¢ a¢ +o0 a¢
/6 rin(r) 55 = [rln(r)ar] —/E (1+1n(r)) 7 ~dr
9% - 3¢
—en(e) 22(e,60) + e, ) - / Inr) =2

car ¢ et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide. Donc

2 7 B
| mleadta)a - | (—eln(e)?(e, 0) +dle, 9)) 46 — 276(0) = 2780(0)
[|z||>€ 0 T

lorsque € — 0. Donc on a bien —AE = dg. O
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A Brefs rappels d’intégration

A.1 Quelques résultats fondamentaux en intégration

Soit (X, A, 1) un espace mesuré : X est un ensemble, A une tribu sur X et g une mesure sur A.
Un exemple typique est le triplet (R, B, \), ou B est la tribu borélienne de R (i.e., la plus petite
tribu contenant les ouverts de R) et ou la mesure A est la mesure de Lebesgue de R (i.e., 'unique
mesure sur B vérifiant \(]a, b]) = b — a pour tout couple de réels a < b).

Rappelons qu’une fonction f: X — R est dite mesurable si

fiS)yeAa vsen

ou, de facon équivalente,

Va € R, f( —o0,a)) € A.

La mesurabilité est une propriété stable par addition, par multiplication, par passage au sup, et
par limite simple : si f et g sont mesurables et A est un scalaire, alors f + g, fg, Af, sup{f,g} le
sont, et si (f,) est une suite de fonctions mesurables qui converge simplement vers une fonction f,
alors f est également mesurable.

Rappelons également que, si f : X — R est une fonction mesurable et positive, alors [y f(z)du(z)
est une quantité bien définie, qui appartient & [0,,4o0c]. Lorsque cette quantité est finie, on dit
que f est intégrable. Plus généralement, si f : X — R, on dit encore que f est intégrable si | f]| est
intégrable (noter que |f| = max{f, —f}, donc |f| est encore mesurable). Dans ce cas

/ f(@)dp(z) == / (@) du(z) - / fo(@)du(z)  on f = max{f,0} et /- = max{~f,0} .
X X X

Rappelons enfin qu'une propriété P(z) définie pour x € X est vraie u—presque partout s’il existe
un ensemble de mesure nulle N telle que P(z) est vraie pour tout x € X\ V.

Voici quelques inégalités classiques qui permettent de majorer des intégrales :

Proposition A.1 Soit (X, A, p) un espace mesuré.

e (inégalité triangulaire) si f est intégrable, alors

‘/deu‘é/leldu

o (inégalité de Jensen) Soit u(X) =1 et f intégrable. On suppose que a < f < b pu—p.p. (ou
—00 < a<b< 400). Soit ® :Ja,b[— R une fonction convere. Alors

@( /. fdu> < [ o

ot le membre de droite est bien défini et appartient a | — 0o, +00].

Voici trois résultats de convergence qu’il faut tres bien connaitre :

Proposition A.2 (Convergence monotone) Si(f,) est une suite croissante de fonctions mesurables,
positives, alors

tim [ fu@dn(o) = [t u@)dnte)

n—-+o0o n—-+o0o
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Lemme A.3 (de Fatou) Si (f,) est une suite de fonctions mesurables positives, alors

n—-+o0o n—-+o0o

/ liminf f,,(z)du <hm1nf/ fn(x)du(z
X

Théoréme A.4 (Convergence dominée) Si(f,) une suite de fonctions mesurables qui converge
presque partout vers une fonction f et pour laquelle il existe une fonction intégrable g telle que

| fn(2)] < g(x) pour p—presque tout z € X, pour tout n € N.

lim /X Fodp = /X fdu .

Remarque A.5 De plus, la convergence de (f,,) vers f a lieu au sens L' :

Alors f est intégrable et

lim [ 17 = fuldu=0.

n—-+o0o

A.2 Les espaces L”

Soit (X, A, ;1) un espace mesuré et p un réel supérieur ou égal a 1. L’espace LP(X, ) est 'ensemble
des fonctions mesurables f : X — R telles que l'intégrale / |f(x)|Pdp(x) est finie. Sur LP(X, p),

on définit la relation d’équivalence f ~ g si f =g u—p.p. O)I(l note LP(X, u) Pensemble des classes
d’équivalences de ~. L’idée est que I'on peut manipuler les éléments de LP(X, 1) & peu prés comme
ceux de LP(X, ) : en particulier, si f,g € LP(X,pu), on peut définir f + g en prenant la classe
d’équivalence de n’importe somme f + § ot f et § sont des représentants de f et g (exercice).

Lorsque p = 400, on définit L>°(X, i) 'ensemble des (classes d’équivalence de) fonctions qui
sont essentiellement bornées : f € L (X, u) si f est mesurable et s'il existe une constante C' > 0
telle que |f| < C pu—p.p. La norme || f||o est alors la plus petite constante C' pour laquelle cette
inégalité est vérifiée.

Soit p €]1,4+00[. On appelle exposant conjugué de p le nombre réel p’ tel que

1 1
— =1 ie., p =

,_A'_ p
p 7

p—1°

En particulier, p’ > 1. Si par exemple p = 2, alors p’ = 2. Lorsque p = 1, on pose par convention
p' = 400, tandis que lorsque p = 400, on pose p’ = 1.

Lemme A.6 (Inégalité de Holder) Soit p € [1,400] et f € LP(X,u) et g € LY (X, ), alors

fg€ LNX,p) et
/ng du < (/X\flp du) </ 9" du)

Remarque : Une conséquence tres importante de I'inégalité de Holder, est la suite d’inclusion
suivantes :

=

si p(X) < 400, alors L®(X) C LP(X)C L"(X)c L'(X) Vi<r<p<+oo.

Par contre, aucune de ces inclusions n’est vraie si u(X) = co.
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Pour montrer ces inclusions (*), il suffit de prendre r < p et, si u € LP(X), on peut appliquer
I'inégalité de Holder aux fonctions f = |u|" et g = 1 avec le coefficient § = p/r > 1et ¢ =0/(0—1) :

[urans ([ \uredu)w (/ 19’>1/9’:<u<x>>1/9’ (/ |U’pdu)1/9,<+oo

Donc u € L"(X). O

Pour f € LP(X, 1), on pose
15 = [ r@paut)”

Rappelons l'inégalité de Minkowski : si f,g € LP(X, ), alors f 4+ g € LP(X, i) et

1+ glly < 1 fllp + llgll -

En particulier, || - ||, est une norme sur LP(X, u).

Théoréeme A.7 (Riesz-Fischer) L’espace LP(X, ), muni de la norme || - ||p, est un espace de
Banach. Lorsque p = 2, lespace L*(X, ) est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit
scalaire

(f.9) = /X f@)a(@du(z) Vg e LX) .

Rappelons que la convergence dans LP n’implique pas en général la convergence ponctuelle,
ni méme la convergence presque partout. Par contre, si (f,) converge vers f dans LP (pour p €
[1,400]), alors il existe une sous-suite (fy,, ) qui converge presque partout vers f.

En effet, supposons que p < +0o (pour p = 400 c’est évident). Comme (f,,) est une suite de
Cauchy dans LP, il existe une sous-suite (fy, ) telle que

1
ank+1 _fnkaS 27 VkZO

Donc, si on pose gn = > p_g|fapss — fal, o0 a [lgnll, < 1. Par convergence monotone, cela
implique que la limite ponctuelle g de la suite croissante (gy) vérifie également ||g|[, < 1. En
particulier Xo := {z € X , g(x) = +o0} est de mesure nulle. Pour tout x € X\ X, on a
Yok s () = fry (2)] < +o00, et donc la série Y ) (fn,,, () — fn, (z)) est absolument convergente,
donc convergente. On en déduit que la limite f(x) de la suite (fy, (z)) existe pour presque tout x.
Mais, d’apres le lemme de Fatou, on a

[ 1#@) = F@Pduta) < timint [ 17@) = fuy @) Pd(z) = 0

ou la derniere égalité vient du fait que (fy,, ) tend vers f dans LP. On en déduit que f=fpp.,et
donc que la suite (fy, ) tend vers f p.p.. O

A.3 Intégration sur un espace produit

Soient (X1, A1, p1) et (Xo,. Az, n2) deux espace mesurés. On appelle tribu produit de A; et Ay la
tribu engendrée par le produit A; x As (qui n’est pas une tribu en général). On note cette tribu
produit A; ® As.

On montre qu’il existe une unique mesure u sur X; x Xo telle que

M(Al X AQ) = Nl(Al)HZ(AQ) V(Al,Az) e A x Ay .

Cette mesure est notée 1 ® us et est appelée la mesure produit de uy et us.
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Théoréme A.8 (Fubini 1—pour les fonctions positives) Soit f: X1 x X9 — R une applica-
tion mesurable par rapport & la tribu produit A1 ® Ao et positive. Alors

1. L’application hi(x1) fX (1, x2)dus(z2) est mesurable et

/ ha(z1)dpa (1) —/ f(z1, 22)d(p1 ® po)(z1, 22) -
X4 X1xXo

2. L’application ha(x2) fX (x1,22)dpi (1) est mesurable et

/ ha(w2)dpsa(w2) —/ flzr, z2)d(pn ® po)(21,22) -
Xo X1x X2

3. En particulier,

/X G )
-/ ( B f(xhxz)dm(xz)) i) = [ 2 ( B f(xl,xg)dul(x1)> dpa(a2) -

Toutes les intégrales ci-dessus sont bien définies, et appartiennent a [0, +o0].

Remarque A.9 En pratique, le résultat ci-dessus permet de montrer qu’une fonction f = f(z1, z2)
est intégrable. Lorsque c’est le cas, on peut alors appliquer le théoreme de Fubini 2 :

Théoréme A.10 (Fubini 2—pour les fonctions intégrables) Soit f : X1 x Xo — R une ap-
plication intégrable par rapport a la mesure produit 1 ® po. Alors

1. L’application hq(x1) fX (1, x2)dua(z2) est définie pour py—presque tout x1, est intégrable,

et
/ Cedn () = [ faun e p) .
X X1 xXo

2. L’application ha(x2) fX (x1,x2)duy (z1) est définie pour po—presque tout xo, est intégrable,

et
/ ha(z2)dpa(xs) = / fd(pr ® p2) .
X X1xXo

3. En particulier,

[ Sdn e
= /Xl < . f(:m,m)d/m(:m)) dpi(z1) = /X2 ( X1 f(l‘la132)dﬂl($1)> dpa(z2) -

Remarque A.11 Un exemple particulierement simple d’application est lorsque f; et fo sont
intégrables par rapport & p; et us respectivement. Alors la fonction f(z1,z2) = fi(x1)fo(x2)

est intégrable par rapport a a la mesure produit p; ® ps et

fl(xl)dm(wl)>< fz(wz)d/m(m)) :

/ f(xy, x2)d(p1 & p2)(x1,22) = (
X1xXso X “
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A.4 Un peu de calcul intégral

Nous aurons besoin de faire un tout petit peu de calcul intégral dans R (pour N > 2) et d’utiliser le
passage en coordonnées polaires. Pour cela, on gardera en téte que, si u : RV — R est une fonction
radiale, i.e., s'il existe une fonction @ : [0, +o0o[— R telle que u(z) = @(||x||), alors u € L*(RY), si
et seulement si, la fonction r — rV~14(r) appartient & L'([0, 4+oc[). Dans ce cas, on a

+o00
/ u(z)dr = CN/ rNla(r)dr
RN 0

ot Cy est le volume (pour la mesure de Lebesgue) de la boule unité de RV,

Dans le cas particulier ot N = 2, si u : R> — R, on pose @(r,0) = u(rcos(#), r(sin(f)) pour
(r,0) € [0, +00[x[0, 27[, Alors on a par changement de variables que u € L'(R?), si et seulement si
application (r,0) — ri(r,0) est dans L([0, +o00[x[0, 27[). Dans ce cas

27 p+4o0
/ u(x)dx :/ / ra(r,0) drdf
R2 0 0

A.5 Produit de convolution

On travaille ici dans RY muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Soient f et g
deux applications de R dans R, positives. On appelle produit de convolution de f et g, noté
f * g, application

(Feo)@) = [ 1wae—ndy= [ fe=ady.

lorsque ces quantités sont bien définies et qu’on peut appliquer le théoreme de Fubini.

Proposition A.12 Voici trois cas ou le produit de convolution est bien défini.

o Si f et g sont intégrables, alors (f * g)(x) est défini pour presque tout x € RN, f % g est
également intégrable et

[ ea@ar= ([ ) ([ )

o SifeLP(RN) etge LV (RY) (avecp € [1,400] et p' ezposant conjugué de p), alors fxg(x)
est défini pour presque tout x € RN et fxg € L¥(RN) avec || f * glloo < I fllpllgllp -

o SifcLP(RY) et ge LY(RYN) (avec p € [1,+00]), alors (fxg)(x) est défini pour presque tout
zeRYN, fxge LP(RY) et [|fxgly < | fllpllglh-

Remarque A.13 En particulier, si f et g sont des densités de probabilité, i.e., f > 0et g > 0 p.p.

avec /Rf(:c)dw - /Rg(x)da: =1,

alors f x g est également une densité de probabilité. Rappelons que si X et Y sont des variables
aléatoires réelles de densité respectives f et g, et si X et Y sont indépendantes, alors la variable
aléatoire X + Y a pour densité f xg.
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Preuve de la proposition (*): On suppose d’abord que f,g € L'(R"). Notons d’abord que
I'application (z,t) — f(y)g(z —y) est bien intégrable sur RV x RV (on admet la mesurabilité). En
effet, en utilisant le théoreme de Fubini 1 puis un changement de variable, on a

/]RNXRN |f(y)g(z — y)ldady = /RN [f ()l (/RN lg(z — y)\dx) dy = /RN £ ()] (/RN |g(x)\da:) dy

= Mgl | 1f@ldy = llgllllfllx < 400
RN

Donc (x,t) — f(y)g(x — ) est intégrable sur RV x RY et on a, d’aprés le théoreme de Fubini
2, que l'intégrale [pn f(y)g9(z — y) est définie pour presque tout = (ce qui défini (f * g)(x) pour
presque tout ) et

[sa@a= [ ([ swae-na)a= [ s ([ oo-ais)a
- /RN f(y) (/RN g(:r)d:c> dy = (/RN g(:c)d:r> < x f(y)dy> -

Supposons maintenant que f € LP(RN) tandis que g € LP (RY). Alors pour tout 2 € RN, on a par
inégalité de Holder,

twoe—iar< ([ 1or) ([ e@-nr) =1l <+
L. (Loor) ([

Donc la fonction y — f(y)g(x — y) est intégrable, avec

Fwate = nds] < [ 1wate =l < 111l

RN

Supposons pour finir que f € LP(RY) et g € LY(RY) (avec p € [1, +00]). Par Holder, on a

/ £ - )] lo(w)ldy / @ = )] o) [V?]a(y) 7 dy
RN RN

< (/RN |fz - y)l”g(y)ldy>1/p (/RN Ig(y)dy> W ;

ot la fonction |f|P est dans L'(RY). Donc

P
-1
irealy < [ ([ 1f@=nllawlar) @ < 1l [ [ 1= ooy
RN \JRN RN JR
< gl APl gl = 1 £llpllgl
d’apres la premiere partie du théoreme. O

A.6 Reégularisation

Fonction continue a support compact : soit ]a,b[ un intervalle ouvert de R, avec —oco < a < b <
+oo. On dit quune fonction mesurable f :]a,b[— R est & support compact s'il existe un sous-
intervalle [b, ¢] fermé et borné de |a, b] en dehors duquel la fonction f est nulle p.p..

Plus généralement, si Q est un ouvert de RY, on dit qu’une fonction mesurable f : Q — R est

a support compact s’il existe un compact K C € tel que f est nulle p.p. en dehors de K. On
appelle support de f le plus petit compact (au sens de I'inclusion) en dehors duquel f est nulle p.p..
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Rappelons qu’il existe des fonctions de classe C*° non identiquement nulles et a support compact
dans R : pour construire une telle fonction, on remarque d’abord que la fonction

(b(x)_{o siz <0

VT sz >0
est de classe C* sur R, est strictement positive dans |0, +oo[ et nulle dans | — c0,0]. On pose
alors f(z) = ¢(z)¢(1 — x). La fonction f est de classe C*, positive sur R. De plus f(z) > 0 si
et seulement siz > 0et 1—x > 0 : donc f est & support compact et son support est le compact [0, 1].

(&

Un tel exemple se généralise aisément & RV : il suffit de prendre par exemple f(z) = f (||:E||2)~
oil f est la fonction construite ci-dessus et ||z est la norme euclidienne dans RY. La fonction f
est de classe C*™ et a pour support la boule unité de RY qui est compacte.

Si © est un ouvert de R et k > 0, on note C¥(Q2) I’ensemble des fonctions de classe C* qui sont
a support compact dans ).

Fonctions localement intégrables : soit € un sous-ensemble de RY. On dit qu’une fonction
mesurable f : Q — R est localement intégrable si la restriction de f & tout compact de RN est
intégrable. On note f € L}, ().

Par exemple, les constantes sont localement intégrables dans R (mais seule la constante nulle
est intégrable). Notons aussi que, si  est un ouvert de RY, f € L} () et g € C2(Q2), alors le
produit fg est intégrable dans €.

Proposition A. 14 SifeL.R)etge CE(R), alors f * g est bien défini et de classe C* dans R.
De plus, (f % g)") = f+g") pour tout r =1,... k.
De méme, si f € L} (RN) et g € CE(RN), alors f % g est bien défini et de classe C* dans RN.

De plus,
" (f > g) . g
Ozt ... 0z ozt ... 0z
pour tout multi-indice (ay,...,an) € NV avec a1 +...ay =7 < k.
Preuve * : On ne fait la preuve qu'en dimension N = 1, la preuve dans le cas général étant

identique. Par argument de récurrence, il suffit aussi de faire la démonstration pour k = 1. Comme
g est a support compact, il existe un intervalle [¢,d] en dehors duquel g est nulle. Pour z € R,
heR,|h<leth#0,ona

(f*g)(fﬂJrh})l—(f*g)(w) _ /f(y> (g(w+h—t})l—g(ﬂf—t))dt

) /Rm_c ‘o <g(x +h— 72 — gz — t)> "

Or, si h, — 0, on a que la suite ( x+h"7t (2= O)) tend vers f(y)g'(x — t) pour presque

tout t € [z —1—d, :L'—|-1—C] et

)(“
o) (1= DAY <l ot € o= 1 - 1.

Or f est intégrable sur le compact [x — 1 —d,z + 1 — ¢] et on peut donc appliquer le théoreme de
convergence dominée :

i S xO@ A+ ) = (Fxg)(x) /ch

n—-+oo hn

f)g' (x —t)dt = (fxg')(x) .

—1-d
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Comme ceci est vrai pour toute suite (h,) qui tend vers 0, on a montré que f x g est dérivable sur
R, avec (f xg)' = f*¢. Par un argument de convergence dominée, on a aussi que I'application
x — (f xg')(z) est continue, ce qui prouve que f x g est de classe C1. O

Rappelons un résultat essentiel de densité :

Théoréme A.15 Soit Q un ouvert non vide de RN et p € [1,4+o00[. Alors CO(Q) est dense dans
LP(Q) au sens ou : pour tout f € LP(QY) et pour € > 0, il existe f. € CO(Q) tel que || f — fellp < €.

Ce résultat, qui repose sur la construction de 'intégrale de Lebesgue, ne sera pas montré ici.

Approzimation par convolution : Soit ¢ : RY — R une fonction de classe C*, & support

compact inclus dans la boule unité B(0, 1), avec ¢ > 0 et / ¢(z)dz = 1. Pour tout € > 0, on pose
RN

oe(x) = E_N(ﬁ({). On note que ¢, a un support inclus dans la boule B(0, €) et que / ¢c(z)dr = 1.
€ RN

Théoréme A.16 Soitu € LP(RN) et uc = ¢exu. Alors uc tend vers u dans LP(RN) lorsque € — 0.

Remarques A.17 1. Si w a un support contenu dans un compact K, alors u. est également a
support compact, avec un support contenu dans I’ensemble K, := {z € RN Jye K, |z —
yl| < €} (par exemple, si N = 1 et K = |a,b], alors le support de u, est contenu dans
[a—€,b+€]).

2. Si u est continue et & support compact, la convergence de u, vers u est uniforme sur RY.

Preuve * : On suppose d’abord que u € C2(RY). Alors, comme Jegny e =1, 0na

(o)~ uela) = [ (ula) = ule ~ 2)éu()dz
R
Comme u est continue et a un support compact, u est uniformément continue : pour tout § > 0,

il existe n > 0 tel que |u(z) —u(y)| < § des que |z — y| < n. Pour tout € €]0, 7|, on a, puisque le
support de ¢, est contenu dans la boule B(0,€) et ¢ > 0,

u(z) = ue(z)| =

| ) = ule — )iz
B(0,¢)
< /B(O,e) lu(z) — u(x — 2)|@e(2)dz < 5/RN de(2)dz =6 .

Donc u, tend uniformément vers u sur RY. Comme, pour € €]0, 1], ue et u ont un support contenu
dans un méme compact K (cf. la remarque ci-dessus), u. tend aussi vers u dans LP(RV) par con-
vergence dominée.

Nous traitons maintenant le cas général : soit u € LP(RY). On veut montrer que ||u—uc|[, — 0
lorsque € — 0. Fixons § > 0. Alors il existe w € C2(Q) tel que ||u —w||, < §/3. Posons we = ¢e *w.
Alors, comme (w — u) € LP tandis que ¢, € L', on a

[we = uellp = [[(w = w) % cllp < [Jw = ullpl|delly = [[w = ull, < /3,

puisque ¢ > 0 et [ ¢ = 1. D’autre part, comme we tend vers w dans LP, il existe ¢g > 0 tel que
pour € €]0, o[, ||lwe — wll, < /3. Alors, pour € €0, ¢, on a

[ = uelly < lJu—wllp + [lw = wellp + lwe —uell, <6

50



