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Notations
Dans toute le polycopié, nous utiliserons les notations suivantes :

e N désigne ’ensemble des entiers naturels, N* ’ensembles des entiers naturels non nuls,

Z désigne I'ensemble des entiers relatifs, Z* I’ensembles des entiers relatifs non nuls,

Q désigne 'ensemble des rationnels, Q* I’ensembles des rationnels non nuls,

R désigne ’ensemble des réels, R* I’ensembles des réels non nuls,

C désigne I'ensemble des nombres complexes, C* ’ensembles des nombres complexes non nuls,
e R[X] désigne I’ensemble des polynomes & coefficients réels,

e C[X] désigne I’ensemble des polynomes a coefficients complexes.

Si z est un nombre complexe, Re(z) désigne sa partie réelle tandis que Zm(z) désigne sa
partie imaginaire.

Quelques lettres grecques fréquemment utilisées en mathématiques :

Minuscule Majuscule
alpha « A
béta I5; B
gamma % r
delta ) A
epsilon € E
zéta ¢ Z
éta n N
théta 0 ©
kappa K K
lambda A A
mu w M
nu v N
xi £ =
pi s II
rho p R
sigma o b
tau T T
phi 1) P
khi X X
psi P v
omega w Q




1 Fonctions trigonométriques et hyperboliques

Cette partie (breve reprise du chapitre 6 du polycopié d’Analyse 1) est consacrée a ’analyse
de quelques fonctions usuelles particulierement utiles pour le calcul d’intégrales. Le chapitre ne
présente pas de difficulté théorique a condition de faire particuliérement attention aux domaines de
définition des différentes fonctions.

1.1 Formules trigonométriques usuelles

On rappelle que les applications sin et cos sont définies sur R, infiniment différentiables et 27 —périodiques.
La fonction sin est impaire, cos est paire. On a les relations

Vz € R, cos?(x) + sin*(x) = 1,

Vz € R, sin(m + z) = —sin(z), cos(m + z) = — cos(x)

“ Vz € R, sin (g - x) = cos(z), cos (g - a:) = sin(x).

Pour x € R, x # Z + 7/2, on pose tan(z) = s1n((x;‘ On note que tan est m—périodique et impaire.
cos(z
On a )
vz e R\{Z +7/2}, 1+tan’(z) = ——.
z € R\{Z +7/2} + tan®(x) co2(2)

Siz,y € R, ona

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y), cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
En particulier, pour tout x € R,

sin(2zx) = 2sin(x) cos(x), cos(2x) = cos?(z) — sin’(x) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin?(z).

On en déduit, pour les x,y € R pour lesquels les expressions ont un sens :

2 tan(z)
1 — tan?(x)’

tan(x) 4 tan(y)
1 — tan(x) tan(y)

tan(x +y) = , tan(2z) =

1.2 Réciproques des fonctions trigonométriques

Nous commengons par les réciproques des fonctions sin, cos et tan sur les intervalles adéquats.

1.2.1 La fonction arcsin

La fonction x — sin(x) est strictement croissante et continue de l'intervalle [-F, 7] a valeurs dans

I'intervalle [—1, 1] et, par théoreme des valeurs intermédiaires, est surjective sur cet intervalle. C’est
donc une bijection et on appelle arc-sinus (noté arcsin) sa fonction réciproque.

Proposition 1.1 (Propriétés de arcsin) La fonction arcsin : [-1,1] — [-7, 7] est continue,

impaire et strictement croissante sur [—1,1]|. De plus, elle est dérivable sur] — 1,1] et

1
V1—22

Vz €] —1,1[, arcsin’(z) =



Preuve. La premiere partie de la proposition (continuité et caractere strictement croissant) est
une conséquence directe de la Proposition 38 du polycopié d’Analyse 1. Montrons que arcsin est
impair : comme sin est impair, on a

sin(— arcsin(z)) = — sin(arcsin(x)) = —z = sin(arcsin(—x))

et donc, par injectivité de arcsin, — arcsin(z) = arcsin(—z). La dérivabilité vient de la dérivabilité
des fonctions réciproques (Proposition 49 du polycopié d’Analyse 1) qui nous assure que, comme
sin’(x) = cos(x) # 0 pour tout = €] — m/2,7/2[, on a, pour tout x €] — 1,1[= sin(] — /2, 7/2])

1 1

arcsin/(w) = Sjn’(arcsin(ﬂi)) - cos(arcsin(w))'

Comme, pour tout y € R, cos?(y) +sin?(y) = 1, on a |cos(y)| = /1 — sin?(y). Siy €] — 7/2,7/2|,
cos(y) > 0 et alors cos(y) = /1 — sin?(y). D’ot, puisque, pour = €] — 1, 1[, arcsin(z) €] —7/2,7/2|,
on a ) )

/1 — sin?(arcsin(x)) N V1—a?

arcsin’(z) =

1.2.2 La fonction arccos

La fonction cosinus est strictement décroissante et continue de [0, 7] dans son image [—1,1] : c’est
donc une bijection entre ces deux intervalles et on appelle arc-cosinus (noté arccos) sa fonction
réciproque.

Proposition 1.2 (Propriétés de arccos) La fonction arccos : [—1,—1] — [0, 7] est continue et
strictement décroissante sur [—1,1]. De plus, elle est dérivable sur | —1,1] et

-1
V1—22
Preuve. La démonstration de la premiere partie est identique a celle pour arcsin. Pour la

dérivabilité, notons que cos'(z) = —sin(z) # 0 pour = €]0,7[. Donc arccos est dérivable sur
| — 1,1[ qui est I'image directe de |0, 7[ par cos, avec

Vz €] —1,1[, arccos'(z) =

1 1
Vo €] - 1,1 "(z) = = '
z €] - 1L1[, arccos'(z) cos/(arccos(x))  —sin(arccos(z))

Comme, pour y €]0, 7[, sin(y) > 0, on a sur |0, 7[, sin(y) = /1 — cos?(y) et donc

_ —1 -1
B /1 — cos?(arccos(r)) VI

Vz €] —1,1[, arccos'(z)

a
1.2.3 La fonction arctan
La fonction tan :] — 7/2, m/2[—] — 00, +00] est strictement croissante, continue et surjective. C’est
donc une bijection entre | — 7/2,7/2[ et | — 00, +00[. On appelle arc-tangente (noté arctan) sa

fonction réciproque. Noter que

arctan(0) = 0, arctan(1l) = %, arctan(—1) = —g_



Proposition 1.3 (Propriétés de arctan) La fonction arctan : R —] — /2, 7/2] est continue,
impaire et strictement croissante sur R. FElle satisfait

I tan(z) = —~ et i tan(z) = ~
mﬁlrinooarc an(xr) = 5 e mirfooarc an(r) = 2

De plus, elle est dérivable sur son domaine et

_ 1
1422

Vz € R, arctan’(x)

Preuve. A nouveau, seul le dernier point pose probleme. Par dérivabilité des fonctions réciproques,
comme tan’(z) = 1 + tan?(z) # 0 pour x €] — 7/2,7/2[, on a

Vz € R, arctan’(z) ! ! !
x rctan’(x) = = = )
' tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z)) 1+ 22

1.2.4 Quelques relations

Proposition 1.4 Pour tout x € [—1,1],
: T
arcsin(z) + arccos(z) = 3

Pour tout x € R*

1 o
arctan(z) + arctan(—) = 5 signe(x).
x

Preuve. Pour la premiére relation, on considére la fonction f définie pour tout = € [—1,1] par
f(z) = arcsin(z) + arccos(z). Cette fonction est continue sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1] avec

1
V=22 VJ1-—22

On en déduit que f est une fonction constante. Pour trouver la valeur de cette constante, on calcule
f(0) = arcsin(0) + arccos(0) = 0 + 7/2.

Pour la seconde relation, on considere la fonction g définie pour tout x € RY. par g(x) = arctan(x)+
arctan(l). La fonction g est continue et dérivable sur ]0,+oo[ avec (par dérivée des fonctions
composées)

=0.

Vz el - 1,1, f'(z)

S S SO B
1422 1+ (1/x)2
Donc g est constante sur |0, +oo[. Comme lim,_,g+ g(z) = arctan(0) + lim,_,  arctan(z) = 7/2,

cette constante est /2. Cela donne le résultat pour les réel positifs. On étend le résultat aux réels
négatifs en utilisant que la fonction arctan est impaire. O

Vz 6]05+OO[7 gl(x) ?

1.3 Fonctions hyperboliques et leurs réciproques
1.3.1 Fonctions hyperboliques

On appelle sinus hyperbolique (noté sinh ou sh), cosinus hyperbolique (noté cosh ou ch), tangente
hyperbolique (noté tanh ou th) et cotangente hyperbolique (noté cotanh ou coth) les fonctions
suivantes : pour x € R

et —e " er +e " sinh(z) e* —e™*

sinh(z) = — cosh(z) = —5 et tanh(z) = cosh(z) Ry




Pour z € R*,
h x —X
cotanh(z) = C?S (z) S .
sinh(z) e* —e®

On note la relation importante :
Vo € R, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
Proposition 1.5 1. Les fonctions sinh, tanh et cotanh sont impaires et cosh est paire.

2. Toutes ces fonctions sont C*° sur leur domaine de définition et

1

cosh?

cosh’ = sinh sinh’ = cosh tanh’ = 1 — tanh? =
-1

Cotanh/ = — 9
sinh

La preuve de ces différents résultats ne présente aucune difficulté et est laissée en exercice.

1.3.2 Fonctions hyperboliques réciproques
Proposition 1.6 e La fonction sinh est une bijection strictement croissante de R dans R.

e La fonction cosh est une bijection strictement croissante de R* dans [1,40o0].

e La fonction tanh est une bijection strictement croissante de R dans ] —1,1].

La preuve s’appuie, sans difficulté, sur le calcul des dérivées pour montrer la monotonie stricte.
On peut donc considérer les bijections réciproques de ces trois fonctions que ’on notera
argsh : R — R, argch : [1,+oco[— R et argth:] —1,1[— R.

Proposition 1.7 1. La fonction argsh est impaire et dérivable sur R. Pour tout x € R

1
ira?
argsh(z) = In(z + V1 + 22)

argsh’(z) =

2. La fonction argch est dérivable sur]1,4o00[. Pour tout x €|1,+00]

1
Vaz -1
argch(z) = In(z + Va2 — 1) (relation valable aussi en 1)

argch’(x) =

3. La fonction argth est impaire et dérivable sur | — 1,1[. Pour tout x €] — 1,1]

1
argth/ (f]}') = m

1+2x
1—=x

argth(z) = %m( )

La preuve est laissée en exercice.



2 Développement limités

Une application tres importante des formules de Taylor est la notion de développement limité.
Heuristiquement, une fonction f admet un développement limité d’ordre n en un point zg si on
peut remplacer, au voisinage de xg cette fonction par un polynéme de degré au plus n, I'erreur que
I'on commet étant alors petite devant (z — xo)".

Vu la grande facilité de manipulation des polynomes, les développements limités sont tres utiles
des que 'on cherche a calculer des limites de fonctions, des équivalents, etc...

2.1 Rappels sur la notion de dérivée

Soit I un intervalle ouvert de R, f : I — R une application et zg un point de I. On dit que f est
dérivable en xg si la limite suivante existe :

P (R CO

T—T0, TATO T — X0

Rappelons que, dans ce cas, f est continue en x.
Lorsque l'intervalle n’est pas ouvert, il est parfois utile de parler de dérivée a droite ou a gauche,
définies respectivement par :

lim f(z) = f(x0) (resp. lim f(z) = f(x0) )

x—ma' T — X Tz T — o

Rappelons qu’on dit que f admet un maximum local en un point zg de I s’il existe n > 0 tel
que, pour tout x € I avec |z — x| < n, on a f(x) < f(xg). De méme, f admet un maximum local
en xg de I s’il existe n > 0 tel que, pour tout x € I avec |z — zo| < 1, on a f(x) > f(xg). Si f
admet un maximum ou un minimum en zg, on dit que zy est un extremum de f.

Voici la condition nécessaire la plus classique pour déterminer les extrema locaux d’une fonction :

Proposition 2.1 Soit f: I — R et x¢ un point de I. On suppose que f a un mazimum local (ou
un minimum local) en xq et que f est dérivable en xy. Alors f'(xo) = 0.

Preuve : Comme f a un maximum local au point xg, il existe n > 0 tel que
Ve el, [z —zol <n = f(z) < f(xo) .

f(@)=f(z0)

. < 0. Par passage a la limite lorsque = — o,

cela entraine que f'(zg) < 0. De méme, si z € IN]zg — 0, x|, alors %ﬁm) > 0, ce qui entraine
que f'(zg) > 0. Donc f'(xg) = 0. O

Alors, si x € I avec © €|xg,zo + 7|, on a

On suppose dans le reste de cette partie que a et b sont deux réels tels que a < b.

Théoréme 2.2 (de Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable en tout
point de l'intervalle ouvert |a,b| et telle que f(a) = f(b).
Alors il existe un point ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Preuve : Si f est constante sur [a,b], alors f'(z) = 0 pour tout = de ]0,1[. Dans ce cas, le
théoreme de Rolle est démontré avec ¢ un point quelconque de |a, b|.

Supposons que f ne soit pas identiquement nulle. Il existe donc un point x tel que f(z) # f(a).

Supposons d’abord, que f(z) > f(a). Comme f est continue sur [a,b], f admet un maximum
sur [a, b] en un point ¢ € [a, b]. Par définition du maximum, on a f(c) > f(x) > f(a), et donc ¢ # a
et ¢ # b puisque f(a) = f(b). Donc nous avons prouvé que ¢ appartient a l'intervalle ouvert |a, b[.
Alors, comme f a un maximum local en ¢ et que f est dérivable en ¢, on a f’(¢) = 0. Donc le
théoreme de Rolle est prouvé dans ce cas.



Si, au contraire, f(x) < f(a), alors on fait le raisonnement symétrique en considérant un
minimum de f sur [a,b] & la place d’'un maximum. O

Une application trés importante du théoreme de Rolle est le théoréeme des accroissements finis :

Théoréme 2.3 (des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur |a,b],
dérivable en tout point de lintervalle ouvert |a,b[. Alors il existe un point xo €|a,b| tel que

f(b) = f(a)

b—a f'(o) -

Preuve : On considere la fonction ¢ : [a,b] — R définie par

Vo € [a,b], g(z) = f(a) —x

On montre facilement que g(a) = g(b) = w et que g est dérivable en tout point de ]a, b|
o 1) ~ f(a)
/ o _ —Jla
g(x) = () - LU=
11 suffit alors d’appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g pour conclure. O

L’expression “accroissements finis” est justifiée par le corollaire suivant :

Corollaire 2.4 On suppose que f : [a,b] — R est une fonction continue sur [a,b], dérivable en
tout point de Uintervalle ouvert |a,b[, et que f’ est bornée sur ]a,b| par une constante K. Alors,

Vw,ye[a,b], |f(y)_f(x)|§K|y_x‘

De plus, on peut prendre

K = sup |f'(2)]
z€la,b|

Une fonction f vérifiant I'inégalité ci-dessus est dite lipschitzienne.

2.2 Les formules de Taylor

Les formules de Taylor sont au nombre de 3 : Taylor-Lagrange, Taylor avec reste intégral et Taylor-
Young. On commente la différence entre les formules en fin de partie.

Théoréme 2.5 (Formule de Taylor-Lagrange) Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonc-
tion f de classe C" sur I avec f) dérivable en tout point de I. Pour tout xo € I et pour tout
x € 1, il existe un nombre réel ¢ compris entre xg et x tel que

(:E _ :L'o)n+1

(n+1)!

A0 ) e Mf(n) (o) +

n!

(z — o)

I f(n+1)(c) ]

f(z) = f(xo) + [ (o) +

La formule ci-dessus est appelée formule de Taylor-Lagrange d’ordre n au point xg.

La formule précédente s’écrit aussi, sous forme plus condensée :

x —x0)k x — )" T!
flz)= kZ:O (]{:!O)f(k)(xo) + Mf(nﬂ)(c) )

n



ol ¢ est compris entre zg et , avec comme convention f* = f. Une autre écriture possible (obtenue
en écrivant x = xo + h) est :

n hk n+1
h) = T gk (n+1)
oot ) =3 G100 + ).
N . . (I - xo)k (k) , .
ou c¢ est compris entre xy et xg + h. L’expression Z T fY(x0) est appelée partie
k=0 ’

réguliére (ou polynomiale) de la formule de Taylor, tandis que 1’expression % fOtD ()

est le reste.

Preuve : On suppose pour simplifier que = > xo (le cas < z( se traitant de fagon similaire).
Considérons la fonction auxiliaire g : I — R définie par
(:B — t) / (w — t)2 " (x — t)n ( (:U — t)n+1
Vtel t) = f(t t —_— t = )y —_—l
€ L gft) = (1) + T+ ) 4 B ) 4 S

ou la constante A est choisie de telle sorte que g(xg) = g(x). Notons que g(z) = f(z). La fonction

g est continue et dérivable en tout point de I puisque f est de classe C™ et f("t1) existe en tout

point de I. De plus, on montre facilement que, pour tout ¢t € I, ¢'(t) = %f(”“)(t) — %A.

Appliquons le théoréme de Rolle & g : il existe ¢ €|xg, z[ tel que ¢'(c) = 0. Pour cette valeur ¢, on
ppiq g 05 que g )

a donc ¢'(c) = (m;i,c)nf("ﬂ) (t) — (:C:Zif)n/l = 0, ce qui implique que A = f"*(¢) puisque ¢ # .

Comme f(z) = g(z) = g(x0), nous avons donc obtenu :

(x _ l‘o)n+1
(n+1)!

(x — x0)2
21

(x — o)
1!

(z — xo)"
n!

£ (o) + FO ()

|

f(x) = f(zo)+ f(zo) + P (o) +- -+

Théoréme 2.6 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soit I un intervalle ouvert de R et
f une fonction f de classe C"T1 sur I. Pour tout xq € I et pour tout x € I, on a

(x — x)

fl@) = flao)+

f/(xo)+wf'/(x0)+. . .+Mf<n> (w0)+/x (z =" FOD(yat |

2! n! P (1

La formule ci-dessus est appelée formule de Taylor avec reste intégral d’ordre n au point xg.

Comme pour Taylor-Lagrange, il est pratique de la mettre sous forme plus compacte :

sy = 30 o 0y 4 [ EO g gy

prd 0 n!

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur n. La formule est clairement vraie pour n = 0 car
dans ce cas la formule affirme que

f(@) = f(zo) + / " .

Supposons-la vraie au rang n. Par intégration par partie, on a

/x Mf(”“)(t)dt _ [_(fv—t)"“f(nﬂ)(t)r +/I Mf(”*?)(t)dt

n! (n+1)! (n+1)!
T - n+1 T n+1
- e+ [ o

10



Par hypothese de récurrence, on obtient alors

n — k T (g )
fla) = ZL ,0) F® (o) + / @O e 1)t

n!
k=0
R (:v—xo) k) M (n+1) T =" g
- kzo £ o) + (n+1)! S (xO)J“/mO (n+1)! frro @t
n+1 _ k T _ \n+1
_ Z(f'f;o)fm(on / wf(”“)(t)dt
k=0 : 0 '

ce qui est la formule au rang n + 1. Par récurrence on en déduit que le résultat est vrai pour tout
n. O

Théoréme 2.7 (Formule de Taylor-Young) Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonction
f de classe C™ sur I. Alors pour tout xg € I il existe une fonction € : I — R telle que

£ o) -+ EZT 00 () 1 (2~ o)e(a)

n!

(z — mp)?
21

(z — o)

Ve €1, f(x) = f(wo)+ 1!

f' (o) +

avec limg_,5, €(x) = 0.

La formule ci-dessus est appelée formule de Taylor-Young d’ordre n au point xg.

La formule précédente s’écrit aussi, sous forme plus condensée :

- r—x k
Fla) =30 T8 09 ag) 1 — ) eler)

k=0

Preuve : On utilise la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre n — 1 en zg : pour tout z € I, il
existe ¢, entre xg et x tel que

2_: T xo £ () + Mf(")(cm).

k=1

Si on pose €(z) = ( F™ () — f (")(x0)> /n!, on peut réécrire la formule ci-dessus sous la forme :

- “50 £ (@) + (x — o) e(x).

M:

k=1

Lorsque = tend vers xg, ¢, tend vers zg également puisque c, est compris entre xg et x. Par
continuité de f(™, on en déduit que f(c,) tend vers f(™)(xq). Par conséquent, e(z) tend vers 0
lorsque z tend vers xg. O

Remarque : La formule de Taylor-Young est d’un usage constant dans toute la suite du chapitre
car c’est un cas particulier de développement limité. Si utile qu’elle soit, cette formule n’est pas
toujours suffisamment précise en ce qui concerne son reste, au contraire de Taylor-Lagrange ou
Taylor avec reste intégral.

2.3 Application a I’étude des fonctions

Une premiere application directe des formules de Taylor est la caractérisation des fonctions crois-
santes en terme de dérivées. Fixons I un intervalle ouvert non vide de Ret f: I — R.
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Théoréme 2.8 On suppose que f est dérivable sur I. Alors f est croissante sur I si et seulement
si f'(x) >0 en tout point x € I.
Si, de plus, f'(x) > 0 pour tout point x de I, alors f est strictement croissante sur I.

Preuve : Si f est croissante, alors f(x +h)— f(z) > 0 pour tout A > 0 et pour tout x € I. Donc

f@ﬁig&f@+2ff@>zﬂ

Réciproquement, supposons que f’ > 0 sur I. Soient x, y deux point de I avec x < y. Appliquons
la formule de Taylor-Lagrange entre = et y : il existe ¢ € [z,y] tel que f(y) = f(z) + (y — z) f'(¢).
Comme f'(¢) >0ety—xz>0,0ona f(y) — f(z) = (y —z)f'(c) > 0. Donc f est croissante sur I.

Supposons maintenant que f’(x) > 0 pour tout point x de I. Appliquons 1’égalité f(y) =
f(z)+ (y —x) f'(c) entre deux points z,y avec x < y. Alors f(y) — f(z) = (y —x)f'(c) > 0 puisque
y—x>0et f'(c) >0. Donc f est strictement croissante sur I. O

Les formules de Taylor permettent également d’étudier le comportement local d’une fonction.
Proposition 2.9 Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une application de classe C>.

e Si f possede un minimum local en un point o € I, alors

f'(xo) =0 et f"(x9)>0.

o “Réciproquement”, si au point xg € I on a
Flwo)=0 et f'(zo) >0,
alors [ posséde un minimum local en xg.

Remarque 2.10 En appliquant le résultat précédent & — f, on notera que, si la fonction f possede
un maximum local en un point zy € I, alors

f(xo) =0 et f"(x9) <0,

D’autre part, si f vérifie
f(xo)=0 et f"(z0) <0,

alors f possede un maximum local en x.

Preuve : Si f posséde un minimum local en un point z¢ € I, on sait déja que f’(xg) = 0. D’apres
la formule de Taylor-Lagrange,

Flawo -+ h) = Flao) + (wo)h + 5 f(en)h® = o) + 5 7" (en)h?

pour un certain ¢j, compris en zg et o+ h. Comme f(xo+h) > f(xg) des que |h| est suffisamment
petit (puisque f possede un minimum local en z), on obtient
f(zo+h) — f(=zo)

0< B = ["(cn) -

Lorsque h — 0, avec h # 0, ¢j, tend vers g et donc f”(z) >0

Inversement, supposons qu’au point xg € I on ait
f(xo) =0 et f"(x0) >0,

12



Comme f” est continue et que I'intervalle I est ouvert, il existe n > 0 tel que l'intervalle [xg—1n, xo+7]
est contenu dans I et tel que f”(z) > 0 dans cet intervalle. Appliquons la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1 entre zp et z, o x € [zg — 1,29 + 1] : il existe ¢ compris entre zo et z tel
que

— x0)?
£(a) = Flao) + (o) a — a0) + T2 ey

Comme ¢ appartient a [zg — 1,29 + 1], f”(c) > 0. De plus, f'(z¢) = 0, ce qui prouve finalement
que f(z) > f(zo) pour tout x € [xg — n,x0 + 7). 0

Remarque 2.11 En fait cette démonstration montre que, si f'(z9) = 0 et f”(x¢) > 0 alors

Vo € [zg—n,xz0+1], x#x0 = flx)> f(xo) .

On dit que f possede un minimum local strict en xg.

2.4 Définition des développements limités

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une application. Si on se donne un point xg de I et
un entier n > 0, on dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre n en z( s’il existe un
polynome P de degré inférieur ou égal a n, tel que

lim f(z) — P(x — x0)

z—x0 (x — xo)"

=0.

On note traditionnellement par €(x) la fonction W.

Autrement dit, une fonction f : I — R admet un DL & 'ordre n au point xg si ’on peut trouver
n + 1 réels ag,...a, tels que

Vo eI, f(x) =Y ar(z — x0)* + (x — z0)"e(2)
k=0

ou €(x) tend vers 0 lorsque x tend vers x.
Le polynéme P(z — z¢) = > p_o ar(z — 20)* s’appelle la partie réguli¢re du DL.

Notons que, si f admet un DL a l'ordre n en xzg, alors f admet un DL & l'ordre p pour tout
entier p < n. En effet

p

Vo eI, f(x) =) ar(a — x0)* + (& — z0)Per (x)
k=0
n
ou €1(z) = Z ai(x —x0)" P+ (x — x0)" Pe(x) tend vers 0 lorsque x tend vers xo.
i=p+1
La notation ¢(z) : Par la suite, e(x) désignera n’importe quelle quantité qui tend vers 0

lorsque z tend vers xo (si on fait un DL en z(). En particulier, e(z) peut désigner deux fonctions
différentes au sein d’'une méme expression, d’ou des égalités du type :

e(x) + e(x) = €(x) e(x) — e(x) = €e(x) , e(x).e(x) = €e(x) .

Par contre, 'expression €(x)/e(x) n’est pas bien définie (et ne vaut pas 1 !!!) puisque, a nouveau,
les deux ¢(x) désignent des fonctions numériques différentes.
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Proposition 2.12 (Unicité du développement limité) Il existe au plus un développement limité
au voisinage de xo d’ordre n d’une fonction donnée.

Preuve : Considérons deux développement limités de la fonctions f a 'ordre n en xg :

n

Vo eI, f() =) ap(e —20)" + (v — z0)"e1(x) et f(z) =D bi(w — z0)" + (z — z0)"€a ()
k=0 k=0

Supposons que les polynomes P(x — xo) = > p_o ar(® — z0)F et Q(z — z0) = >_p_o br(x — 20)F ne
soient pas égaux. Notons r le plus petit indice tel que a, # b,. Alors

n

Vo el, 0= f(z)— f(z) =Y (ar —bp)(x — 20)* + (z — 20)" (1 (z) — €2(x))

k=r
Divisons cette égalité par (z — x¢)" et faisons tendre z vers x :

n

0= lim (ap —bp)(x — 20) " + (x — 20)" " (e1(x) — e2(x)) = a, — by #0 .

Nous avons donc trouvé une contradiction avec la définition de r, et par conséquent, P = (). Mais
alors, on a aussi €1(z) = e2(x) pour tout z € I. O

Une conséquence de 'unicité du DL est que les fonctions possédant certaines symétries ont une
partie réguliere possédant les mémes symétries. Plus précisément :

Corollaire 2.13 Soit f : R — R une application ayant un DL d’ordre N en 0, de partie réguliére
pP.

1. Si f est paire, alors P est pair.

2. Si f est impaire, alors P est impair.

Remarque : Rappelons qu’une fonction paire (resp. impaire) est une fonction f vérifiant
f(—=z) = f(z) pour tout € R (resp. f(—z) = —f(z) pour tout x € R). Un polynéme P est pair si
P est de la forme : P(X) = Y7 _, askx?®® (autrement dit, les coefficients d’ordre impair sont nuls).

En particulier, P est de degré pair. De méme, un polynéme P est impair si P est de la forme :
P(X) =Y"F_,ask12?*"1. En particulier, P(0) = 0 et P est de degré impair.

Preuve : On fait la démonstration dans le cas ou f est paire, le cas ol f est impaire se montrant
de méme. Comme f a un DL d’ordre N en 0 de partie réguliére P, il existe une application
€ : R — R avec €(x) — 0 quand = — 0 telle que

Vz eR, f(z)=P(zx)+zVe(x).
Or f est paire, et donc
Ve eR, f(z)=f(—z)=P(—z)+ (—2)Ve(—z) = P(—z) + 2V (=1)Ne(—2) ,

ce qui est un autre DL d’ordre N en 0 de la fonction f puisque (—1)Ne(—2) — 0 quand x — 0.
Par unicité du DL, on a donc P(—x) = P(z) pour tout z € R. O
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2.5 Calcul de développements limités

Le premier outil de calcul de développements limités est la formule de Taylor-Young :

Théoréme 2.14 Soit f une application de classe C™ sur I. Alors f posséde un développement
ltmaté d’ordre n en tout point xog de I, donné par :

r — X0
1!

(x — :po)2
2!

(z — xo)"
n!

f(x) = flxo) + (o) + £ (o) + (z — x0)"e(x)

f”(zo) ot

avec limg_,5, €(x) = 0.

En utilisant le théoreme précédent, I'on calcule les DL des fonctions usuelles donnés dans le
tableau ci-dessous.

k
DL & lordre n en g =0 e’ = :li— x"e(x)
k=0
1 n
DL al'ordre n en 29 =0 =) (—DFz* 4 ame(x)
1+=x
k=0
DL a l'ordre n en 29 =0 log(1+z) = (—1)k+1? + z"€(x)
k=1
n I2k
DL a lordre 2n+ 1 en 2o =0 cos(x) = Z(—l)k on] + 22" e(2)
n 22k
DL alordre 2n+2 en xg =0 | sin(z kzzo ] + 22" 2e(z)

DL & lordre 2 en 2y =0 (1+2)” —1+aw+a(a—1)2+xe()
pour a € R, o ¢ {0, 1}

3
DL al'ordre 4 en 29 = 0 tan(z) = x + % + 2te(z)

Proposition 2.15 (Somme et produit de DL) Soit f : I — R et g : I — R deux fonctions
admettant un DL d’ordre n en un point xg, de partie réguliere P et () respectivement. Alors

- la fonction f + g admet un DL a l'ordre n en x¢ de partie réguliere P + @,

- la fonction fg admet un DL a Uordre n en x¢ de partie régulicre > p_ocr(z — x0)*, ou
€Oy - - -, Con SONt les coefficients du polynome PQ).
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Remarque : Bien noter que le produit de DL d’ordre n ne donne pas un DL d’ordre 2n, bien
que le produit PQ soit de degré 2n.

Preuve : Posons P(z — x¢) Z ar(x — xo) et Q(xz — xo) Z by (x — xo . Par définition, il

k=0
existe deux fonctions €7 et e telles que

Veel, f(z Zak (@ —z0)* + (x —xo)"e1(x) et g(x) =Y bu(z — w0)" + (x — 20)"€a(w)

avec €1(z) — 0 et ea(z) — 0 lorsque = — xp.
Pour la somme, le résultat est immédiat :

n

Veel, (f+g)(x) = Z(ak +by)(z — 20)"* + (z — 20)"e3()
k=0

ou e3(z) = e1(x) + e2(x), qui tend vers 0 lorsque z — xo.
Pour le produit, c’est un peu moins simple. Calculons d’abord fg : pour tout x € I,

(fo)(x) = (P+ (z—z0)"1)(Q + (z — 20)"€2)
= (PQ)+ (z — z0)"[Pe2 + Qe1 + (z — x0)"€e1€2] ,

ou, pour simplifier ’expression, on a omis la dépendence de P, ), €1 et €3 par rapport a (z —xg) et
a z. Dans le produit (PQ)(z — xg) = ZZZO cx(z — 20)*, on ne garde que les termes de degré < n,
ce qui donne finalement

Vo eI, Z er(x — 20)F + (z — x0)"eu(z) ,
ou
2n
ea(x) = D cxlw —20) " + [Pea + Qer + (& — m0) "er€2]
i=n+1
qui tend vers 0 lorsque x tend vers x. O

Proposition 2.16 (Rapport de DL) Soit f : I - R et g: I — R deux fonctions admettant un
DL d’ordre n en un point xg, de partie réguliére P et QQ respectivement. On suppose que g(xg) # 0.
Alors la fonction g admet un DL & Uordre n en xo dont la partie réguliére est Y o cp(x — z0)¥,
ot cq, ..., Cn Sont les coefficients du quotient suivant les puissances croissantes du polynéome P par

le polynéme Q a l'ordre n.

Rappel : Rappelons que, pour deux polynomes P et @, avec Q(0) # 0, et pour tout entier
n > 1, il existe un unique couple de polynomes (R,S), tel que S = 0 ou deg(S) < n et P =
QS+ X"t R. Les polynémes S et R s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division
suivant les puissances croissantes de P par @ a ’ordre n.

Preuve de la proposition : Posons P(x —x0) = Y p_q ax(® —x0)* et Q(x —x0) = Y p_q br(x —
xg)k. Par définition, il existe deux fonctions €; et e telles que

Veel, f(z Zak (& —z0)* + (x —xo)"e1(x) et g(x) =Y br(z —w0)" + (x — z0)"€a(w)
k=0
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avec €1(z) — 0 et ea(x) — 0 lorsque z — xo. Pour tout x € I, on a

f _P—I—(x—xo)”el_P B n ot el — o) = Qe1 — Pegy
(5)@ Tt )= Q@+ -

) =

Q+ (r—x0)"2 Q
qui tend vers 0 lorsque x — o car g(zg) # 0. Effectuons la division suivant les puissances
croissantes de P par @ a l'ordre n : il existe un polynéme S de degré < n et un polynéme R tels
que P = QS + X"t R. Donc

P(x — x0) = Q(x — x0)S(x — x0) + (x — x0)" T R(z — x0)

et
P R
<f> ()= =+ (x—20)"e3 =85+ (. —20)" ™ = 4 (x — )3 = S + (x — x0)"e4
g Q Q
oueq =e3+ (z— wo)%, qui tend vers 0 quand x — xy car Q(xg) = g(xp) # 0. O

Proposition 2.17 (Composition de DL) Soit I et J deux intervalles ouverts de R. Soit f :
I — R une fonction admettant un DL d’ordre n en un point xg € I, de partie réguliére P, avec
yo = f(xo) € J et g : J — R une fonction admettant un DL d’ordre n en yo = f(xo), de partie

réguliere Q donné par Q(y — yo) = ZZ:O bi(y — yg)k.
Alors go f admet un DL en xo d’ordre n, dont la partie réguliére est la somme des termes de
degré < mn du polynéme by + b1 (P(z — x0) — yo) + - - - + bp(P(x — x¢) — y0)"-

Preuve : Elle est vraiment tres technique ! Posons P(x —xo) = Y }_, ax(z —z0)*. Par définition,
il existe deux fonctions €; et ey telles que

Ve el, f(z) = Zak(x —x0)* + (. — z0)"er(x) et g(z)= Zbk(x —20)* + (z — z0)"e2(2)
k=0 k=0

avec €1(x) — 0 et e2(x) — 0 lorsque x — xy. Comme f(z0) = yo, on a ag = yo. Alors

Vo €1, (go f)(z) = bo+bi(P+ (x —x0)"er — yo) + ba(P + (v — z0)"e1 — yo)*+
+oo +bn(P + (z—x0)"er —yo)" + (P + (# — x0)"€e1 — y0)" €2,

ou P = P(x—x), €1 = €1(x) et €2 = ea(P + (z — 29)"€1). Remarquons que, pour tout k € N, avec
1<k<n,ona

k
(P + (x — x0)"e1 — yo)* — (P —yo)* = Z < k > (z — 20) e} (P — yo)* % = (z — z0) wp(z — x0)

1
=1

k
ol wi(z — ) = Z ( ]; ) (z— 3J“O)n(i_l)elf(P —10)*" = 0 quand = — z¢ car P — g tend vers 0.
i=1
En particulier, pour k = n, (P + (x — 29)"1 — yo)" = (P — yo)" + (x — x0)"wn(x — x0).
Comme P(0) = yo, le polynome P(X) — yo est divisible par X, et il existe un polynéme R tel que
P(x — x9) — yo = (x — x0) R(x — zp). Donc

(P + (2 —x0)"er —30)" = (z — 20)"[(R(z — 20))" + wa(z — 20)] -

De plus, comme lim,_,,, f(z) = yo, 'expression e2(P + (z — z)"€1 — yp) tend vers 0 lorsque
x — xg. On en déduit que

(x) Vzel, (gof)(zx) :bo+bl(P*y0)+b2(P*yg)2+"'+bn(P*y0)n+(CE*IEQ)”’LU(LE*(L‘())
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avec

n

w(x —xg) = Z wi(x — zo) + (x — z0)"[(R(z — 20))" + wp(z — x0)]e2(P + (z — x0)"€1) ,
k=1

qui tend vers 0 lorsque * — xg. A partir de (*), on finit la démonstration en ne gardant dans le
développement des termes de la forme by (P — yo)* que ceux dont le degré est < n, le reste pouvant
étre écrit sous la forme (x — zp)"e(x). O

Proposition 2.18 (Primitive de DL) Soit f : I — R une fonction admettant un DL d’ordre n
en un point zo de partie réguli¢re donnée par P(x — z0) = > 1_o ar(x — z0)k. Alors, si F' est une
primitive de f, F admet un DL en xo a l'ordre n + 1, de partie réquliére donnée par

ay
k+1

)i+1 ]

Q(z —x0) = Flz0) + )

k=0

(z — 2o

Remarque : Notons que @ est rien d’autre que la primitive de P qui vaut F(x() en 0.

Preuve : Nous devons montrer que la fonction

F(z) — Q(z — x0)

(:B _ xo)n—i—l

ex(r) =

tend vers 0 lorsque x — xg. Pour cela, fixons € > 0. Par définition du DL, il existe une fonction €1
telle que

Vo eI, f(x) =) ar(a — x0) + (& — z0)"e1 (x)
k=0

avec €1(x) — 0 lorsque x — xo. Par conséquent, il existe n > 0 tel que
Veel, v —zo| <n = |a(z)] <e.

Notons maintenant que 'application x — F(z)—Q(z—1x0) est une primitive de x — f(x)—P(z—1x0)
et que F(x0) —Q(0) = 0. Pour tout = € [zg—n, xo+1n], le théoreme des accroissements finis appliqué
a lapplication z — F(x) — Q(z — x¢) entre xg et x affirme qu’il existe un réel ¢ compris entre = et
xo tel que f(c) — P(c—xo) = %ﬂ%_zo) Comme c est compris entre z et g, et que |x —zo| < n,
on a |c — xo| < n. Donc, d’apres la définition de 7, |e1(c)| < e. Mais alors

F(r) - Qz — )| _ ‘f(c) — P(c— ) (c —x0)"€1(c)
(

(x — xo)"t! x — xo)" (x — xo)"

(¢ —xo)"
(z — xo)™

le2()| = le1(c)] < e

puisque |¢ — zg| < |x — zp|. Nous avons donc prouvé que, pour tout = € I tel que |x — zo| < 7,
lea(x)| < €, ce qui montre que ez(z) — 0 quand = — xy. O

2.6 Application a la recherche d’équivalents

Définition 2.19 (Suites équivalentes) Soient (u,) et (v,) deuz suites réelles. On dit que (uy,)
est équivalente a (v,) (en +00) si le rapport uy, /v, est défini a partir d’un certain rang et si

. Un
lim — =1
n—+00 Uy,
On note Uy, ~ vy,

Proposition 2.20 La relation “(uy) est équivalente a (v,)” est une relation d’équivalence dans

l’ensemble des suites qui sont non nulles a partir d’un certain rang.
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On pourra donc dire que les suites “(u,) et (v,) sont équivalentes”.

Preuve : La relation est bien str réflexive : u,/u, =1 — 1 lorsque n — +o0.

Comme la suite (uy/v,) tend vers 1, (u,/vy,) est non nulle & partir d’un certain rang. Alors la
suite (v, /uy,) tend vers 1/1 = 1. La relation est donc symétrique.

Montrons qu’elle est transitive : soient (u, ), (v,) et (wy,) trois suites réelles, avec (uy,) équivalente
a (vy) et (vy,) équivalente a (wy,). Alors, comme (v,) et (w,) sont non nulles & partir d’un certain

rang, on a
Up _ Up Un

Wn Un Wn

Par hypothese, les suites (u,/vy,) et (v, /wy,) tendent vers 1. Donc la suite (u, /wy,) tend également
vers 1, c’est-a-dire que (uy,) est équivalente & (wy,). O

Proposition 2.21 Soient (u,) et (vy,) deux suites équivalentes. Si (u,) posséde une limite (finie
ou infinie), alors (vy,) posséde la méme limite.

Remarque : En particulier, si (u,) tend vers une limite £ non nulle, si et seulement si, (uy,)
est équivalente a la suite constante ¢. Cependant, méme si (uy) tend vers 0, la suite (uy) n'est
jamais équivalente & la suite constante 0 (cf. la définition de suites équivalentes).

Preuve : En effet, comme u,, est non nul a partir d'un certain rang, on peut écrire : v, = 2 uy.
n
Or (vn/uy) tend vers 1. Donc (v,) tend vers la méme limite que (uy,). O

Le résultat suivant affirme qu’on peut multiplier et diviser les équivalents. Nous verrons par la
suite qu’en général, on ne peut pas additionner ceux-ci.

Proposition 2.22 Soit (u,), (vs), (zn) et (wn) quatre suites réelles. On suppose que (uy) et
(vn), ainsi que les suites (z,) et (wy) sont équivalentes. Alors les suites (upzyn) et (vyawy) sont
équivalentes.

De méme, les suites (un/zn) et (vy/wy) sont équivalentes.

Preuve : 1l suffit de noter que

UnZn Un Zn
= —— = 1quand n = 4+
UnWn Up Wn

tandis que

Un /2 Up, W
n/":—n—nﬁlquandn%—koo.
Un/wn Un Zn

a

Nous montrons maintenant que ’on ne peut additionner des équivalents en général. Soient
Up =Vp =M, 2, = —n+ 1 et w, = —n + /n. Alors (u,) et (v,) sont des suites équivalentes, et il
en est de méme pour les suites (z,) et (wy). Mais la suite (u, + z, = 1) n’est pas équivalente a la
suite (v, + wy, = /n).

De facon symétrique, on peut définir la notion de fonctions équivalentes.

Définition 2.23 (fonctions équivalentes) Soient f : R — R et g : R — R deuz applications
définies sur un intervalle ouvert contenant le point a € R (resp. 400 ou en —o0). On dit que f(x)
est équivalent a g(z) au voisinage de a (resp. en +00 ou en —oo) si le rapport f(x)/g(x) est défini

sur cet intervalle et si  lim f) =1 (resp. si lim f@) =1 ousi lim f@) =1).
T—a g(:L') T—>+00 g(x) T——00 g(;v)

On note f(x) ~ g(x) lorsque x — a (resp. lorsque x — 400 ou lorsque © — —00).
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Proposition 2.24 La relation “f(x) est équivalente a (g(x))” est une relation d’équivalence.

La démonstration est identique a l'assertion similaire pour les suites, et nous la laissons en
exercice.

Comme pour les suites, on peut multiplier et diviser les équivalents. Par contre, en général, on
ne peut pas additionner ni composer ceux-ci.

Théoreme 2.25 Soit f1, fo, g1 et go quatre applications. On suppose que f1 et fo, ainsi que gy et
g2 sont équivalentes au voisinage d’un point a (resp. +o0o ou —o0). Alors les fonctions (f1g1)(x)
et (fog2)(x) sont équivalentes au voisinage de a (resp. +00 ou —00).

De méme, les fonctions (f1/g1)(x) et (f2/g2)(x) sont équivalentes au voisinage de a (resp. 400
ou —00).

Preuve : Elle est identique a celle de la proposition 2.22. O

Montrons maintenant qu’on ne peut additionner des équivalents en général. Par exemple, si
fi(x) =z + 23 et fo(x) = v+ 22, tandis que g1(x) = g2(z) = —, alors fi et fo sont équivalents en
0, de méme que g1 et go. Mais (f1 + g1)(x) = 2% n’est pas équivalent en 0 & (fo + go)(x) = 2.

De méme, on ne peut composer des équivalents. Par exemple f(z) = x est équivalent en +o0
4 g(x) = x + x, mais exp(f(x)) = e* nest pas équivalente & exp(g(z)) = e*eV® (le rapport
exp(f(z))/exp(g(x)) tend vers 0 lorsque x tend vers +00).

Expliquons maintenant comment les DL peuvent étre utilisés pour trouver des équivalents :

Proposition 2.26 Soit I un intervalle ouvert de R, zg € I et f : I — R une application. On

suppose que f posséde un DL d’ordre N > 0 au voisinage de xg. Soit P(x) = ag + a1z + ...ayz

la partie réguliere de DL. Alors f est équivalent en xo & arx®, ot k est le plus petit indice tel que
2 4 5

ap # 0.
X

Exemple : Comme 1—cos(z) = 5 — %y +2°¢(z) (d’apres le DL & l'ordre 5 de cos en 0), 1 —cos(z)

2
L en 0.

est équivalent a %

Preuve : Le DL de f al'ordre N en x( s’écrit

flx) = ap(z - xo)k + a1 (z — xo)kH +-tan(z — o)V +2Ve()

puisque ag = - -+ = ap_1 = 0 par définition de k. Donc

1
m — 4@y <1 + B ) e+ D — 2V — (2 — :L’o)N_ke(a:)> =1.
z—zo ag(r — x0) =10 ay, ay ay
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3 Fonctions convexes

3.1 Definition et propriétés élémentaires

Définition 3.1 Soit I un intervalle de R et f: 1 — R. On dit que f est convezre sur I si
Vz,y € I, Vi € [0,1], f(te+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) -

Une fonction f : I — R est concave sur I si —f est convexe sur I.

Proposition 3.2 Soit I un intervalle de R.

(i) Si f:1—Retg:I— R sont deuz fonctions convexes et X > 0, alors \f +g est une fonction
convexe.

(ii) Si J est un autre intervalle de R, f : I — J est convezxe, g : J — R est conveze et croissante,
alors g o f est encore une fonction convere sur I.

Preuve : (i) Soient z,y € I, ¢t € [0,1]. Alors
Af+ 9tz + (1 =t)y) = Af(tz+ (1 =1)y)) + gtz + (1 = t)y)

< NU(@)+ (=) + 1) + (- )g(y)
(car A > 0 et f, g convexes)

= tOAf+9)(@)+ (1 -\ +9)(y)

(ii) Soient x,y € I, t € [0,1]. Comme f est convexe, on a f(tx+ (1 —t)y) <tf(x)+(1—1)f(y). Or
g est croissante donc g(f(tx + (1 —t)y)) < g(tf(x)+ (1 —1)f(y)). Comme g est également convexe,
on obtient alors

g(f(tr+ (1 =1t)y)) < g(tf(z) + (1 =) f(y)) < tg(f(x)) + (1 =)g(f ().
O

Avant d’énoncer les résultats de base sur les fonctions convexes, nous aurons besoin de la
remarque technique suivante :

Lemme 3.3 Soit I un intervalle non vide et f : I — R convexe. Alors, pour tout x,y,z € I avec

r<y<z ona
1Y) = f@)  f() = f2) _ f2) = f@y)

Yy— z—x zZ—y

(Nous conseillons vivement au lecteur de faire un dessin).

Preuve : Comme z < y < z, on a

Z_yetl—)\:y_w.
z—x z—x

y=Xx+(1—-MN)z avec A =

Donc, par convexité,

fly) = fl@)  fOQe+ 0 =XNz) = flx) _ Af(@)+ 0 -Nf(Z) - f=)

- <
y—z - < o
= (1_)\)f(2)—f(x):f(z)—f(x).
y—x Z—x
De méme
f(z) = fy) _ fz)=fAx+ (1 —=XN)z2) > F(2) = M) — (1= N f(z2)
o _ )\f(Z)—fz(w_) f(z) = f(a) =Y
zZ=Y z—x



a

Une premiére conséquence est qu’une fonction convexe sur un intervalle ouvert est continue sur
cet intervalle. Plus précisément :

Lemme 3.4 Si I est un intervalle ouvert et f: I — R est convexe, alors f est lipschitzienne sur
tout sous-intervalle compact [a,b] inclus dans I. En particulier, f est continue sur I.

Preuve : Soit [a,b] C I. Comme I est ouvert, il existe € > 0 tel que [a — €,b + ¢[. Utilisons de
fagon répétitive le lemme précédent : pour tout z,y € [a,b], avec (par exemple) z < y, on a

fla=$)—fla=9 _ @)= fla=%) _ jl)~f@) _ fo+5) —f@) _fb+e—fb+5-y)

€/2 - r—(a-5) ~ y-x —  b+§-y = €/2
Donc . .
) =@ o [[fa=5)— fa= 9| |fb+9~fb+5-v)[)
y—x €/2 €/2
ol le membre de droite est indépendant de z et y. O

Une fonction convexe est toujours au-dessus de sa tangente :

Proposition 3.5 Si f est convexe sur un intervalle I et si f est dérivable en un point xg € I,
alors

(@) > f(zo) + f'(z0)(x — o) Veel.
Soulignons une conséquence immédiate, mais tres importante, du résultat précédent :

Corollaire 3.6 Si f est convexe sur I, dérivable en un point xg et si f'(xg) = 0, alors f posséde
un mintmum global en xg.

Rappelons que, si une fonction f admet un minimum en un point xg et si f est dérivable en
xo, alors f'(zg) = 0. Le corollaire précédent affirme que, si f est convexe et dérivable en x¢, alors
Iégalité f'(xg) = 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que f posséde un minimum global.

Preuve de la proposition :  Supposons que zg < z sont deux points de I. Soit h > 0
suffisamment petit pour que zg < zg + h < x. Le lemme 3.3 affirme que

f(zo+h) = f(zo) <f(l")—f($0)
h - x—(xo)

En faisant tendre h — 0", on obtient, par définition de la dérivée et continuité de f :

_ (@)~ (o)

/ —_—
f (.%’(]) = T — o )
d’ou
f(@) = flzo) + f'(zo)(x — o) -
L’inégalité dans le cas x < xg se montre de facon symétrique. O
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3.2 Caractérisation des fonctions convexes

Théoreme 3.7 Supposons que I soit un intervalle ouvert et que f soit de classe C' sur I. Alors
f est convexe sur I si et seulement si ' est croissante sur I.

Signalons tout de suite le principal critere de convexité, dont la preuve a partir du théoreme est
immédiate :
Corollaire 3.8 Supposons que f soit de classe C?> sur Uintervalle ouvert I. Alors f est convexe

sur I si et seulement si f"(x) > 0 pour tout x € I.

Par exemple, les fonctions z — e* (sur R), 2 — 2 (pour a > 1, sur |0, +o0]), x — —log(x) (sur
10, +0o0[), sont convexes.

Preuve du théoreéme : Supposons d’abord que f soit convexe sur I. Soient x,y € I. On utilise
la proposition 3.5 ci-dessus pour obtenir :

f) = f@)+ flo)y—x) et flx)> fly)+ fy)(z—y) .

On ajoute les deux inégalités membres & membres, puis on simplifie par f(z) + f(y). Cela donne :

0> (f'(2) = f')y—=).

Ceci prouve que f est croissante.

Inversement, supposons que f’ soit une fonction croissante sur I. Soit z,y € I et ¢t € [0,1]. On
suppose par exemple que x < y. Posons z = tx + (1 — t)y. Notons que z < z < y. D’apres la
formule des accroissements finis appliquée d’une part entre x et z, et, d’autre part, entre y et z, il
existe ¢ € [z, 2] et ¢ € [2,y] tels que

() f(2)=f@)+(z—a)f'(c1) et f(z)=[f(y)+(z=y)f(c2) -

Notons que z —z = (1 —t)(y — x) et (z —y) = —t(y — z). On multiplie la premiere égalité obtenue
dans (%) par t et la seconde par (1 — t) et on additionne, ce qui donne :

fz)=tf(x) + A=) f(y) + 1 = t)(y — 2)(f'(c1) — f'(c2)) -

Or ¢; < 2 < ¢g. Comme [’ est croissante, f'(c1) < f'(e2). Dou t(1—t)(y — z)(f'(c1) — f'(c2)) <0,
ce qui entraine que

[+ (A =t)y) = f(z) <tflz)+ A=) f(y) .
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4 Intégration

4.1 L’intégrale de Riemann

Dans cette partie, nous proposons une (breve) approche de la construction de l'intégrale de Rie-
mann.

Définition 4.1 (Partition) On appelle partition d’un intervalle [a,b] toute suite finie et stricte-
ment croissante de la forme ag =a < a1 < -+ < ap_1 < anp = b.

Notation : On notera une telle partition o = {a;}i=o,... n-

Définition 4.2 (Fonctions en escalier) Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il
existe une partition ag = a < a1 < -+ < an—1 < a, = b de [a,b] telle que f est constante sur tout
intervalle |ay, ag11[ pour k=0,...,(n —1).

Bien noter qu’il n’y a pas unicité de la partition associée a f.

L’idée centrale de 'intégrale de Rieman est qu’on peut définir tres naturellement 'intégrale des
fonctions en escalier. En effet, notons que si f est constante et égale a ¢ sur un intervalle |a, b],
alors ff f(z)dz = ¢(b—a). Sion veut que 'intégrale vérifie la relation de Chasles, I'intégrale d’une
fonction en escalier ne peut étre définie que de la facon suivante :

Définition 4.3 Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier. Soit ¢ = {a;}i—o,. n une partition
associée et ¢y, la constante a laquelle est égale f sur Uintervalle Jag, ait1[ pour k =0,...,(n —1).
Alors on appelle intégrale de f sur [a,b], et on note fab f(z)dz, le nombre réel

b n—1
/ f(z)de = ch(ak+1 —ay) -
a k=0

On peut démontrer que cette définition a bien un sens, c’est-a-dire que, si on considere deux
s s . . . . A . b
partitions associées a la fonction en escalier f, alors on obtient bien le méme résultat pour [ f(z)dx.

Nous allons avoir besoin de la notation suivante : si f : [a,b] = R et g : [a,b] — R sont deux
fonctions, on écrira f < g sur [a,b] (resp. f > g sur [a,b]) pour dire que f(z) < g(x) (resp.
f(z) > g(x)) sauf éventuellement en un nombre fini de points x de [a, b].

Lemme 4.4 Si g et h sont des fonctions en escalier sur [a,b], avec g < h sur [a,b], alors

/abg(a:)dx < /ab h(z)dz .

Preuve : Soit 0 = {a;}i=0,... » une partition de [a,b] qui soit associée a g et & h contenant tous
les points (en nombres finis) ot g(x) > h(z). Alors, pour tout i = 0,...,n, il existe des constantes
¢i et d; telles que g(z) = ¢; et h(x) = d; pour = €]a;,a;y+1[. Comme g < h en dehors de {a;}, on a
¢; < d; pour tout i. Donc

b n—1 n—1 b
/ g(z)dr = ZCi(ai+1 —a;) < Z di(aj41 —a;) = / h(z)dx .
a i=0 i=0 @

O

On vérifie également facilement que l’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b] est un sous-
espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions définies sur [a,b], et que l'intégrale est une
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application linéaire sur cet espace vectoriel.

Maintenant que 'on sait définir 'intégrale pour les fonctions en escalier, nous allons définir
I'intégrale de Riemann d’une fonction en approchant cette fonction par des fonctions en escalier.
Notons cependant que l'on ne peut pas intégrer une fonction “quelconque”. L’intégrale n’est
généralement définie que pour une classe de fonctions (appelées fonctions intégrables).

Définition 4.5 (Fonction Riemann intégrable) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On
dit que f est Riemann intégrable (ou intégrable) si, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en
escalier g et h telles que

b
g<f<h et / (h(z) — g(x))dx < €.

Proposition 4.6 (Intégrale de Riemann) Si f : [a,b] — R est une fonction intégrable, alors
b b
sup {/ g(x)dx ; g en escalier, g < f} = inf {/ h(z)dz ; h en escalier, h > f}
a a

Cette valeur commune est appelée l'intégrale (de Riemann) de f entre a et b et sera notée f: f(x)dx.

Preuve : Notons I~ le membre de gauche de 1’égalité & démontrer (le “sup”) et I le membre de
droite (“I'inf”). Le lemme 4.4 implique que I~ < I'". De plus, comme f est intégrable, pour tout
€ > 0, il existe deux fonctions en escalier g et h telles que

b
g<f<h et / (h(z) — g(x))dx < €.

Mais alors b b
I+</ h(:v)dx</ glx)dr+e<I +e.
a a

Comme € > 0 est aussi petit que I'on veut, cela montre I’égalité I~ = IT. O

Remarque 4.7 La preuve montre en fait que, si g et h sont en escalier et telles que

b
g<f<h et [ (@) - gz < e,
alors ) ) ) )
OS/ h(w)d:c—/ flz)dr <e et og/ f(:c)dx—/ g(x)dxr <e

On démontre facilement que les fonctions en escalier sont Riemann intégrables et que leur
intégrale de Riemann est égale a l'intégrale définie en Définition 4.3. Reste a montrer que la classe
des fonctions intégrables est plus importante.

Théoréme 4.8 Toute fonction f : [a,b] — R continue ou monotone sur [a,b] est Riemann intégrable.
De plus, dans les deux cas, on a

_b—a & k(b — a) b
nEToo - kzz()f<a+n>=/(1f(x)d:ﬂ.

Remarque 4.9 La somme de gauche est appelée somme de Riemann, et est tres utile pour calculer
certaines limites.
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La preuve du théoreme est un peu délicate, et pourra étre omise en premiere lecture.

Preuve : Supposons d’abord que f est croissante sur [a, b] (le cas ou f est décroissante se montre
de méme). Fixons € > 0 et N assez grand tel que (b — a)(f(b) — f(a))/N < e. Pour tout n > N,
posons a; = a+i(b—a)/n, ¢; = f(a;) et d; = f(ai+1) pour ¢ =0,...,n. Comme f est croissante,
on a ¢; < d;. Soit g, (resp. hy,) la fonction en escalier de partition associée {a;}, égale a ¢; (resp.
d;) sur la;,aj+1[. Alors g, < f < hy, et

n n

b
/ (hn(2)—gn(2))dz = > _(di—ci)(ai1—ai) = Y _(f(air1)—f(as))

=0 i=0

(b—a)

Donc f est intégrable.
Notons également que f; gn(z)dz n’est rien d’autre que la somme de Riemann de f d’indice n.
On conclut grace a la remarque 4.7 que, pour tout n > N,

/abgn(a:)dx < /abf(:v)dx < /bgn(w)dx +e,

a

N . b
c’est-a-dire que la somme de Riemann converge vers [’ f(z)dz.

Nous supposons maintenant que f est continue sur [a,b]. Le théoréeme de Heine affirme alors
que f est uniformément continue sur [a,b] (cf. cours d’Analyse 1) : pour tout € > 0 il existe n > 0
tel que, pour tout z,y € [a,b] avec [zt —y| < n, on a |f(x)— f(y)| < e. Fixons e > 0 et considérons le
n > 0 associé & €/(b—a) par uniforme continuité. Soit N € N assez grand de sorte que (b—a)/N < 7.
Pour tout n > N, posons a; = a +i(b — a)/n, ¢; = minggq, o, ,) f(2) et di = max, (g, q,,,) f(2)
pour ¢ = 0,...,n. Par uniforme continuité, on a ¢; < d; < ¢; + €¢/(b — a). Soit g, (resp. hy) la
fonction en escalier de partition associée {a;}, égale a ¢; (resp. d;) sur |a;, a;y1[. Alors g, < f < h,
et

n

b "~ € €
[ @) = u())dz = (s = )01 ) <3 ) = (b ) =
a 1=0

=0

Donc f est intégrable.
Soit maintenant f,, : I — R la fonction en escalier de partition associée {a;} et égale a f(a;)
sur |a;, a;+1]. Notons que fab fn(x)dz est la somme de Riemann associée & f. Par définition de ¢;

et d;, on a
n n

b b
[ onl@de =3 e —a) < Y- s —a) = [ Fule)da
a =0 i=0 a

et

n

b n b
[ e =3 fad(ain - o) £ 3" dilors — ) = [ ha(o)ds
@ 1=0 i a

]

On utilise alors la remarque 4.7 pour conclure que

/abf(a;)dx - /ab fulz)dz

Ceci montre la convergence de la somme de Riemann de f vers f; f(z)dz. O

<e.

De la construction de l'intégrale, on déduit les propriétés fondamentales suivantes :

Proposition 4.10 (Propriétés de ’intégrale)
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1. Linéarité de l’'intégrale Si fi et fo sont deuz fonctions Riemann intégrable sur [a,b] sur I
et X € R, alors f1 + fa et Af1 sont Riemann intégrables sur |a,b], et

/ab(f1 + fo)(z)dx = /ab fi(z)dz + /ab fo(z)dz et /ab(/\fl)(x)dx = )\/ab fi(x)dz .

2. Relation de Chasles Si f est une fonction Riemann intégrable sur [a,b] et ¢ € [a,b], alors
f est Riemann intégrable sur [a,c] et sur [c,b] et

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

3. Positivité de ’intégrale Si f est une fonction Riemann intégrable sur [a,b] et positive sur
[a,b], c’est-a-dire Vx € [a,b], f(x) >0, alors ff f(z)dz > 0.

Une conséquence importante du dernier point est que l'intégrale conserve la relation d’ordre :
Soient f; et fo deux fonctions Riemann intégrables sur un intervalle sur [a,b]. Si

b b
Vz € [a,b] , fi(x) < fo(x) alors / fi(x)dx < / fo(x)dx .

En particulier, on a toujours :

Proposition 4.11 Si f : [a,b] — R est Riemann intégrable, alors

/abf(:t)dx

Preuve : En effet, comme f < |f], on a f;f(:c)dx < ff|f(x)|d:c, et comme —f < |f], on a
— fabf(w)dx < fab |f(z)|dz. D’ou le résultat. 0

< [

4.2 Primitives

De la construction du chapitre précédent, on déduit I’existence de primitive d’une fonction continue :

Théoréme 4.12 Soit I un intervalle ouvert non vide de R et f : I — R une fonction continue.
Alors f admet une primitive sur I, i.e., il existe une fonction F : I — R de classe C telle que

Vz el, F'(z) = f(x) .

De plus, si Fy et Fy sont deux primitives de f sur I, alors F} — Fs est une fonction constante sur
1. Enfin, pour tout a € I, une primitive de f est donnée par

Vo e I, F(x):/mf(s)ds.

X
Preuve Soit a € I. Montrons d’abord que la fonction F(x) = / f(s)ds est une primitive de
a

f sur I. Pour cela, fixons z¢p € I et montrons que le quotient différentiel %50(%) tend f(xg).
Fixons € > 0. Comme f est continue sur I, il existe > 0 tel que

Veel, |z—zol<n = |f(z)— flao)l <e.

27



D’autre part,

= [ f(s)ds — f(wo)
= o2 [ (f(s) = f(=0))ds
< et e 1£(s) = fwo)lds

Donc, pour tout = € I tel que |z — zo| < n, on a
xX
/ eds
o

On en déduit que F est dérivable en xg et que F'(zg) = f(xp). Comme xy est quelconque, cela
montre que F' est une primitive de f.

Pour montrer que deux primitives de f ne different que d’une constante, il suffit de remarquer
que la dérivée de leur différence est nulle, et donc que leur différence est une fonction constante. O

= €.

’F(ﬂf)—F(xo)

T — X

—f(wo)’ <1

= |r — x|

En particulier, pour calculer une intégrale, il suffit de savoir calculer une primitive :

Corollaire 4.13 Soit f : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b]. Alors lintégrale de f entre a
et b est égale a

b
[ t@ids = F®) - Fa)
ot F' est une primitive de f sur |a,b].

Comme deux primitives ne different que d’une constante, la quantité ci-dessus ne dépend pas
du choix particulier de la primitive. Dans le tableau qui suit, on rappelle les primitives de quelques
fonctions usuelles :

Fonction Primitive(s)
flz)=¢" F(z) =¢€" +cte
f(z) = cos(x) F(z) = sin(x) + cte
f(z) = sin(x) F(z) = —cos(z) + cte
N xa—i—l
f(z) = 2% (pour a # —1 et > 0) F(m):a+1+cte
flz) = % (pour z > 0) F(z) =log(z) + cte
flx) = N —i—lx2 F(x) = arctan(x) + cte
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4.3 Calcul d’intégrales

On posséde deux outils principaux pour calculer une intégrale : lintégration par parties et la
formule de changement de variables.

Théoréme 4.14 (Intégration par parties) Soient [a,b] un intervalle de R, u,v : [a,b] — R de
classe Ct sur [a,b]. Alors,

ot on a utilisé la notation classique [u(az)v(ﬂs)]z = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Preuve : 1l suffit de remarquer que, comme (uv)’ = uv’ + v'v, on a

b b b
u(@)o(@)]’ = / (Y () dz = / (@) (2)dz + / o (2)o(a)dz
Od

Applications : On se sert tres souvent de l'intégration par parties pour calculer des intégrales
de la forme :

b b b
/ cos(at)t"dt, / sin(at)t"dt ou / et dt
a a a

ou o € R (et a # 0, sinon le calcul est immédiat) et n € N*. En effet, pour la premiere intégrale
par exemple, on pose u(t) = t" et v'(t) = cos(at). Alors u/(t) = nt" ! et v(t) = sin(at)/a (+
constante) et donc

/b cos(at)t"dt = [t" sin(ozt)/oz]z - /b nt" Lsin(at) /o dt.

Sin =1, on a fini puisqu’on sait calculer la derniere intégrale. Si n > 2, on recommence en faisant
une intégration par parties pour la derniere intégrale.

Théoréme 4.15 (Changement de variable) Soit [a,b] et [c, d] deuz intervalles de R, f : [a,b] —
R une application continue et ¢ : [c,d] — [a,b] une application de classe C'. Alors

¢(d)

d
/ F(6(2))' (x)dw = / )y .
c o(c)

Preuve : Soit F une primitive de f sur [a,b]. Alors (F o ¢) = (fo¢)¢'. Donc

d J o(d)
/ F(6(@)¢ (2)dz = [F o @] = F(6(d)) — F(6(c)) = /¢ F)dy .
O

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir de ce changement de variable est de poser y = ¢(x).

Alors, formellement, dy = ¢/(z)dz. On remplace systématiquement dans 'intégrale fcd f(o(x))d (x)dz,
¢(x) par y et ¢'(x)dx par dy. De plus, il ne faut pas oublier de changer les bornes d’intégration :

quand x vaut ¢ (resp. d), y = ¢(x) vaut ¢(c) (resp. ¢(d)).

Remarque : Tres souvent, on veut se servir de la formule de changement de variables a
Penvers : on doit calculer fcd f(y)dy, et on voudrait “forcer” le changement de variables z = ¥ (y).
Cela n’est possible que si ¢ est une bijection C! de [a,b] sur son [c,d], et d’inverse C1. Alors on
peut écrire

d P(d)
/ f)dy = / Fa @)Y (@) de
c P(c)

Quelques exemples de calculs :
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e Primitives de fractions rationnelles : d’apres le théoreme de décomposition des fractions
rationnelles, on sait qu'une fraction rationnelle R = P/Q (ou P € R[X] et Q € R[X]\{0})
peut se mettre sous la forme

R(z) = ggg =Py)+ Y. > M

i=1 j=1

ou Py est le quotient de la division euclidienne de P par @, (Q;)i=1,...x sont les polynémes
premiers distincts composant (), de multiplicité respective n; > 1, i.e.,

Q =TI}, (Q:)™

et ou A;; sont des polynomes de degré strictement inférieur au degré de @;. Rappelons qu’un
polynéme de R[X] est premier si et seulement si il est soit de degré 1, soit de degré 2 sans
racine réelle.

Le calcul d'une primitive de R se ramene donc au calcul d'une primitive de A;;(z)/(Qi(z)).

Lorsque deg(Q;) = 1, le calcul est immédiat : A;; est une constante et une primitive de 1/Q);
est de la forme ¢;log(Q;) (pour un certain ¢; € R) tandis qu’une primitive de 1/(Q;)’ (pour
j > 2) est de la forme ¢;;/(Q;)?~! (pour un certain ¢;; € R).

Lorsque deg(Q;) = 2, A;; est un polynome de degré 1, et on peut toujours écrire

/
Aij _ cijQi | di

Qi) (@) " (Qi)!
olt ¢;; et d;; sont des réels. La fraction rationnelle @’/ (Q;)’ possede une primitive de la forme
ailog(Q;) (sij =1) ou Bi;/(Q:)?~! (si j > 2). D’autre part, pour calculer une primitive de
1/(Q;)?, on fait un changement de variable affine pour se ramener & C/(z%+ 1) (ot C € R).
Lorsque j = 1, 1/(22? + 1) posseéde comme primitive arctan(z). Pour le calcul d'une primitive
de 1/(Q;)? (ot j > 2), les choses sont un peu plus longues et demandent un raisonnement par
récurrence : on a

1 _ 1+ 22 22 _ 1 22

(1+$2)j (1_’_$2)j (1+x2)j (1_|_x2)j71 + (1+$2)j )

ou l'on peut calculer une primitive de la fraction rationnelle de droite en intégrant par parties :

x? T 1 1
[t = m—iae tw-n | aree

Par conséquent on a ramené le calcul d'une primitive de 1/(1 + 22)7 & celui d’une primitive
de 1/(1 +2?)77L,

e Primitives d’un polynéme de cos ou sin : on utilise un procédé de linéarisation. Par
exemple, pour calculer une primitive de (sin(z))", on a, d’apres la formule de Moivre,

@M@y:(&f;”j”,

ou le terme de gauche se développe en utilisant la formule du binéme de Newton :

k _1\n—k _i(2k—n)
0( n ) (—1)" e .

T

n

. w1
(SH](J})) - (2Z)n

k=

On regroupe alors les termes de la forme eP* avec ceux de la forme e =% (ot p € N*), pour
former cos(pz) ou sin(px). On s’est donc ramené au calcul d’une primitive d’une combinaison
linéaire de sin(pzx) et cos(pz) (ou p € {1,...,n}).
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e Primitives de fractionnelles de cos(z) ou sin(z) : Pour x €] — 7w, 7], on effectue le
changement de variable t = tan(x/2), c’est-a-dire z = 2arctan(t). Alors do = 2dt/(1 + t?) et
on utilise les égalités

2t 1—1t?

e et cos(z) = T

On se ramene ainsi au calcul d’'une primitive d’une fraction rationnelle.

sin(z) =

4.4 Propriétés de l'intégrale

Proposition 4.16 Soit f est une fonction continue sur [a,b], avec a < b. On suppose que f est
positive sur [a,b]. Alors

b
/f(x)dx:() <[ flx)=0Vz€la,b]] .

Remarque : Autrement dit, si f est positive et n’est pas identiquement nulle sur [a, b], alors

fff(x)dx > 0.

Preuve : Nous montrons la contraposée de ’assertion. Supposons que f ne soit pas identiquement
nulle sur [a,b]. Il existe donc un point zg € [a,b] tel que f(zg) > 0. Comme f est continue sur
[a,b], on peut trouver n > 0 tel que,

Vo € [a,b], |z—x0|<n = |f(x)— f(zo)| < f(z0)/2.

Donc
Vo € [a,b], |v—mo| <n = f(x)> flzo) — f(20)/2 = f(w0)/2.

Comme a < b, on ne peut avoir simultanément xg = a et zg = b. On considere donc le cas ot zg < b,
le cas inverse pouvant étre traité de fagon symétrique. Alors, quitte & diminuer n > (remplacer par
exemple 7 par min{n,b — xo} qui est strictement positif), on peut supposer que xy + 1 appartient
encore a [a, b]. Alors

/abf(m)dx:/:of(x)der/xOM f(a:)dx+/b f(a)dz

x0 zo+n

Comme a < xp < zg+1n < b et que f est positive sur [a,b], faxo f(z)dz >0 et f;0+nf(:c)dx > 0.
De plus, comme f > f(x9)/2 sur [zg,zo + 7], on a,

/”C””f(m)dz > /“"*” f(;CO)dx _ Uf(;UO) 50,

Donc

b
/ flx)dx > nf(;ﬂo) >0.

O

Théoréme 4.17 (Premier théoréme de la moyenne) Soit f : [a,b] — R une fonction con-
tinue et g : [a,b] — R une fonction continue et positive. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

[ st = s [ o
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Preuve : Notons que, si [ b g(x)dx = 0, alors g = 0 sur [a, b]. Dans ce cas le résultat est immédiat.

On suppose maintenant que f g(x)dx > 0. Comme f est continue sur [a,b], f admet un minimum
m et un maximum M sur [a, b]. Alors, comme g est positive sur [a, b], on a :

Ve € fa,bl,  mg(e) < f(x)g(z) < Mg(z) .

/ dx</f da:<M/abg(x)d:U

Comme f; g(z)dz > 0, I'inégalité précédente prouve que

2 f(@)g(x)dz
fabg(x)dx

Le théoreme des valeurs intermédiaires affirme alors qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que

2 f(@)g(x)dz
fabg(x)da:

D’ou

€ [m,M] .

fle) =

O
Signalons qu’il existe un second théoreme de la moyenne, dont la preuve est trop délicate pour

étre expliquée ici :

Théoréme 4.18 (Second théoréme de la moyenne) Soit f : [a,b] — R une fonction continue,
positive et décroissante, et g : [a,b] — R une fonction continue. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

[t = @ [ gt

L’inégalité suivante est une des plus utiles de I'analyse :

Théoréme 4.19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient [a,b] un intervalle de R et f et g deux
fonctions continues sur |a,b]. Alors,

1

J<]f b(f(sc))?dw} : Ji b(g(a:))?dx] ’

Preuve : Pour tout A € R, on pose

b
10) = [ (@) + g(a) P
Notons que I(A) > 0 pour tout A € R. Développons I'intégrande :
b
I(\) = / [(f (@))% + 2 f(x)g(x) + A (g(x))?] dx
b b
A 2dw+2A/ f@)g(a)da + 32 [ ()P

Donc I()\) est un polynome du second degré en A de signe constant (> 0). Par conséquent le
discriminant de ce polynéme est négatif ou nul :

[ / f dx] _4[/;(10(*’”))2654 [/ab(g(x))de] <0.

Cette derniere inégalité, convenablement réarrangée, donne le résultat voulu. O
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5 Fonctions de 2 variables réelles

Cette partie est une modeste introduction a I’étude des fonctions de plusieurs variables. L’idée

est de familiariser le lecteur avec quelques notions simples (en vue des applications a 1’économie

notamment), sans entrer dans les aspects plus rigoureux qui nécessitent un peu plus de structure

(topologie). Pour simplifier ’exposé, on se limite aux fonctions de 2 variables, la généralisation a

trois (ou méme & un nombre quelconque de) variables ne présentant aucune difficulté conceptuelle.
Un couple de R? est le plus souvent noté par (x,y) (ou x1,41) ete...).

5.1 Continuité

Définition 5.1 Soit (x,,y,) une suite de R?. On dit que (2, yn) converge vers un point (z,y) € R?
si (xy) converge vers x et (y,) converge versy :

(T, yn) = (z,9) < [Tp — z et y, = y].

Il est souvent utilise de se ramener a un seul critere de convergence numérique. C’est 'objet de
la remarque suivant, qui est un cas particulier d’'un théoréme fondamental de topologie!.

Proposition 5.2 Soit (z,,,y,) une suite de R? et (x,y) € R%. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) La suite (xy,yn) converge vers (z,y).
(11) La suite réelle (|zn, — x| + |yn — y|) tend vers 0.
(iii) La suite réelle ((|x, — z|? + |yn — y\Q)%) tend vers 0.

Preuve : (i) entraine (ii) est évident. Si (ii) a lieu, alors, comme a? + b? < (a + b)? pour tout
a,b>0,on a
1
0 < (|2 — 2 + lyn —y*)2 < |20 — 2] + |y — ]
ot le membre droit de I'inégalité tend vers 0 par (ii). Le théoréme d’encadrement affirme alors que
la suite ((|z, — z|? + |yn — y|2)%) tend vers 0. Donc (ii) = (i4i). Reste a comprendre 'implication
(131) = (7). Comme
2 2\1

0 < |zn — 2| < (lzn — 2" + |yn — y[7) 2,
ou le membre droit de I'inégalité tend vers 0 par (ii), la suite (|x,, — z|) tend vers 0 : donc (z)
tend vers x. De méme, comme

1
0 < Jyn =yl < (|2 — 2* + lyn — y[*)2,
ou le membre droit de l'inégalité tend vers 0 par (ii), la suite (y,) tend vers y. On en déduit que

(Tn, yn) tend vers (z,y). O

Définition 5.3 Soit D un sous-ensemble de R? et f : D — R une application. Si (x,y) est un
point de D, on dit que f est continue en (x,y) si, pour toute suite (x,,yn) qui converge vers (x,y)
dans D (i.e., (Xp,yn) € D pour tout n), la suite réelle (f(xn,yn)) tend vers f(z,y).

L’assertion suivante est immédiate :

1 Ce théoréme dit qu’en dimension finie (ici 2) toutes les normes sont équivalentes. Autrement dit, toutes les fagons
d’évaluer la longueur des vecteurs donne la méme notion de convergence de suites.
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Proposition 5.4 (Propriétés de base) Soit D un sous-ensemble de R?, f.g : D — R deux
applications et A € R. On suppose que f et g sont continues en un point (x,y) € D. Alors \f + g
et fg sont continues en (z,y).

Exemple : On dit quune fonction f : R? — R est un polynéme (& deux variables) s’il existe un
entier N et des coefficients (a; j)o<i j<n tels que

N N o
flz,y) = Z Z a; jr'y’ V(z,y) € R?

i=0 j=0

oll 'on a adopté la convention habituelle 2° = y° = 1. Les polynémes sont bien sir des fonctions
continues en tout point.

5.2 Dérivées partielles

Pour simplifier I’exposé, on supposera que les fonctions sont définies sur R? tout entier. C’est
rarement le cas, mais alors il faut prendre garde a ce que les énoncés qui suivent ne sont le plus
souvent valables qu’'a “Iintérieur” du domaine de définition (c’est-a-dire pas sur le “bord”)2.

Définition 5.5 Soit f : R? — R une application et (z,y) € R2. On dit que f posséde une dérivée
partielle d’ordre 1 par rapport a la premiére variable en (x,y) si la fonctiont — f(t,y) est dérivable

au point x. Cette dérivée est notée a—(x,y). De méme f posséde une dérivée partielle d’ordre 1
x

par rapport a la deuxiéeme variable en (x,y) si la fonctiont — f(x,t) est dérivable au point y. Cette
of
dérivée est notée ——(x,y).
8y( y)
of

Le couple <8(az, ), gf(x,y)> € R? est appelé le gradient de f en (x,y) et est noté V f(z,y).
€z Y

Proposition 5.6 (Propriétés de base) Soient f,g : R? — R deux applications, A\ € R et ¢ :

R — R. On suppose que f et g admettent un gradient en un point (x,y) € R? et que ¢ est dérivable
en f(x,y). Alors \f + g, fg et ¢ o f admettent un gradient en (z,y) avec

VA +9)(z,y) = AV f(z,y) + Vg(z,y), V(fg)(x,y) = f(z,y)Vg(z,y) + g(z,y)V (2, y)

et

La preuve découle immédiatement des propriétés symétriques pour les fonctions d’une variable.

Contrairement au cas des fonctions d’une variable réelle, une fonction f : R?> — R peut trés
bien avoir des dérivées partielles % et % en un point (z,y) € R? tout en étant discontinue en ce

point. C’est par exemple le cas pour la fonction

_J 0 siz=00uy=20
f(m,y)—{ 1 sinon

Définition 5.7 (Fonction de classe C!) On dit que f : R? — R est de classe C! si les dérivées

partielles % et %]yc existent et sont continues dans R2.

On peut montrer que, lorsque f est de classe C' au sens décrit ci-dessus, alors f est continue
en tout point.

2Les notions d’intérieur et de bord d’un ensemble seront définis précisément en deuxiéme année dans un cours de
topologie.
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Proposition 5.8 (Propriétés de base) Soient f,g : R? — R deux applications, A\ € R et ¢ :
R — R. On suppose que f, g et ¢ sont de classe C' (sur R? et R respectivement). Alors \f + g,
fg et ¢po f sont également de classe C* sur R2.

La preuve est immédiate.
En particulier les polynomes & deux variables sont de classe C! sur R2.

Définition 5.9 (Dérivées d’ordre 2) Soit f : R> — R une fonction ayant des dérivées partielles

d’ordre 1 en tout point de R?. On dit que f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en (x,y) € R?

si les fonction % et % admettent des dérivées partielles d’ordre 1 en (x,y). On note alors

0? 0 |0 0? g [0
0% f 0 |of 0% f 0 |of
o) = 5 |5 @ Shwn = 5 | e

On dit que f est de classe C? si les 4 dérivées partielles secondes définies ci-dessus existent et sont
continues.

Bien entendu, les polynomes & deux variables sont de classe C! sur R?.

On constatera que, fréquemment, les dérivées partielles croisées coincident. On admettra le résultat
suivant.

Lemme 5.10 (Lemme de Schwarz) Si f est de classe C?, alors

0% f
0yox

_ 0
~ Oz0y

(z,y) (z,y)  V(z,y) €R%.

On est tres utile de représenter les dérivées secondes sous forme matricielle (la matrice Hessi-
enne) :

e ey
Hessy(x,y) == g%'; 883/2af:c

Le lemme de Schwarz affirme donc que la matrice Hessienne est symétrique.

5.3 Dérivation des fonctions composées

Soient a : R — R, b: R — R et f : R?> — R trois applications. On souhaite étudier la fonction
composée

g(t) = f(a(t), b(t))-

Pour cela il sera utile de voir f comme une fonction des variables “libres” (a,b).

Théoréme 5.11 (Dérivation des fonctions composées) Si a, b et f sont de classe C', alors
g lest aussi et
of of
1y YJd / J) /
g(t) = 5 (a(t),b(t))a’(t) + - (a(t), b($))V'(1)
ou, de fagon plus synthétique,
af af
/ _ 4 / 7()/‘
9= 8" "o
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Nous ne démontrerons pas ce résultat, qui n’est qu’un cas particulier d’un théoreme beaucoup
plus général (le théoreme de dérivation des fonctions composées, cf. cours de 2ieme année). Voici
une autre variante de ce résultat. Soient a : R? = R, b: R? — R et f: R? — R trois applications.
On souhaite étudier la fonction composée

g(x, y) = f(a(:):, y): b(xa y))

A nouveau, on verra f comme une fonction des variables “libres” (a,b).

Théoréme 5.12 (Dérivation des fonctions composées (suite)) Si a, b et f sont de classe
CY, alors g lest aussi et

9 ,) = 9L (0l ), B ) o 9) + o s ), b ) o 2,1,

ob
dg of of

da 0b
On note, de fagon plus synthétique,

dg 9fda _9fob 9y, . 9fda _9f b

or  Oadr ' Oboz’ 8y(x’y)_%€)y+%8y'

Exemple : passage en coordonnées polaires. Il est parfois utile, lorsqu’une application
f :R? = R est définie en coordonnées cartésiennes (i.e., f = f(z,y)), de travailler en coordonnées
polaires :

Y(r,0) € [0, +oo[xR, g(r,0) = f(rcos(0),rsin(0)).

On a

dg _ of of .
5 = Ba cos(0) + By sin(6),

dg 0 9
a% = a—i(—r sin(6)) + achT cos(f).

5.4 Conditions d’optimalité

On dit qu'une fonction f: R? — R admet un minimum en un point (z,y) € R? si
flxy) < f(@'y)  V(@,y) e R

De méme, f admet un maximum en un point (z,y) € R? si
flz,y) > f(@',y)  Y(',y) € R

On peut remarque que f admet un maximum en (x,y), si et seulement si, —f admet un minimum
en (z,y).

Proposition 5.13 (Conditions nécessaires d’ordre 1) Si f : RZ — R est dérivable en (x,y) €
R? et admet un minimum (ou un mazimum) en (x,y), alors son gradient en (x,y) est nul :

(gi(m,y), gij(&@) = (0,0).
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Attention, ce résultat est généralement faux s’il s’agit d’un minimum ou d’un maximum sous
contraintes (i.e., si les (x,%) doivent rester dans un ensemble donné)3.

Preuve : On montre le résultat dans le cas d’'un minimum. Si f admet un minimum en (x, y), alors
la fonction ¢ — f(¢,y) admet aussi un minimum en ¢t = z. Par condition nécessaire d’optimalité

dans R, on en déduit que ——(x,y) = 0. De méme, comme la fonction ¢ — f(z,¢) admet un

ox

minimum en ¢ = y, on a aussi F(m,y) =0. O
Yy

Proposition 5.14 (Conditions nécessaires d’ordre 2) On suppose que f : R> — R est de
classe C2. Si f admet un minimum en (z,y), alors on a
0 f 0 f

’fo*f ’f
—_— > — > _
0x? — 0 oy? — 0 ot Ox2 Oy? <8x8y

)220 en (2,9).

Preuve : Soit (vy,vs) € R% On consideére 'application g(t) = f(z + tvy,y + tvs). Par théoreme
de dérivation des fonctions composées, la fonction g est de classe C2, avec

0 0
gt = —f(x + tvg,y + tvg)vy + l(x + tvy, y + tvg)va

ox oy
et (par symétrie des dérivées secondes)
o*f 0*f 0% f
" _ 2 2
g (0) - Ox2 (l’, y)vl + 283:(9y (f]?, y)”l”? + 8y2 ([IZ, y>v2'

Comme f admet un minimum en (z,y), la fonction g admet un minimum en ¢ = 0. Donc ¢”(0) > 0.
Cela montre que, pour tout (vi,ve) € R?

o’f
0z?

0? 52
8x5fy (z,y)vivs + —f(x,y)vg > 0. (1)

2
2
(x7y)vl + 8y2

En particulier, en prenant (vy,v2) = (1,0) puis (vi,v2) = (0, 1), on obtient

0% f 0% f

2(®y) 20 et a7 (z,y) = 0.
En prenant vy = 1 et v; quelconque, on remarque que la relation (1) est un polynéme du second
ordre en v; qui ne change pas de signe. Son discriminant doit étre négatif ou nul, ce qui donne la
derniere relation. O

3Dans ce cas, la formule ci-dessus comprend un terme correcteur tenant compte de la contrainte (multiplicateur
de Lagrange par exemple).
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