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Introduction

De nombreux modeles en physique, chimie, biologie et économie sont régis par des équations : ce
peut étre des équations différentielles ordinaires, mais aussi des équations aux dérivées partielles.
L’objet de ce cours est d’introduire quelques techniques simples d’analyse des équations aux dérivées
partielles.

Equations différentielles ordinaires

Servent a modéliser des systemes qui évoluent en temps, et dont la valeur a un instant est essen-

tiellement donnée par la valeur “a l'instant précédent” corrigée par une variation infinitésimale qui

ne dépend que de la valeur a 'instant précédent (et peut-étre aussi de I'instant en question).
Exemples :

e Modele logistique : z(t) est la population a l'instant ¢.

'(t) = z(t)(a — (1))
«a = taux de reproduction des proies.

e Modele proie-prédateur (Lotka-Volterra) si z(t) est la population de proies et y(t) la popula-
tion des prédateurs,
{ 2'(t) = () (o — y(t))
y'(t) = —y)(B — x(t))

e Plus généralement,
{ a'(t) = f(t,x(t))

(L‘(to) = X0

ott z(t) = (1(t),...,zn(t)) € RV, t est le temps et f : R x RY x RY champs de vecteurs.
Enfin, ¢y est I'instant initial du systeme, zq € RN la position initiale.

Méthodes de résolution :
1. Calcul explicite (modele logistique) ou semi-explicite (courbes intégrales)

2. Calcul numérique : nécessite en général une bonne connaissance des conditions d’existence,
d’unicité, de stabilité des solutions.

Pour 'EDO donnée ci-dessus, on montre 'existence et 'unicité en utilisant un théoreme
de point-fixe : supposons par exemple que f soit continue et lipschitzienne en espace uni-
formément en temps :

Posons X = C%([tg — 6,0 + 6]) (ot 6 > 0). Alors I'application ® : X — X définie par

O(x)(t) =20 + tt f(s,z(s))ds Vit € [to — 0,10 + 0]

est contractante pour § > 0 suffisamment petit. Comme X est un espace de Banach pour la
norme || - ||oo, on en déduit que ® possede un unique point fixe.



Exemples d’équations aux dérivées partielles

Dans les équations aux dérivées partielles, 'inconnue dépend de plusieurs variables et 1’équation lie
les dérivées partielles de I'inconnue.

e Equation de transport : un fluide (1 dimension) avance avec la vitesse c¢. A 'instant initial
on ajoute un peu de sel (par exemple) dans ce fluide. Si u(t,z) est la concentration de sel
(gramme/litre par ex.), alors

ou ou
E(t,az) + c%(t, x)=0

On peut se fixer aussi la condition initiale u(0,z) = ug(z) (concentration initiale de solvant).

e Equation de la chaleur : si u(t,x) est la température dans un fil infini de section nulle, alors
la chaleur se propage suivant 1’équation :
ou 0?u

a(t,aj) ——(t,x)=0

On peut se fixer aussi la condition initiale u(0,z) = up(x) (température initiale).

e Equation des ondes : la hauteur u(¢,x) & l'instant ¢ et a la position & d’une corde vibrante
évolue suivant 1’équation :

OPu, o5 0%

ﬁ(t» z7) + %)

On peut se fixer aussi la condition initiale u(0, x) = ug(z) (Position initiale de la corde).

(t,z) =0

e Equation de Black-Scholes : le prix C'(¢,z) d’une option d’achat dépend du temps ¢ et de la
valeur z de I'option suivant I’équation :

aC 1, ,0%C

E(t,x)-i-io’ x w(f,aj)%—ra:%(t,x) —rC(t,z)=0x>0,0<t<T

ox

ou T est la maturité de 'option, o est la volatilité de I'actif sous-jacent et r > 0 de taux de
I’actif sans risque. L’équation précédente est complémentée par une condition terminale

C(T,x) = max{0,z — K}
ou K est le prix d’exercice.

Méthodes de résolution :
e Formules explicites : c’est le cas pour les modele exposés ci-dessus.

— Pour I’équation de transport, par exemple, on note que toute fonction réelle ¢, la fonction
u(t,x) = ¢(x — ct) vérifie '’équation. Il suffit alors de prendre ¢ = uy.

— Pour I’équation de la chaleurs, il existe une formule intégrale :

_(z—y)?

1
u(t,m):\/ﬂ/Re 2 uo(y)dy t>0,zeR

qui fonctionne des que ug est suffisamment réguliere.
— Pour I’équation des ondes,

— Pour I’'équation de Black-Scholes, formule assez lourde.



e Par contre, il n’existe pas de solution explicite pour la plupart des modeles plus complexes,
comme les options européennes avec des taux et volatilités non constantes, des modeles avec
des dividendes. Ce n’est pas le cas non plus pour les options américaines.

e Malheureusement, les techniques de résolution sont beaucoup plus complexes que pour les
EDO. Il n’y a pas de méthode générale, qui marche pour toutes les équations. Vous avez vu
un peu des techniques de séries de Fourier.

Nous verrons dans ce cours de techniques hilbertiennes (espaces de Sobolev), ainsi qu'une
approche tres générale, fonctionnant pour les EDP linéaires : la théorie des distributions.



1 Rappels sur les espaces vectoriels normés et les espaces de Hilbert

1.1 Espaces vectoriels normés

Dans tout le cours, K désigne soit ’ensemble des nombres réels R, soit I’ensemble des nombres
complexes C.

1.1.1 Normes sur un espace vectoriel

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application || - || : E — R est une
norme st

e ||z|| > 0 pour tout x € E,

eVreFE, ||z]| =0 = x=0g,

o (positive homogénéité) Vo € E, YA € K, ||Az| = |A] ||z
e (inégalité triangulaire) Vz,y € E, ||z + y|| < ||lz]| + ||yl

Remarque 1.2 On dit que (E, | - ||) est un espace vectoriel normé (EVN). La norme || - || définit
naturellement une notion de distance sur E : on mesure la distance entre deux points z et y de F
par ||z — y||. Rappelons que cette distance induit les notions d’ouvert, fermé, compact, voisinage,
ete...

Voici quelques exemples classiques d’EVN. D’autres seront étudiés en TD.

1. RY, muni d’une des normes suivantes, est un EVN : pour p € [1, +o0],

geeey

N 1/p
lz|l, = (Z ’$i|p> ’ ||g;||oozi:nlqaxN|xi|, onzx = (x1,...,TN) eRY

2. Soit X un ensemble. L’espace vectoriel F des applications bornées de X dans K peut étre
muni de la norme suivante :

[ flloo = sup [f(z)] VfE€E.
zeX

3. Soit K est un sous-ensemble compact de RY. L’espace vectoriel E des applications continues
de K dans K peut étre muni de la norme suivante :

||f”oo=Ig‘Cn€a[;§|f(:v)\ VfieFE.

(rappelons que, puisque z — |f(z)| est continue, le maximum est atteint).

4. Soit ¢! espace vectoriel des séries réelles absolument convergentes. Alors ¢! peut-étre muni
de la norme

o0
HCCH1:Z\xi| Vr = (21, 72,...) € £
i=1

Définition 1.3 On dit que deux normes || - ||1 et | - ||2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes
s’il existe deux constantes C1,Co > 0 telle que

Chllz|l1 < [lz]l2 < Callz|1 Ve e E .



On rappelle que “étre équivalent a” est une relation d’équivalence (d’ou la terminologie).

Théoreme 1.4 Si E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivantes.

Lorsque E est de dimension infinie, ce résultat est toujours faux :

Théoréme 1.5 Soit E un espace vectoriel. Si toutes les normes sur E sont équivalentes, alors E
est de dimension finie.

En fait, en dimension infinie, il est rare que deux normes soient équivalentes.

1.1.2 Espaces complets

Définition 1.6 Soit (E,| - ||) un EVN sur K. On dit qu’une suite (x,) d’éléments de E est de
Cauchy si
Ve >0, dng € N, Vn > ng, Vp >0 |[zn — Tl < €.

Rappelons que toute suite convergente est de Cauchy. Lorsque (E, ||-||) est un EVN quelconque,
la réciproque n’est pas forcément vraie.

Définition 1.7 On dit qu’un espace vectoriel normé E, muni de la norme || - || est complet pour
cette norme, si toute suite de Cauchy (pour cette norme) d’éléments de E converge. On dit aussi
que E est un espace de Banach.

Remarque 1.8 1. Si deux normes sont équivalentes sur un EV E et si E est complet pour 'une
des normes, autre E est complet pour autre (exercice).

2. Si E est de dimension finie, alors E est complet (pour toute norme).

3. En dimension infinie, il est souvent essentiel pour les applications de travailler avec un espace
complet (cf. la suite du cours).

Exemples :

1. Si X un ensemble et (E, | - ||«) est 'espace vectoriel des applications bornées de X dans K
étre muni de la norme

[flloc = sup [f(x)]  VfeE,
zeX

alors E est un espace de Banach.

2. De méme, si K est un sous-ensemble compact de RY et (E, | - ||oo) est I'espace vectoriel des
applications continues de K dans K muni de la norme

[flloc =max|f(z)] VfeFE,
zeK
alors F est un espace de Banach.
Voici une condition nécessaire et suffisante pour étre complet dans un sous-espace complet :

Proposition 1.9 Soit (E,| - ||) un EVN complet et K C E non vide. Alors K est complet, si et
seulement si, K est fermé.



Preuve (*): Supposons K complet. Soit (z,) une suite d’éléments de K qui admet une limite
x € E. Comme (z,,) converge, (z,) est une suite de Cauchy (exercice). Comme K est complet, (z,)
possede une limite £ dans K. Or la limite d’une suite est unique, ce qui prouve que x =z € K.
Donc K est fermé.

Supposons maintenant que K est fermé. Soit (z,) une suite de Cauchy de K. Alors (z,,) est
une suite de Cauchy dans E, qui est complet. Donc (x,) admet une limite z € E. Comme K est
fermé et (z,,) est une suite d’éléments de K, la limite x est aussi dans K. Donc (x,) possede une
limite dans K, et K est complet. O

1.1.3 Applications linéaires continues

Soit (E,| - ||g) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés sur K.

Théoréme 1.10 Soit L : E — F une application linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L est continue sur E,
(ii) L est continue en O,

(iii) il existe une constante K telle que

|L(z)||lFr < K||z||E Ve e E

(iv) L est lipschitzienne sur E (c’est-a-dire, il existe une constante K > 0 telle que | L(z)—L(y)|| <
K|z — yl|| pour tout x,y € F).

Preuve (*): 1l est clair que (i) = (i7) et (iv) = (i). L’implication (iii) = (iv) est aussi tres
facile : soit K la constante de (iii). Alors, pour tout x,y € E, on a par linéarité de L,

IL(x) = Ly)llr = 1Lz —=y)lr < K|z —yllz  (par (i2)).

D’ou (iv).

Le seul point sur lequel il faut un peu travailler est (ii) = (4ii7) : comme, d’apres (ii), L est
continue en Op, pour € = 1 > 0 il existe une constante n > 0 telle que, si ||y — Og|lp < 7, alors
|IL(y) — L(Og)||r < e = 1. Cela se réécrit |L(y)|lr < 1si |lyllz < n, puisque L est linéaire, et
donc L(0g) = 0. Soit maintenant € E avec z # Op. Notons que y = nm vérifie ||y||lp < 7,
et donc || L(y)||r < 1. On multiplie cette derniere inégalité par ||z||g/n pour obtenir, par positive
homogénéité de la norme puis linéarité de L :

Uzl a/DIZW) e = | (elle/mL) e = 1L/l = IL@lr < ';'E |

Cette inégalité étant évidente pour x = Op, il existe donc une constante K = 1/n pour laquelle
I'inégalité de (ii) a lieu. O

Soit L(FE, F') I'ensembles de applications linéaires continues de E dans F. Notons que L(FE, F')
est un K—espace vectoriel.

Proposition 1.11 L’espace vectoriel L(E, F') est muni de la norme

|7 ()|l F
1Tl z(e,py = sup —7——
z40g ||xHE

Remarques :



1. Lorsque E et F sont de dimension finie, on retrouve la notion de norme matricielle.

2. On montre facilement (exercice) que
1T 2,y = sup{lIT(2)||7 | 2 € B, [lz]lz < 1}

3. Par la suite nous travaillerons fréquemment avec l'espace E* := L(F,K). Cet espace s’appelle
le dual topologique de E.

Preuve de la proposition (*): Il est clair que L(E, F') est un espace vectoriel. Montrons que
[ - Hg(ﬂp) est une norme.

e il est clair que ||T'[|z(g,7) > 0 pour tout T

e Supposons que ||T'||zz,r) = 0. Alors on a, pour tout x € E, [|[T(z)|r < |TllzEr =0,
soit T'(x) = Op. Donc T est 'application linéaire nulle.

e (positive homogénéité) Soit T € L(E,F) et A € K. Comme, pour tout x € E, on a
IAT(2)||F = |A] ||T(x)||F, on en déduit que

T T
7@ _ |y s 1T

IAT || g,y = sup |Al = AT 2,y -
x#0p

e (inégalité triangulaire) soient 771,72 € L(E,F). On utilise la définition équivalente donnée
dans la remarque. Pour tout z € E, avec ||z|]|g < 1. On a

Ty + To) ()| F = [[T1(2) + Ta(@)[[r < |1 T1(2)]F + [ T2(@)|F < T2l + 1 T2llcee.F)

En prenant le supremum sur z, avec ||z||g < 1, on obtient :

ITh + Tolloe,ry < | Thllee,r) + 1120 ce,F)

Voici quelques propriétés élémentaires de cette norme : si T € L(E, F'), alors
O 1T@)r < Tl er lzle  VeeE
(i) en particulier, |T(z) = T()|lr < | Tler lo—yle  Voye B
Théoréme 1.12 Si F est un espace de Banach, alors L(E, F') est également un espace de Banach.

Remarque 1.13 En particulier le dual d’'un EVN est toujours complet : rappelons que le dual E’
d’un EVN FE est I’ensemble des formes linéaires continues sur E :

E' ={T: E — R, T linéaire continue}

Preuve : Supposons que (7},) soit une suite de Cauchy dans L(F, F'). Montrons d’abord que,
pour tout x € E, la suite (T),(z) est une suite de Cauchy dans F. Si x = O, alors T,,(z) = Op, et le
résultat est évident. Supposons maintenant que x # 0. Fixons € > 0. Comme (7},) est de Cauchy,
il existe ng € N tel que

€

Vn 2 no, vp Z 07 ||Tn - Tn-i-pHE(E,F) S HxHE

Par conséquent,

€
vn>ng, Vp 20, ||Tu(2) = Totp(@)ll ey < 1T = Totpllee,r) 2lle < el =€

[E4>



Donc la suite (7,(z)) est de Cauchy dans l'espace complet E : elle admet une limite notée T'(x).

Comme les T), sont linéaires, on voit facilement que 1" I’est aussi. Montrons que T est continue.
Pour cela, on note que, puisque la suite (7,) est de Cauchy, la suite de nombres réels (||, z(z,F))
I’est aussi, puisque

Tl e r) = 1 Tnspllcce,my| < N T = Toiplleery  Yn,p>0.

Donc, comme R est complet, cette suite (||T,||z(z,r)) converge et, en particulier, est bornée par
une constante M. On a alors

1To(@)|lF < | Tolloemlzle < Mlz|lp  VzeE, VneN.
On fait tendre n vers 400, ce qui donne, puisque 7, (x) — T'(x) et la norme || - || est continue,
|T(z)||lr < M||z||g Ve e E .

Cela montre que 1" est continue.
Montrons finalement que T, tend vers T pour la norme | - || (g, ) : fixons € > 0 et soit ng € N
tel que
Vn > ng, Vp >0, [Tn — Totpllcer) <€

(un tel ng existe puisque (7},) est de Cauchy). On a alors
1T (z) — Thip(x)||r <€ Vn >ng, p>0, x € E avec ||z|]|[g <1
On fait tendre p vers +oo dans I'inégalité ci-dessus : Ty4p(x) tend vers T'(x), ce qui donne
|Tn(x) —T(x)||r <€ Yn>ngy, € FE avec|z||g <1

Donc
ITn =Tl ze,ry) =sup{l|To(z) = T(@)||r |z € E, |2l <1} <e  Vn>ng.

En conclusion, la suite de Cauchy (7},) tend vers T : cela prouve que L(E, F) est complet. O

1.1.4 Produits A’EVN

Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deux EVN. On munit (le plus souvent) le produit F x F d’une des
normes équivalentes suivantes :

Iz )l = llzlz +lyle @ y)llo = max{|z]e, [ly]r},

1
1)l = (llE + IyllF)* V(zy) e ExF.
(le fait que ces normes sont équivalentes vient juste du fait que, sur R?, les normes || - ||1, || - [|oo €t

|| - |l2 sont équivalentes).

Proposition 1.14 Si E et F' sont des espaces de Banach, alors E x F (muni d’une des normes
ci-dessus), l’est également.

Preuve : exercice. O
Définition 1.15 (Applications bilinéaires) Soient (E,|-|g), (F,||-|F) et (G,||-||q) trois EVN.

On dit que Uapplication T : E X F' — G est bilinéaire si l'applications © — T (x,y) est linéaire pour
tout y € F et Uapplication y — T(x,y) est linéaire pour tout x € E.



Remarque : Une application bilinéaire n’est linéaire...que si elle est nulle (car T'(Az, \y) =
NT(z,y)).

Proposition 1.16 Soit T : E x F' — G est une application bilinéaire. Alors T est continue sur
E X F si et seulement si il existe une constante C' telle que

1Tz, ylle < Cllzllelyllr  V(z,y) e EXF.

Preuve : exercice. U

1.2 Espaces de Hilbert
1.2.1 Produit scalaire et norme associée

Commencgons par le cas des espaces vectoriels réels.

Définition 1.17 (Produit scalaire réel) Soit H un R—espace vectoriel. On appelle produit
scalaire sur H toute application B : H x H — R bilinéaire, symétrique, définie positive, i.e.,

(i) B est une forme bilinéaire sur H,
(ii) B est symétrique, i.e.,
B(z,y) = B(y,x) V(z,y) € Hx H ,
(iii) B est définie positive :
B(z,z) >0 Ve e H et si B(z,x) =0, alors x = 0 .
Définition 1.18 (Produit scalaire complexe) Soit H un C—espace vectoriel. On appelle pro-

duit scalaire sur H toute application B : Hx H — C sesquilinéaire, hermitienne, définie positive,
1.€.,

(i) B est une forme sesquilinéaire sur H, i.e.,

a) pour tout y € H, Uapplication x — B(x,y) (de H dans C) est linéaire,

b) pour tout x € H, l'application y — B(x,y) (de H dans R) est anti-linéaire (B(x, \y+2) =
AB(z,y) + B(x, z) pour tout x,y,z € H, A € C),

(ii) B est hermitienne, i.e.,

B(x,y) = Bly,x)  V(z,y)e HxH,
(i1i) B est définie positive :

B(z,z) >0 Ve e H et si B(z,z) =0, alors x = 0 .

Remarque: si B est hermitienne, alors B(z,x) est réel puisque B(z,z) = B(z, z).
Le plus souvent un produit scalaire est noté (-,-) au lieu de B.

Proposition 1.19 Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un produit scalaire (-,-).
Alors, si on pose

N

]l = ({2, 2)) Vre H (1)

on a :

10



()
|z +yl* = [|l2[* + 2Re((z, ) + [ly|*  Va,y e H.

(ii) (Cauchy-Schwarz)
[yl <zl llyll  Ve,yeH.

(iii) (Identité du parallélogramme)
2(|z(* + lyll*) = = +ylI* + o —ylI*  VYz,yeH.
(i) || || définit une norme sur H.
Preuve (dans le cas complexe par exemple) :
(i) Si x,y € H, alors

lz+yllP =(@+ya+y) = (@2)+(x,y) + @2) + ¥y = |z|* + (@,9) + (&) + |y]?
= |z + 2Re((z, y)) + lly|I?

(ii) (Cauchy-Schwarz) soient z,y € H. Si (z,y) = 0, le résultat est évident. Sinon, soit § un
argument du nombre complexe (z,y). On a alors, pour tout A € R,

lz + Aeyl* = Jlz]|? + 23Re(e™ (@, ) + IAPllyl? = lzl® + 2Alz, 9 + AP]ly)1? -

Comme le polynome a coefficients réels A — ||z +2X|(x, y)| + A?||y||* ne prend pas de valeur
négative, son discriminant est négatif ou nul : 4[(x,y)|*> — 4/|z||® ||y||*> < 0, ce qui donne
I'inégalité annoncée.

(iii) (Identité du parallélogramme) si x,y € H, on a

lz+yl* +llz = yl* = llz* + 2Re({z, y)) + yl* + 2] = 2Re({z, y) + IylI* = 2(/|=[* + [ly]|2)

(iv) || - || définit une norme sur H. Nous ne montrons que l'inégalité triangulaire, le reste étant
laissé en exercice :

lz]* + 2Re((z, ) + lly1* < l|l=[* + 2ll[| Iy + ly|*  (par Cauchy-Schwarz)

o+ w1 = (
< (el + lul)

Exemples

e sur R le produit scalaire usuel est défini par :
N
(@, y)=> iy Vo= (z1,...,2x), y=(y1,...,yn) RV,
i=1
e de méme sur CV, le produit scalaire usuel est défini par :
N
<=’E7y> == szgl Ve = (.Tl,...,$N)7 Yy = (yl)' JyN) € (CN .
i=1
e L’espace Li(X ,R) est muni du produit scalaire

(f,9>=/ngdu Vf,geL?,

11



e En particulier, le prototype des espaces de Hilbert est I'espace £2 des suites (z;);en de carré
sommable : > o0, (z;)? < 400. Cet espace est muni du produit scalaire

(z,y) = Ziﬂiyi Vo = (wi)ien, y = (yi)ien € €7 .
=1

Définition 1.20 Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). On dit que H est un
espace de Hilbert si H, muni de la norme associée au produit scalaire (-,-) (par (1)) est un espace
complet.

Remarque: Tout espace de Hilbert est un espace de Banach. La réciproque est fausse : en
général une norme quelconque ne provient pas d’un produit scalaire (exercice : montrer que, si
H = R¥ il n’existe pas de produit scalaire B tel que B(z,x) = ||z||%).

1.2.2 Le théoréme de projection

Ce théoreme est le résultat une des propriétés les plus importantes des espaces de Hilbert.
Rappelons d’abord quelques notions élémentaires sur les ensembles convexes.

Définition 1.21 (Ensemble convexe) Soit E un espace vectoriel. On dit qu’un sous-ensemble
C de E est convezxe si
Ve,y € C, YA€ [0,1], de+ (1 - Ny e C .

Par exemple, un sous-espace vectoriel de E est toujours convexe.

Définition 1.22 (Fonction convexe) Soit E un espace vectoriel et C' un sous-ensemble convexe
de E. Une application f: C — R est convexe si

Va,y € C, VA€ [0,1], f(Az+ (1= A)y) <Af(z) + (1= A)f(y) -
Voici quelques propriétés classiques des ensembles convexes (leur preuve est un bon exercice) :

1. Une intersection quelconque de convexes est convexe.

2. Si f: E — R est convexe, alors, pour tout ¢ € R l'ensemble {x € E' | f(z) < ¢} est convexe.

Théoréme 1.23 (de projection (cas réel)) Si H est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(+,-) et F' est un sous-ensemble convexe complet non vide de H, pour tout x € H il existe un unique
point p(x) € F (appelé le projeté de x sur F) tel que

z — Ip(x)|| = min ||y — x| .
| F()] yeFHy |

De plus, g (x) est caractérisé par l'inégalité suivante :
(x —p(x),y — Up(x)) <0 Yy € F .

Remarks 1.24 1. Le théoreme s’applique en particulier, lorsque H est un espace de Hilbert et
et F' est un sous-ensemble convexe fermé non vide de H : en effet, un sous-ensemble fermé
d’un espace complet est complet.

2. Dans la cas ou H est complexe et (-,-) un produit scalaire complexe, le théoreme s’applique
sous les mémes hypotheses et la caractérisation prend la forme suivante :

Re({x —p(x),y — p(x))) <0 VyeF .

12



Il faut connaitre la preuve de la partie “unicité” du théoreme.
Preuve : Commencons par I'unicité (*): soient z1 et z3 deux projections du points x sur F'. Notons
que, par convexité de F, le point (21 + z2)/2 appartient aussi a F'. Par définition du projeté, on a

donc
21+ 22

Appliquons maintenant I'identité du parallélogramme aux vecteurs z; — x et zo0 — z, on a

—zl| = (a1 — 2l = [lz2 — = -

21+ =
o+ 22 = 22* 4 121 = 2 |* = 2(z1 — 2P + 21— 2]?) < 4] 75 2
Donc ||z1 — 22]|? < 0, ce qui prouve que z; = 2».

Prouvons maintenant 'existence. Comme F' est non vide, il existe un point z € F' et donc
m = inf,cp ||z — x| est bien défini. Soit (z,) une suite minimisante du probleme : z, € F et
lim,, 4o ||2n — z|| = M. L’objectif est de montrer que (z,) est une suite de Cauchy de F. Soit
e>0et N >0 tel que ||z, —z|| < m+ e pour tout n > N. Fixons n,m > N. On applique I'égalité
du parallélogramme a z, — x et z,, — .

l2n + 2m = 22|* + [lz—n — 2m||* = 2(l|zn — 2|* + l|l2m — 2[|*) < 4(7 + €)”

zZntz . N 1z 21tz — sz sp 2
2 appartient a F' par convexité de I, on a [|[#3%2 — z|| > m. L’inégalité

Or, comme le point
ci-dessus se réécrit donc

4m? + ||z-n — zm||? < 4(m + €)?

ce qui donne
z-n — 2m||* < 4(m + €)* — 4m? = 4e(2m +¢€) .

Comme le membre de droite est arbitrairement petit lorsque € — 0, la suite (z,) est bien de Cauchy.
Or F est complet, donc cette suite converge vers une limite zZ € F. Comme la norme est continue,
on a finalement,

m= lim |z— 2z, =|z—Z|
n—-+o0o

et Z est la projection de x sur F'.

Montrons maintenant la caractérisation. Vérifions d’abord que Ilp(x) satisfait I'inégalité :
fixons z € F et, pour t €]0, 1], considérons le point (1 — ¢)IIg(x) + tz, qui appartient & F' puisque
F est convexe. On a donc, par définition du projeté,

Tp(2) 2| < [|(1=)T0Fp(2) +tz—z|® = [p(e) —z|*+2t(p(x) — 2, 2~ TTp(2)) +£*|| 2~ TTp(2) > .

On simplifie par ||IIp(z) — z||?, on divise par ¢ > 0 et on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir 0 <
2(Ip(x) —x,z — Hp(z)). Ceci est 'inégalité voulue.

Inversement, soit z € F' un point vérifiant 1'inégalité de caractérisation. Montrons que Z est le
projeté de x sur F. On a, pour tout z € F,

lz =2l =z =2+ 2 -2l = e = 2° + 2( = 2,2 — @) + ||z — =|®

Comme ||z—Z||> > 0 et (z—z, z— ) par inégalité de caractérisation, on obtient ||z —z||? > ||z —z||?,
ce qui prouve que Z est la projeté de x sur F'.
O

Lorsque 'ensemble F' est un sous-espace vectoriel fermé de I'espace de Hilbert H, le théoréeme
de projection prend la forme suivante :

Théoréme 1.25 (Projection sur un SEV) On suppose que H est un espace de Hilbert et que
F' est un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors
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(i) Vapplication x — Ilp(z) est linéaire continue, de norme 1 si F' n’est pas réduit a {Op}.
(ii) c’est une projection : llp ollp =Ilp
(iii) on a l’égalité
(x —Ip(z),y) =0  Vyer.
(iv) cette égalité caractérise p(x).

I1r(z) s’appelle la projection orthogonale de x sur F.

Preuve (*): Montrons d’abord la caractérisation : vu le théoreme de projection (cas convexe), il
suffit de vérifier que, lorsque F est un espace vectoriel, la condition

(%) (x—z,y—2) <0 Yy e F .
est équivalente a la condition
() (x—Zz,y) =0 Vye F .

Supposons d’abord (). Soit y € F. Alors, comme F' est un espace vectoriel et z € F, y + 2
appartient aussi a F'. Donc, par (x), (z — 2Z,y+ 2z — 2) = (z — Z,y) < 0. Ceci est vrai aussi pour
—y, qui appartient aussi a F': (z — z, —y) < 0. Donc (*x*) est vrai.

Inversement, si z satisfait (xx), alors pour tout y € F, on a y — zZ € F par linéarité de F, et
donc, par (xx), (x — z,y — zZ) = 0. Donc (%) est vérifiée.

On fois connue la caractérisation du projeté, la linéarité de I'application  — IIp(x) est évidente :
en effet, soient x1,29 € H, A € R. On a alors, pour tout y € H,

(21 + Azg — (Hp(z1) + Mlp(22)), y) = (21 — Up(71),y) + Moz — Op(22),y) =0,

Donc (21 4+ Aza) = Hp(z1) + MIp(z2) d’apres la caractérisation, ce qui prouve la linéarité de
p.

Montrons maintenant que |[IIr|| = 1. Soit z € F', avec z # 0. On a Ilp(z) = z, et donc |[IIg| >
Iz (2)]|/|lz]] = 1. Inversement, si x € H, alors d’apres la caractérisation, (x — IIp(z),y) = 0 pour
tou y € F. Donc

ITTp(2)|* = (p(2), Mp(@)) = (@, 0p)) < |l [Tp(2)]

ce qui prouve que ||IIg(z) < ||z||. Donc ||IIg| = 1.
Finalement, IIg o Il = [IF par définition de la projection. O

1.2.3 Orthogonalité

Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert. On dit que deux vecteurs z,y € H sont orthogonaux si
(x,y) = 0. On note alors = L y.

Définition 1.26 (Orthogonal d’une partie) Soit A un sous-ensemble non vide de H. L’orthogonal

de A est le sous-ensemble A+ de H défini par
At ={z e H|(z,y) =0 Vy € A}

Remarque 1.27 Si F est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors, d’apres la caractérisation de
la projection, on a x — Ip(z) € F* pour tout = € F.

Proposition 1.28 Soit A un sous-ensemble non vide de H.
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(i) AL est toujours un sous-espace vectoriel fermé de H.
(’L"i) HJ‘ = {OH} et {OH}J‘ =H.
(i) Si A C B, alors B+ C A+,

(iv) ( Vect(A) ) = AL (ou Vect(A) est la fermeture de Vect(A)).

Preuve (*): (i) Montrons que Al est un sous-espace vectoriel : si 21,25 € AL et A € R,
alors, pour tout y € A, (21 + Az2,y) = (21,9) + M22,y) = 0. Donc 21 + Azg € AL, ce qui prouve
que Al est un sous-espace vectoriel. Montrons maintenant que AL est fermé : si (yn) est une suite
d’éléments de A+ qui tend vers z € F, on a, pour tout y € A, (z,y) = lim,_ 100 (2n,y) = 0. Cela
montre que z € AL, qui est donc fermé.

(i) Si z € H*, alors, comme z € H, ||z||> = (z,2) = 0, ce qui prouve que z = 0. Donc
H+ = {0g}. 1l est clair que {0y }+ = H.

(iii) est une application directe de la définition.

(iv) Comme A C Vect(A), linclusion ( Vect(A) )& C At est immédiate. Soit maintenant
z € AL, Alors, si y est une combinaison linéaire d’éléments de A, c’est-a-dire si Yy iy avec
yi € Aet A; R, on a

n

n
() Aivi) =Y Aiz,y) =0 puisque (z,4;) =0 car z € A-.
i=1 i=1

Donc z € (Vect(A))+. D’autre part, si y € Vect(A), il existe une suite (y,) d’éléments de Vect(A)
telle que y, — y. Or (z,y,) = 0 et le produit scalaire est continu. Donc (z,y) = 0, ce qui prouve
que z € ( Vect(A) )*. O

Proposition 1.29 Soit F' un sous-ensemble de H.
(i) F est un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement si (F+)+ = F.
(i) Dans ce cas, H =F @ F* et idy =1lp + Hp..

Preuve (*): (i) Supposons que F' est un sous-espace vectoriel fermé de H. Soit z € F et
y € F+. Alors (z,y) = 0, et donc F C (F*)*. Inversement, soit z € (F*)1. Soit IIp(2) le projeté
de z sur F. Par caractérisation, on a (z —IIx(2),y) = 0 pour tout y € F, et donc z — Ip(z) € F*.
Mais z € (F+)*, et donc 0 = (2 — IIp(2), 2). Rappelons que Iapplication linéaire continue I est
de norme 1, ce qui prouve que ||[IIx(2)| < ||z]|. D’ou

21 = Tp(2), 2) < e Il < 2] -

Il y a donc une égalité dans Cauchy-Schwarz, ce qui prouve que IIx(2) = Az avec A > 0. De I'égalité
0 = (z — lIp(2), 2) on tire facilement que A = 1, ce qui prouve que z = IIp(2), c’est-a-dire que
zeF.

Supposons maintenant que (F1)+ = F, alors, comme (F1)* = F est un sous-espace vectoriel
fermé de H, F est fermé.

(ii) On a, pour tout © € H, x = Hp(x) +x — Hp(z) avec [Ig € F et x — [p(z) € F+. Donc

H=F+F+ Or FNFt ={0g} carsi z € FNF+, alors ||z]|2 = (2,2) =0. D'ou H = F @ F*.
L’égalité x = llp(z) + x — lp(x) pour tout x € H montre aussi que idy = IIp + Iy . O
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1.2.4 Bases hilbertiennes

Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. On dit qu'une famille A de H est totale si 'adhérence de

I’espace vectoriel engendré par A est égal & H tout entier : , Vect(A) = H.

Proposition 1.30 A est totale si et seulement si A+ = {0y}

Noter que c’est 'implication “A+ = {0y} = A est totale” qui est utile en pratique.

Preuve (*): Si A est totale, alors
At = (Vect(A) ) = HY = {0y}

Supposons maintenant que A+ = {0x}. Alors

Veet(4) = (( Veat(4) )*) = (4*) " = ({0s))" = 4.

a

Définition 1.31 (Base hilbertienne) Soit (e,)nen une suite d’éléments de H. On dit que cette
famille est une base hilbertienne de H si elle est totale et orthonormée :

(Veet({en, n € N)YE = {05} et (enem) = { O s

VYn,méeN.
Définition 1.32 (Espace séparable) On dit qu'un EVN (E,||-||) est séparable si E contient une
famille dénombrable dense.

Exemples et contre-exemple : Une grande partie des espaces utilisés en analyse fonctionnelle
sont séparables.

1. sia < b, (C°a,b]), | - |loo) est séparable : en effet Q[X] est une famille dénombrable dense
(c’est une conséquence directe du théoreme de Stone-Weiestrass, qui dit que toute fonction
continue sur [a, b] est limite uniforme d’une suite de polynémes).

2. les espaces /P (pour 1 < p < +00) sont séparables. En effet si on note Dy I'ensemble des
suites nulles a partir d’un certain rang et a coefficients dans Q, alors Dy est dénombrable et
dense dans P (voir les exercices).

3. Si I est un intervalle non vide de R et 1 < p < 400, alors I’espace LP(I) est séparable. (admis)

4. Par contre ni £*°, ni L*°([a, b]) ne sont séparables. Montrons-le pour £*° : soit ® : P(N) — ¢
I’application qui & une partie £ de N associe la suite

. |1 siiek
®(5) = @(E))en onaEr={ ) e
Alors, par définition,
|®(E) — ®(E)||oo=1 VE,E' € P(N)avec E #E'. (2)

Montrons maintenant que cela implique que £*° n’est pas séparable. En effet, raisonnons
par 'absurde en supposant qu’il existe une suite dénombrable dense (z") dans £*°. A tout
E € P(FE) il existerait un plus petit entier ng tel que ||z"F — ®(E)|o < 1/4 puisque (z™)
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est dense dans ¢*>°. Notons que l'application £ — ng est injective, puisque si ng = n'y, alors
2"E = z"E et

1
18(E) = S(E)]loo < [®(E) = 2" loo + [lenf — ®(E)o < 5

ce qui implique que E = E’ d’apres (2). Mais comme P(N) est non dénombrable tandis que
N est dénombrable, il ne peut exister d’injection de P(N) dans N. Une contradiction.

Théoreme 1.33 Tout espace de Hilbert séparable posséde au moins une base hilbertienne.

Il faut connaitre la preuve de ce résultat : elle fournit une procédure constructive d’une base
hilbertienne (procédé d’orthonormalisation de Schmidt).

Preuve (*): Soit (2, )nen une suite dense dans H. On note F}, I'espace vectoriel engendré par
{x1,...,zn}. Notons que |J,, F), est dense dans H, puisque cet espace vectoriel contient tous les x,.
Nous allons construire explicitement une suite (e, )nen €t une suite strictement croissante d’indices
(kn)nen telles que {ei, ..., ey} est une base orthonormée de Fj, .

Sans perte de généralité on peut supposer que x; # 0. On pose alors e; = z1/||z1]| et {e1} est
une base orthonormée de Fij. Supposons construits {eq,...,e,} et k. Soit k,11 le plus petit indice
k > ky tel que Fy, # Fy,,. Alors la famille {ey,...,e,,xy, ., } est une base de Fy, . Posons

n
A
Chit = Thyy — D (T €i)ei

i=1
Notons que (e;,,,e;) = 0 pour tout j < n et que e, ; # 0 puisque xy, , n’est pas combinaison
linéaire des e1, ..., e,. On pose alors e, 11 = e;,,;/||€},1]|. On montre facilement que {ei,...,en41}
est une base orthonormée de Fj, . . On conclut & I'existence de la famille {e, },en par récurrence.
Par construction, {ey},en est une famille orthornormée. Elle est également totale puisque
Vect(en, n € N) =, F» et que ce dernier espace est dense dans H. O

Théoréme 1.34 Soit H un espace de Hilbert séparable, muni d’une base hilbertienne (en)nen.

Alors Uapplication
O H— (2

T ((zaen»’rLEN
est une application linéaire bijective et isométrique. En particulier, on a les égalités

o0

e (Bessel) x = Z(x, €n)en

n=1

e (Parseval) ||z||* = Z (2, en)|?
n=1

Preuve (*): L’application ® est clairement linéaire. Montrons qu’elle est continue : en effet,
notons F,, 'espace vectoriel engendré par {ej,...,e,}. Alors, si z € H, alors on montre aisément
que g, (z) = 377 (z,e)e; et on sait que x = I, (x) + gL (2), ot les deux vecteurs sont
orthogonaux. Donc, par Pythagore,

n

|2l = L, (@)1 + g (2)* > [, (@)1 = {2, e0)®
1=1

Lorsque n — 400, on a alors

le(@)? = (z ) < ||z (3)

)
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Donc @ est continue avec ||| < 1.

Montrons maintenant qu’en fait I’égalité a lieu dans (3). En effet comme la famille {e,} est
totale, il existe une suite (yx) de Vect(x,, n € N) qui converge vers x. Par définition de F},, pour
tout k, il existe ny telle que yi € F,,. Comme la suite des espaces vectoriels (F),) est croissante,
on peut supposer sans perte de généralité que la suite nj est strictement croissante, et donc tend
vers +oo. Alors, par définition de la projection, on a

Nk

Izl = (x,e)? = ||z|* = |p,, (@)]° = llz = 20, [* < & = yn, > =0,
i=1

ce qui prouve I’égalité de Bessel. Cette égalité affirme en particulier que ® est une isométrie. En
passant, nous avons également montré 1’égalité de Parseval :

n
li Ve = i =x.
n—1>r—|r—loo <x’ €Z>€Z ngr—sr—loo n v
i=1
Montrons maintenant que ® est bijective. D’abord ® est clairement injective, car si ®(z) = 0,
alors

lz]| = [|@(2)]| = [0} = 0.

Donc x = 0. Montrons finalement que ® est surjective. Soit y = (¥, )nen un élément de £2. Posons
Tn =Y i yie;. Alors la suite (xy,) est de Cauchy dans H puisque

n-+p

|Znp = zal® = Y luil®

i=n-+1

et que la série >, |y;|? converge. Donc, comme H est complet, (z,,) converge vers un certain = € H.
Notons que, pour tout ¢ € N,

(z,e) = ngffw@m e;) = ngljfrloo Yi =Yi -
Donc ®(x) =y, ce qui prouve que ® est surjective. O

Exemples fondamentaux :

1. Si (£2,(-,-)2) est l'espace de Hilbert des suites de carré sommable, la famille (€"),cn définie
par e}’ = 0;, est une base hilbertienne de 2.

2. La théorie des séries de Fourier nous apprend que la famille { emx} est une base
neL

1
V2
hilbertienne de L2((0,27),C).

En particulier, toute fonction de L?((0,27),C) est limite, dans L?, d’une suite de polynémes
trigonométriques.

1 1
3. Lorsque I'on revient aux espaces réels, on a : La famille { cos(na:)} U{ — sin(nx)}
V2m neN V2m neN*

est une base hilbertienne de L?((0,27),R).

1.2.5 Dualité

Rappelons que le dual (topologique) E* d'un EVN E est l’ensemble des applications linéaires
continues de E dans R. Pour les espaces de Hilbert, on peut identifier £* et F, au sens suivant :
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Théoréme 1.35 (de représentation de Riesz) Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert (réel ou com-
plexe). Pour tout f € H*, il existe un unique élément & € H tel que

fly)=(y,z) VyeH. (4)

De plus Uapplication f — T de H* dans H est une application linéaire continue bijective (et
d’inverse continu,).

Preuve : Soit f € H*. Si f est 'application nulle, alors Z = 0 est bien I'unique vecteur de H
vérifiant (4).

Supposons maintenant que f #Z 0. Avant de commencer la démonstration, notons que, si
T existe, alors 7 € (Ker(f))* puisque, pour tout y € Ker(f), (z,y) = f(y) = 0. De plus,
f(z) = (z,z) = ||z||>. L'objet des calculs suivants est précisément de construire un tel Z.

Comme f # 0, il existe z € H tel que f(x) # 0. Soit z la projection orthogonale de z sur
Ker(f) (qui est un sous-espace vectoriel fermé de H). Comme f(z) # 0, on a z # x. Posons
z=(z—2)f(x)/||z — z||>. Notons d’abord que

£&) = L (5(w) — 1)) =

le—z)?

(f@)? _

Iz — 2|2

|Z]* # 0.
Par définition de la projection orthogonale, on a également

(y,x) = /()

_ W(y,x—z> =0 VyeKer(f).

Soit maintenant y € H quelconque. Alors y — f(y)z/f(Z) appartient a Ker(f). Donc
(y—f)z/f(z),7)=0,

ce qui prouve que
) o n Iz
(v, 1) = f(y)(@,2/f(2)) = Fly) T = [(Y) -
f(@)
Il existe donc z € H tel que (y,z) = f(y) pour tout y € H.
Montrons 'unicité de = : si 71 € H est tel que (y,z1) = f(y) pour tout y € H, alors

<yai‘_j1>:0 VyGH,

ce qui implique que z — 1 = 0y et donc que T = 7.
Finalement, 'application ® : H — H* définie par ®(z)(y) = (y, ) est linéaire, continue car

[@(2)[| = sup{|®(z)(y)| |y € H, |yl <1}
= T‘ulﬁ{l@,y)I ly € H, [lyl| <1} (5)
< |z

(par Cauchy-Schwarz). Nous avons montré ci-dessus que ® est bijective. Notons aussi que ®~! est
continue car, si f € H* et  vérifie (4), on a

I1z(1% = (z,2) = f(z) < || /]l

T||g

D’ou
\Zlg <\ fllas = |®@)||gs VZ e H. (6)

En terme de @, les inégalités (5) et (6) donnent
1zl = 19(@)]|m-  VZeH,

et donc ® est une isométrie de H dans H*. O

19



1.2.6 Le théoreme de Lax-Milgram

Un des outils de base pour démontrer ’existence de solution a une équation aux dérivées partielles
est le théoreme de Lax-Milgram. Pour ’énoncer, nous aurons besoin de la notion suivante :

Définition 1.36 Soit H un espace de Hilbert réel et a : H x H — R une forme bilinéaire continue.
On dit que a est coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que

a(z,z) > o|z|? Ve e H .
Bien noter que la constant « doit étre strictement positive, et ne dépend que de a (et pas de x).

Théoréme 1.37 (de Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel et a : H x H — R une
forme bilinéaire continue coercive. Alors, pour tout f € H* il existe un unique élément T € H tel
que

a(z,y)=fy) VyeH.

De plus, si a est symétrique, T est l'unique minimum de la fonctionnelle

Remarque (*): (Preuve connaitre) Lorsque a est symétrique, le théoreme possede une démonstration
tres rapide : en effet, a définit un produit scalaire dont la norme associée, notée ||-||,, est équivalente

a la norme initiale de H. En particulier, H, muni du produit scalaire a, est un espace de Hilbert

et f reste une forme linéaire continue sur H. Le théoréme de représentation de Riesz affirme alors
qu’il existe un unique point € H tel que

a(z,y)=fly) VyeH.

Preuve du théoréme de Lax-Milgram : La preuve de ['unicité est a connaitre (*): Supposons
qu’il existe T1 et To dans H tels que

a(z1,y) = f(y) = a(Z2,y) VyeH.

Alors on a a(z; — Z2,y) = 0 pour tout y, et donc, en prenant y = x1 — x5 et en utilisant la coercivité
de a,
0= a(fl — X9,T1 — :fg) > Oz”.fl — i‘2”2 .

Comme « > 0, ceci prouve que T1 = To.

Montrons maintenant [’existence : comme a est continue, pour tout x € H fixé, I'application
y — a(z,y) est une forme linéaire continue. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il
existe donc pour tout x € H un unique élément A(z) € H tel que

(A(z),y) =a(z,y) VyeH.

On montre sans difficulté que A : H — H est linéaire et continue. Montrons que A est une bijection.

A est injective : Comme A est linéaire, il suffit de montrer que son noyau est réduit a {0z }. Soit
x € H tel que A(x) = 0. Alors

0= (A(x),z) = a(z,z) > afz|?

par coercivité. Donc x = Op et A est injective.
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Pour prouver que A est surjective, il suffit de montrer que 'image de A est fermée et dense, ce
qui implique que I'm(A) = H. Dans ce but, notons que, si x € H\{0} et si y = A(z), alors, par
hypothese de coercivité,

allzl* < a(z,z) = (A(z),2) = (y,z) < [lylll||
Donc, comme x # 0, on a ||z| < ||y||/«a.

Im(A) est fermé : Soit y, € Im(A) telle que y, — y. Par définition de Im(A) il existe x, € H
tel que A(x,) = yn. Notons que (z,,) est une suite de Cauchy : en effet, comme (y,,) converge, (yn)
est une suite de Cauchy. Donc, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que

Y0 = Ynipll <€ ¥ >N, Vp>0.
Mais alors, comme par linéarité A(z, — n1p) = (Yn — Yn+p), O0 &

[Yn — Ynpll < ae

« «

|z — Tngp| < =e¢ VYn>N,Vp>0.

Donc (z,) est de Cauchy. Comme H est complet, (z,) converge vers un vecteur x € H, et, par
continuité de A, on a A(x) = y. Cela prouve que Im(A) est fermé.

Im(A) est dense : comme I'm(A) est un espace vectoriel, il suffit d’établir que Im(A)*t = {0x}.
Soit = € Im(A)*. Alors (A(y),z) = 0 pour tout y € H. En particulier, pour y = z, cela donne

0= (A(z),z) = a(z,2) > a|jz|?

par coercivité. Donc = = 0g et Im(A) est dense. En conclusion, A est surjective.
Montrons finalement que A est injective. Comme A est linéaire, il suffit de montrer que son
noyau est réduit a {Og}. Soit x € H tel que A(z) = 0. Alors

0 = (A(2),2) = al(z, ) > of|z|?
par coercivité. Donc z = Oy et A est surjective.

En conclusion, A est une application linéaire bijective de H dans H. Si f € H*, le théoréeme
de Riesz affirme qu'il existe g € H tel que f(y) = (y,xo). Mais par bijectivité de A il existe un
unique Z € H tel que A(Z) = xg. D’ou

a(z,y) = (A(Z),y) = (zvo,y) = fly) YyeH.

On suppose finalement que a est symétrique. Soit & € H tel que a(Z,y) = f(y) pour tout
y € H. Alors, pour tout € H, on a

la(Z,Z) + 2a(Z,2 — Z) + a(lx — T, — T)] — f(Z) — f(x — T)

N =

O(z) = ja(z,x) - f(z) =
= &) +a(z,x—T) —f(q:—:E)—k%a(x—:E,x—a?)
> O(z)+ 0+ &ljz—z|?

ce qui prouve que T est 'unique point de minimum de . O
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