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4 Distributions tempérées et transformée de Fourier

Note : Dans toute la suite, nous aurons besoin de faire un tout petit peu de calcul intégral dans
RN (pour N > 2). Pour cela, on gardera en téte que, si u : RV — R est une fonction radiale, i.e.,
s'il existe une fonction @ : [0, +-00[— R telle que u(x) = a(||z||), alors u € L*(RY), si et seulement
si, la fonction r — rV~1a(r) appartient & L'([0, 4+oc[). Dans ce cas, on a

+oo
/ u(z)dr = CN/ Nl (r)dr
RN 0

ot Ciy est le volume (pour la mesure de Lebesgue) de la boule unité de RY.

Dans le cas particulier ot N = 2, si uR? — R, on pose @(r,0) = u(rcos(d),r(sin(d)) pour
(r,0) € [0, +00[x[0, 27[, Alors on a par changement de variables que u € L'(R?), si et seulement si
Iapplication (r,0) — ra(r,0) est dans L'([0, +00[x [0, 27[). Dans ce cas

2w p+oo
/ u(z)dz :/ / ra(r,0) drdf
R2 o Jo

4.1 Classe de Schwartz

On s’intéresse dans cette partie aux fonctions tres régulieres sur RY et qui tend vers 0 & l'infini
plus rapidement que n’importe quelle puissance de 1/||z||. Le prototype de ces fonctions dans R
2

€T

(i.e., en dimension N = 1) est la fonction z — e~ 2. Dans RY, c’est la fonction 2 — e l#l/2,
Nous aurons besoin de la notation suivante : soit a = (a,...,an) € NV un multi-indice et
u € C*®(RY), on pose
olely

Oul) = G o

X

On notera |a| = ag + ... ayn Pordre de dérivation. Nous parlerons aussi de polynomes de plusieurs
variables, en définissant le monoéme z® = z{"' ... 25" : un polynéme sur RY sera juste une combi-
naison linéaire finie de tels monomes.

Définition 4.1 On dit que ¢ appartient a la classe de Schwartz S(RY) si ¢ : RN — C est de classe
C>® sur RN et si, pour tout entiers naturel n et k,

Nup(@) = sup (L4 ]]2)"076()]) < +oc

z€RN, aeNV | |a|=k
On dit qu’une suite de fonctions (¢p) de la classe de Schwartz converge vers ¢ € S(RN) si

Jim Noi(é—)=0  VnkeN.

Remarques :

1. Par exemple, les fonctions C2°(RY) appartiennent & S(RYV). Notons que le seul polynéme de
S(RY) est le polynéme nul.

2. Nous utiliserons a de multiples reprises le fait que les Ny, sont positivement homogene et
vérifient I'inégalité triangulaire :

Ny OA@) = ANy i(0) et Ny (¢ + ) < Ny p(@) + Nui(¥) V6,0 € SRY), ¥aeC .

En particulier S(RY) est un espace vectoriel sur C.



3. Méme si les N,, i, sont en fait des normes sur S(RY) (car si N, x(¢) = 0 alors ¢ est un polynéme
de degré au plus k ; or le seul polynéme de S(R™V) est le polynéme nul, donc ¢ = 0), la notion
de convergence dans S(RY) introduite plus haut ne se réduit pas & la convergence dans une
seule de ces normes. Bien garder en téte que S(R™) n’est pas un espace vectoriel normé.

Proposition 4.2 On a S(RY) c LP(RY) pour tout p € [1,40c]. Plus précisément, on a, pour
tout p € [1,400] et pour tout n > N/(2p), il existe une constante C > 0 tell que

[¢llp < CNuo(g) Vo € SRY),
Preuve (*) : En effet, soit p € [1,+0c0] et ¢ € S(RY). Pour n > N/(2p), on a N, o(¢) :=
supgern ([[2]|2 + 1)"|¢(x)| < 400. En particulier,

TN_l

» +o00
5 = (Nno(9)) CN/O (7dr < 400

» dx
[ Jot@rds < V) [ T

ry ([lz]* +1)

puisque N —1—2np < —1 (on utilise ici que n > N/(2p)). Pour p = +00, notons que, par définition
de Ny, on a |¢(z)| < Npo(¢) pour tout x € RY et pour tout n € N. Donc ¢ € L®°(RY). O

Une des propriétés importantes de la classe de Schwartz est la stabilité par rapport a la dérivation
et la multiplication par un polynéme :

Proposition 4.3 1. Si ¢ € S(RY), alors pour tout a € NV, 9%¢ € S(RY). De plus, si (¢p)
tend vers ¢ dans S(RY), alors 9%¢, tend vers 0°¢ dans S(RY).

2. Si P est un polynome sur RY et ¢ € S(RY), alors lapplication x — (P¢)(x) := P(z)¢(z) €
S(RN). De plus, si (¢,) tend vers ¢ dans S(RN), alors P¢,, tend vers P¢ dans S(RV).

Preuve:

1. (*) Notons que, pour tout n, k,

Nax(@) = sup (14 2210 (0°6)(@)]) < N s () < +oc

2€RN | |of|<k
De plus, si (¢p,) tend vers ¢ dans S(RN), alors, pour tout n, k,
Ny x (0% — 0%¢) < Ny ool (@ — ¢p) — 0 .
Donc (9%¢,) tend vers 0%¢ dans S(RY).

2. Pour simplifier ’exposé, on ne fait la preuve qu’en dimension N = 1. Comme S(R) est un
espace vectoriel, il suffit de montrer le résultat pour un monéme de la forme P(z) = z¢,
a € N*. Par formule de Leibnitz, on a, pour tout k,

k
(Pg)F) = Z Cr o plk=r)
r=0
|
on pk-=7) (x) = ﬁxa*k” si k —r < a, 0 sinon. Donc, pour tout n, k,
o — r)!
k ol
Nn P < Cri' 1+ 2\n | . |ja—k+r | 1 (T) ‘
#(Po) < T:magk_a} Fa—r o (@ e lele o @)

k

a!
< C,— N, (¢) < +oo

k rn+a—k+r
a—k+r)! "
r=max{0,k—a} ( + )



De méme, si (¢p) dans vers ¢ dans S(R), alors, quand p — +o0,

k

!
Nus(Po=Pop) S 3 Cire— g miNensahar(0 = 0p) 2 0.

r=max{0,k—a}
Donc (P¢,) tend vers P¢ dans S(R).

O

Une autre propriété importante de la classe de Schwartz est la stabilité par transformée de
Fourier : rappelons que, si ¢ € L'(RY), alors la transformée de Fourier de ¢ est la fonction
continue et bornée

FO)) = [ oy vee R,
RN
tandis que la transformée de Fourier inverse de ¢ est donnée par

FO)@) = gy [ 0y Ve eRY.

1

Notons F(f)(x) = (271)]\,]:00)(_93) = (2m)N

F(f*)(z) pour tout z € RN, ot f#(z) = f(—x). Dans

ce qui suit, on utilise les notations suivantes :(—iz)® := (—i)l*z® et (iz)* := il*lz®,

Théoréme 4.4 La transformée de Fourier F est une application linéaire continue bijective de
S(RY) dans lui-méme, et a pour inverse F :

FF()=FF(p=0¢ V¢€S(RN).
De plus, pour tout multi-indice &« € NV, on a
F(0°¢)(z) = (—ix)*F(¢)(z) ~ Vo eRY (1)

tandis que

F((iz)*¢)(x) = 0°F(¢)(x) Vo eRY. (2)
Enfin, on peut remplacer F par F dans les énoncés ci-dessus.

Preuve : A nouveau, pour simplifier les notations, on travaille en dimension N = 1. On
rappelle que F est une bijection de L?(R) dans lui-méme, d’inverse F. D’autre part, il est bien
connu que, si f € CH(R) est tel que f € LY(R) et f' € LY(R), alors F(f')(z) = (—iz)F(f)(x) pour
tout z € R. Comme F(f’) est bornée, cela prouve que (1 + |z|)F(f) est bornée. Inversement, si
(1+ |z|)f € LY(R), alors F(f) € CL(R) avec F(f) = F((iz)f).

Lorsque ¢ € S(R), alors on montre par récurrence que, comme ¢ est de classe C* et que toutes
ses dérivées sont dans L' (R), la fonction (1 + |z|)"F(¢) est bornée pour tout n € N. D’autre part,
comme (1 + x2)"¢ est borné pour tout n, la fonction F(¢) est de classe C*°. On montre également
par récurrence les relations (1) et (2). Quant a la preuve, un peu plus calculatoire, de la continuité
de F, elle vient de la définition de la convergence dans S(R™V) combinée & (1) et de (2). O

Proposition 4.5 Si f,g € S(RY), alors

F(Hg= | fF9)
RN RN



Preuve (*) :  C’est une conséquence directe du théoreme de Fubini : comme (z,t) —
’f(t)ei<t’x>g(:v) est dans L'(R?Y) (car f et g sont dans L'(RY)), on a

[ Fna= [ ([, socta)owae= [ s ([ gwr)a= [ irw.

Proposition 4.6 (Stabilité par convolution) L application qui, d tout couple (¢,v) € S(RV) x
S(RYN) associe ¢ x ) est bilinéaire et continue de S(RY) x S(RY) dans S(RY). De plus, si ¢, €
S(RN), alors
Fox9) = F(@)F(v), Flow) = 2m) "V F(g) x F(v)
Preuve : Montrons d’abord les deux derniéres égalités : on a, pour tout t € RY et en utilisant
le théoreme de Fubini

Foro) = [ ota =i dydx—/¢ fy( 8z — ) ”yd:c)dy

— [ vt </ 629y = [ v F o) o)y
F(8) 0 F

(ou1 on a effectué le changement de variable z = z — y dans la troisieme égalité).
Notons que, lorsque 'on fait exactement le méme calcul avec F a la place de F, on obtient :

F(ox) = 2m)NF()F(¥)

Pour la seconde égalité, prenons I'image du terme de droite par F. On a, d’aprés la remarque
précédente (utilisée pour F(¢) et F(¢) :

F (@) NF(¢) » F(¥)) = FF(Q)FF () = ¢np

Doit (2m) " F(9) x F(¥) = F(ev).

Montrons finalement que ¢xtp € S(RY). Comme ¢, € S(RY), on a aussi F(¢), F(¢) € S(RY).
Donc F(¢)F (1) € S(RV) (ceci se montre facilement en utilisant la formule de Leibnitz). Comme
Flox) = F(®)F()), on a ¢px1p = FF(p*v) € S(RY), puisque S(RV) est stable pour F. La
continuité se prouve de méme. O

4.2 Distributions tempérées

Définition 4.7 Une distribution tempérée est une application linéaire continue de S(RY) dans C.
L’espace des distributions tempérées est noté (fort logiquement) S'(RN).

Remarques :
1. L’ensemble S’ (RN ) des distributions tempérées forme un espace vectoriel sur C.

2. On peut démontrer (mais nous ne le ferons pas) que, si 7' est une forme linéaire sur S(R),
alors T € S'(RY) (i.e., T est continue), si et seulement si, il existe deux entiers m et n et une
constante C' > 0 tels que

P <CD Nuwle)  VoeSRY).

k<m

Dans ce cas, on dit que T est d’ordre m si m est le plus petit indice pour lequel I'inégalité
ci-dessus a lieu.



3. Si T € S'(RY), le support de T est le plus petit fermé K C RV tel que

Vo € SRM)NCP(RV\K), T(¢) =0

Exemples

1. Si f € LP(RY), avec p € [1, +o0], alors

Ty0) = [ f@oade Vo e SEY)

définit une distribution tempérée d’ordre 0 (grace a la proposition 4.2 et I'inégalité de Holder).
Son support est celui de f.

2. La masse de Dirac : L’application

T(¢) =6(0) Vo eSRY)
définit aussi une distribution tempérée d’ordre 0. Notons qu’on peut l'identifier a la masse

de Dirac dg en O :
T(¢) = ()ddo(z)

RN
Par abus de langage, nous dirons que T = gy et verrons dg comme une distribution tempérée
particuliere.

3. Valeur principale : On suppose que N = 1. Pour tout ¢ € S(R), la limite

T(¢) = lim Mala:

=0T JR\]—ee[ T

existe. Cette limite définit une distribution tempérée d’ordre 1.

¢(z)

Preuve : La fonction x —

¢(z) — ¢(0)

est clairement intégrable sur R\| — €,¢[. Notons que

l’application z — est continue en 0, avec pour limite ¢'(0) lorsque x — 0. Donc,

pour € €]0, 1],

[ )y, | §) =80, f 0(0)
[_1v1]\}_€75[ z [_171]\]_676[ z [_1v1]\}_€75[ z

ol le premier terme & droite posséde une limite lorsque € — 0% tandis que le second est nul
car 1/z est impaire. En particulier,

/ o)
[7171]\}76’6[ z

/ @daj
R\[-1,1] ¥

Ceci montre que T est continue et d’ordre au plus 1. Pour montrer que T est d’ordre 1,
supposons au contraire que 1" soit d’ordre 0. Alors il existe n € N et C > 0 tels que

< ¢l -

tandis que

< ¢l (w)

T(0) < Csup|(1+27)"6(x) Vo € SEY).



Pour p € N* > 0, on définit ¢, comme étant la fonction de S(R) donnée par ¢,(r) =
th(pz)y(x) ot ¢ est une fonction C°(R), qui vaut 1 sur [—1,1], 0 en dehors de [—2,2],
positive sur R. Alors ¢, est positive sur R" et négative sur R~ et on a, puisque |th(z)| <1
sur R,

T (¢p)| < ng\(l +2%)p(x)| < C'

ot C’ est une constante indépendante de p. Alors, comme ¢,(x)/x est positif sur R*, on a,
par Fatou,

p——+00 p——+o00 xT €T

1 h 1
C' > liminf T'(¢,) > lim inf/ Mdm > / dz = 400,
0 0

ce qui est impossible. O

Proposition 4.8 Soit P un polynéme de RN et T € S'(RY). Alors l'application PT définie par
(PT)(¢) =T(Pg) Vo€ SRY)

est une distribution tempérée.

Preuve (*) : Nous avons vu ci-dessus que P¢ € S(RY) pour tout ¢ € S(RY). De plus
I’application ¢ — P¢ est continue de S(RY) dans lui-méme. Ceci prouve que PT est continue de
S(RY) dans R. O

Proposition 4.9 (Dérivée d’une distribution tempérée) SiT € S’'(RY) et a € NV un multi-
indice. La distribution tempérée YT est définie par
O°T(¢) = (-)T(8%¢) Vo € S(RY)

Preuve (*) : La preuve est identique a la démonstration de la proposition précédente. O

Exemple : Si N =1et T = dg, alors
T'(¢) = —¢'(0) V¢ e S(R)

Définition 4.10 (Transformée de Fourier d’une distribution) Pour toutT € S'(RY), l'application
FT définie par
FT(9) =T(F(¢))  V¥¢eSRY)

est une distribution tempérée. De plus, pour tout multi-indice o € NV,
F(0°T) = (—iz)*FT et F((iz)*T) = (FT)

Preuve (*) : C’est une conséquence directe des propriétés des fonctions de la classe de
Schwartz. 0

Exemples : On suppose ici que N = 1 pour fixer les idées.

1. La distribution Fdgy est donnée par définition par

F(50)(6) = F(#)(0) = /R o) dz

Donc on peut assimiler la distribution F(dp) & la fonction constante égale a 1 : F(do) = 1.



2. Inversement, si T =1, i.e., T est la distribution
7(¢) = [ o)tz VoeSE).

alors F(T) = 2mdy. En effet, comme F(dy) = 1, on a §g = FF(8) = F(T), ot

On peut également définir la convolution d’une distribution pondérée avec une fonction de la
classe de Schwartz : pour cela, notons que, pour tout ¢ € S(R) et pour tout z € R, la fonction
y — Y(x —y) est également dans S(R).

Proposition 4.11 Soit T € S'(R) et ¢ € S(R), on pose
(Tr)(x) =T(p(x—-))  VeeR.

Alors nous admettrons que T x ) est aussi la distribution tempérée donnée par
(T9)(d) =T %) Ve SR),

ot ¥ (x) = (—x). De plus
F(T ) = F)F(T) . (3)

Exemple : Si on prend T = §p, alors
(0o x ¥)(x) = do(¥(x =) = o(x)
Donc 8y x 1) = 1) pour tout ¢ € S(RV).

Preuve de ’égalité (3) (*) : On rappelle (cf. Proposition 4.6) que F(axb) = (27)NF(ab) et
F(a) = (27)N F(a) pour tout a,b € S(RY). Donc pour tout ¢ € S(RV), on a

FT*u)(9) = (T*0)(F(@)) = T(WF * F(9)) = T(FFWH) + F(9))
= T(eVF (Fwhe)) = F(T) (@m)VF)o) = F(T) (F(¥)o)
= (FW)FID)(©) ,

ce qui prouve Pégalité F(T ) = F()F(T) . O

4.3 Applications a I’équation de Laplace

Soit f € S(RY). On cherche & résoudre I’équation de Laplace
(L) ~Au=f  dansRY

avec u(x) — 0 lorsque ||z| — 4oc.

Définition 4.12 On appelle solution fondamentale de I’équation de Laplace une distribution tempérée
E € S'(RV) telle que
—AFE =

au sens des distributions.



Un des intéréts de la solution fondamentale est de permettre de résoudre (L) directement :

Proposition 4.13 Si E est une (la) solution fondamentale de I’équation de Laplace et f € S(RN),
alors u = E x f vérifie —Au = f.

Preuve (*) : En effet, on a

—AE*f)=(—AE)x f=60xf=1.

La relation —AFE = §y s’écrit en Fourier : F(—AFE) = F(dp) = 1. Or
N
F(AE) =) (—izy)*F(E) = —||lz|*F(E) ,
k=1
d’ou ||z||*>F(E) = 1. En particulier, si F(FE) = 1/||z||?, on obtient une solution de notre probleme.
En dimension N > 3, la fonction z — 1/||z||* est localement intégrable et tend vers 0 & I'infini.
Donc elle définit une distribution 7" par la formule

@)= | Hiﬁgdx Vo € S(RY) .

Par inversion de Fourier, on a alors E = FF(E) = F(T). On peut vérifier (mais cela demande un
peu de calcul) que F(T) = cyl|z||>~" ol ¢y est une constante qui dépend de la dimension.

Proposition 4.14 En dimension N = 2, la distribution distribution tempérée définie par
1
(o) =5 [ (o)
™ JR2
est une solution fondamentale de l’équation de Laplace.
Preuve : Posons ¢(r,0) = ¢(r cos(f), rsin(0)) pour (r,0) €]0, 4+00[x]0, 27[. Alors

0% 109 10%
A0=5a T e TR

Comme x — In(||z||)A¢(x) est dans L'(R?), on a, par passage en coordonnées polaires,

[ e Ao@dr = im [ nel) Ag(e)ds

e—0t

llz(|>e
ou
am e ¢ 10  10%
1 A = 1 — —__r R
[ mhag@ = [ rne ( R L
27 82(23
Notons que Wd& = 0 pour tout 7 > 0 et que, pour tout 6 €]0, 27|,
0
~ ~" +oo ~
+o00 82¢ 8¢ +o0 8¢
/E rin(r)55 = [r hl(r)@r] / (1+1In(r)) 7 “dr

- ) oo -
feln(e)g—f(eﬁ) + ¢(€,0) — / ln(r)gdr

car ¢ et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide. Donc

r

2 7
| mlelasta = [ (-em<e>§;¢<e, 0) + dle, e>> 46 — 276(0) = 276 (0)
[|z[|>e 0

lorsque € — 0. Donc on a bien —AFE = d. O



