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Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions de-
vront étre rédigées de maniére rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront
invoqués, ils devront étre clairement énoncés. Vous étes invités a lire le sujet en
entier, et a utiliser librement les résultats des questions précédentes, méme si vous
n’y avez pas répondu.

1. Questions de cours.

1. Citer le théoreme de projection sur les convexes d’un espace de Hilbert.
2. Citer le théoreme de Lax-Milgram.

3. Donner I’énoncé du théoréme de Fubini (pour des fonctions qui n’ont pas spécialement de
contrainte de signe).

4. Montrer que dans un espace de Hilbert H, si (x,) est une suite d’éléments de H deux a
deux orthogonaux, on a :

Z x, converge dans H <= Z |z |? converge dans R.

2. Exercice.
1. Montrer que I'espace vectoriel engendré par les fonctions z +— 1, x — x et z — 22 est un
sous-espace vectoriel fermé de L?(0,1).

2. Soit f € L?(0,1). Pour a, b et c réels, on note Py p.c(x) le polynome Py () = ax®+br+c.
Montrer qu’il existe un unique triplet (@, b, ¢) de réels, tel qu’on ait pour tout a,b,c € R :

If - PE,B,E’

r20,1) < If = Papellz20,1)-

On dira que P, ; - est la < meilleure approximation L? > de f par une fonction polynomiale
de degré au plus 2.

3. Montrer que dans ce cas on a :
1 1 1
[ 6@ = Pgende = [ (1) = Pugola)eda = [ (7(@) = Py (o) do =
0 0 0

4. On fixe maintenant f(x) = 23 + 222 — 3z — 1. Déterminer la meilleure approximation L?
de f par une fonction polynomiale de degré au plus 2.



3. Exercice.

Dans cette exercice, on s’intéresse au probléme aux limites suivant : pour f € C°([0,1];R) on
considere le systeme :

—u(z) —u/(x) + (3 + z)u(z) = f(z) dans [0,1], )
u(0) = u(l) =0.

1. Montrer que si u € C?([0, 1]; R) est solution de ce systéme, alors Vo € H}(]0,1[), on a :
1
| W@¢ @ + (i) + 3+ a)ute) - fa@))e(e)] do = o @

2. Montrer que l'intégrale précédente est bien définie quels que soient u et ¢ dans Hg(]0, 1[).
On appellera solution faible de 'équation, toute fonction u € H}(]0, 1[) telle que (2) soit
satisfait pour tout ¢ € H}(]0, 1[).

3. Soit a : H}(]0,1[) x H}(]0,1[) — R donné par

1
Vu,v € HE(]0,1]), a(u,v) = /0 (u/ () (z) — v (z)v(x) + (3 + 2)u(z)v(z)) do.

(a) Montrer que a est bilinéaire et continue.

(b) Montrer que a est coercitive. (On pourra par exemple utiliser U'inégalité |af| <

(a? + 4?) valable pour tous réels a et 3.)

4. Soit b: HE(J0,1]) x H}(]0,1[) — R donné par
1
Vu,v € H(]0,1]), b(u,v) :/0 o' (z)v(x) de,

Montrer que b n’est pas symétrique et que a ne I’est pas non plus.
5. Montrer que pour tout f € CY([0, 1]; R), '’équation admet une unique solution faible.

6. Montrer qu’une telle solution appartient en fait & C2([0,1];R) et qu’elle est donc une
solution classique.

4. Exercice.

1. Soient u,v € WP(]0,1]) ot p € [1, +o00].
(a) Justifier qu’il existe des suites (uy,) et (v,) de fonctions de C*°([0,1]) telle que

u, — u dans WP(]0, 1[; R) lorsque n — 400,
vy, — v dans WHP(]0, 1[; R) lorsque n — 400,

et qui satisfont

Vo € [0,1], up(x)v,(z) = un(0)v,(0) + /033 (u;(t)vn(t) + un(t)v%(t)) dt.



(b) Montrer que

u, — u dans C°([0,1];R) lorsque n — +o0,
v, — v dans C°([0, 1]; R) lorsque n — +oo.

(c) En déduire que uv € W1P(]0,1[), que sa dérivée généralisée satisfait
(w)" = v'v + u'.
(d) Montrer qu'il existe C' > 0 indépendante de u et v telle que
[wvllwrr < Cllullwrelvllwe-

2. Soit u € WP(J0, 1]).

(a) Montrer que pour tout k € N, on a u* € WbP(]0, 1[).

(b) Montrer que exp(u) € WHP(]0,1[) et déterminer sa dérivée généralisée.

Baréme indicatif : 1 : 5 points,
2 : 4 points,
3 : 6 points,
4 : 5 points,



