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Exercice 1. Pour un entier T' € N* et 2y = 1, on considere le probleme

-1 1
inf Z— xt—i—ut + Zz2,

($z+1,ut t=0,..., t:O 2

[\]

sous contrainte (11, U)o, 71 € R*T et
l’t+1:l't+ut \V/tE{O,,T—l}

Dans les questions 1 a 3, on considere le probleme comme un probleme d’optimisation
sous contrainte. Dans la question 4, on le regarde comme un probleme de controéle optimal
en temps discret.

1. Montrer que le probleme possede au moins une solution (Zyi1, Ut)i—o,. 71 € R?T.
2. Montrer que cette solution est unique.

3. Justifier et énoncer les conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme.

4. Pour (tg,z9) € {0,..., T — 1} x R et x, = 29, on pose

T-1, 1
V(to, o) = min Z 5 (27 +uf) + 2%

($t+1,ut)t:t0 ,,,,, T—1 t—to 2
sous contrainte (i1, Ut)i—t,  17-1 € RT—to et
xt+1:xt+ut vte{to,,T—l}

(a) Montrer que, pour tout t € {0,...,7 — 1} et pour tout z € R, on a

1
Vit,xz) = inﬂg§(x2 +u?) +V(t+ 1,z +u).
ue

(b) En déduire par récurrence (décroissante) que, pour tout t € {0,...,7 — 1}, il
existe a; € [1,+00] tel que

1
V(t,z) = éath Vo € R.

On montrera que a1 = 3/2 et on donnera 'expression de «; en fonction de a4
pour tout t € {0,...,T — 2}.
(c) Calculer la solution du probleme pour 7' = 2.



Exercice 2. Soit H' I'espace de Sobolev W12(]0,1],R) et H} I'ensemble des éléments x
de H! tels que z(0) = x(1) = 0. On rappelle que, si * € HJ, alors la fonction y(t) :=
max{0, z(t)} appartient aussi & Hy et vérifie, pour presque tout ¢ € [0, 1],

J (1) = { /() siz(t) >0

0 siz(t) <0
Soit h : R — R une fonction de classe C! strictement décroissante avec h(0) = 0. On

1
1
définit £ comme étant I'ensemble des éléments z € H] tels que / é(x’(t))th =1.
0

On consideére le probleme

(P) inf J(z) ou J(z) = /0 h(xz(t)) dt.

zel

1. On suppose qu'il existe une solution Z(-) au probleéme (P) qui est de classe C? sur
[0, 1].
(a) Montrer que Z n’est pas identiquement nulle.
(b) En déduire qu’il existe A € R tel que

\T() = K(3(t)) Ve |o,1].

(c) On suppose, dans cette question seulement, que h(z) = —z pour tout z € R.
Calculer alors 7.

(d) En utilisant le fait que h est strictement décroissante et que h(0) = 0, montrer
qu'il existe x € E avec J(z) < 0.

(e) En déduire qu'il existe ¢t € [0, 1] tel que Z(¢) > 0.

(f) Conclure que z est une fonction concave sur [0, 1].

2. Soit (z,,) une suite minimisante du probleme (P) :

., €E  VYneN et lim J(x,) = inf J(x).

n—-+o00 el

1
1
(a) On pose Z,(t) = max{0, z,(t)} et 6,, = / 5(5;(:&))%&. Montrer, en utilisant la

0
question 1.(d), qu’il existe un rang ng € N tel que 6,, €]0, 1] pour tout n > ny.
(b) On pose alors y,(t) = 0, Y ?Z,(t). Montrer que (y,) est encore une suite mini-

misante pour le probléeme (P).

On rappelle un résultat de cours qui affirme qu’il existe une sous-suite (y,, ) et
y € Hy tels que la suite (y;, ) tend faiblement vers 3’ dans L*([0,1]) et la suite
(Yn, ) converge uniformément vers y sur [0, 1].

1
1
(¢) Montrer que/ §(y’(t))2dt <1
0

1
1
(d) Montrer qu’en fait / E(y'(t))zdt =1.
0

(difficile : on pourra raisonner par l’absurde, puis s’inspirer de la question 2-(b)).
(e) Conclure a Iexistence d'une solution au probleme (P).

Baréme indicatif : Ex. 1 : 10 pts, Ex. 2-1 : 10 pts, Ex. 2-2 : 10 pts.



