Université Paris Dauphine
Master mention Mathématiques appliquées lere année

Examen du 15/01/2019
“Géométrie et systemes dynamiques”
Durée 3h - Calculatrice et documents non autorisés

Exercice 1.

1. (Préliminaire) Dans cette premiere partie, f : R x R x R — R est un champ de vecteurs
de classe C2. Pour (tg, zg, €) € R x R? x R, on consideére la solution 2 = z(t) de I’équation

différentielle
Z'(t) = f(t,z(t),€) vVt € R,
{ .%'(t()) = X0
On suppose que z est définie sur tout R et on note x(t) = ¢ (¢, zo,€) le flot associé.
Démontrer que ¢ est dérivable par rapport a € et que y(t) = W vérifie ’équation
différentielle :

{ Y (t) = daf(t,2(t),€)(y(t) + Lt 2(t),e)  VtER,
y(to) =0

(ou d, f désigne la différentielle de f = f(t, z,€) par rapport a x).
Indication : on pourra utiliser I’équation différentielle étendue (avec (a,b) € R? x R)

{ (a,b)'(t) = (f(t,a(t),b(t),0)  VteR,
(a,b)(to) = (wo, €).

2. Etant donnés £ > 0 et € € R, on s’intéresse a ’équation différentielle

1(
(EDO) B(t) = 31() — (21 ()? — Daa(t)  VEER,
1(

On note (X1(t,&,€), Xa(t,&,€)) cette solution et on admettra qu'elle est définie sur R.
Le but de la suite de I'exercice est de montrer que pour tout € assez proche de zéro, il
existe une condition initiale £ = £(¢) telle que la solution ¢ — (X1 (¢,&,€), Xa(t, &, €)) soit

périodique.
(a) Calculer X(t,£,0) et X2(¢,&,0) pour tout t € R, £ > 0.

(b) En considérant ’application

o:RxRi xR — R
(t7£> 6) = (I)(t,g,ﬁ) = XQ(ta£7 6)

(qu’on admettra étre de classe C'), montrer qu’il existe un voisinage V de ]0, +oo[x {0}
dans R? et une application T': V — R de classe C!, tels que

T(£,0) = 27 pour tout £ > 0 et Xo(T'(,€),£,¢) =0 pour tout (§,¢) € V.



(¢c) On note P(§,¢) = X1(T(€,¢€),&,€) pour (£,€) € V. Montrer que, si P(,e) = &, alors
I’équation différentielle (EDO) admet une solution périodique.

(d) Soit (&, €) = P(£,€) — &. Peut-on appliquer le théoreme des fonctions implicites pour
en déduire l'existence de zéros de (-, €) pour € petit ?

(e) On pose A(&,¢€) = 5 39 pour € # 0. En calculant la dérivée 25 montrer que
. 0Xy
lim A€, €) = ——=(27,¢,0).

(f) En utilisant la question 1, vérifier que %(27@ £,0) = y1(2m), ou (y1, y2) est la solution
de
n(t) =-yt) VieER,
yo(t) = y1(t) — (& cos?(t) — 1)sin(t) VYt ER,
Y1 (0) = Y2 (O) =0.

(g) En utilisant la formule de Duhamel, en déduire que

0X1

S 2me0) = el - ).

(h) On admet que A est de classe C'. Montrer quil existe ¢y > 0 et une application
€ :]—eo, o[~ R de classe C! telle que £(0) = 2 et A(£(€), €) = 0 pour tout € €] — ¢, €ol-

(i) Conclure que I’équation différentielle (EDO) admet une solution périodique non nulle
pour tout € €] — €, €.

Exercice 2. L’exercice s’intéresse aux lien entre équations différentielles et sous-variétés. Dans
tout 'exercice (sauf la derniere question) M est une sous-variété de dimension m de RY. Etant
donné un champ de vecteurs f : R? — R de classe C'! & croissance au plus linéaire et zo € R?,
on note t — ¢f (t,x0) I'unique solution maximale de équation différentielle :

{ a'(t) = f(z(t))  VteR,
z(0) = zo.

1. Soient z € M et v € R%. On suppose qu'il existe v, — v et h,, — 0T tels que x+h,v, € M
pour tout n € N. Montrer que v € T, M. (Indication : on pourra décrire M en terme de
submersion).

2. Soit f : R* — R? un champ de vecteurs de classe C' & croissance au plus linéaire. On dit
que M est invariante par le flot associé & f, si, pour tout xg € M, ¢7(t,z9) € M pour
tout ¢ € R. Vérifier qu’alors f(z) € T, M pour tout z € M.

3. Soient maintenant f; : R — R% et f5 : R? — R? deux champs de vecteurs de classe C?
& croissance au plus linéaire. On pose ¢'(t, x9) = ¢/t (¢, z0) et ¢?(t, 20) = ¢'2(t, x0) pour
simplifier. On suppose que M est invariante par les flots associés a fi et a fo. Le crochet
de Lie [f1, fo] de fi et fa est le champ de vecteurs défini par

[f1. fol(z) = df2(2)(fi(2)) — dfi(2)(fa(2)), = €RY

L’objet de cette question est de montrer que [fi, fo|(z) € T, M pour tout x € M. Pour
h3> 0 1et x EQM, fn dé2ﬁnit s%ccessivement les points :1;,11 = ¢'(h,x), x,% = ¢*(h, x,ll),
Ty = ¢ (_hvl‘h)a Tp = ¢ (_hv mh)'



(a) Montrer que :U‘}L € M pour tout h > 0.
(b) On suppose, dans cette question seulement, que f et fo sont constants. Que vaut x% ?

(c¢) (Tres calculatoire) Montrer que

. :c;ll —x
lim
h—0+ h

= [f1, fo] ().

(d) En déduire que [f1, fo](x) € T, M.

4. Montrer qu'il existe pas de sous-variété M de R3 de dimension 2 et invariante par les
deux champs de vecteurs

f1(x,y,z):(1,0,y), fg(%,y,Z):(O,l,O).

Bareme indicatif : Exercice 1 = 14 points, Exercice 2 = 8 points



