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Exercice 1.

1. (Préliminaire) Dans cette première partie, f : R×Rd×R→ Rd est un champ de vecteurs
de classe C2. Pour (t0, x0, ε) ∈ R×Rd×R, on considère la solution x = x(t) de l’équation
différentielle {

x′(t) = f(t, x(t), ε) ∀t ∈ R,
x(t0) = x0

On suppose que x est définie sur tout R et on note x(t) = φt0(t, x0, ε) le flot associé.

Démontrer que φ est dérivable par rapport à ε et que y(t) = ∂φt0 (t,x0,ε)
∂ε vérifie l’équation

différentielle : {
y′(t) = dxf(t, x(t), ε)(y(t)) + ∂f

∂ε (t, x(t), ε) ∀t ∈ R,
y(t0) = 0

(où dxf désigne la différentielle de f = f(t, x, ε) par rapport à x).
Indication : on pourra utiliser l’équation différentielle étendue (avec (a, b) ∈ Rd × R){

(a, b)′(t) = (f(t, a(t), b(t)), 0) ∀t ∈ R,
(a, b)(t0) = (x0, ε).

2. Etant donnés ξ > 0 et ε ∈ R, on s’intéresse à l’équation différentielle

(EDO)


x′1(t) = −x2(t) ∀t ∈ R,
x′2(t) = x1(t)− ε((x1(t))2 − 1)x2(t) ∀t ∈ R,
x1(0) = ξ, x2(0) = 0

On note (X1(t, ξ, ε), X2(t, ξ, ε)) cette solution et on admettra qu’elle est définie sur R.
Le but de la suite de l’exercice est de montrer que pour tout ε assez proche de zéro, il
existe une condition initiale ξ = ξ(ε) telle que la solution t 7→ (X1(t, ξ, ε), X2(t, ξ, ε)) soit
périodique.

(a) Calculer X1(t, ξ, 0) et X2(t, ξ, 0) pour tout t ∈ R, ξ > 0.

(b) En considérant l’application

Φ : R× R∗+ × R → R
(t, ξ, ε) 7→ Φ(t, ξ, ε) = X2(t, ξ, ε)

(qu’on admettra être de classe C1), montrer qu’il existe un voisinage V de ]0,+∞[×{0}
dans R2 et une application T : V → R de classe C1, tels que

T (ξ, 0) = 2π pour tout ξ > 0 et X2(T (ξ, ε), ξ, ε) = 0 pour tout (ξ, ε) ∈ V.
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(c) On note P (ξ, ε) = X1(T (ξ, ε), ξ, ε) pour (ξ, ε) ∈ V. Montrer que, si P (ξ, ε) = ξ, alors
l’équation différentielle (EDO) admet une solution périodique.

(d) Soit δ(ξ, ε) = P (ξ, ε)− ξ. Peut-on appliquer le théorème des fonctions implicites pour
en déduire l’existence de zéros de δ(·, ε) pour ε petit ?

(e) On pose ∆(ξ, ε) = δ(ξ,ε)
ε pour ε 6= 0. En calculant la dérivée ∂δ

∂ε , montrer que

lim
ε→0

∆(ξ, ε) =
∂X1

∂ε
(2π, ξ, 0).

(f) En utilisant la question 1, vérifier que ∂X1
∂ε (2π, ξ, 0) = y1(2π), où (y1, y2) est la solution

de 
y′1(t) = −y2(t) ∀t ∈ R,
y′2(t) = y1(t)− ξ(ξ2 cos2(t)− 1) sin(t) ∀t ∈ R,
y1(0) = y2(0) = 0.

(g) En utilisant la formule de Duhamel, en déduire que

∂X1

∂ε
(2π, ξ, 0) =

π

4
ξ(4− ξ2).

(h) On admet que ∆ est de classe C1. Montrer qu’il existe ε0 > 0 et une application
ξ :]−ε0, ε0[→ R de classe C1 telle que ξ(0) = 2 et ∆(ξ(ε), ε) = 0 pour tout ε ∈]−ε0, ε0[.

(i) Conclure que l’équation différentielle (EDO) admet une solution périodique non nulle
pour tout ε ∈]− ε0, ε0[.

Exercice 2. L’exercice s’intéresse aux lien entre équations différentielles et sous-variétés. Dans
tout l’exercice (sauf la dernière question) M est une sous-variété de dimension m de Rd. Etant
donné un champ de vecteurs f : Rd → Rd de classe C1 à croissance au plus linéaire et x0 ∈ Rd,
on note t→ φf (t, x0) l’unique solution maximale de équation différentielle :{

x′(t) = f(x(t)) ∀t ∈ R,
x(0) = x0.

1. Soient x ∈M et v ∈ Rd. On suppose qu’il existe vn → v et hn → 0+ tels que x+hnvn ∈M
pour tout n ∈ N. Montrer que v ∈ TxM . (Indication : on pourra décrire M en terme de
submersion).

2. Soit f : Rd → Rd un champ de vecteurs de classe C1 à croissance au plus linéaire. On dit
que M est invariante par le flot associé à f , si, pour tout x0 ∈ M , φf (t, x0) ∈ M pour
tout t ∈ R. Vérifier qu’alors f(x) ∈ TxM pour tout x ∈M .

3. Soient maintenant f1 : Rd → Rd et f2 : Rd → Rd deux champs de vecteurs de classe C2

à croissance au plus linéaire. On pose φ1(t, x0) = φf1(t, x0) et φ2(t, x0) = φf2(t, x0) pour
simplifier. On suppose que M est invariante par les flots associés à f1 et à f2. Le crochet
de Lie [f1, f2] de f1 et f2 est le champ de vecteurs défini par

[f1, f2](x) = df2(x)(f1(x))− df1(x)(f2(x)), x ∈ Rd.

L’objet de cette question est de montrer que [f1, f2](x) ∈ TxM pour tout x ∈ M . Pour
h > 0 et x ∈ M , on définit successivement les points x1h = φ1(h, x), x2h = φ2(h, x1h),
x3h = φ1(−h, x2h), x4h = φ2(−h, x3h).
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(a) Montrer que x4h ∈M pour tout h > 0.

(b) On suppose, dans cette question seulement, que f1 et f2 sont constants. Que vaut x4h ?

(c) (Très calculatoire) Montrer que

lim
h→0+

x4h − x
h2

= [f1, f2](x).

(d) En déduire que [f1, f2](x) ∈ TxM .

4. Montrer qu’il existe pas de sous-variété M de R3 de dimension 2 et invariante par les
deux champs de vecteurs

f1(x, y, z) = (1, 0, y), f2(x, y, z) = (0, 1, 0).

Barème indicatif : Exercice 1 = 14 points, Exercice 2 = 8 points
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