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Dans tout le partiel, on note Ilx(x) la projection orthogonale d’un point x de R™ sur un
convexe fermé non vide K de R™. Si y = (¥i)i=1,...m €t 2 = (2i)i=1,...m sont deux vecteurs de
R™, on écrit y < z, si et seulement si, y; < z; pour tout : = 1,...,m.

Exercice 1. On cherche a résoudre le probleme

(P)

min 2?4 y% + 2> ou K={(z,y,2) eR¥ |z +y+z=1let 2’ +y> < 1}.
(z.y,2)EK

1. Montrer que le probleme admet une unique solution.

2. Montrer que la contrainte est qualifiée en tout point.

3. Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité du probleme et en déduire la solution du

4.

probléeme (P).

Retrouver la solution du probleme (P) par la méthode de dualité.

Solution :

1.

On remarque que la contrainte K est fermée et le critére est coercif (c’est la norme eucli-
dienne). Donc, par théoréme de cours, le probléme admet au moins une solution. Ensuite
on note que le critére est strictement convexe (puisque f(x,y,z) = x% 4+ y?> + 22 vérifie
Hessg(x,y,z) = 213 qui est une matrice définie positive) et la contrainte est conveze (car
la fonctions h : (x,y,2) — = +y+ 2z —1 est affine et la fonction g : (z,y,2) — 22 +y> -1
est convexe). Donc le probléme admet une et une seule solution.

2. La contrainte est convexe, mais elle a un intérieur vide. Il faut revenir auz conditions de

qualification usuelles. Posons g(z,y,z) = 2®> +y*> —1 et h(z,y,2) = x +y+2— 1. On note
que ce sont des fonctions de classe C1 (en fait C™).

Si (z,y,2) € K vérifie g(x,y,z) < 0, il suffit de montrer que la famille {Vh(z,y,z) =
(1,1,1)} est libre, ce qui est évident puisqu’elle est constituée d’un seul vecteur non nul.
Si (z,y,2) € K vérifie g(x,y,z) = 0, alors il faut vérifier que la famille {Vh(x,y,z) =
(1,1,1)} est libre et qu’il existe un vecteur v € R tel que

(v, Vh(z,y,z2)) =0et (v,Vg(z,y,2)) <O.

La premiere condition est évidente. Pour la seconde, on peut prendre par exemple v =
(—z,—y,x +y), qui vérifie bien

<U7Vh($7y7 Z)> =-T—y+ (l’ + y) =0et <U,Vg(:c,y,z)) = —2332 - 2y2 =-2<0

puisque g(x,y,2) = x> +3%> —1=0.
Comme le critére et les fonctions définissant les contraintes sont de classe C' et comme

la contrainte est qualifiée en tout point, les conditions nécessaires d’optimalité s’écrivent :
si (z,y,2) € K est la solution du probléme, alors il existe A\ >0 et p € R tels que

Vf(z,y,2) +AVg(x,y,2z) + pVh(z,y,z) =0



avec la condition d’exclusion \g(x,y,z) = 0. Considérons deux cas : si g(x,y,z) < 0, alors
A =0 et le systéeme se réduit a

204+ =0
20+p =0
22+ pu=20
z+yt+z=1

qui ne posséde qu’une solution solution : v =y = z = 1/3. Notons que g(1/3,1/3,1/3) =

2/9 < 1. Donc le point (1/3,1/3,1/3) vérifie les conditions nécessaires d’optimalité.
Comme la contrainte est qualifiée et que le probléme est convexe, on en déduit que (1/3,1/3,1/3)
est un minimum du probléme. Comme ce minium est unique, c’est la seule solution.

On pourrait étudier le cas ot g(x,y,z) =0 (méme si c’est inutile). Le systéme devient :

2c4+2 x+pu=0
2u+22y+up=0

22+pu=20
r+y+z=1

Comme X > 0, on trouve en utilisant les deux premiéres égalités que x =y, ce qui implique
par la saturation de la contrainte d’inégalité, que x = y = €v/2/2 ot € = 1. Donc
z2=1—e/2. Alors p = 2z = -2+ e2v/2 et A = —1 — p/(22) = —3 + 2¢v/2. Comme
2v/2 < 3, on a X <0, ce qui est impossible. Donc la contrainte d’inégalité n’est pas saturée
a Doptimum.

. On pose
L(z,y, 2, \ 1) = f(x,y, 2)+Ag(x,y, 2)+ph(z,y, 2) = (LX) (@42 Hp(a+y) + 224 pz—A—p

On cherche a minimiser L par rapport a (x,y,z) pour X > 0. On trouve comme systéme
d’optimalité (qui est aussi une condition suffisante puisque L est convexe en (x,y,z)) :

204+ Nz +pu=0
20+ XNy +p=0
22+ pu=20

soit x =y =—p/((2(1+ X)) et 2z =—p/2. D'ou

s s
dlA,p)= min L(xz,y,z,\, ) =———— —— — A — L.
(A, ) o i (z,y 1) TSy I
On cherche maintenant le mazimum de d sur Ry x R. Comme d est concave (cf. le cours)
et que la contrainte {\ > 0} est conveze et qualifiée puisqu’affine, les conditions nécessaires
sont suffisantes : il suffit de trouver un point vérifiant les conditions nécessaires d’optima-

lité, soit Vd(\, 1) + (0,0) =0 ou 0 > 0. Or Vd(X\, u) — (0,0) = 0 équivaut au systéme

2
{2&&#‘1‘9:0

e~z 1=0

On note que A\ =0 et p = —2/3 est solution (avec 8 =7/9). On peut s’arréter la, puisque
cela fournit une (et donc la) solution du probleme : (x,y,z) = (1/3,1/3,1/3).

Si on veut €ludier ce qui se passe si la contrainte d’inégalité n’est pas saturée, alors on
peut dire que 0 = 0, = v/2e(1+ ) (ot e = £1) et donc X = —/2¢(3v/2¢/2+1) < 0 pour
e=1 et e = —1. Donc cette solution est impossible et ce cas est exclus.



Exercice 2. 1. Soient n,m € N*, C une matrice réelle de taille m xn et d € R™. On suppose
que lensemble K := {x € R", Cx < d} est non vide.
Soit z,y € R™. Montrer que y = IIx(z), si et seulement si, il existe A € R™ avec A > 0,
y—x+CTA=0et A\T(Cy —d) =0 (ot1 CT est la transposée de la matrice C).
(Indication : Ecrire les conditions nécessaires du probleme d’optimisation satisfait par

II(z)).

2. (Erreur d’énoncé)

Solution :

1. La projection sur K est la solution du probleme d’optimisation

1
. 2
min |y — ||
yeK 2
Comme il s’agit d’un probléme convezxe, avec une contrainte qualifice puisqu’affine, les
conditions nécessaires sont suffisantes. Or

1 i 1
Ly, A\) = 5Hy —z|* + Z Ai((Cz)i — di) = g\ly — z||* + AT Ca.
=1

On en déduit que y est solution du probléme, i.e., y = g (x), si et seulement si, il existe
A ER™ avec A >0 et VyL(y,A) =0 et \I'(Cy —d) =0. Or V,L(y,\) = (y — x) + CT ),
ce qui prouve l’assertion.

Exercice 3. Soient C] et (9 deux convexes fermés de R™ d’intersection non vide. On suppose
qu’on sait effectuer numériquement la projection Il¢o, et Ilc, sur les ensembles C et Cy. On
cherche & trouver un point de Cy N Cs.

Pour 7 €]0, 2[ un parametre fixé et € R™ une position initiale donnée, on définit 1’algorithme

XTo=2T
Tpy1/2 = Tn + 7 (e (20) — 2n) (n € N)
Tn4l = Tpy1/2 + T (HCQ ($n+1/2) - 95n+1/2) (n €N)

1. Montrer que, si C' est un convexe fermé non vide, z € C et y € R", alors :
2
ly +7 (Mely) —y) — =) < lly — 2 = 7(2 = 7) |[To(y) —y)*.
2. En déduire que, pour tout z € C; N Cs, on a :

2
Jonr =@l < llon — @2 = 72 = 7) (e (@ns1/2) = Znsrgoll” + ey (@) = )

3. Montrer alors que, pour tout z € C; N Cy, la suite (||z, — =) converge et vérifier que la
suite (z,,) est bornée.

4. Montrer que toute valeur d’adhérence de la suite (x,,) appartient a C; N Cy.

Solution :
1. On a :

ly+7{e(y) —y) — 2P = |y —a|>+27(y — 2. Oc(y) —y) + 72 Me(y) -yl



Or
(y—z,Xc(y) —y) = (y —e(y),o(y) —y) + Mc(y) — z,Ic(y) —y)

(Mo(y) — 2, o(y) —y) <0
par caractérisation de la projection. Donc
(y —a,Te(y) —y) < (v —Te(y), Te(y) —y) = [y — o)l
ce qui montre que
ly + 7 (Me(y) —y) — 2] < lly — 2)* = 7(2 = 7)[He(y) -z

ce qui est le résultat voulu.

. On applique le résultat d’abord le résultat précédent entre Tpi1 et T,41/9 : on trouve

2nt1 — 2)* < [|@pi1yo — o> = 27 — 72) My (Tnp1/2) — Tg1 2l
Puis on applique le résultat de la question précédente entre x,,1/o et xn pour obtenir
l'inégalité désirée :

2
|Znt1 — 37H2 < lzn — xHZ -7(2-71) <||H02(xn+1/2) - $n+1/2H + |[Tley (27) — xn”Q) .

. Comme 7 €]0,2[, on a 27 — 72 > 0. Donc la suite (||, — z|*) est décroissante, minorée :
elle admet une limite. En particulier, cette suite est bornée. Comme

[zl < llzn = [l + =]

la suite (xy,) est également bornée.

. Soit T une valeur d’adhérence de la suite (x,,) et (xy,) une sous-suite qui converge vers .
Notons d’abord que, d’aprés la question 2, on a

2 _
My (2ng1/2) = @nsajol|” + 1My () = 2all* < (27 = 727" (Jon — 2)® — [[@ns1 —2]]?)

ot la suite & droite tend vers 0 puisque la suite (||x, — z||?) converge. On en déduit que
les suites (|[Tc, (xn) — zn||) et (||Te, (Tpt1/2) — an/QH) tendent vers 0. Appliquées a la
sous-suite (xy, ), la premiére convergence implique que Ilc, (Z) = Z. En particulier, T € Cy
et la suite (x,, 41/2) converge également vers . Alors la second convergence entraine de
méme que Ilc, (T) = Z, ce qui signifie que T € Cy. Cela prouve finalement que T € C1 N Cs.



