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Introduction

L’objet de ce cours est de présenter quelques notions sur deux types de probléemes d’optimisation :
loptimisation avec contraintes, d’une part, et le controle optimal, d’autre part. Ces deux problématiques
se rencontrent fréquemment dans toutes les questions liées a la décision. Si les méthodes de résolution
different sensiblement, les deux domaines recourent & des concepts similaires (conditions d’optimalité,
fonction valeur, etc...).

Un mot d’avertissement : comme souvent en mathématiques, nous présentons ci-apres un cadre d’étude

de ces problemes, en aucun cas des “recettes” pour les “résoudre”. Trois raisons a cela :

— D’abord parce que ’expression “résoudre” est ambigiie. Dans la plupart des cas pratiques, la solu-
tion explicite est inaccessible, et il faut recourir a des méthodes numériques—celles-ci s’appuyant
fortement sur 'analyse mathématique du probléme (existence de solution, conditions nécessaires
d’optimalité, dualité, programmation dynamique,...).

— Bien garder en téte qu’assez fréquemment les problemes rencontrés en pratique sortent du cadre des
hypotheses de ’analyse du cours. C’est notamment le cas en contréle optimal, o je ne connais pas
un exemple utilisé en économie qui entre parfaitement dans le cadre étudié : il faut alors comprendre
au cas par cas ce qui reste correct et ce qui ne l'est plus, en adaptant les techniques développées
dans ce cours au probleme étudié.

— Enfin, les problemes rencontrés en pratique ont trés souvent une structure spéciale, qu’il faut bien
str utiliser pour gagner en efficacité. Le cours se contente de traiter de situations assez générales,
et fait 'impasse sur plusieurs cas particuliers importants. En optimisation, nous ne mentionnerons
que rapidement ’algorithme du simplexe (dans le cas ou les contraintes et le critére sont affines)
qui est de loin I’algorithme le plus utilisé mais qui est traité dans d’autres UE. En controle optimal,
on rencontre fréquemment des problemes avec dynamiques linéaires et couts quadratiques, dont la
résolution fait 'objet de techniques algébriques efficaces, mais qui sort du cadre du cours.

Pré-requis : le cours utilise largement (et souvent sans rappel) des notions de calcul différentiel et
d’analyse convexe de L2, de topologie et d’équations différentielles de L3, et d’analyse fonctionnelle de
L3 et de M1. Quelques rappels d’analyse convexe figurent en appendice.

Certaines parties du polycopié sont reprises d’années antérieures et ne figurent pas au programme du
cours 2014-2015. Sont hors programme la démonstration du théoréeme de Kuhn & Tucker (section 1.3)
ainsi que les conditions du second ordre (section 1.6) ; la partie sur Poptimisation de portefeuille financier
(section 1.7) est également hors programme, mais pourra étre traitée en exercice.
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Chapitre 1

Optimisation sous contraintes

1.1 Existence d’un minimum

Dans cette partie, tres breve, on rappelle quelques définitions élémentaires, et on énonce des conditions
suffisantes d’existence d’un minimum.

1.1.1 Vocabulaire

Infimum et minimum
Soit f : R™ — R une fonction et K un sous-ensemble non vide de R™.

Définition 1.1.1. On appelle infimum de f sur K la valeur | € [—oo, +00] telle que
1. Ve e K, f(z)>1,

2. il existe une suite (x,,) d’éléments de R™ telle que

Vn >0, z, € K et lim f(z,) =1

Cette valeur est notée inf f(x) :
reK

= inf f(z).

rEK

Remarques :
— L’infimum existe toujours. Il est fini (c’est-a-~dire que [ # —o0) si et seulement si la fonction f est
minorée sur K, c’est-a-dire s’il existe une constante M € R telle que

Ve e K, f(z) > M.

— Si f n’est pas minorée, alors I'infimum de f est —oo.
— Une suite (x,) telle que z,, € K pour tout n € N et

li = inf
im f(zn) = inf f(2)
est appelée une suite minimisante du probleme de minimisation.

Définition 1.1.2. On appelle minimum de f sur K la valeur | €] — co,+00[ - si elle existe - pour
laquelle il existe un élément T € K tel que

1.Vex e K, f(x) >1.
2. f(z)=1.

Cette valeur est notée min f(x).
zeK
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On dit alors que f atteint son minimum sur K en Z, ou que le probleme mi& f(x) admet une solution Z.
e

Remarques :

— Par abus de language, on appelle aussi minimum un élément & € K satisfaisant les propriétés
ci-dessus (en tout rigueur, T devrait s’appeler “argument du minimum?”.)

— Contrairement a I'infimum, le minimum n’existe pas toujours. Des conditions suffisantes d’existence
sont données ci-dessous.

Fonctions coercives

Définition 1.1.3. Une fonction f : R™ — R est coercive si

lim  f(z) =400
||| =00
Remarque : Peu importe la norme || - || que l'on utilise puisque, sur R™, toutes les normes sont
équivalentes. En pratique, on choisit la norme la plus adaptée a la fonction f étudiée.

Exemples a connaitre :

1. Soit A une matrice symétrique, carrée, d’ordre N, b un vecteur de R", et ¢ un réel. Alors la fonction
f:R™ — R définie par

fx)=2TAz + 0"z +c

est coercive, si et seulement si, A est une matrice définie positive. Rappelons que toute matrice
symétrique est diagonalisable. Une matrice est positive, si et seulement si, toutes ses valeurs propres
sont positives. Elle est définie positive, si et seulement si, toutes ses valeurs propres sont strictement
positives. Si A est symétrique, on a les inégalités suivantes :

Vr € R", >\min||zH2 < (Az,z) < /\nmar:Hl"”2

OU Appin €6 Anage sont repectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A. En particlier,
si A est définie positive, alors A, > 0.

2. Toute fonction minorée par une fonction coercive est coercive.

Proposition 1.1.1. On suppose que la fonction f: R™ — R est de la forme
Ve = (z1,...,2,) € R", f(z) = Zfz(xz)
i=1

ot les fonctions f; : R — R sont minorées et coercives. Alors f est coercive.

Preuve. Pour tout ¢ € {1,...,n}, fi est minoré par une constante m;. Posons m = max; |[m;|. Soit M fixé. 11
existe une constante R; > 0 telle que

Posons R = max; R;. Alors pour tout € R™ avec ||z||s > R, il existe ¢ € {1,...,n} tel que |z;| > R > R;. Donc
fi(zi) > M + nm. Comme
Viefl,...,n}, fi(z;) =2 m; > —m
on en conclut que
fl@) =M+ (mj+m)>M
J#i
Donc on a montré que

VM >0, 3R > 0 tel que Vz € R", ||z]|cc > R = f(z) > M .

Par conséquent,
f(@) = +o0.

Iz oo =00

Par conséquent la fonction f est coercive. (I
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1.1.2 Condition d’existence d’un minimum sous contraintes

Voici le résultat le plus important du chapitre :

Théoréme 1.1.1. Soit f : R™ — R une fonction continue et K un sous-ensemble non vide de R™. Le
probléme

(P) min f(z)

zeK
a une solution si ’'une des deux conditions suivantes est satisfaite
1. la contrainte K est compacte (théoréme de Weierstrass)

2. la fonction f est coercive et la contrainte K est fermée,

Rappelons que dans le premier cas, f a aussi un maximum sur K.

Preuve. Le premier cas étant tres classique, on ne montre que le second. Supposons que f soit coercive et K
fermé. Notons m = infzex f(x) et K1 'ensemble

Ki={zeK|f(z)y)<m+1}simeRet K1 ={x € K| f(z) <0} sinon .

Comme f est coercive, ’'ensemble K; est compact. De plus, K; est non vide par définition de 'infimum. Donc,
d’apres la premiere partie du théoreme, f atteint son minimum sur K; en un point Z € K;. Montrons que T est
un minimum de f sur K. En effet, pour tout z € K,

i) soit x appartient & K1, et alors f(Z) < f(z) car f atteint son minimum sur K; en Z,

ii) soit © ¢ K1, auquel casona:sim €R, f(Z) <m+1< f(z) (car T € K1) et sim = —o0, f(Z) <0< f(x).
Ceci montre donc que Z est un minimum de f sur K. O

Si K est un ensemble ouvert, le probleme est plus compliqué. Signalons la condition suffisante suivante :

Proposition 1.1.2. On suppose que K est un ouvert borné, que f est continue sur K, et qu’il existe un
point g de K tel que
Vo € 0K, f(x) > f(=xg) .

ot OK est la frontiére de K. Alors le probléme (P) admet une solution.

Preuve. En effet, comme Pensemble K est compact, la fonction continue f admet un minimum sur K, c’est-a-dire
qu’il existe un élément Z de K tel que

Ve K, f(z) > f(z).
Montrons par ’absurde que Z appartient en fait & K. En effet, sinon, Z appartient au bord de K, car K est
un ouvert. Donc f(z0) < f(Z) par hypothése. Mais cette inégalité est en contradiction avec le fait que T est un
minimum de f sur K. Donc Z appartient & K. Comme Z est un minimum de f sur K, que K C K et que &
appartient a K, on en déduit que T est aussi un minimum de f sur K. O

1.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Soit K un sous-ensemble de R™ et f une application de R™ dans R. On cherche le ou les minima du
probleme (P)
P) min f(x
(P) min f(x)
Dans ce chapitre, nous cherchons des conditions nécessaires d’optimalité, c’est-a-dire des conditions,
portant sur la dérivée de f, satisfaites par le ou les minima du probleme. Ces conditions portent le nom
de conditions de Kuhn & Tucker, ou de Karush, Kuhn & Tucker, ou encore KKT.
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1.2.1 Condition nécessaire d’optimalité dans un ouvert
On suppose ici que K est un ouvert de R™ et que f une application de R™ dans R de classe C'.

Théoréme 1.2.1 (Condition d’Euler). Si K est un ouvert de R™ et que f une application de R™ dans
R de classe C', et si x* est un minimum du probléme P, alors

V(") =0

Remarques :

1. Rappelons qu’il existe une condition du second ordre, pour les applications de classe C? : la matrice
symétrique Hessy(z*) est une matrice positive, c’est & dire que ses valeurs propres sont toutes
positives ou nulles.

2. La preuve de ce résultat étant le prototype des preuves en optimisation, il faut absolument la
connaitre.

Preuve. Soit v un vecteur quelconque de R™. Comme z* appartient & K, qui est ouvert, il existe ho > 0 tel que,
pour tout h € [0, ho], le point z* + hv appartient & K. Or z* étant un minimum du probléme, on a

f@@" +hv) = f(z*) >0

Comme
f(@™ 4+ hv) = f(z7) = MV f(z7),v) + he(hv) ,

divisant 'inegalité ci-dessus par h > 0, et faisant tendre h vers 0, on obtient
(Vf(z"),v) =0

Comme cette inegalité est vraie pour tout v € R", elle est également vraie pour —v. Donc (Vf(z*),—v) > 0.
D’ou (Vf(z*),v) = 0. Donc finalement

Vo e R", (Vf(z"),v) = 0

c’est-a-dire que Vf(z*) = 0. O
1.2.2 Le théoreme de Kuhn & Tucker

Le théoréme de Kuhn-Tucker avec lagrangien généralisé

Dans le cadre général du théoreme de Kuhn & Tucker, la contrainte K est de la forme

K={zeR", gi(x) <0,i€l, hj(x)=0, je J}

ou I = {1,...,1} indexe les contraintes d’inégalité et J = {1,...,m} indexe les contraintes d’égalité.
Les fonctions g; et h; sont toutes supposées de classe C! de R dans R. Pour tout = € K, on appelle
contraintes saturées les indices ¢ € {1,...,1} tels que g;(x) =0:

I(z)={ie{L,....1} | gi(x) = 0}

Théoréme 1.2.2. Si un point x* est un minimum du probléme (P), alors il existe po € Ry, p € Rﬁr et
q € R™ avec

i) Y ipigi(z*) =0 (condition d’exclusion)
iii)  poV[f(x*) + 32, piVgi(x*) +32,4;Vhj(z*) =0  (condition nécessaire)
Remarque :

1. Le vecteur (po,p, q) est appelé le multiplicateur généralisé associé a la solution z* (“généralisé”,
car, comme nous le verrons plus loin, on peut en général prendre py = 1).

2. La condition d’exclusion signifie que, si i ¢ I(z*), alors p; = 0.
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3. Il est tout a fait possible que pg = 0 dans ’expression précédente. Ce cas est cependant assez
“pathologique”, au sens ou il correspond a une contrainte peu “réguliere”. Le “vrai” théoreme de
Kuhn & Tucker affirme que, si la contrainte est “qualifiée”, on peut prendre pg = 1 (c.f. théoreme
1.2.3 ci-dessous).

4. La partie importante du théoreme est, bien sur, la condition nécessaire. Nous verrons plus loin une
interprétation géométrique de cette condition.

5. On appelle Lagrangien généralisé la fonction

L(z,po,p,q) = pof(z) + Zpigi(:v) + Z q;h;(x)

La condition nécessaire d’optimalité s’écrit aussi

oL
= (2 =0.
O (I‘ 7p07p7Q)

Le théoréme de Kuhn & Tucker pour les contraintes qualifiées

Définition 1.2.1 (Qualification). On dit que la contrainte non linéaire K est qualifiée en un point
z* € K si, pour tout \ € Rl_s_ et u € R™ quec

{ a) Y Nigi(x*) =0 (condition d’exclusion)
on a nécessairement A =0 et u = 0.

Remarque : La notion de qualification n’est pas du tout géométrique. Deux ensembles de contraintes
peuvent définir le méme ensemble, I'un étant qualifié, ’autre non. La définition précédente n’est valable
que pour les contraintes non linéaires.

Si la contrainte K est qualifiée, le théoreme de Kuhn & Tucker peut se reformuler de la fagon suivante :

Théoréme 1.2.3. Soit K la contrainte fermée définie par
K={zeR", gi(x) <0, i€, hj(x) =0, jeJ}

Si un point x* est un minimum du probléme P et si K est qualifiée en x*, alors il existe A € Rﬁr et
e R™ avec

i) > dig(x*) =0 (condition d’exclusion)
i) V(@) + 32, iVai(z®) + 32, 1;Vhi(z*) =0 (condition nécessaire)
En d’autres termes, on peut prendre pg = 1 dans le théoreme 1.2.2. Nous admettrons sans démonstration

pour l’instant que le résultat reste valable sans hypothese de qualification pour des contraintes affines,
c’est-a-dire lorsque g; et h; sont des fonctions affines.

Preuve. Soient po, p et ¢ donnés par le théoreme 1.2.2. Montrons d’abord que po # 0. En effet, sinon, les conditions
(i) et (iii) du théoréme 1.2.2 s’écrivent
Zpigi(x*) =0et Zngi(x*) + quVh]-(:n*) =0.
i i j
Or la contrainte est qualifiée en z*, donc p = 0 et ¢ = 0. Mais alors (po,p,q) = 0, ce qui est en contradiction
avec la condition (ii) du théoréme. Par conséquent, po est non nul et, plus précisément po > 0. Posons maintenant

A =p/po et u = q/po. Comme py > 0, A € RY et la condition (i) du théoreme 1.2.2 s’écrit alors > digi(x™) =0,
tandis que la condition nécessaire (iii) donne

VI@) 4D XiVei(@®) + D Vhi(a7) =0

Donc le théoréme est démontré. O
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La définition de qualification n’a de sens que si 'on peut donner des criteres de qualification. C’est
I'objet de la proposition suivante :
Proposition 1.2.1. On suppose que les deux conditions suivantes sont satisfaites en x € K :

1. la famille {Vhi(x),...,Vhn(x)} est libre,

2. il existe un vecteur v € R™ tel que
Vje{l,...,m}, (Vhj(z),v) =0

et
Vie I(z), (Vgi(z),v) < 0.

Alors la contrainte K est qualifiée en x.

Remarques :
— On verra au chapitre suivant que cette condition s’écrit de fagon plus sympathique lorsque la
contrainte est convexe.

— Le vecteur (p, q) est appelé le multiplicateur de Lagrange du probléme associé & la solution

T*.

— On appelle Lagrangien du probléme la fonction

L(z, A p) = f(z) + Z Aigi(x) + Z pih; ()
i J
La condition nécessaire d’optimalité s’écrit aussi, sous les hypotheses du théoreme 1.2.3
—(z", A\, u)=0.

ox

Preuve. Soient A et p comme dans la définition de la qualification. Montrons que A = 0 et ¢ = 0. On sait déja
que A\; =0 sii ¢ I(z), d’apres (i). Soit v comme dans la proposition. Comme

D AiVgila®) + Y uVhy(z®) =0
i€l (x) J

on en déduit que

> Ai(Vai@),v) + ZMj(th(w*)»@ =0

i€l(x)
Or (Vhj(z*),v) =0, et (Vg;(z™),v) < 0 pour tout ¢ € I(x). Comme, pour tout i, A\; > 0, I’égalité

Z Ai{Vgi(z™),v) =0

iel(x)
implique que, pour tout ¢, A; = 0. Alors

> wiVhy(a*) =0
i

Comme la famille {Vhi(x),..., Vhn(z)} est libre, on doit avoir 1; = 0 pour tout j. Donc finalement, A et p sont
nuls. La contrainte est donc qualifiée. O

Exemples

1. Une contrainte d’égalité On considere le probleme suivant dans R?

min 2x 4y
22 4y2=1

La contrainte K = {(z,y) | % + y® = 1} est compacte, et la fonction f(x,y) = 2z + y est continue, donc le
probleme admet une solution (z*,y*). Posons h(z,y) = 2® +y? — 1. Montrons que la contrainte est qualifiée
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en tout point. Remarquons d’abord qu’il y a une seule contrainte d’égalité (J = {1}) et qu’il n’y a pas de
contrainte d’inégalité (I = ). Soit (z,y) un point de K. Il suffit de montrer que Vh(z,y) # 0. Or

Vh(z,y) = ( 2 )

2y

qui n’est nul que si (z,y) = (0,0). Comme (0, 0) ne vérifie pas la contrainte, on peut conclure que celle-ci est
qualifiée en tout point. Le théoréme de Kuhn & Tucker affirme alors qu’il existe 4 € R (pas de contrainte

d’inégalité et une contrainte d’égalité) tel que
Vi@, y") + pVh(z",y") =0

Il faut donc résoudre le systeme :

24 2ux* =0

142uy="0

(") +(y")? =1
On déduit des deux premiéres égalités que p est non nul, et que z* = —1/u, y* = —1/(2p). En reportant
dans la derniere égalité, on a

(1/m)* + (1/(2w))* = 1

cest-a-dire, 1 = v/5/2 ou u = —/5/2. Dans le premier cas, (z*,y*) = (—2v/5/5, —/5/5), et dans le second
(z*,y*) = (2v/5/5,v/5/5). L’ensemble des points vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité est donc

{(2v/5/5,/5/5), (—2+/5/5, —/5/5)}. On sait (c’est le théoréme) que le ou les minima du probleme se situent
parmi ces points. On calcule la valeur de f pour déterminer le minimum :

£(2v/5/5,v5/5) = V5 et f(—2v/5/5,—v5/5) = —/5

Il n’y a donc qu’un minimum : c’est le point (—2v/5/5, —/5/5)).
2. Une contrainte d’inégalité On considére maintenant le probleme suivant dans R? :
min =z
z24y2<1 Y
Le critére est f(z,y) = zy, il n’y a pas de contrainte d’égalité (J = 0), et il y a une contrainte d’égalité
g(z,y) = z? + y*> — 1. On remarque qu’il y a bien un minimum, car la contrainte est compacte. Montrons

que la contrainte est qualifiée en tout point. Soit (z,y) un point de K. Si g(z,y) < 0, il n’y a rien a vérifier.
Sinon, on doit trouver un vecteur v € R? tel que

(Vy(z,y),v) < 0.

Remarquons pour cela qu’il suffit que Vg(z,y) soit non nul car alors on peut prendre v = —Vg(z,y), ce
qui donne

(Vy(z,y),0) = =[Vg(z, )| .
Mais nous avons déja démontré, dans I'exercice précédent, que si g(x,y) = 0 alors Vg(z,y) # 0 si g(z,y) =
z? +y? — 1. Ceci permet d’affirmer que la contrainte est qualifiée. Le théoréme de Kuhn & Tucker affirme
alors que, si (z,y) est un minimum du probléme, il existe A > 0 tel que

Vf(z,y) + Ag(z,y) =0

c’est-a-dire que
y+Ax =0
xr+Ay=20
Mz +y2—1)=0

On montre (ce n’est pas tres agréable) que ce systéme a cing solutions possibles : (A =0, z = y = 0),
(A=1, l’Z—y:\/E/Q),(A:L $:—y:—\/§/2),()\:—1, JJ:y:\/i/Q),()\:—l, x:y:_\/i/z)'
Les deux derniéres solutions ne sont pas admissibles car le multiplicateur associé A est strictement négatif.
Reste les trois premieres. On calcule alors le critére en ces points :

F(V2/2,—V2/2) = f(—V2/2,V2/2) = =2 et £(0,0) =0
Donc il y a deux solutions : (v/2/2, —v/2/2) et (—v/2/2,/2/2).
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3. Plusieurs contraintes d’égalité On considere le probléme suivant dans R :

min T+ z
x2+y2:1
y2+z2:4

La contrainte K = {(z,y,2) € R® | 2?2 +y*> = 1, y? + 2% = 4} est compacte, car fermée et contenue dans
[-1,1] x [-1,1] x [-2,2]. La fonction f(z,y) = z + z est continue, donc le probléme admet une solution
(z*,y*, 2%). Posons hi(z,y,2) = 2> +y*> —1 et ha(z,y, 2) = y? + 2% — 4. Cherchons les points ol la contrainte

est qualifiée. Ce sont les points (x,y, z) € K tels que la famille {Vhi(z,y, 2), Vha(z,y, 2)} est libre. Or

2x 0
Vhi(z,y,z)=| 2y | , Vha(z,y,2) = | 2y
0 2z

Ces deux vecteurs ne forment pas un systéme libre, si et seulement si, z = z = 0. Or ce cas est impossible
car il imposerait y?> = 1 et y> = 4. Donc le systéme de vecteurs est toujours libre, et la contrainte est
qualifiée. Soit maintenant (z*,y*, 2*) € K un minimum du probléme. Les conditions nécessaires d’optimalité
s’écrivent : il existe u1 et pe deux réels tels que

1+ 2#1{12* =0
2p1y" + 2u2y” =0
14 2u22" =0

(@) + (") =1
() + (") =4
Noter que p1 et p2 sont non nuls et que
2" = —1/(2m) et 2 = —1/(2p12)
D’autre part, soit u1 + p2 = 0, soit y* = 0. Le premier cas est impossible, car alors x* = —z* et
) =1-(2")=1- (") =4- (")

et on aboutit & une contradiction. Donc y* = 0, ce qui impose z* = +1 et z* = +2. On voit alors facilement
que le minimum du probléme est (—1,0, —2).

. Plusieurs contraintes d’inégalité On considere le probléme suivant dans R? :

min r+y+z
22 4+yP 422 <1
x>0

La contrainte est compacte et la fonction f(z,y,2) = x + y + z continue, donc le probléeme admet une
solution (z*,y*, z*). La contrainte est constituée de deux inégalités gi(z,y,2) = z®> + 9> +22 =1 < 0 et
g2(z,y,2) = —z < 0. Montrons que la contrainte est qualifiée. Soit (z,y,z) appartenant au bord de la
contrainte. Si I(z,y,2) = {1}, alors Vgi(z,v,2) est non nul car 2> +y> + 22 — 1 = 0 et Vgi(x,y, ) ne
s’annule que pour x =y = z = 0. Si I(x,y,2) = {2}, alors Vg2(z,y, 2) # 0. Supposons maintenant que
I(z,y,z) = {1,2}. Choisissons v = (1, —y, —z). Alors

<v91(x7ya Z),U> = 722/2 - 222 =-2<0et <Vg2($:y72)av> =-1<0.

Donc la contrainte est qualifiée en tout point. Au point (z*,y",2*), la condition nécessaire suivante est
satisfaite : il existe A1 > 0 et A2 > 0 tels que

1420z =X =0
1+2)\1y*:()
1+2M2" =0

avec la condition d’exclusion
M)+ )+ (2)° = 1) + Xa(—2") =0

D’apres les dernieres équations, on a A1 > 0. Donc (z*)% + (y*)> + (2*)> =1 =0, et y* = z* = —1/(2\1).
Supposons z* > 0. Alors A2 = 0 et 2" = —1/(2\1), ce qui est impossible car * > 0 par hypotheése. Donc
x* =0, ce qui impose

0+ (=1/(2M))" + (-1/(2\))* =1
c’est-a-dire A1 = v/2. D’oit * =0 et y* = z* = +/2/4. Noter enfin que A2 =1 > 0.
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5. Un peu de tout On mélange maintenant les difficultés. Soit le probleme dans R? :

min T+ 2y + 3z
24P+t =1
z+y+2z<0

La contrainte est compacte et le critere continu, donc le probléeme admet au moins une solution. Le critére
est f(x,y,2) = &+ 2y+ 3z, il y a une contrainte d’égalité h(x,y, z) = 2? + y? + 22 — 1 = 0 et une contrainte
d’inégalité g(z,y,z) = x + y + z < 1. Vérifions que la contrainte est qualifiée. La condition (1) de la
Proposition 1.2.1 est satisfaite car Vh(z,y, z) = 0 si et seulement si x = y = z = 0, ce qui est impossible car
h(z,y,z) = 1. D’autre part, pour un point (z,y,z) € K tel que g(z,y,z) =0, si on prend v = (-1, -1, 1),
on a

(Vh(z,y,2),v) = =22 —2y — 2z = —2(z+y+2) =0et (Vyg(z,y,2),v) = =3 <0

Donc la contrainte K est qualifiée en tout point. Si (z*,y", 2*) est un minimum du probléme, les conditions
de Kuhn & Tucker s’écrivent

1+ A+2uzx*=0

24+ A+2py" =0

34 A+2u2" =0

2yt 422 =1

AMz*+y"+2")=0

ou A >0et u €R. On déduit des trois premiéres équations que p est non nul et que

« 1+X 24X . 34+ A
T =— =— zn =

2 2 2u

de sorte que, d’apres la condition d’exclusion, on a

1+A 24X 3+
A 24N 34

A
( 21 21 21

) =0

D’ou A(6 + 3\) = 0. Comme A > 0, cela impose A = 0. On reporte alors les expressions de z*, y*
et z* en fonction de p dans la contrainte d’égalité pour trouver pu = +/14/2 ou p = —v/14/2. Il y
a donc deux points vérifiant les conditions de Kuhn & Tucker. On voit facilement que la solution est

(—V14/14, —V/14/7, -3V/14/14).

Preuve du théoreme de Kuhn & Tucker par pénalisation

Cette preuve se fait en plusieurs étapes.

1. On considere la pénalisation suivante

X N
fy(@) = 1) +lle =" F + 5 |30 max(0,gi(2)* + 3 hy(e)?
i€l jeJ
Remarquons que fx est une fonction de classe C', et que fn(z*) = f(z*).

2. Nous montrons maintenant qu’il existe g > 0 tel que, pour tout € €]0, o], il existe Ne > 0 tel que, pour
tout z tel que ||z — z"|| = ¢, on a fn. (x) > fn.(z¥). Preuve. Comme z* est un minimum local de f sur

la contrainte K, il existe g > 0 tel que, pour tout z € K et ||[x — 2| < €0, on a f(z) > f(z™). Fixons
€ €]0, e[ arbitraire. Nous raisonnons maintenant par absurde. Supposons que, pour tout N, il existe zn

tel que |[zny —z*|| = e et fn(zn) < f(z"). Comme zx est une suite bornée, znx converge, & une sous-suite
prés (sous-suite encore notée (x,)) vers un point Z. Montrons que T appartient & K, vérifie ||Z — z*|| = e et
f(Z) < f(z"). On aura ainsi trouvé une contradiction. Le fait que ||Z — z*|| = € est clair car ||zny —2"|| = €.

D’autre part, on a

> max(0, gi(@n))® + D hy (JUN)Q] < f@")

" N
(1.1) fan)+lzy —= H2+5
iel jeJ

Donc

0< [Z max(0, gi(vn))* + Zhj(mf] < ¥ [Fa) = flaw) =

iel jeJ
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Lorsque N — 400, on obtient

0< | max(0,9:(2))* + Y _h(@)?| <0

iel jeJ

2. on a aussi

c’est-d-dire que Z appartient & K. Enfin, d’apres I'inégalité (1.1) et le fait que ||zny — 2*|)> = €
flan) +€ < f(a")

Donc, en passant & la limite, on obtient f(Z) < f(z*) —¢® < f(z*). Or, par définition de o, il est impossible
d’avoir a la fois T € K, ||T—z0|| < €0 et f(Z) < f(zo). On a donc obtenu une contradiction avec I’hypotheése.

On en déduit que, pour tout € €]0, e[, il existe Ne > 0 tel que, pour tout z tel que ||x — z*|| = €, on a
Ine(@) > fn.(27).
3. Fixons maintenant € €]0, ¢g[. Comme, pour tout z tel que ||z —z"|| = ¢, on a fn.(z) > fn.(z), la fonction

fn. admet un minimum local sur 'ouvert {z, ||z — 2"|| < €} en un point noté z. (c.f. lemme 1.1.2.) En ce
point, la condition nécessaire d’optimalité dans un ouvert s’applique (c.f. théoréme 1.2.1), et on obtient

vae(‘TG) =0 )

c’est-a-dire

Vi(xe) +2(ze —x") + N

> " max(0, gi(xe))Vai(we) + Y _ hy(ae)Vhy (me)] =0

iel jed
4. Posons 1
3
p- = (1 + N? Emaaz(o,gi(wg))2 + N? Zhj(x€)2>
iel jed
et

€ 1 € € € €
P = oo P = Npjmax(0, gi(xe)), ¢5 = Npohj(ze)

Lorsque € tend vers 0, z. tend vers z*, et le vecteur (pg,p%, ¢°) qui est de norme 1 dans RYH™ tend, &
une sous-suite pres, vers un vecteur de norme 1 noté (po,p, ¢). En divisant la condition nécessaire obtenue
ci-dessus par p®, et en faisant tendre e vers 0, on obtiend finalement I’égalité

poVf(z*)+

> Vi) + Y piVhy (ﬂﬁ*)} =0

i€l JjEJ

5. Remarquons enfin que la condition d’exclusion est satisfaite. En effet, si g;(z*) < 0 pour un certain ¢, alors
on a g;(z¢) < 0 pour € > 0 suffisamment petit. Donc p§ = 0 par définition. En passant a la limite, on obtient
Pi = 0.

1.3 Démonstration géométrique du théoreme de Kuhn & Tuker

1.3.1 Condition d’Euler abstraite
Soit K un sous-ensemble de R™ et z un point de K.

Définition 1.3.1 (cone tangent). On appelle cone tangent o K en x l'ensemble des vecteurs v de R"
pour lesquels il existe une suite de réels s > 0 et une suite de vecteurs vy, € R™ tels que

i) s — 0% et v, — v,

i) pour tout k, x + sivi, appartient ¢ K.

Notations : On note le cone tangent & K en x : Tk (z).
Proposition 1.3.1. Le cone tangent est bien un cone, c’est-a-dire que

Vo € Tk (z), VA >0, 2w € Tk(z) .

De plus, c’est un ensemble fermé.
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Preuve. Remarquons d’abord que le vecteur nul appartient & Tk (z) par définition de Tk (z).
Soit v € T () et A > 0. Siv=0o0u =0, alors A\v =0 € Tk(z). On suppose donc que v et A sont non nuls.
Soit v — v et s — 07 tels que = + spvi appartient & K. Alors, en posant sﬁe = sk/A et vfg = Avg, on a bien
que v}, = Mg, que s — 07 et que = + shv}, = x + s, appartient 3 K. Donc \v appartient bien & Tk ().

On veut montrer maintenant que Tk (z) est fermé. Pour cela, on considére une suite (v,) d’éléments de Tx (),
et on suppose que cette suite (vp) converge vers un vecteur v. On doit montrer que v appartient & Tk (z). Par
définition de Tk (x), pour tout p il existe une suite v — v, et une suite s¥ — 07 tels que x + sfovf appartient a
K.

Pour tout [ > 0, on consideére p; et k; tel que ||vp, — v|| < 1/(2k), ||vp, — sz || <1/(2k) et Si; < 1/k. Alors

lo, = oll < llogy = ve, | + v, — vl < 1/(2k) +1/(2k) < 1/k

1

Par conséquent, la suite w; = vzl

K car

converge vers v et la suite s; = sﬁ tend vers 07. De plus, « + s;w; appartient &
T+ sqw; = :c—l—siﬁvii cK

Donc v appartient bien a Tk (z). O

Exercice 1.1. Soit K le carré de R%. Calculer Tk (x,y) pour tout (z,y) € K.

Exercice 1.2. Soit K la spirale de R?.
K = {(z,y) € R? | (z,y) = (0,0) ou 3t > 0 avec (x,y) = (tcos(1/t),tsin(1/t))}
Montrer que K est fermé. Calculer Tk (0,0).

Théoréme 1.3.1 (Condition nécessaire d’Euler). On suppose que la fonction f : R™ — R est de classe
Cl. Six* est une solution du probléme

(P) min f(z) ,

zeK

alors
Yo € Tk (z*) , (Vf(z¥),v) > 0.

Remarques : Pour pouvoir exploiter ce résultat, il faut étre capable de calculer ’ensemble Ty (x*).
Cela n’est possible en général que sous des hypotheses de qualification de la contrainte.

Preuve. Soit v un vecteur de Tk (x*). Par définition, il existe sy tendant vers 07 et vj, tendant vers v tels que
¥ + skpvk appartient & K pour tout k.
Comme z* est un minimum du probléme, on a

@ + siv) = f@®) = 0

Or
f(@™ 4 spor) = f(27) + su(VF(27), vr) + [|skvkle(skvr)

ol € = €(z) est une fonction tendant vers 0 lorsque x tend vers 0. Par conséquent,
sk(Vf(@"),vk) + l|skvelle(skve) 2 0.
On divise cette inegalité par si > 0, et on fait tendre k vers +oo. Alors s tend vers 0, vx tend vers v et spvk
tend vers 0. On obtient a la limite
(VI("),v) = 0.
On suppose que les contraintes sont décrites par
K={zeR"|Viel, gi(z)<0et, VjeJ hj(x)=0}

onI=A{1,...;l} et J={1,...,m}.
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Proposition 1.3.2. Si les applications g; et h; sont de classe C*, alors pour tout x € K,
Tic(x) € {v € R™ | Vi € I(z), (Vgi(a),v) <O et, ¥j € J, (Vhy(a),0) = 0}
ot I(x) désigne les indices des contraintes saturées, c’est-a-dire

I(z)={ie{1,...,1} | gi(x) =0} .
Malheureusement, ’inclusion inverse n’est pas toujours vraie. Cela conduit a la définition suivante

Définition 1.3.2. On dit que la contrainte K est qualifiée en x € K si
Tk(x)={veR"|Viel(z), (Vgi(z),v) <0 et, VjeJ (Vh;(x),v)=0}

Nous verrons plus loin que cette définition coincide bien avec la définition de qualification de la
premiere partie lorsque les contraintes sont “non linéaires”.

La notion de qualification dépend en fait de la description de la contrainte (c’est-a-dire des fonctions
gi et hj). Ce n’est pas une description géométrique. Voici des exemples de contraintes non qualifiées :

Exercice 1.3. Soit
K ={(z,y) eR?* |y >2a* y <0}

Montrer que la contrainte K n’est pas qualifiée au point (0,0). Méme question, toujours au point (0,0),
pour la contrainte
K={(z,y) eR?|y<a’, y=0}

Preuve de la proposition. Soit v € Tk (z). Alors il existe s — 07 et vx — v tels que
Vk >0, x+ spvr € K .

Cela signifie que
Vk >0, Viel, gi(z+ skvr) <0et, VjEJ, hj(z+ skvr) =0.

Sii € I(x), cest-a-dire g;(z) = 0, alors
0> gi(z + skvk) = sk(Vgi(@), vi) + [|skvrle(skvr)
ce qui implique, apres avoir divisé par sy et fait tendre k vers +oo que
(Vgi(z),v) <0.
Cette inégalité est donc vraie pour tout ¢ € I(x). D’autre part, pour tout j € J, on a
0 = hj(z + skvr) = sk(Vh;(z),ve) + ||skvk|le(skvr)
ce qui implique, apres avoir divisé par si et fait tendre k vers +o0o que
(Vhj(z),v) =0.

Cette égalité est vraie pour tout j € J. On en déduit le résultat annoncé. (I

1.3.2 Le lemme de Farkas

L’objet de cette partie est de retrouver le théoreme de Kuhn & Tucker, en utilisant la condition
nécessaire d’Euler.

Lemme 1.3.1 (Lemme de Farkas). Soient ¢ et ¢; pouri=1,...,k des vecteurs de R™. On fait ’hypothése
suivante :
Yo eR™ siVi=1,...,k, (c;,v) >0, alors{(c,v)>0.

Dans ce cas, il existe des réels \; > 0 pourt=1,...,1 tels que

k
C = E /\ici-
i=1
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La preuve du lemme de Farkas est assez longue. Elle repose sur la remarque fondamentale suivante :
Proposition 1.3.3. Soit {ai,...,a;} une famille de R . L’ensemble C défini par
C={zecRN |3\ >0,...,3X: >0, 2= M\ja; + - + \pax}
est un cone convexe fermé de RV .

Preuve de la proposition. L’ensemble C' est clairement un cone convexe. La véritable difficulté est le fait
que C' est fermé. Nous montrons ce résultat par récurrence sur k.

Pour k =1, il est clair que ’ensemble C' est fermé.
On suppose le résultat démontré pour k — 1. Montrons-le pour k. Soit B = {ay,...,a;} une famille
de k vecteurs de RY. Nous devons prouver que l’ensemble

C={zecRY |3\ >0,...,3X: >0, 2= A\ja; + - + \pax}

est fermé On considere deux cas :

Cas 1 : la famille B = {ay,...,a;} est libre. Soit F le sous-espace vectoriel de RY engendré par
cette famille. Notons que {aq, ..., ax} est une base de F'. De plus, F' étant de dimension finie, F' est fermé.
Par conséquent, si une suite de vecteurs z,, de C' converge vers un vecteur z de RY alors = appartient
nécessairement a F'. Soient (AT,...,A}) les coordonnées de z,, dans la base B et (A1,..., ) celles de x
dans cette base. La convergence de x,, vers = entraine que les suites (A}) (pour ¢ = 1,..., k) convergent
vers \;. Comme les x,, appartiennent & C, on a

Yn>0,Vi=1,...k A\">0.

En passant a la limite, on obtient que A\; > 0 pour i = 1,..., k. Donc x appartient a C.
Cas 2 : la famille B est liée. Notons

C;={z e RN, Vj #1i, 3A; >0 tel quea:zZ/\jxj}
J#i

Par hypothese de récurrence, les ensembles C; sont fermés (car les familles {a1,...,a;—1,ai11,..., a1}
possedent k — 1 éléments). Nous allons montrer que

(1.2) c=Ja,
ce qui prouvera clairement que C' est fermé. Notons d’abord que I'inclusion Ule C; C C est évidente.
Montrons l'inclusion inverse. Soit x appartenant a C. Soient A1, ..., Ay des réels positifs ou nuls tels que
T =MNai+ -+ Apag .
Comme la famille B est liée, il existe une famille ay, ..., ay, avec les a; non tous nuls, telle que
ai1a1 + ...apap = 0.

Quitte & multiplier ’égalité précédente par —1, on peut supposer qu’au moins un des coeflients a; est
strictement négatif. Notons
I={ie{l,...,k}, a; <0}.

Posons
t=min\;/|ay] .
iel if lel
Alors, pour tout j € {1,...,k}, on a: A\j +ta; > 0, et pour au moins un i € I (celui pour lequel on a

t = \;/|ai]), on a I'égalité : \; + ta; = 0. Par conséquent :
x= (A +tay)ay + ... (Mg + tag)ag

appartient a C;. Ceci établit 1'égalité (1.2) et conclut la preuve de la proposition. O
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Avant d’aborder la démonstration du lemme de Farkas, rappelons I’énoncé du théoreme de séparation :

Théoréme 1.3.2. Soient C; et Cy deux sous-ensembles convexes de RY. On suppose que Cy est fermé
et Cy compact. Alors il existe un vecteur ¢ € RN et une constante o tels que

max{q,z) < a < inf (q,y) .

zeClo yeCi

Preuve du lemme de Farkas. On raisonne par ’absurde, en supposant que le vecteur ¢ n’appartient pas
a I’ensemble
C={zeRY 3N >0,...,30 >0, 2= Ajc; + -+ \pcr} -

Comme l'ensemble C7; = C est convexe fermé et que l'ensemble Cy = {y} est convexe compact, le
théoreme de séparation affirme qu’il existe un vecteur ¢ € RY et une constante o tels que

(q,¢) < a < inf(q,y) .

yel
Comme C est un cone, on voit facilement que
inf =0
inf{g,y) =0,
et en particulier que o < 0. Comme les vecteurs ci, ..., c, appartiennent a C, on a

Vie{l,...,k}, {(g,¢;) > 0.
De plus, {g,c¢) < a < 0. Ceci est en contradiction avec I’hypothése du lemme de Farkas. O
Exercice 1.4. Démontrer la réciproque du lemme de Farkas.

Exercice 1.5. Soientc, c; pouri=1,...,l etd; pourj=1,...,m des vecteurs de R". On fait ’hypothese
sutvante :

YoeR", [siVi=1,...,1, (¢,v) >0et, Vj=1,...,m, (d;,v) = 0], alors {(c,v) > 0.

Montrer que, dans ce cas, il existe des réels \; > 0 pouri=1,...,1 et p; € R pour j =1,...,m tels que

l m
Cc = Z)\,cl JrZujdj .
i=1 j=1

On suppose toujours que la contrainte est de la forme
K={zeR"|Viel, gi(z)<0et, VjeJ, hjlx)=0}
o I ={1,...,1} et J={1,...,m} et ou les applications g; et h; sont de classe C*.

Exercice 1.6. Redémontrer le théoréme de Kuhn & Tucker : Si x* est un minimum local du probleme
(P), et siles contraintes sont qualifiées au point x*, alors il existe \; > 0 (pour i € 1) et u; € R (pour
j € J) tels que

i) Yy Nigi(z*) =0

Dans le reste de ce chapitre, nous énongons diverses hypotheses sur les fonctions g; et h; pour que les
contraintes soient qualifiées. Nous procédons par ordre de difficulté croissante

{ i) V) + X AiVai(at) + X0 1 Vhy(at) =0

1. pour les contraintes affines

2. pour les contraintes d’inégalités seules
3. pour les contraintes d’égalités seules
4

. dans le cas général
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1.3.3 Les contraintes affines

Rappelons qu'une fonction ¢ : R™ — R est dite affine s’il existe un vecteur a € R™ et un réel b tels
que
Vr e R", ¢(z) = (a,z) +b.

Nous montrons maintenant que les contraintes affines sont qualifiées.

Lemme 1.3.2. Soit ¢ : R™ — R une fonction affine. Alors

Va,y € R, ¢(y) = ¢(x) + (Vo(x), (y — z)) -
Preuve. Si ¢ est affine, il existe a € R™ et b € R tels que
Vi €R™, ¢(z) = (a,2) +b .
Alors V(x) = a, et
6(y) = (@) + b= (a,2) + b+ (a,y — 2) = dlx) + (Vé(), (y — ) .
O

Proposition 1.3.4. Si les fonctions g; et h; sont affines, alors la contrainte K est qualifice en tout
point.

En particulier, on peut appliquer le théoreme de Kuhn & Tucker sans autre hypothese que le fait que
les fonctions sont affines.
Preuve. On a déja vu (Proposition 1.3.2) que
Tx(z) C{veR"|Vie I(x), (Vgi(z),v) <0 et, VjeJ (Vhj(z),v) =0}

I)={ie{l,....0} | gi(x) = 0} .

Montrons I'inclusion inverse. Soit v € R™ tel que
Vi € I(z), (Vgi(z),v) <0etVje J, (Vh;(z),v)=0.
11 faut montrer que v € Tk (x). Soit s > 0. Alors, pour tout ¢ € I(x),
gi(x + sv) = gi(x) + 5(Vgi(z),v) < 0

et pour tout j € I,
hj(z + sv) = hj(z) + s(Vhi(z),v) = 0

car les fonctions g; et h; sont affines. Reste & voir ce qui se passe pour les contraintes d’inégalité g; si i ¢ I(z).
On sait que, dans ce cas, g;(z) < 0. Donc, par continuité de g;, il existe 5; > 0 tel que

Vs € (0,55, gi(x + sv) < 0.
Prenons 5 = min;¢;(;) 5i. Alors 5 > 0 et
Vs €[0,8], Vie I, gi(x+sv)<0et, VjeJ hjlx+sv)=0.
Si on prend s = 5/k et v, = v, on a montré que
Vk >0, x+ spvr € K,
ce qui prouve que v appartient & Tk (). O

Exercice 1.7. On suppose que les fonctions g; sont concaves et de classe C, et que les fonctions h; sont
affines. Montrer qu’alors la contrainte K est qualifiée en tout point.
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1.3.4 Les contraintes d’inégalités

On suppose dans cette partie qu’il n’y a pas de contraintes d’égalités, c’est-a-dire que
K={zeR"|Viel, gi(x) <0}
ol g; sont applications de classe C! de R™ dans R.

Proposition 1.3.5. Soit x un point de K. La contrainte K est qualifiée en x si la condition suivante
est satisfaite :
il existe un vecteur U € R™ tel que, pour tout i € I(x), (Vg;(x),0v) < 0.

On rappelle que I(z) est 'ensemble des indices des contraintes saturées au point x, c’est-a-dire
I(z)={i€l]gi(x) =0}.

Remarquons que si I(x) = ), la contrainte est qualifiee en .

Preuve. 1. On sait déja (Proposition 1.3.2) que l'inclusion suivante est vérifiée :
Tk(x) C{veR"|Vie I(z), (Vgi(z),v) <0}.

Pour montrer que la contrainte est qualifiée, il faut démontrer 'inégalité inverse.

2. Pour cela, on commence par montrer que
{veR"|Viel(z), (Vgi(z),v) < 0} C Tk(x)

Preuve : Soit v dans ensemble de gauche. Comme les fonctions g; sont de classe C', on a, pour tout
1 € I(z), et pour tout s > 0,

9i(z + 5v) = gi(x) + s(Vgi(z),v) + [|svl[e(sv) = gi(z) + s((Vgi(2), v) + [[v][e(sv))
ou € tend vers 0 lorsque sv tend vers 0. Comme g;(x) = 0 et (Vg;(z),v) < 0, il existe 5; > 0 tel que
Vs € [0,5], (Vgi(x),v) + [[v]le(sv) <O

Donc, pour tout ¢ € I(z) et pour tout s € [0,5;], on a g;(z + sv) < 0.
D’autre part, si ¢ ¢ I(x), c’est-a-dire g;(z) < 0, un argument de continuité nous permet d’affirmer qu’il
existe 5; > 0 tel que

Vs € [0,55], gi(z + sv) <0

Posons § = min;es s;. On a montré que
Vs €[0,5], Vi€ I, gi(z + sv) <0

ce qui prouve que
Vs € 0,8, z+sve K.

Si on choisit s = 5/k et vy = v, on a montré que
Vk >0, x+spu € K,
ce qui implique que v appartient & Tk ().
3. On montre maintenant que, pour tout v tel que

Vi€ I(z), (Vgi(z),v) < 0,

il existe une suite vi de limite v telle que
Vi€ I(z), (Vgi(x),vk) < 0,

Preuve : Pour ce faire, on va utiliser I’hypotheése de la proposition : il existe un vecteur v € R™ tel que,
pour tout i € I(z), (Vgi(x),v) < 0.
Alors, en prenant vy, = v + %17, on montre facilement le résultat.



1.3. DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DU THEOREME DE KUHN & TUKER 21

4. On affirme finalement que I'inégalité désirée
{veR"|VieI(x), (Vgi(z),v) < 0} C Tk(x)

est vérifiée.

Preuve : Soit v tel que
Vi€ I(x), (Vgi(x),v) < 0.

D’apres I’étape précédente, il existe vy suite convergeant vers v telle que
Vi e I(z), (Vgi(z),ve) < 0.
D’apres I'étape 2 ces inégalité impliquent que vy € Tk (x). Or Uensemble Tk (x) est fermé (voir Proposition
1.3.1). Donc v appartient aussi & Tk ().
O
1.3.5 Le cas des contraintes d’égalités
On suppose dans cette partie qu’il n’y a pas de contraintes d’inégalités, c’est-a-dire que
K={xeR"|VYjeJ hj(zx)=0}
ou h; sont applications de classe C! de R" dans R.

Proposition 1.3.6. Soit x un point de K. La contrainte K est qualifiée en x si la condition suivante
est satisfaite :
la famille {Vhyi(z),...,Vhy,(z)} est libre.

Preuve. 1. On sait déja (Proposition 1.3.2) que l'inclusion suivante est vérifiée :
Tk(z) C{veR"|Vj e J, (Vh;(z),v) =0}.

Pour montrer que la contrainte est qualifiée, il faut démontrer 'inégalité inverse.

2. On commence par des préliminaires. Montrons d’abord qu’il existe un voisinage U de z et une constante
a > 0 tels que, pour tout ' € U, on a

min >a>0
yeR™, |ly||=1

>y Vhi(a)
=1

Preuve : On raisonne par I'absurde. Si assertion est fausse, il existe une suite (z,) de limite x et une suite
(y™), de norme 1, telles que

> Y Vhy(wa)|| =0

j=1

lim
n

Il existe une sous-suite (y"/) de (y™) qui converge vers un y de norme 1. En passant a la limite dans I'égalité
ci-dessus, on a

=0

> Y Vh()
j=1

ce qui impose que
> "y Vhy(x) =0
Jj=1
Or la famille {Vhi(z),..., Vhn(z)} est libre, et donc y1 = -+ = ym = 0. Ceci est en contradiction avec

lyll = 1.
3. Posons

Nl

on = (fj(hxﬁhv))?)

On affirme que
. Oy
lim

— =0.
h—0+ h
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. Reste a montrer que (Zm
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Preuve : En effet,
hj(z + hv) = hj(z) + h({Vh;(x),v) + h|v|e(hv) = hllv[e; (hv)

car h;(z) = h(Vh;(z),v) = 0. Donc

1

eh—(zhﬂvn?(q(hv))?) = hllo| (_Z & (hv)) )

j=1
et

On/h = (i(ej(}w))?) ’ —0sih— 0.

j=1

. Soit v € R™ tel que

Vi e J, (Vhi(z),v) =0.

On considére maintenant pour tout A > 0 la fonction

Nj=

on(w) = <Z(hj(w+’w+w))2> + *Ilwl\

j=1
On remarque que
¢n(0) = On
et X
Yw € R", avec ||w|| = (2h01)2, ¢p(w) > 0 .

Donc, d’apres la proposition 1.1 de la premiere partie, ¢, admet un minimum wy, dans la boule ouverte de
1
centre 0 et de rayon (2h6y)2

1

Supposons un instant que ( (hj(z + hev + whk))2) ? soit nul pour une suite hy tendant vers 0. Alors,

m
j=1
en posant vy = v+ wp, /hk, le point = + hyvi appartient & K. De plus, vi tend vers v lorsque k — +oo car

1
lwny /]l < (2hi0h, )% [P — 0
d’apres 1'étape 3. Par conséquent, on a montré que v appartient a Tk (), ce qui était le résultat demandé.

1
iy (hy(z 4 b + whk))z) ? est nul pour au moins une suite hy — 0. Pour cela,

on raisonne par l’absurde, en supposant que la quantité

(i(hj(w + hv + Wh))2> 2

Jj=1

ce n’est pas nulle pour h suffisament petit. Dans ce cas, on peut écrire les conditions nécessaires d’optimalité
pour wp, :

Zm h;jVh; 1

+ -wr =0
(z;zl(hj)?f "

N : ; hj
ol on a omis la dépendance en = + hwy, dans les h;. Posons y;L =

— . Alors (y!) est un vecteur
(s 7)3

de R™ de norme 1. Par conséquent, d’apres la partie 2,

" hiVh;
2a < QLJJI = %HwhH < %(Qheh)%/h — Oquand h — 07 .

(Zymah)?)®

On a donc une contradiction.
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1.3.6 Le cas général
On suppose maintenant que 'on est dans le cas général, c’est-a-dire que
K={zeR"|Viel, gi(x) <0et, VjeJ hjlx)=0}
onI={1,...,1} et J={1,...,m}, et olt g; et h; sont applications de classe C' de R" dans R.

Proposition 1.3.7. Soit x un point de K. La contrainte K est qualifiée en x si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) la famille {Vhi(x),...,Vh,(z)} est libre.
(ii) 1l existe un vecteur v € R™ tel que
VieJ, (Vh;(x),7) =0etVie I(z), (Vgi(z),v) < 0.
Preuve. 1. On sait déja (Proposition 1.3.2) que 'inclusion suivante est vérifiée :
Tk(xz) C{veR™ | Vi€ I(z), (Vgi(z),v) <0 et, Vj€J (Vhj(z),v)=0}.
Comme d’habitude, il faut démontrer I'inégalité inverse.
2. On va d’abord montrer que
{veR"|Vie€ I(z), (Vgi(z),v) < 0 et, VjeJ (Vhj(z),v)=0}CTk(z).

Appelons C' 'ensemble de gauche. Considérons K la contrainte constituée uniquement des conditions
d’égalité : B
K={zeR"|VjeJ hj(z)=0}.
D’apres ’hypothese (i) et la proposition 1.3.6, on sait que la contrainte K est qualifiée en x. Donc
Tr(x) ={veR" |VjedJ (Vhj(z),v)=0}.
Par conséquent, pour tout v appartenant & C, il existe une suite sy — 0" et une suite vy — v telle que
x + spvr € K. Montrons qu’en fait, x + spvr, € K dés que k est suffisament grand.

Soit ¢ € I(x). Alors gi(z) =0 et (Vgi(x),v) < 0. Donc
gi(x + skvr) = 5k (Vgi(x), vi) + lIskvklle(skvr) = sk ((Vgi(z), vk) + ||vklle(skvr)) <0

des que k > k; pour un certain k;.
Par les arguments llabituels, si i ¢ I(x) alors il existe k; tel que pour tout k > k;, on a g;(x + spvr) < 0.
Donc si on choisit & = max; k;, il est clair que

VEk >k, gi(z + spox) <0
Comme on savait déja que = + spvi € I~(, c’est-a~dire que Vj € J, hj(z + sgvr) = 0, on en déduit que
Vk >k, x4+ spvp € K .

Ceci implique que v appartient & Tk (z).

3. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que
C={veR"|VieI(z), (Vgi(z),v) < 0 et, VjeJ, (Vhj(z),v)=0}

ot C est la fermeture de C. En effet, comme C C Tk (z) et que Tk (x) est fermé, on aura le résultat désiré.
Remarquons d’abord que 'inclusion

Cc{veR"|Viel(z), (Vgi(z),v) < 0 et, VjeJ, (Vhj(z),v)=0}
est évidente. Il suffit donc de montrer que, si v € R™ est tel que
Vi€ I(@), (Vgi(a),v) < 0 et, Vjed, (Vh(a)v)=0

alors v € C. On considere v, = v + %E, ou ¥ est donné par les hypotheses. Alors

V) € J, (Vhse),ve) = (Vhy(@),) + 7 (Vhy(e),0 >= 0
et
1

Vi€ I(z), (Vgi(z),ve) = (Vgi(2), ) + &

(Vgi(z),0) < 0.

Donc vy, appartient & C. On en déduit que v appartient & C.
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1.3.7 Meéthode de résolution d’un probleme de minimisation

On résout un probleme de minimisation sous contraintes en quatre étapes
1. On montre a priori que le probleme admet une solution.

2. On cherche les points ou la contrainte n’est pas qualifiée. On appelle cet ensemble F;. En pratique,
on détermine ’ensemble des points ol on ne peut pas appliquer la proposition 1.3.7.

3. On cherche ensuite les points satisfaisant les conditions nécessaires de Kuhn & Tucker. On note
cette ensemble Es.

4. Si le probleme a une solution, le minimum appartient a £E; U F5. Un minimum est donc un point
de critéere minimal dans E; U Es.

Remarque : Lorsque le probleme est convexe, il suffit de trouver des points vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité pour pouvoir conclure a I'existence d’un minimum.

1.4 Problémes convexes et dualité

On consideére le probleme (P)

(P)  min f(z)

rzeK

ot K ={x e R"| g1(z) <0,...,g(x) <0}. On suppose que les applications f, ¢g1,...,g; sont convexes
et de classe C!.

1.4.1 Une condition de qualification de la contrainte

Proposition 1.4.1. On suppose que Uintérieur de K est non vide. Alors la contrainte K est qualifiée.

Preuve. Fixons xo un point a lintérieur de K. Soit  un point du bord de K, et posons v = (zo — x). Le vecteur
v est non nul car zo appartient & l'intérieur de K. Comme la contrainte g; est convexe, on a, pour tout ¢ € I(x),

(Vgi(z),v) < gi(xo) —gi(z) < Ocargi(z)=0.

Donc la contrainte est qualifiée d’apres la proposition 1.2.1. O

1.4.2 Le théoreme de Kuhn & Tucker exprimé en termes de Lagrangien

11 est habituel d’introduire le lagrangien du probleme. Le lagrangien est une application L de R™ x R!
dans R définie par

l
L(z,A) = f(z) + A g(z) = f(z) + Z Aigi(z) -

Le théoréeme de Kuhn & Tucker s’écrit alors

Théoréme 1.4.1. Si un point x* est un minimum du probleme P et si K est qualifiée en x*, alors il
existe \* € Rl_,_ avec
i) (A)Tg(z*)=0 condition d’exclusion
{ 1) VgL(z*,A\*) =0 condition nécessaire
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1.4.3 Les conditions nécessaires sont suffisantes

Lemme 1.4.1. Soit F: R™ — R une application conveze de classe C'. Le point x* est un minimum de
F sur R™, si et seulement si, VF(z*) = 0.

Preuve. Dans un sens, c’est évident. Supposons que VF(z*) = 0. Alors, pour tout  de R", on a
F(zx)— F(z") > (VF(z"),z —z")
car F est convexe. Or VF(z*) = 0 par hypothese. Donc z* est un minimum de F. O

Théoréme 1.4.2. Sila contrainte est qualifiée, tout point vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité
est un minimum du probleme (P).

Preuve. Soit x* vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité. Alors il existe \* € Rﬂ_ tel que

i) (A\)Tg(xz*) =0  condition d’exclusion
1) VeL(z*,A\*) =0  condition nécessaire

L’égalité (ii) signifie que =™ est un minimum de la fonction x — L(x, A*). On a donc
Vy € R", L(y,\") > L(z",\")
Or
L(z",\") = f(z") + \) T g(@”) = f(a")

grace a la condition d’exclusion. De plus, pour tout y € K,

L(y,\") = f(y) + (X)) 9(y) < ()
car A} >0 et gi(y) <0, c’est-d-dire (A\*)Tg(y) < 0. On peut déduire des trois relations précédentes que

f@®) =L(" A7) < Ly, A") < f(y)

pour tout y € K. Donc z* est bien un minimum du probléme (P). O

1.4.4 Le théoréme de dualité

Théoréme 1.4.3. On suppose que la contrainte est qualifiée et que le probléme (P) admet au moins une

solution. Alors
min f(xz) = sup inf L(xz,\) = inf sup L(xz, A
min f(z) Aeﬂgwew (z, ) £€R")\€H§+ (z, )

De plus, le probléme SUPjer!, infern L(z, ) a au moins une solution \* et le probléme inf,egn L(x, \*)
a une solution x* qui est solution du probléme (P).

Attention : le résultat est faux si f ou un des g; est non convexe. Exemple :

Le probléeme

est appelé probléme dual de (P).

Remarque : Le probléme dual - quand il est connu - est souvent plus simple a résoudre numériquement
que le probléeme primal (c.f. si dessous).
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Preuve du théoréme. 1. Rappelons que 'inégalité ci-dessous est toujours vraie :

Lemme 1.4.2. Soit L une fonction de deuz variables x et A. Alors

inf sup L(z,\) > sup inf L(x, A
reX Ael/j\ (@,2) 2 Ae/Piﬂ”GX (@)

(c.f. exercice 77)
2. Comme le probleme P admet au moins une solution z*, et que, par hypothese la contrainte est qualifiée en
tout point, il existe A* € RY. tel que
i) (A)Tg(z*) =0  condition d’exclusion
14) VeL(z*,A\*) =0  condition nécessaire
D’autre part, les fonctions f, g1,...,q; étant convexes et les \; positifs, le lagrangien du probleme est

convexe. Donc la condition nécessaire Vi L(z",A*) = 0 est suffisante au sens ot z* est un minimum de
L(-,A™). On en déduit que

sup inf L(z,A) > inf L(z,\") = L(z",\")

1 xER™ x€R™
A€R+

l
L") = f@@") + ) _Ngi(a") = f(=")
i=1
grace aux conditions d’exclusion. Donc

L") = i (o) < s B

4. Montrons maintenant que

sup L(z,\) = { f(@) S}IGK
AGRQ 400  sinon

En effet, six € K
f(z) = L(z,0) < sup L(z,)\) = f(z) +Z)\igi(x) < f(z)

1
A6R+

car, pour tout 4, A;g;(x) < 0. Donc on optimise l’expression en prenant \; = 0. Si x ¢ K, il existe iy tel que
gio (z) > 0. Alors, on peut construire la suite (A*));, de R' définie par

)\(_k):{ 0 sii#io

k  sinon
On a
sup L(z, ) > sup L(z, \*) = sup(f(z) + kgi, (x)) = 400
A€RY k k
5. Donc finalement
infiegrn SUPegl, L(z,\) = infrex SUD)egl, L(z,\)
= infxeK f(x)
L(z*, \")

IA I

SUP e, infrern L(x, )

Or l'inégalité inverse est donnée par le lemme 1.4.2. D’otu le resultat.

1.5 Meéthodes numériques

Dans cette partie, nous discutons rapidement de quelques méthodes de résolution numérique pour les
problémes d’optimisation sous contraintes. Soulignons que nous nous intéressons ici a des problemes non
linéaires et sans structure particuliere. En particulier, cette partie ne survole que rapidement [’algorithme
du simplezxe, qui permet de traiter tres efficacement le cas de criteres affines avec contraintes affines.
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1.5.1 Projection sur un ensemble convexe fermé

Soit K un fermé de R™. On appelle projection d’un point y ¢ K sur K tout point z € K réalisant le
minimum du probleme

: _ 2
min [z —y|

Proposition 1.5.1. Si K est un convexe fermé, alors il existe une seule projection g (y) de y sur K.
Le point i (y) est le seul élément de K satisfaisant l'inégalité

Vze K, (y—1Ilk(y),z —Ilx(y)) < 0.

De plus, Uapplication y — Ik (y) est contractante au sens ot

Y(y1,y2) € R" x R", [Tk (y1) — Tk (y2) || < [lyr — w2l

Preuyve. Comme la fonction 2 — ||z — y||? est strictement convexe, le minimum est unique. Montrons que TTx (y)
vérifie la relation énoncée. En effet, pour tout z € K, le point tz + (1 — t)IIx (y) appartient a K si t € [0, 1]. Donc

ly = Tk (W)I* < lly = (tz + (1 = Ok )I* = Iy = Lx @) = 260y — Tk (y), 2 = Lk (y)) + 7]}z = Tk ()|

Si on retranche ||y — Ik (y)||2 des deux c6tés, que I'on divise par t > 0 et que I'on fait tendre ¢ vers 07, on obtient

I’inégalité désirée :
(y — Ik (y), 2 —Hk(y)) <0
Réciproquement, montrons que si un point x € K vérifie I'inégalité :
VzeK, (y—xz,z—x) <0
alors = Ik (y). En effet
2
[

Ve K, lly =2l —lly—al* = lly—z+o -z —ly—z|* =2y —z,2 = 2) + e —2|* 2 0

Finalement, vérifions que 'opérateur Ilx est contractant. On a
(y1 = Mk (y1), Mk (y2) — Tk (y1)) <0

et
(Y2 — Uk (y2), Ui (y1) — Uk (y2)) <0

On additionne pour obtenir
(1 —y2 — (k(y1) — Mk (y2)), i (y2) — M (y1)) <0
c’est-a-dire
Ik (y2) = M (y)lI* < Cyr = w23 T (1) = e (y2)) < llyn = ol (1) — T (2)

En divisant par ||IIx (y2) — IIx (y1)|| on obtient 'inégalité désirée. O

1.5.2 Le gradient projeté

Soient K un convexe fermé de R” et f : R® — R une application convexe de classe C'. L’algorithme
du gradient projeté a la structure suivante : ALGORITHME DU GRADIENT PROJETE :

— on se donne un paramétre strictement positif p et on initialise avec un 2° € K

~ a l’étape k, on remet & jour x* en posant zFt1 = g (a8 — pV f(2*))

Théoréme 1.5.1. On suppose que f est une fonction elliptique, avec pour constante d’ellipticité o > 0
et que Vf est M—Lipschitzienne. On suppose que p €0, %[ Alors Ualgorithme du gradient projeté
converge, au sens ot xj converge vers la solution x* du probléeme.

Remarques :

1. Sous les hypotheses du théoréme, le minimum est unique.
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2. L’algorithme du gradient projeté est difficile a mettre en oeuvre dans le cas général, car le calcul
de la projection est souvent aussi difficile que le probléme initial. Cependant, cet algorithme peut
étre utilisé pour des contraintes “simples”, de la forme z < 0.

Preuve. Soit x* 'unique minimum du probléme. Le lemme suivant est le point clé de la démonstration. Nous en
donnons la preuve plus loin.

Lemme 1.5.1. Sous les hypothéses du théoréme, on a, pour touty € K,
(Vi) = VI )y —2") > ally—z|*.

De plus,
Mk (z* — pVf(z")) =" .

On a par définition de zxy1,
e HK(mk _ pr(xk)) ot

Or lapplication IIx est contractante, et z* = Ik (z* — pV f(z*)) d’apreés le lemme. Donc
(2" = pV f(zx)) = (" = pV f ("))

<
< ot e |? = 200" — &, Vf(ar) - V@) + 2V F(¥) - V)
< (1-20ap+ M*P)a* — o |

o+t — e

car ||V f(z®) — Vf(x*)|| < M|z"® — z*|| et f est a—elliptique. Or, par hypothése, —2ap + M?p? est strictement
y P P
compris entre 0 et 1. D’ou
la* — 2% [1* < (1 = 2ap + M?p*)* |2 — 2" |?

avec (1 — 2ap + Mp?)* qui tend vers 0. Donc (z¥) converge vers z*. Preuve du lemme : Soit

o(t) = (Vfty+ (1 —t)a"),y —a")
Alors
¢/(t) = (Hesss(ty + (1 — )" )(y —a"), (y —2")) > ally — ="
par hypothese d’ellipticité. Donc, en intégrant entre O et 1,
¢(1) = $(0) > ally — «™||?

c’est-a-dire,
(Vfy) = Vf("),y—a*) > ally—="|
On a démontré 'inégalité désirée. Comme z* est un minimum de f sur K, on a, pour tout y € K et tout t € [0,1] :
f(A=t)z" +ty) — f(z") > 0
Divisant cette inégalité par t et en faisant tendre ¢ vers 0 donne

(Vf@"),y—a") =0

Donc
Vy € K, ((z" = pVf(z")) —a",y—2") <0

et la proposition 1.5.1 implique que z* — pV f(z*) a pour projection z* sur K. O

1.5.3 Algorithme d’Uzawa : contraintes d’égalité affines

On cherche a résoudre le probleme suivant :

min f(z)

Cax=d
ol f est une fonction convexe de classe C', C est une matrice m x n et d est un vecteur de R™. On sait
que le probléeme dual est

(D) max d(})
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d(\) = min fx) + \T(Cx —d)

L’idée de l’algorithme d’Uzawa est d’appliquer (au moins formellement) I’algorithme du gradient & la
fonction d. Il faut donc savoir calculer Vd. Il se trouve que d n’est pas toujours dérivable. Cependant,
lorsque d est dérivable, on peut calculer explicitement sa dérivée :

Lemme 1.5.2. Supposons que d soit différentiable en un point \y, et que xg soit un minimum du probleme

min f(z) + A\ (Cz —d) .

TER™
Alors
Vd()\o) = OJEQ —d.

Remarques :

1. Il y a, en général, un lien trés fort entre I'unicité du minimum du probléme min, L(z, \o), et la
différentiabilité de la fonction d en Ag.

2. Mentionnons par exemple que, si la fonction f est elliptique, alors la fonction d est différentiable
en tout point.

Preuve. En effet, pour tout v € RY, pour tout h € R, on a
d(Xo 4+ hv) < L(zo, Ao 4+ hv) = f(z0) + A§ (Cxo — d) + hv” (Czo — d)

Donc
d(Xo + hv) — d(Xo) > " (Cxo — d)

Si on divise cette égalité par h > 0, et que I'on fait tendre h vers 01, on obtient (puisqu’on a supposé d
différentiable)
(Vd(Xo),v) > v (Czo — d)

tandis que, si I’on fait la méme opération avec h < 0, et que ’on fait tendre h vers 0™, on obtient
(Vd(Xo),v) < v (Cxo—d)
Donc (Vd(Xo),v) = vT (Cxo — d). Cette égalité étant vraie pour tout vecteur v, on a bien prouvé que
Vd(Xo) = Cxo —d .
O

L’algorithme d’Uzawa n’est alors rien d’autre que l'algorithme du gradient appliqué au probléeme dual :
ALGORITHME D’'UZAWA :

— on se donne un paramétre strictement positif p et on initialise avec un \° € R™
— a létape k, (i) on résoud le probléme (sans contrainte)

min f(z) + (\")"(Cz — d)

Soit % une solution de ce probléme, (ii) on remet a jour \¥ en posant \¥T1 = \F + p(Cx* — d)

Théoréme 1.5.2. On suppose que [ est une fonction elliptique, avec pour constante d’ellipticité o > 0.
On suppose que p €]0, ”é%[ Alors Ualgorithme d’Uzawa converge au sens ot x* converge vers le minimum

x* du probléeme. Si, de plus, la matrice C est de rang m, alors \¥ converge vers le multiplicateur associé
A

Remarque : Sous les hypotheses du théoreme, le minimum est unique.
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Preuve. Soit z* la solution du probléme, et \* un multiplicateur associé. On a donc

{ (i) Cz*=d
(i5) Vf(@*)+CTA\* =0

Les conditions d’optimalité satisfaites par z* sont
Vi) +CT =0
En soustrayant (ii) & 1’égalité précédente, on obtient
Vi@E") = Vi) +CT O = ) =0

)\k+1

D’autre part, par définition de ,on a

ML = \F X\ 4 p(C2F — d)
Ne— A pC (2P — %)

grace & (i). En prenant le carré de la norme des deux membres de cette derniere égalité, on obtient

[ARF — X2 [N = X127 + 2p(\F — X", C(a* — 27)) + p*(|C (=" — 7)|?

H/\: — )\*||z + 2p(C’T()\: — %), zk — m;‘> + p2||C(:§k - x;)HQ )
= AT = X[]F = 2p(Vf(z") = Vf(z"),z" — ") + p~||C(z" — 27|
<IN =X = p(2a = plIC)P) [ — 2*|?

On a utilisé successivement le fait que
V(") = V@) =-CT(\" =),

que f est elliptique, et que
k )12 2.k _
IC@" —z")[” < (ICI7||=" — 27|

Comme, par hypothése, 2a — p||C||? est strictement positif, on en déduit que la suite | \¥ — A*||? est décroissante.
Puisqu’elle est minorée, elle est convergente. En particulier

A = X2 — AR — a2

tend vers 0. Or on a
p(2a — pl|CIP) 2" — 2|2 < IAF = X2 = AT = 272

Comme p(2c — p||C||?) est strictement positif, on peut conclure & la convergence de (z*) vers z*. Montrons enfin

que, si C' est de rang m, alors \* converge vers A\*. Comme H)\k — X\*||? est convergente, on peut en déduire que
’
la suite (A\*) est bornée. Considérons une sous-suite (A\*') convergente vers une limite A\. Comme

Vi) +cT F =0
on obtient, en passant a la limite
(1.3) Vi) +C0"A=0

Or C étant de rang m (c’est-a-dire surjective), on en déduit que CT est injective. Donc I’équation (1.3) a une
unique solution, A*. Donc A = A\*. En conclusion, toute sous-suite convergente de la suite bornée (A\*) converge
vers A\*. On peut donc conclure que (A\*) converge vers \*. O

1.5.4 Algorithme d’Uzawa : contraintes d’inégalité affines

On cherche maintenant & résoudre le probleme suivant :

min f(x

L f(z)
ol f est une fonction convexe de classe C' et C est une matrice [ x n, d est un vecteur de R' et
I'inégalité C'x < d signifie que toute composante du vecteur Cx est inférieure ou égale a la composante

correspondante du vecteur d :
Vi € {1,...,[}, (Cm)l =d; .
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Le probleme dual associé est

(D) maxd()

d(\) = min f(z) + A (Cx — d)
zER™
Bien noter que, maintenant, on a a résoudre un probleme avec contrainte A > 0. Nous avons vu
précédemment que 'algorithme d’Uzawa, pour les contraintes d’égalité affines, correspondait a un algo-
rithme du gradient sur le probleme dual. Comme, ici, le probléme dual est un probleme avec contraintes,
il faudra appliquer un algorithme de gradient projeté. Appelons II la projection sur 'orthant positif Rﬁ_ :

0 siA; <0
(A = { A; sinon

L’algorithme d’Uzawa devient alors : ALGORITHME D’UZAWA :

— on se donne un paramétre positif p et on initialise avec un \° € ]Rﬂ_
— a létape k, (i) on résoud le probléme (sans contrainte)

min f(z) + (\")T(Cz — d)
ESING
Soit ¥ une solution de ce probleme, (i) on remet @ jour \F en posant N¥T1 = II(\F + p(Cx* — d))
On a le méme résultat de convergence que précédemment :

Théoréme 1.5.3. On suppose que [ est une fonction elliptique, avec pour constante d’ellipticité o > 0.
On suppose que p €]0, ”éﬁ[ Alors Ualgorithme d’Uzawa converge au sens ot x* converge vers le minimum
x* du probléeme. Si, de plus, la matrice C est de rang m, alors \¥ converge vers le multiplicateur associé
A

Remarques :
— Sous les hypotheses du théoréme, le minimum est unique.

— La démonstration de ce résultat est identique a celle du théoreme 1.5.2. En effet, 'opérateur de
projection vérifie I'inégalité
[T(A1) — (A2l < [[A = A2l

pour tout (A1, Xo) € RI x RL

1.5.5 Programmation linéaire

Cette courte partie (trés largement empruntée a louvrage de Ciarlet) est une introduction aux
problemes de programmation linéaire, c’est-a-dire des problemes d’optimisation sous contraintes avec
critere et contraintes affines.

Structure de I’ensemble des solutions

Soit C' une matrice de format m x n, a € R™ et d € R™. On considere le probleme

P min{a, x ou K :={z R, Cx=d}.

(P)  minfa.2) {r Ry )

On peut montrer que cette structure particuliere couvre un grand nombre de situations, puisque tout
probléeme avec critere et contraintes affines peut se mettre sous cette forme.

Définition 1.5.1. On dit qu’un point x de Uensemble K :=: {x € R}, Cx = d} est un sommet de K

(ou un point extrémal de K) si x # 0 et si, pour tout x',2%> € K et A €]0,1], si x = \a! + (1 — \)a?,

alors ' = 2? = x.
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Par exemple, les sommets du simplexe
n
A= {r=(21,...,7,) ER", sz =1},
i=1

sont les vecteurs de la base canonique de R".

Nous caractérisons maintenant les sommets de notre contrainte K. Pour un point © = (z1,...,2,) €
R%, on définit J*(x) = {j € {1,...,n}, x; > 0}. Notons aussi par Cj, pour j € {1,...,n}, la j—ieme
colonne de la matrice C. Notons que Cx = Z?=1 z;C;.

Théoréme 1.5.4. Un point x € K est un sommet de K, si et seulement si, la famille {C}}je = (z) est
libre.

Cela montre qu’il n’y a qu'un nombre fini de sommet, puisque, pour tout sous-ensemble de Iy de
{1,...,n} tel que la famille (C}) e s, est libre, il existe au plus un élément x € R tel que ZjeJo z;C5 = d.

Preuve. Supposons d’abord que la famille {C}} e +(y) est libre. Soient 2',z* € K et A €]0,1] tels que
x = Az! + (1 — X\)z%. Comme les coefficients $j1 et x? sont positifs, J*(z1) C J*(x) et J*(2?) C J*(x).

De plus,
d= Z ,’L‘jCj = Z ,’EJICJ = Z xij
i€J*(x) i€J*(x) i€J*(x)

Comme la famille {C;} ;¢ s+ () est libre, cela implique que 2} = 2% = x; pour tout j. Donc z

J
est un sommet de K.
Inversement, supposons que la famille {C;};c j«(,) est liée et montrons que z ne peut pas étre un
sommet de K. Il existe jo € J*(x) et des coefficients (j) e« @)\ (o} tels que Cjo =3 c 1w (o1 405

L=g2etx

Pour § > 0 a choisir plus loin, on définit alors %% et %~ par

0 sij ¢ J*(x)
0% = xzjtoa; sije J(x)\{jo}
Z o + 1) Sij = jo

Si § > 0 est suffisamment petit, on a 25% € R et, par définition des coefficient (o) on a également que
Cxd* =d, ie., 2%* € K. De plus x = (2T + 2%7)/2 ce qui montre que z n’est pas un sommet. O

Théoréme 1.5.5. Si le probléme (P) admet un minimum, alors soit 0 soit un sommet de K est un point
de minimum du probléme (P).

Il se peut que plusieurs sommets soient des minima. Attention, noter que le probléme n’admet pas
toujours de minimum. Une propriété particuliere de la programmation linéaire est que dans ce cas,
Pinfimum est égal a —oo. Cette propriété est une conséquence du lemme de Farkas et ne sera pas montrée
ici.

Preuve. Soit z un point de minimum de (P) pour lequel le cardinal de J*(x) est minimal. Si J*(z) = 0,
alors x = 0 et on a fini. Sinon, supposons que x n’est pas un sommet de K. Alors la famille {C} }je]*(x)
est lide. Il existe jo € J*(z) et des coefficients () cr+(x)\(jo1 tels que Cj, = ZjeJ*(gﬂ)\{jo} o;C;. Pour
§ > 0 & choisir plus loin, on définit comme pour la preuve du théoreme 1.5.4 z%F et 2%~ par

0 sijé J*(x)
5% = z;+0a; sijeJ*(x)\{jo}
Tjo F 4 sij = Jo

Comme, pour ¢ > 0 petit, 1 et 2%~ sont encore des éléments de K, et comme z est un minimum du
probléme (P), on doit avoir la, %% — x) = —(a, 2%~ — z) = 0. Donc 2T et 2%~ sont aussi des minima
de P pour tout § tel que z%* et 2%~ sont des éléments de K. Soit § le plus grand réel pour lequel 2%+
et 2%~ sont tous deux dans K. Alors forcément il existe un indice j € J(x) tel que a:?-"“ =0ou z?’_ =0,
car sinon on pourrait encore augmenter §. Supposons pour fixer les idées que cela arrive pour 2%%. Alors
2% est appartient & K, est un minimum du probléme (P) et le cardinal de J*(x%%) est strictement
inférieur & celui de J*(z). Cela contredit la définition de x. O
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L’intérét du théoreme 1.5.5 est de réduire la recherche du minimum aux sommets de ’ensemble K,
c’est-a-dire & un nombre fini de points. L’algorithme du simplexe (de Dantzig) explique qu’il est possible
d’effectuer une énumération intelligente de ces sommets.

L’algorithme du simplexe

On considére toujours le probleme (P) défini dans la partie précédente et on suppose que la matrice
C est de rang m. Ceci implique qu’il y a plus d’inconnues que de contraintes : m < n, ce qui est le plus
souvent le cas. Nous supposerons également pour simplifier la discussion que tous les sommets de K sont
non dégénérés, ce qui signifie que, pour tout sommet = de K, le cardinal de J*(z) est exactement m.
Dans ce cas, la famille (C});ec+(») forme une base de R™ (et pas seulement une famille libre). On dit
alors que (C});jes+(x) est la base associée au sommet .

Le principe de lalgorithme du simplexe est de parcourir des sommets de K (et donc des bases, de K)
en faisant diminuer & chaque étape le critere.

Expliquons une étape de I’algorithme : soit  un sommet avec une base associée (Cj);c j= (). L'objectif
est de remplacer un des vecteurs de la base par un vecteur hors de la base, ce qui définira le sommet
suivant. Soit C} un vecteur hors base (i.e., k ¢ J*(z)). Il existe un unique m—uplet de coefficients (aé’?)

tels que Cy = ZjeJ oz;?C'j. Pour 6 > 0, on considere alors les points 259 = (xf"s) de la forme
0 sij ¢ J*(x)U{k}
x?"s =K T — 504? sije J*(z)
1) sij=k
Notons que
D a0 =60, + Y (w;— 0080y =D 2,05 =
J jeJ JjeJ

Dongc, le point 5% est encore dans K pourvu que ses coordonnées restent positives. Notons que c’est le
cas pour § > 0 petit.
Calculons I’évolution du critére entre x et x

(a, " *56%—204%

JjeJ

kS .

Comme ¢ est positif, le critére diminuera strictement si ag — > jed Jaj < 0.
Proposition 1.5.2. Une et une seule des trois alternatives suivantes a lieu :
(A) Soit pour tout k ¢ J, ay — 3¢ ; afa,j > 0. Nous verrons qu’alors x est un minimum de (P).
(B) Soit il existe au moins un indice k tel que ar — ZjeJ a?aj <0et a;? < 0 pour tout j € J. Alors
il est clair que Uinfimum du probléme (P) est —
(C) Soit il existe au moins un indice k tel que ay — deJ ]a] < 0 et au moins un indice a >0
pour tout j € J. Alors on prendra le plus grand réel § > 0 tel que x*° est encore dans K. Alors
il existe j € J*(x) tel que x; — da¥ = 0. On remarque facilement que xk"s est alors un sommet, et
j que : q q
que la nouvelle base associée & x*9 est (Cj)jer+(@)ufkP\{}-
Sous les conditions énoncées ci-dessus, ’algorithme converge en temps fini puisqu’a chaque étape, le
critere diminue strictement et qu’il n’y a un nombre fini de sommets.

Preuve de (A). Le seul point & vérifier dans lanalyse ci-dessus est le (A). Supposons que, pour tout
k¢ J, ar— ZJEJ ak jaj > 0 et montrons que z est un minimum du probleme. Soit y € K. Alors

Cy= Zka’k = Z (Z oz?yk.)Cj =d=Czx= Z z;Cj.
k jeJ*(z) k JEJ* ()
Comme les (C}) e +(y) forment une famille libre, cela implique que ), a;?yk = x; pour tout j € J*(x).

Alors
(a,y) Zakyk - Z a;T; = Z(ak - Z a?aj)yk > 0.

jeJ*(z) k JjeJ* ()

Donc x est un minimum. O
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1.5.6 Autres méthodes

On se contente de citer ici quelques méthodes numériques. Pour les détails, les preuves de convergence,
etc.., voir par exemple les ouvrages de Minoux ou de Culioli.

Méthodes de pénalité

— Les méthodes de pénalisations exterieures concernent des problemes tres généraux de la forme

(P)  min f(z)

rzeK
avec
K ={ze€R", gi(x)<0,i€l, hj(x) =0, jeJ}
oul ={1,...,1} indexe les contraintes d’inégalité et J = {1,..., m} indexe les contraintes d’égalité.

Les fonctions g; et h; sont toutes supposées de classe C! de R” dans R. On approxime (par exemple)
ce probleme par le probleme sans contrainte

l m

: 1 2 2

P mip 1)+ ¢ | Dl + Yol
ou [t]+ = max{0,t}. La pénalisation est dite extérieure car on s’attend & ce que loptimum Z. du
probleéme (P.) ne vérifie pas la contrainte z. € K.

— Les méthodes de pénalisation intérieure ne concernent que des probléemes avec contraintes
d’inégalité, ¢’est-a-dire que J = ). On définit

Q={zeR"|gi(x)<0,iel}

Le probléme pénalisé prend alors (par exemple) la forme suivante

l
> logyg; (x)]
i=1

Notez que s'il existe un optimum au probleéme pénalisé, alors celui-ci appartient a 'intérieur de la
contrainte K.
Ces méthodes sont difficiles & mettre en oeuvre pour obtenir des résultats précis, car, quand € > 0 est
“petit”, la pénalisation rend les algorithmes de recherche tres instables. Cependant, on peut se servir de
ces méthodes pour obtenir un résultat approché a partir duquel on peut démarrer un algorithme plus fin.

(P) min f(z) +e

Méthode de Frank et Wolfe

Elle concerne des problemes de la forme

(P) , min_ f(x)

;
Ax=b, >0

ou f est différentiable, mais pas nécessairement convexe. On remplace le probléeme non linéaire (P) par une
suite de problemes de programmation linéaire. Supposons construits k points x1, ...,z (les k premiéres
itérations de l’algorithme). Soit y; un minimum du probléme

P min  (Vf(z;),

(Pe) , min_ (Vf(x).9)
On choisit z;11 de fagon & minimiser f sur le segment [z, yx]. Si on suppose que f est coercive, ou que la
contrainte est bornée, alors on peut montrer que la suite x; converge vers un point vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité du probleme (P).
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Approximation du systéeme de Kuhn & Tucker

Une méthode d’approximation possible est de chercher les points vérifiant le systeme de conditions
nécessaires de Kuhn & Tucker. Voir par exemple [Minoux, p. 219]

1.6 Conditions du second ordre

1.6.1 Une condition nécessaire du second ordre

On suppose que K est de la forme :
K={zeR"|Viel, gi(x) <0etVjeJ, hj(x) =0},

avec maintenant g; et h; de classe c2.

Posons
Ve e K, C(x) ={v € Tk(x) | (Vf(x),v) =0} .

Remarquons que, si la contrainte est qualifiée au point z, 'ensemble C(x) a pour expression :
- Vi€ I(x), (Vgi(x),v) <0,
V€ K, Clr) = {UGTK(I) | VjeJ, (Vhj(z),v) =0et (Vf(z),v)=0 [~

Pour tout x de K, on pose aussi
Aw) = { o) eRExRm | A2 06t L@ A ) =0,
’ VigI(x), \y=0 '

Notons que A(z) est non vide si et seulement si x vérifie les conditions nécessaires d’optimalité du premier
ordre. Dans ce cas, A(z) est I’ensemble de tous les multiplicateurs de Lagrange associés au point z.

Théoréme 1.6.1 (Conditions nécessaires d’ordre 2). Si x est un minimum local de f sur K et si K est

qualifiée en x, alors
Vo € Cla) FL o) > 0
v x ma —(x v,V )
) (A,u)ej\((ac) (9932 y Ay 1)U, =

Remarque : Il n’est pas vrai en général que la matrice symmétrique g%(x, A, 1) soit positive méme
lorsque les multiplicateurs sont uniques. Par exemple, on montre facilement que la fonction (dans R?)
f(x,y) = —2y admet un minimum global sur K = {(z,y) € R? |2z +y <2, 2 > 0,y > 0} au point (1, 1).
Les multiplicateurs sont ici uniques, et égaux a (1,0,0). Or L(z,y, A1, A2, A3) = —zy + M(z+y—1) —
A2 — Mgy, et donc ,

0°L 0 1
a(x,y)2<1’1’1’0’0) - ( Lo ) :

Cependant, on a C(1,1) = {(v1,v2) € R? | v1 + v3 = 0}, et la restriction de la forme quadratique

associée a la matrice %(1, 1,1,0,0) au sous-espace vectoriel C(1,1) est positive. C’est précisément
ce que dit le théoreme.

1.6.2 Preuve de la condition nécessaire d’ordre 2

La preuve du théoreme 1.6.1 est assez longue et nécessite plusieurs étapes. Elle suit d’assez pres la
démonstration des conditions du premier ordre.

Introduisons d’abord la notion de cone tangent du second ordre :
Vo € R", Vv € Tk (z), TE(2z,v) = {w € R" | 3t — 01, Jwp — v avec x + tpv + tiwy € K} .

On affirme que
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Lemme 1.6.1 (Condition d’Euler du second ordre). Supposons que f posséde un minimum sur K au
point x. Alors

Yo € C(z), Yw € T (z,v), (Vf(z),w) + %(Hessf(x)v,w >0.

Preuve. En effet, par définition, pour tout v € C(z) et w € T2 (z,v), il existe une suite t; — 0T et une
suite w, — w telles que = + txv + tiwk € K. Donc

f(@) < flz + tyo + twr) = f(2) + t1(Vf(2),0) + E(VF (@), w) + %<H655f($)vav>) +o(t}) .
Or (Vf(x),v) =0 car v € C(z). Donc I'inégalité ci-dessus implique que
BV S (@), w) + 3 (Hess(e)o,0)) +o(f) > 0.

On divise alors cette inégalité par ¢, et on fait tendre k — +o0o pour obtenir le résultat désiré. O

Comme dans le cas du théoreme de Kuhn et Tucker, pour exploiter la condition d’Euler, il faut étre
capable de calculer I'ensemble T2 (z). C’est 'objet du lemme suivant, que 'on admettra :

Lemme 1.6.2. Posons, pour tout v € Tk (x),
IP(z,v) ={ic{1,...,1} | gi(x) =0 et (Vgi(x),v) =0} .

Si la contrainte K est qualifiée en x, alors

i\T), W LiHess,. (x)v,v 7 2(r. v
Té<x,v>={weRn| (Vgi(a),w) + L(H gy,<>7>sov61(,)}

(Vhj(z),w) + 3 (Hessy, (x)v,v) =0Vj € J

Preuve du théoréme 1.6.1. Pour démontrer la condition nécessaire d’ordre 2, il reste & exploiter la condi-
tion d’Euler et la caractérisation de T2 (z).
Pour cela, on considere le probleme linéaire suivant :

min  F(w) ot F(w)=(Vf(x),w)+ %(Hessf(x)v,w .

weTE (z,v)

Comme, pour tout w € T2 (z), F(w) > 0 (cf. la premiere étape), une propriété bien connue des systemes
linéaires affirme que ce probléeme admet au moins une solution. Par conséquent, on peut utiliser les
méthodes de dualité : notons L le lagrangien de ce probleme :

L(w, A1) = F(w) + e 10y ANi({Vgi(w), w) + 5 (Hessg, (2)v,v))
+ 2 ey 15 ((Vhy(x), w) + 5(Hessy, ()v,v)) .

Notons que I'application L£(-, A, 1) est affine. Si elle admet un minimum sur R", cela signifie donc qu’elle
est constante et que

g—i(~7)\,u) =Vf(x)+ Z AiVgi(x) + Zuthj(:v) =0.

i€l(z) jeJ

Dong, si L(-, A, ) admet un minimum sur R”, alors (A, u) € A(z) et L(w, A, ), qui ne dépend pas de w,
vaut

L(w, A\ p) = 5 |(Hessp(z)v,v) + Dicr(x) NilHessg (x)v,v) + 30 ¢ 1 (Hessp, (x)v, v)}
2
355 (A, v, v)

Inversement, il est clair que si (A, u) € A(z), alors £ est constante.
Au contraire, si (A, u) ¢ A(z), alors la fonction affine £(-, A, ) n’admet pas de minimum sur R", et
son infimum sur R™ est égal a —oo.
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Nous venons donc de montrer que

<1327{;($7 A ,U)’U, 'U> si (/\, ,LL) S A(J:)
-0 sinon

N

S0 = inf L) = {

Le théoreme de dualité affirme alors que

= 1 > .
)\rggb’xﬂé()\,u) min  F(w) >0

weTZ (z,v)

Or 52
1,0%L
ax S\ ) = o iax {2 @A nw,v) .

Par conséquent, nous avons bien montré que

92L
“(z,\ > 0.
(A,Mr)rgm,vﬁaxz (z, A, p)v,v) >

1.6.3 Condition suffisante du second ordre

Comme pour les problémes sans contraintes, il suffit de renforcer légerement les conditions nécessaires
d’ordre 2 pour obtenir une condition suffisante.

Théoréme 1.6.2. Soit x un point de K ou la contrainte est qualifiée. On suppose que les conditions
du premier ordre sont satisfaites en x : Uensemble A(x) n'est pas vide. Si de plus il existe une constante
a > 0 telle que

0*L

- )\ > 2
omax (ggz @A mv,v) = avll®,

Vv e C(x),

alors f posséde un minimum local strict sur K en x.

Remarque : On rencontre fréquemment la condition suivante dans la littérature :
2
“g’il existe (A, p) € A(x) tel que la matrice gxé (x, A\, p) est définie positive, alors f posséde un minimum
local sur K en x.”
Cette condition, qui est beaucoup plus simple que celle donnée dans le théoreme, est cependant tres

éloignée des conditions nécessaires du second ordre.

1.7 Optimisation de portefeuilles financiers

(Source : Quintard-Pinon, THEORIE FINANCIERE, Economica)

1.7.1 Description du modele

On s’intéresse a une économie composée de n actifs financiers, caractérisés par leur taux de rendement
aléatoire ;. L’espérance du rendement de lactif ¢ est notée 7;. La matrice de covariance Q = (g;;)» des
variables aléatoires r; est définie par

V(Za]) € {17 sy n}27 dij = E((Tl - 772')(7']' - ﬁ)) .
On rappelle que la matrice Q) est symétrique et positive.

Un portefeuille w est une combinaison d’actifs, w = . w;r; ot les w; sont des réels tels que ), w; = 1.
Le réel w; est la part de 'actif ¢ dans le portefeuille w. En général, les w; sont positifs. Cependant, on
considerera fréquemment le cas ol w; est négatif : cela correspondra a une vente a découvert sur lactif i.
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Le rendement moyen du portefeuille w est l'espérance w = E(w) de cette variable aléatoire. Son

expression est
n n
E(w) = ZwiE(n) = Zwirﬁ- .
i=1 1=1
Le risque est modélisé par la variance du portefeuille,
Var(w) =E((w —w)?) .

Un calcul rapide montre que

n n
Var(w) = Z Z WiW;Gij
i=1 j=1
Une question générale en finance est d’optimiser le rendement moyen E(w) du portefeuille w pour
un niveau de risque Var(w) donné, ou de minimiser le risque Var(w) pour un rendement moyen E(w)
donné. Nous allons voir qu’en général, il existe plusieurs portefeuilles dits efficients, qui sont optimaux
au sens ol ils proposent un bon compromis entre le rendement moyen et le risque.
On appelle! portefeuille efficient un portefeuille w tel que tout portefeuille w’ ayant un rendement
moyen meilleur que w a un risque supérieur a celui de w : mathématiquement, cela s’écrit

w est efficient < si E(w') > E(w) alors Var(w') > Var(w)

1.7.2 Formalisation du probleme

Dans toute la suite, on note W et R les matrices colonnes de terme général (w;), et (r;)n. Le por-
tefeuille w s’exprime alors matriciellement comme w = WTR = RTW. Le fait que >, wp = 1 écrit

matriciellement comme
dwi=1e W=1
i

ou 1 est la matrice colonne de R™ de coordonnées identiquement égales a 1.
En ces termes, 'espérance du portefeuille s’écrit

E(w)=WTR=R W,

ot R = (7), et sa variance

Var(w) = WIQW = (W,QW) .

Exercice 1.8. Montrer que chercher un portefeuille efficient de rendement moyen donné r revient a
chercher une solution au probleme

(Py1) min wrQw
wT1=1
WTR > r

si on autorise les ventes a découvert. Si I’on n’autorise pas ces ventes a découvert, montrer que le probleme
a résoudre devient
(P2) min wrQw
wT1=1
WTR >r
W >0

Reste a déterminer
1. ¢’1l existe des solutions au probléme ci-dessus (sous quelles hypotheses ?)

2. comment caractériser ces solutions ?

1. Il existe plusieurs définitions de portefeuilles efficients. Elles sont toutes plus ou moins équivalentes.



1.7. OPTIMISATION DE PORTEFEUILLES FINANCIERS 39

3. comment les calculer ?

Exercice 1.9. Montrer si ) est définie positive et si les contraintes sont non vides alors les problémes
précédents (P;) et (P2) ont chacun une unique solution.

Exercice 1.10. Montrer que 'hypothese ) définie positive implique I'absence de portefeuille sans risque,
c’est-a-dire de variance nulle.

Dans toute la suite, on supposera que @ est définie positive.

1.7.3 Le portefeuille de variance minimale

On cherche d’abord le portefeuille de risque minimal (sans se soucier du rendement moyen). Cela
revient a minimiser

(P3) min WTQW
WT1=1

Exercice 1.11. Montrer qu'il existe un unique portefeuille de risque minimal. Montrer que ce portefeuille
est efficient, et qu’il n’existe pas de portefeuille efficient de rendement moyen plus faible.

Exercice 1.12. Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité du probleme (P3). Déterminer la solution
optimale.

Exercice 1.13. Montrer que le portefeuille de variance minimale est corrélé positivement avec tout autre
portefeuille.

1.7.4 Caractérisation des portefeuilles efficients

Exercice 1.14. Quels sont les rendements moyens possibles d’un portefeuille efficient
1. quand tous les actifs ont méme rendement moyen,

2. quand au moins deux des actifs ont des rendements moyens différents, et que 1’on autorise les ventes
a découvert.

Dans cette partie, afin de simplifier les calculs, on autorise les ventes a découvert.

Exercice 1.15. Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité du probleme (P;). Expliquer pourquoi elles
sont suffisantes. Montrer que, si le rendement moyen r est supérieur au rendement moyen du portefeuille
de risque minimum, alors la contrainte W7 R > r est saturée.

Exercice 1.16. Calculer le portefeuille efficient de rendement moyen 7 en fonction des matrices Q, d et

DO\] T
d* etD— —
1 RT

(on supposera la matrice DQ~'DT inversible).

Exercice 1.17. Déduire de 'exercice précédent que, si I'on connait deux portefeuilles efficients wy et
wq, de rendement moyen r; et ro (r; # ra), on peut calculer tous les portefeuilles efficients comme
combinaison affine de ces portefeuilles. En d’autre termes, si w est un portefeuille efficient, il existe A € R
tel que

w=Awy + (1 — Nwy .

Exercice 1.18. Démontrer le théoreme de Roll : Soit w un portefeuille de rendement moyen strictement
supérieur a celui du portefeuille de risque minimal. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que
w soit efficient est que sa covariance avec tout autre portefeuille w’ soit une fonction affine du rendement
moyen du portefeuille w’.

Exercice 1.19. Montrer que si 'on dessine la courbe (o(w), E(w)) dans le plan (o, r) lorsque w parcourt
tous les portefeuilles efficients, on obtient une portion d’hyperbole. Cette courbe est appelée frontiere
efficiente. Commenter.
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Exercice 1.20. On considere deux actifs risqués dont les taux de rendements aléatoires 1 et ro possedent
comme matrice de covariance

et comme espérance

1. Calculer le portefeuille de risque minimal.

2. Calculer tous les portefeuilles efficients.

3. Calculer la variance v(r) du portefeuille efficient de rendement moyen r. Dessiner la frontiere effi-
ciente.

Exercice 1.21. On considere trois actifs risqués dont les taux de rendements aléatoires ry, ro et r3
possedent comme matrice de covariance

Q

I
(=R )
[ NS
N = O

et comme espérance
0.4
R=| 08
0.8
1. Calculer le portefeuille de risque minimal.

2. Montrer qu'un portefeuille de rendement moyen 0,8 ne contient pas d’actif 1. Montrer que le
portefeuille efficient de rendement moyen 0,8 n’est pas composé d’un unique actif de rendement
moyen 0, 8.

3. Calculer le portefeuille efficient de rendement moyen 0, 8.

4. En déduire tous les portefeuilles efficients.
Exercice 1.22. On consideére n actifs risqués r;, de méme espérance 7, et de variance o2. On suppose
que les actifs r; sont décorrélés, c’est-a-dire que ¢;; = 0 si i # j.

1. Montrer qu’il n’y a qu’un portefeuille efficient.

2. Le calculer. Pourquoi n’est-il pas constitué que de 'actif de risque minimum ?

1.7.5 Le probleme avec un actif sans risque
On suppose qu'un des actifs, noté rg, est sans risque, c’est-a-dire que
Var(ro) =0, Covar(rg,r;) =0Vie {1,...,n} .

Noter que rg est une variable aléatoire constante (c’est-a-dire qu’elle n’est pas aléatoire).
Un portefeuille efficient de rendement moyen 7 est un portefeuille minimisant le probleme

min wTow
wo + W'l =1
woTo + WTR =T

ou W est la matrice colonne des (w;)i=1,...n, €t wo est la part d’actif sans risque dans le portefeuille.
On peut remarquer que, méme si la matrice @ est définie positive, le probleme est dégénéré car wy
n’intervient pas dans le critere.
On suppose dans toute la suite que 7y < 7; pour tout 4.

Exercice 1.23. Montrer qu’il suffit de trouver un portefeuille w vérifiant les conditions nécessaires
d’optimalité pour conclure que le probleme admet une solution, et que w en particulier est une solution.
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Exercice 1.24. Calculer le portefeuille efficient de rendement moyen r en fonction des matrices @, d, d’

et D ou
_ 1 ’_ —To o 17
(D) () en- (5

(on supposera toujours la matrice DQ~! DT inversible).

Exercice 1.25. On dessine la courbe (o(w), E(w)) lorsque w parcourt l’ensemble des portefeuilles effi-
cients. Montrer que cette courbe est une droite passant par (0,7¢). Montrer que cette droite est tangente
a la courbe tracée dans la partie précédente.

Le point de contact entre cette droite et la courbe de la partie précédente est appelé portefeuille de
marché. La droite elle-méme s’appelle droite du marché des capitaux.

Exercice 1.26. On se donne deux actifs risqué r; et ry. Les matrices d’espérance et de covariance

associées sont
3 0 — 3
o= (5 2) 7= (3)

On suppose que 'actif sans risque a pour rendement ry = 1.

1. On fixe wy. Trouver le portefeuille w = w(r, wp) de risque minimum et de rendement moyen 7.

2. Trouver le portefeuille efficient w(r) de rendement moyen r en minimisant par rapport a wg la
variance du portefeuille w(r, wp).

3. Dessiner la droite du marché des capitaux.

4. Mémes questions si I’on n’autorise pas les ventes a découvert.
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1.8 Tableau des conditions nécessaires d’optimalité

Contraintes Conditions de qualification Conditions nécessaires
h(z) =0 Vh(z*)#0 I\ € R avec
Vi(z*)+AVh(z*) =0
hi(z) =0,...,hpn(x) =0 {Vhi(z*),...,Vhpy(z*)} (A1, ..., Am) € R™ avec
famille libre Vf(@*) + 32, A Vh(z*) =0
g(x) <0 Vg(x*) #0siglz*) =0 I\ € Ry avec
Vf(a*) + AVg(a) = 0
et Ag(z*) =0
g(z) <0, Jxg avec g(zo) <0 3X € R} avec
g convexe Vi(@*) 4+ AVg(z*) =0
et Ag(z*) =0
g1(z) <0,...,91(x) <0 Jv € R" avec (A1, ..., \) € R, avec
Vi e In(xz*), (Vgi(z*),v) < 0 | Vf(z*)+>, \Vgi(z*)=0
et 2 Aigi(z™) =0
g1(z) <0,...,qi1(x) <0, dzp € R™ avec (A1, ..., \) € RY avec
gi convexes Viel, gi(zg) < 0 V@) +>, AVgi(z*) =0
et 30, Mgi(a*) = 0
g1(z) <0,...,q1(x) <0, | {Vhi(z*),..., Vhy(z*)} libre, INeRY, FueR™
hi(z) =0,...,hpn(x) =0 Jv € R™ avec avec
VjeJ, (Vh;(z*),v) =0 V() + >, \Vgi(z*)
et Vi € Ip(z*), —I—Zj,uthj(x*) =0
(Vgi(z*),v) < 0 et >, Aigi(z*) =0
gl(l‘) <0,... >gl(x) <0,
hi(z)=0,...,hp(z)=0 idem
g; et h; affines

Dans ce tableau, les fonctions f, g; et h; sont toutes des applications de classe C! de R™ dans R. On

a noté

I={1,...;0}, J={1,...,m}et Iy(z) ={i € I | gi(x) = 0}




Chapitre 2

Programmation dynamique

Ce chapitre est une courte introduction au controle optimal. La théorie du controle s’intéresse aux
systémes dynamiques dépendant d’un parametre (appelé contrdle ou bien commande) sur lequel on peut
agir pour, par exemple, amener la position du systeme d’un point a un autre. En controle optimal,
on cherche a agir sur la commande du systéeme dynamique de fagon & optimiser un critére donné. Les
systémes dynamiques peuvent étre de différentes natures (en temps discret ou continu, avec ou sans
bruit, ...) et avoir différentes origines (mécaniques, électriques, chimiques, économiques,...). Par exemple
en finance mathématique, on modélise fréquemment d’évolution d’un portefeuille comme un systeme
dynamique stochastique sur lequel on agit (en temps discret ou continu) en vendant ou en achetant des
actifs financiers. Un autre exemple d’application en économie est la théorie des anticipations rationnelles,
qui fait largement appel au controle optimal (cf. la monographie de Lucas et Stokey [4] qui contient de
trés nombreux exemples économiques et traite également de la programmation markovienne, qui est hors
du champ de ce cours).

Dans la partie “Optimisation”, nous avons expliqué comment écrire les conditions nécessaires d’opti-
malité avec contraintes sur I’état. Nous verrons qu’il est également possible dans le cadre du calcul des
variations et du controle optimal d’écrire des conditions nécessaires d’optimalité : ce sont respectivement
les conditions d’Euler et le principe du maximum de Pontryagin.

Cependant, ces conditions nécessaires sont souvent difficiles a exploiter, et il vaut mieux mettre en
place une méthode d’énumération intelligente. Le principe de programmation dynamique explique com-
ment n’explorer qu’une partie de toutes les possibilités, tout en conservant I'optimalité.

De fagon un peu caricaturale, le principe de programmation dynamique affirme qu’un chemin optimal
entre deux points n’est constitué que de chemins optimaux. Autrement dit, si un chemin (C) est optimal
pour aller d’'un point A & un point B, et si un point C' appartient a (C), alors les sous-chemins de (C)
allant de A a C et de C' & B sont optimaux.

Nous explorerons ce principe en temps discret, puis en temps continu.

2.1 Problemes en temps discret
On considere un systéme dynamique discret
Tn41 :fn(znaun)v ’fl:(), 17 27"'5 N_la To=1T
ou les indices n € N désignent les instants (discrets), Uinstant final N € N* étant [’horizon du probléme,
T, est [’état du systéme a Uinstant n, u, est le contréle, c’est-a-dire la décision prise a U'instant n, f, est
la dynamique du probleme a 'instant n.
Nous supposerons que ’état du systéme vit dans un ensemble X fixé (i.e., z, € X pour tout n), le

contrdle a l'instant n dans un ensemble U, (u,, € U, pour tout n) et f,, : X x U, — X pour tout n. La
condition initiale Z € X du systeme est fixée.

43
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En général, dans un probleme de controle optimal discret, on cherche a minimiser un cout

N-1
min Ly(zn,un) + g(zn)
(un) =0
sur tous les choix possibles des parameétres ug,...,unx—1. La quantité L, (,,u,) est le codt courant &

Pinstant n, g étant le codt terminal : L, : X x U, - R, g: X - R.

On peut aussi parfois avoir affaire & des problémes en horizon infini (c’est-a-dire N = +00). Il n’y a
alors pas de paiement terminal et le probleme est généralement escompté par un taux d’escompte r €]0, 1]
(dont la signification est qu’un euro aujourd’hui vaut r euros demain) :

+oo
min » "Lz, uy)
(un) n—0
Note. En économie, on a plutot tendance a maximiser un profit : on se rameéne sans difficulté a ce cas
en se rappelant que max(...) = —min(—...).

2.1.1 Probléme en horizon fini

A priori, on ne s’intéresse dans le probléme de minimisation considéré plus haut qu’a la position initiale
Z qui est donnée. Pour mettre en oeuvre le principe de programmation dynamique, nous allons résoudre
un grand nombre de problémes (pour toutes les conditions initiales et en commengant & n’importe quel
instant).

Pour cela, définissons la fonction valeur du probléeme comme étant la quantité, pour tout z € X et
ne{0,...,N—1}

N-1
V(n,z) := inf Ly (xn,un) +g(xn)
(u”) n=n
ott I'infimum est pris sur les éléments (u,,) = (up,...,uny_1) de Uy x---xUn_1 et ot 'état (zn)nefn,..., N}

est défini par récurrence par

Tp =T
xn-i-l:fn(xn,un), n:ﬁ, 1, 2,..., N—l
La quantité qui nous intéresse est V (0, ).

Théoréme 2.1.1 (Programmation dynamique). Pour tout x € X etn €{0,...,N —1}, on a

V(n,z) = 1€n£ {La(z,u) + V(R +1, falz,u)}, V(N,z) = g(z).
u n
L’égalité ci-dessus porte le nom d’équation de Bellman.
Noter que le probleme dans le membre de droite de 1’égalité est en principe “plus simple” a résoudre
que le probléme initial, puisqu’il s’agit d’un probléme de minimisation standard. Pour calculer V (0, zo),
on résout par induction rétrograde les problemes :

V(N -1,2) = inf {Ly_1(z,u)+g(fn-1(z,u))} Vo € X,

ueUn_1

V(N -=2,2)= inf {Ly_ao(x,u)+ V(N -1, fyv_o(z,u)} Vo € X,

ueUn_2

V(0,2) = inf (Lo(w,u) + V(1 fo(z,u))} Vo e X.

Preuve du théoréme 2.1.1. Posons

W (i, x) := ulen(i {La(z,u) + V(R +1, falz,u))}.



2.1. PROBLEMES EN TEMPS DISCRET 45

On veut montrer que W = V.
Soit € > 0 et (uy)n>7 un contréle e—optimal pour V (7, x). Alors

V(n,z)+e w(@nsun) + 9(an) = Laz,un) + Y Lot un) + g(an)

? DAV 4L faleun) = WA )

MZ

=3

>

puisque 41 = fr(x,usn). Comme € est arbitraire, cela montre que V> W.
Inversement, soit u; € U, e—optimal pour W(n, z) :

W(n,z) +e€> La(z,un) + V(0 + 1, fal(z,ua)).

Soit également (uy)n>n+1 €—optimal pour V(7 + 1, fa(z,uz)) :

N-1
V(’FL + 17fﬁ($7ur‘1)) +e> Z Ln(xnvun) +g(xN)'

n=n-+1
Définissons alors le controle
N Up SIN=T"n
Uy 1= . _
U, sin>n-+1

et notons (Z,,) la solution associée issue de  en temps 7. Notons que & = =, £r11 = fa(z,us) et &, = z,
pour n > 7. + 1. Alors

N-1 N—
V(’fL7.T) < Ln (Enyun +g($N) = Z xnyun +g(xN)
n=n
< Lp(z,un)+ V(R + 1, falz,un)) +e < W(n x)—|—26
Comme € est arbitraire, cela montre que V' < W et conclut la preuve. O

Un des principaux intéréts de la fonction valeur est de permettre le calcul des solutions optimales.
Supposons que, pour tout (n,z) € {0,..., N —1} x X, il existe v’ (z) un “feedback optimal”, i.e. vérifiant

Ln(@, up (@) + V(nt L fo(@, un(2))) = f {Ly(z,u) +V(n+1, fulz,u))}-

Enongons des conditions garantissant I’existence d’un tel feedback optimal : supposons que les U, et
X sont des ensembles métriques, que les U, sont compacts et que les fonctions f, : X x U, — X,
L, : X xU, > Ret g: X — R sont continues. Nous vérifierons plus bas qu’alors x — V(n,z) est
continue pour tout n. Dans ce cas, 'application u — L, (z,u) + V(n + 1, f,(z,u)) est continue sur U,
(pour tout = € X) et, comme U, est compact, a donc un minimum u () sur U,.

Expliquons maintenant la terminologie de “feedback optimal” :

Proposition 2.1.1. Soit T une position initiale fizée. Si on définit par récurrence les suites () et (ZTy,)
par

Ty =T, Up = Uy (Zp), Tpt1 = fn(Zn, Un),

alors la suite (4,) est optimale pour le probléme de contréle discret :

N-1
V(0,z) = Z Ln(Zn,un) + 9(ZN).
n=0
Preuve. Montrons par récurrence que, pour tout i € {0,..., N},

n—1
V(0,2) = Ln(Zn, tn) + V(R, Tn).
n=0



46 CHAPITRE 2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Cette relation est clairement vraie pour 7 = 0. Supposons-la pour un certain n. En utilisant d’abord la
programmation dynamique puis le choix de u*, on a

V(n,Zn) = inf {Lp(Zn,w) + V(0 +1, fa(@n,w)} = La(Za,ul(Z,) + V(i + 1, fa(Za, vl (z)))

u€Us
ou uk(xs) = Un et fr(Za,ul(xs)) = Zat1. On utilise alors 'hypothese de récurrence pour obtenir :
n—1 n—1
V(0,2) = Y La(Znn) + V(0. 25) = > Ln(Zn, tin) + Lo (Zn, n) + V(2 + 1, Zas)
n=0 n=0
n
= ) Lo(@n,0n) + V(R + 1, Tns1),
n=0
ce qui est la relation au rang i + 1. Par récurrence on en déduit le résultat pour tout 7 € {0,..., N}. En

particulier, pour 7 = N, on a V (i, Z5) = g(Tn) et donc

N—-1
V(0,z) = Z Ly (Zn, n) + g(Tn),

n=0
ce qui prouve l'optimalité de (). O
Reste a vérifier la continuité de V :

Proposition 2.1.2. Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout n € {0, ..., N—1} Uapplication x — V (n, x)
est continue.

Preuve. Cela se montre (par exemple) par récurrence descendante, en utilisant le principe de program-
mation dynamique. La continuité pour n = N est vraie par hypothese, puisque V(N,z) = g(x) avec g
continue.

Supposons la continuité de V(n + 1,-) et montrons celle de V'(n,-). Par programmation dynamique,
on a

V<n7 T) = uienlﬁn {Ln(x7 u) + V(n +1, fn(x,u))} :

Or l'application (x,u) = L, (x,u)+V (n+1, f,(x,u)) est continue puisque la continuité de L,, et f,, figure
dans nos hypotheses et que V(n 4 1,-) est continue par hypotheése de récurrence. L’ensemble U,, étant

compact, cela implique la continuité de V'(n,-) par un résultat classique évoqué ci-dessous (cf. Exercice
2.1). O

Exercice 2.1. Soit X et U deux ensembles métriques et U un compact. On suppose que I'application
h: X x U — R est continue. Montrer que ’application marginale
h(zx) := min h(z,u
() = mip bz, u)

est continue sur X. Montrer par un contre-exemple que le résultat n’est pas toujours vrai lorsque U n’est
pas compact.

2.1.2 Probléme en horizon infini

On suppose ici que 'ensemble de controle U est indépendant du temps, que le cotlit courant L :
X x U — R est borné et indépendant du temps, et que le taux d’intérét r vérifie : r €]0, 1[. Pour tout
T € X, on pose
+oo
V(z) = inf rL(xp, uy),
(@ = int 3 1" Ll u,)

n=0

o I'infimum est pris sur les éléments (u,)nen de U et ol 'état (2, )nen est défini par récurrence par

To =212
Tnt1 = f(Tn, Un), neN
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+oo
Noter que la somme Z r" L(xy,, uy) est bien convergente car L est bornée et r €]0, 1.

n=0

Théoréme 2.1.2 (Programmation dynamique). Pour tout x € X, on a
(2.1) Vi) = inf {L(e,w) +rV(f(zu)}

L’égalité ci-dessus porte le nom d’équation de Bellman.

Contrairement au cas de I'horizon fini, la relation de programmation dynamique décrite ci-dessus ne
permet pas un calcul explicite direct de la fonction valeur, puisque V apparait a gauche et a droite de
I’égalité. Cependant, nous expliquons plus bas que V' est “I'unique solution” de cette équation implicite,
ce qui peut fournir des schémas de calcul numérique pour V.

Preuve du théoreme 2.1.2. La démonstration est tres proche de celle des problemes a horizon fini. La
seule différence repose sur la fagon dont on élimine la variable temporelle. Posons

W(z) = ulrelfU {L(z,u) +rV(f(z,u))}.

On veut prouver que W = V.
Soit € > 0 et (u,) un contrdle e—optimal pour V(z). Alors

+oo oo
V(z)+e > Zr"L(acn,un) = L(x,uo)—l—Zr"L(xn,un)
n=0 oo n=1
= L(z,uo) +7 Y r"L(Tni1,tns1) > Lz, ue) + 1V (f(2,u0)) > W)
n=0

(on a utilisé le fait que la trajectoire (x,41)n>0 vérifie effectivement la relation de récurrence car f ne
dépend pas de n). Cela prouve que V(z) > W(x).

Inversement, soit u € U e—optimal pour W (x), (u,) e—optimal pour V(f(z,u)) et (z,) la trajectoire
associée issue de f(z,u). On définit le contrdle (i, )n>0 par

N u sin=0
Uy, 1= .
" Upr1 Sin>1

et on note (Z,)n>0 la trajectoire associée issue de z. Alors &1 = f(Zo,%0) = f(z,u) = zo et donc,
par récurrence, f,11 = T, pour tout n > 0 (on utilise encore le fait que f ne dépend pas de n). Par
conséquent,

+oo
W(z)+ (1+7)e > Liz,u)+rV(f(,u) +re > L(do,do) +7 Y _ " Lxn, un)
+oo +oo =0
= L(fo, ) + Y _r" ' Lidng1,tin1) = Y 1" Lldn,dn) > V()
n=0 n=0
D’ou W(z) > V(z), ce qui conclut la preuve. O

La relation (2.1) caractérise la fonction valeur, au moins dans certains cadres. Pour expliquer cela,

posons
[Llloo == sup |L(z,u)
(z,u)eX XU
et définissons B(X) comme l’ensemble des applications bornées de X dans R. On rappelle que B(X),
muni de la norme
|l == sup |h(z)|  Vh e BX)
rzeX
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est un espace de Banach. Définissons opérateur (non linéaire) T : B(X) — B(X) par

T(h)(z) := Jrelrfj {L(z,u) +rh(f(x,u))} Vh € B(X).

Notons qu’en effet T'(h) € B(X) puisque, pour tout z € X,
T(h)(@)| < inf {|L(z, w)| + rlh(f(z, w)]} < [|Llloo + 7] oo

Done [[T(h)]loc < [[Ll[co + rl[lloc et T(R) € B(X).
Théoréme 2.1.3. L’opérateur T est contractant dans B(X) :
IT(h) = T(W)llsc <7l = hllee  Vh,h" € B(X),
et la fonction valeur V' est son unique point fixze dans B(X).
Preuve. Remarquons d’abord que, lorsque L est bornée, V' I'est aussi avec

Ml
— 11—

Voo < D~ r"IL]Ios

n=0

Le théoreme 2.1.2 implique que V est un point fixe de T'.
Il reste juste a vérifier que T est contractant, car alors il possede un unique point fixe. Soient h,h’ €
B(X) et z € X. Pour tout w € U on a

L(z,u) +rh(f(x,u)) < L(z,u) + rh' (f(z,uw)) + 7| — h/co-
En prenant I'inf par rapport & u a gauche et a droite, on obtient :
T(h)(w) = inf {Lw,u) +rh(f(z,u)}
Inf {L(z,u) + 0 (f(2,w)} +r|h = hlloe = T() (@) + 7B = hlloc.

IN

On en déduit que

T(h)(x) = T(h)(x) < vl = hllo-
En inversant les roles de h et A’ on obtient de méme

T(W)(z) = T(h)(z) < r||h" = h|s.
D’ou

T(h)(x) = T(W')(x)| < rllh" = Al
En prenant le sup en = € X on obtient finalement

1T (h) = T(W)]loo < [P = hllsc,

ce qui prouve que T est une contraction puisque r €]0, 1[. O

La caractérisation précédente fournit un algorithme pour calculer la fonction valeur. Pour une fonction
ho € B(X) arbitraire, on définit par récurrence la suite de fonctions (hy) par hgi1 = T'(hy). Alors le
théoréeme du point fixe affirme que la suite (hy) converge dans B(X) (i.e. uniformément) vers la fonction
valeur V. Plus précisément

IV = hillso < 7V = holso vk € N.

Comme pour les problemes en horizon fini, la fonction valeur peut servir également a décrire les
feedbacks optimaux. Supposons pour cela que, pour tout x € X, il existe u*(z) € U un “feedback
optimal”, i.e. vérifiant

L(z,u*(2)) + 7V (f(z,u"(2))) = nf {L(z,u) +7V(f(z,))}.

On peut montrer que, si U et X sont des ensembles métriques, si U est compact et si les fonctions
f:XxU—=XetL:XxU—Retg: X — R sont continues, alors un tel feedback existe : en effet
la fonction valeur V' est alors continue, et la fonction continue v — L(z,u) + rV (f(z,u) admet donc un
minimum. La preuve de la continuité de V est dans ce cadre un peu plus délicate que dans le cas de
I’horizon fini, et est omise.
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Proposition 2.1.3. Soit T € X une condition initiale. Si on définit par récurrence les suites () et
(Zn) par
To =7, Up = U*(xn)a Tni1 = f(ffm ﬂn)a

alors la suite (u,) est optimale pour le probléme de contréle discret :

+oo
V(z) =Y r"L(Zy, ).
n=0

Preuve. Montrons par récurrence que, pour tout N € N,

(2.2) V(z) = z_: " L(Z, Un) + 17NV (Zx).

n=0

C’est clairement vrai pour N = 0. Supposons la relation vraie & un rang N et montrons-la pour N + 1.
Par programmation dynamique,

Viey) = f {L(@n,u) +rV(f(@y,w)} = LEy,w'(@y)) + 7V (f(@y, o (@n))
= L@y, un) +rV(f(Zn,un)).

On utilise alors I’hypothese de récurrence :

N-1 N-1

Viz) = Zr L(Zp, p) + NV (Zy) ZT"L T, tin) + VLN, an) + VTV (f(ZN, an))
n=0 n=0
N

= Y r"L(Zn, ) + VTV (@N0)

Donc la relation est vraie au rang N + 1 et, par récurrence, pour tout N.
Faisons maintenant tendre N vers +oo dans la relation (2.2). Comme V est borné et r appartient a
10, 1[, le terme (rNV(Zx)) tend vers 0 et (2.2) devient

= ir”L(imﬂn),
n=0

ce qui prouve l'optimalité de (). O

2.2 Calcul des variations

Le calcul des variations s’intéresse aux problemes de minimisation dans lesquels la variable a optimiser
est une fonction. Pour simplifier, nous ne considérerons ici que des problemes dans lesquels cette variable
est une fonction définie sur un intervalle.

2.2.1 Quelques exemples de calcul des variations

Probleme de la reine de Didon : C’est “historiquement” un des premiers problemes de calcul
des variations. Il s’agit de trouver la forme que doit prendre une bandelette souple (initialement en peau
de chevre), de longueur donnée L et attachée aux deux extrémités d’une plage, pour que la surface du
domaine délimité d’un co6té par la mer et de 'autre par la bandelette soit la plus grande possible.

Ce probleme se formalise de la fagon suivante : on suppose pour fixer les idées que la mer est I’ensemble
{(z,y) € R? | y < 0}, et que la bandelette est attachée aux points (0,0) et (1,0). On suppose aussi (mais
c’est une restriction) que la bandelette décrit le graphe d’une fonction z : [0,1] — R.

Le probléme revient alors & maximiser l'aire f(x fo t)dt sous la contrainte de longueur

= fo V14 ( )2dt = L. L’inconnue est ici la courbe z : [0,1] — R. Le critére a optimiser est
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f(z) tandis que la contrainte est g(z) = L.

Le probléme des géodésiques Etant donné une surface dans R? (la surface de la terre par exemple) et
deux points sur cette surface, on cherche le chemin le plus court sur cette surface reliant les deux points.
Si on note S cette surface, il s’agit donc de minimiser la longueur d’une courbe v : [0,1] — S dont les
extrémités sont les points donnés. Une telle courbe s’appelle une géodésique.

Le probleme de résistance minimale de Newton Il s’agit de trouver quelle doit étre la forme du
nez d’un obus de fit cylindrique, pour que celui-ci présente le moins de résistance possible & ’air. La
hauteur maximale du nez est fixée (car un nez de longeur “infini”—a la Pinocchio—serait optimal, car
de résistance nulle, mais assez difficile & manipuler).

Newton a trouvé la solution a cette question en faisant deux hypotheéses : I'une est que le nez doit
étre “convexe”’, c’est-a-dire que, si on représente le nez comme une fonction de deux variables = et y
au-dessus du fiit dont la base est ensemble Q = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1}, la fonction (z,y) — z(z,y)
doit étre concave. Cette hypothese, assez naturelle en pratique, permet le calcul de la résistance a lair :

/ dxdy
o 1+1IVa(z,y)|?

L’autre hypothese qu’a fait Newton est aussi trés naturelle : puisque le probleme est a symétrie radiale, on
peut penser que la solution est aussi radiale, i.e., z = z(\/22 + y?). En passant en coordonnées polaires,

la résistance a 1’air devient : )
pdp
J(z) = / __pdp
D=, THE0Pr

Le probléme consiste alors & minimiser J(z) sur ensemble des fonctions concaves z : [0,1] — [0, L].
Newton a calculé explicitement la solution et a montré—ce qui est assez surprenant—que cette solution
a “le bout du nez plat”, i.e., que la fonction z optimale doit étre constante au voisinage de l'origine.

Tout aussi surprenant, la solution de Newton est en fait fausse : en effet, I’hypothese que la solution
est radiale est erronnée, et on peut trouver des formes (non radiales, bien siir) qui ont une résistance
strictement inférieure a celle donnée par la solution de Newton. La forme de la solution optimale est
cependant un probleme toujours ouvert...

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Avant de commencer a parler de conditions nécessaires d’optimalité, nous devons rappeler comment
on dérive dans un espace de fonctions.
Différentiabilité

Soit X un espace vectoriel normé et f : X — R une application. On rappelle que f est (Fréchet)
différentiable en xq s'il existe une forme linéaire continue df (zg) : X — R telle que

fx) = f(wo) + df (wo) (2 — wo) + || — wole(x)

ott 'application € : X — R vérifie lim,_,,, €(x) = 0. De plus on dit que f est de classe C! sur X si f est
différentiable en tout point zg € X et si application xg — df (z¢) est continue de X dans X*, ot X* est
I’ensemble des formes linéaires continues de X dans R. On rappelle que X* est muni de la norme

IL|[lx-= sup [L(z)] VLeX".
zeX, ||lz]|<1

Le principal exemple que nous considérerons est le cas de l'espace vectoriel X = C1([0,1]; RY) des
applications x : [0,1] — RY de classe C!, muni de la norme

l|z|| = max |z(t)| + max |2/(t)] Vre X,
t€[0,1] t€[0,1]
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ott |y| désigne la norme euclidienne dans RY. Rappelons que X, muni de cette norme, est un espace de
Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.
Soit L : [0,1] x RY x RY — R une application continue et

f(a:):/o Lit,a(t), 2/ ()dt  Voc X .

Proposition 2.2.1. On suppose que L = L(t,z,p) est de classe C* sur [0,1] x RN x RN. Alors f est de
classe C! sur X et

(2.3)  df(xo)(v) = /0 (g—i(t,mo(t)wg(t)),v(t)) + <g—§(t,xo(t),x6(t)),v’(t)> dt  YweX, VapeX.

Preuve. Posons

L(v) = / <g§ (t,zo(t), zo(t)), v(t)) + <g—§(t,mo(t),xg(t)),v’(t)> dt  YweX.

Alors L est une forme linéaire continue sur X. Nous devons montrer que 1’application

1
) = Tzl

(f(z) = f(zo) = L(z — x0))
vérifie lim,_, ., e(x) = 0.

Pour cela, fixons 6 > 0 petit et montrons qu’il existe n > 0 tel que, si || — zg]] < n, on a |e(x)] < 0.
Notons d’abord que I'ensemble K = {(t,z¢(t),z(t)), t € [0,1]} est compact dans [0,1] x RY x RY car
x est de classe C! sur [0,1]. Comme L est de classe C!, sa différentielle est uniformément continue dans

un voisinage de K et donc il existe 7 > 0 tel que, pour tout (y,z) € RY x RY, et pour tout t € [0,1] tel
que |y — xo(t)] + [z — 2((t)] < n, on a:

[L(t9,2) = Lt (), 2h(2)) — (38, w0(8), 2h(0)),y — w0(8)) + (21,20 (8), 2h(1)), = — (1)
<(ly —xo(t)| + |2 — z((1)]) -

En particulier, si z € X est tel que ||z —z¢|| < 7, on a, pour tout ¢ € [0, 1], |z(t) —xo(¢)|+|2' (t) —x((E)| < 7,

et donc
Lt 2(t), 2" (1) = Lt a0(0),2(6)) — (35, 0() = wo()) + (3%, 2'(6) — ab (1))
< 6(|z(t) — mo(t)] + [2'(t) — z5(8)]) < dllz — zol|
o, pour simplifier la formule, on a écrit ‘g ala place de L(t,20(t), 2)(1)) et BL ala place de 2 E L(t,zo(t), 2)(1)).
On déduit de I'inégalité triangulaire que
|f(z) — f(x0) — L(x — 20)]
1

<k ‘L(t,x(t), /(1)) = L(t, 2o (t), 2 (1)) — (GE, (1) — xo(t)) + (GE, &/ (t) — (1)) | dt

< Oz — @ol|
i.e., |e(z)| < 4. Nous avons donc montré que lim,_,,, e(x) = 0. Donc f est différentiable en tout point z
de X, et df (zo) est donnée par (2.3).

Reste & prouver que f est de classe C! sur X. Soit (,,) une suite d’éléments de X qui tend vers z € X

pour la norme || - ||. Alors la suite de fonctions continues (x,,) converge uniformément vers z tandis que la
suite de fonctions continues (z,) converge uniformément vers z’. On a, pour tout v € X avec |jv]| <1 :

Idf(xn)( ) df (z)(v))|

< o |95t mn(t), 2, (8) = BE(t,2(8), 2'(4))] [o(0)
—w%axamﬂﬁ» %@x@w@MWWNﬁ
< supyeqo, ) {35 (1 wn(0),4,(0) = GE (L 2(t), &' ()] + |35 (L wa(t), 2 (6) — ZE(ta(t), /()| }

ce qui tend vers 0 lorsque n — +oc puisque L est de classe C* et que (z,,) et (2,) convergent uniformément
vers x et z’ respectivement. O
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Problémes sans contrainte
Soient A, B € RY. On considere le probléme de minimisation sur I'espace X = C(0, 1;RY) :
. ! /
(P) rex. x(ofil,fq, w(l):B/o L(t,z(t), ' (t))dt .

Nous repoussons & plus tard la question de existence d’un minimum : celle-ci est assez délicate. Com-
mencons par étudier les conditions nécessaires d’optimalité.

Théoréme 2.2.1 (Equation d’Euler). Si L = L(t,x,p) est de classe C* sur [0,1] x RN x RN et si la
fonction x € X est un minimum du probléeme (P), alors la fonction t — %(t, x(t),2'(t)) est de classe C*
sur [0,1] et

d oL oL

(2.4) 7 a—p(t,x(t),x’(t)) = %(t,x(t),x’(t)) Vi e [0,1] .

La relation (2.4) s’appelle I’équation d’Euler (ou d’Euler-Lagrange) du probleme. On appelle extrémale
de (P) toute application z :]a,b[— R vérifiant I’équation (2.4) sur un intervalle (non vide) ]a, b|.

La preuve du théoreme repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 (Dubois-Raymond). Soit ¢ : [0,1] — RY une application continue. On suppose que, pour
tout v € C1([0,1]; RY) tel que v(0) = v(1) =0, on a fol ((t),v'(t))dt = 0. Alors la fonction ¢ est constante
sur [0,1].

Remarque : La réciproque est évidente : si ¢ est une constante, alors
1 1
[ (. @yit =6, [ v(0dt) = (0.0~ v(0) =0
0 0

Preuve du Lemme 2.2.1. Posons ¢ = fol o(s)ds et v(t) = fot #(s)ds — ct. Alors v est de classe C* sur [0, 1],
v(0) = v(1) = 0 et v'(t) = ¢(t) — c. Donc

/0 () — cfdt = / (6(t) — ¢,/ (£))dt = / (6(t), o' (1))dt — (c, / S (E)dt =0,

la premiére intégrale étant nulle par hypothese, la seconde d’apres la remarque ci-dessus. Comme ¢ —
@(t) — c est continue, on en déduit que ¢(t) = ¢ pour tout t € [0, 1]. O

Preuve du théoréme 2.2.1. Rappelons que X = C!([0,1];R") est muni de la norme

l|z|| = max |z(t)| + max |2/(t)] Vre X,
tel0,1] te[0,1]

ot |y| désigne la norme euclidienne dans R¥.

Soit v : [0,1] — R de classe C* sur [0, 1], tel que v(0) = v(1) = 0. Alors, pour tout A € R, x5 = z+ v
appartient & X et vérifie 25(0) = A et xx(1) = B. Par définition de x, 'application A — f(x)) a un
minimum en A = 0, et donc a une dérivée nulle en A = 0. Puisque f est différentiable (cf. la proposition

2.2.1) et que lapplication A — x est dérivable, de dérivée v, on déduit du théoréme de dérivation des
fonctions composées que

d
A F @) = A () (0) =0
D’apres la Proposition 2.2.1 on a

1
A @)(w) = [ (G ta(0).2'(0),00) + (G (tale). ' (0),/(0)
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Posons ¢4 (t) = g‘g—i(s,x(s),x'(s))ds et ¢(t) = —d1(t) + (%(t,x(t),x'(t)),v’(t)). Notons que ¢; est de
classe C! tandis que ¢ est continue. En faisant une intégration par partie, on obtient

1 1
0 0

[ a0 o0 = G, enti - [ o= [ owoa.

Donc
! / oL ’ ’ - ! ’
0= [ (o 0) + (G (0.2 O O) dt = [ (ol (0) e

Comme cette égalité est vraie pour tout v de classe C! tel que v(0) = v(1) = 0, on déduit du Lemme de
Dubois-Raymond que ¢ est constante.
Donc (%(t,m(t),x’(t)),v’(t» = ¢+ ¢1(t) est de classe C! et

d OL N iy — at (py . OL '
di gy b TB: (0),0(0) = 61(t) = 516 2(t),2'(1))

Lorsque le critere est convexe, ’équation d’Euler devient une condition suffisante d’optimalité :

Proposition 2.2.2. On suppose que L est de classe C' et que, pour tout t € [0,1], la fonction (x,p) —
L(t,x,p) est conveze. Si x € X vérifie "équation d’Euler (2.4), ainsi que les conditions au bord x(0) = A
et (1) = B, alors x est un minimum du probléme (P).

Preuve. Fixons y € X tel que y(0) = A et y(1) = B et vérifions que f(y) > f(z), ol

f(z)= /0 L(t, z(t),2'(t))dt Vze X.

Notons d’abord que f est convexe sur X puisque L 'est. Par conséquent 'application ¢ : R — R définie
par ¢(t) = f((1 — t)x + ty) est aussi convexe. Comme f est différentiable en tout point de X, ¢ est
dérivable sur R. Pour montrer que f(y) > f(z), il suffit de montrer que 0 est un minimum de ¢ et donc,
par convexité, de vérifier que ¢’'(0) = 0 : par théoréme des fonctions composées, on a

§0)=df(@)(y—2) = [y (%L, (y—x)(®)+ (%L, (y— ) (1)dt
= o (B (y—a)(t) + (—L 9L (y—w)(t) dt = 0

apres une intégration par parties. O

Comme nous allons le voir, ’équation d’Euler conduit le plus souvent a la résolution d’une équation
différentielle d’ordre 2.

Exemple 2.2.1 (Mouvement d’une particule soumise & gravitation). Le principe de Hamilton affirme
que le mouvement d’une particule de masse m > 0, de poids mg est régi par I’équation d’Euler pour
Iénergie

1
%/ & (D)2 — 2g(t) dt |
0

o z(t) € R est la hauteur de la particule et 2’ la vitesse de son déplacement vertical. L’équation d’Euler
s’écrit
ma” (t) = —mg vVt e [0,1] .

La solution obtenue est donc une parabole. Notons que la fonction L = L(z, p) = 2(|p|*—2gz) est convexe,

et donc toute solution de 1’équation ci-dessus est un minimum de (P) pour A = z(0) et B = z(1).
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Application aux géodésiques sur une surface de R3

On suppose quune surface S de R3 est donnée par une paramétrisation ® : U — R3, ot U est un
ouvert : § = ®(U). L’application ® est supposée réguliere (disons C*°), avec d®(x) est de rang 2 sur U.
Par exemple,

— la sphere de centre 0 et de rayon 1 est donnée (en coordonnées sphériques) par

D(p,0) = (cos(p) sin(h), sin(g) sin(d), cos(h)) (0,0) € R?.
— Le cylindre (en coordonnées cylindriques)

D(p,z) = (cos(¢),sin(p),2) () € R

Siz:[0,1] = U est une fonction différentiable, alors v(t) = ®(x(t)) est une courbe sur la surface, de

longueur
/m J[dt = /\cpox Ddt .

La distance géodésique entre deux point ®(A) et ®(B) de la variété (ot A, B € U) s’exprime alors par le
probléeme de minimisation suivant :

1
(2.5) min{/o |(®ox)(t)|dt | z € C([0,1];U), 2(0) = A, z(1) = B}

Ce probleme a un trés grand nombre de solutions puisque, si 6 : [0,1] — [0,1] est C!, avec &' > 0 et
6(0) =0, (1) =1, et si on note v = ® o x, alors

J(yo0) = /h IO (B)dt = J()

On a donc intérét a trouver une formulation réduisant ce nombre de solutions. Soit
1

(2.6) min {/ [(® o x)(t)]*dt | z € C*([0,1];U), x(0) = A, (1) = B}

0
Nous allons montrer que les problemes (2.5) et (2.6) sont intimement liés.
Lemme 2.2.2. On a

inf {fol (@ o) (t)|dt |z € CL([0,1];U), 2(0) = A, z(1) = B}
1
= inf { (fol (@ ox)’(t)|2dt) *lzecl([0,1;U), z(0) = A, x(1) = B}

et, si x est un minimum du probléme (2.6), alors x est un minimum du probléme (2.5). De plus, si x est
une extrémale pour (2.6), alors x est une extrémale pour (2.5), x est de classe C* sur [0,1] et

d
Sl@oa) )P =0,

Remarque : Inversement, il n’est pas vrai que, si « est un minimum pour le probleme (2.5), alors
2 est un minimum pour (2.6). Cela est vrai aprés renormalisation (cf. la preuve du Lemme).

On appelle géodésique toute extrémale de (2.6), i.e., toute solution de 1’équation d’Euler associée a
L(z,p) = [D(x)p|*.

Preuve. D’apres Cauchy-Schwarz on a

(2.7) /01 |(®ox) (t)|dt < (/01 |(<I>ox)/(t)|2dt>;
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pour tout x € C'([0,1]; U). Inversement, soit = € C'([0,1];U), avec z(0) = A et z(0) = B, et supposons
que z'(t) # 0. En fait cette hypotheése n’est pas restrictive car on peut montrer (mais nous ne le ferons
pas) que l'ensemble des x possédant cette propriété est dense dans C1([0,1];U). Posons v = ® o z et
s(t) = fot |7/ (7)|dr. Alors par hypothese s est une bijection de [0, 1] dans [0,a] (ot a = fol |/ (1)|dT > 0)
d’inverse 07 qui est de classe C'. Posons maintenant 6(¢) = 61 (t/a), qui est défini sur [0, 1]. Alors x1 = 206
vérifie z1(0) = 2(0) = A et 21(1) = 2(1) = B et

(@ ol =1(vob)| = @) =

/01 (@ 0 2)'(t)]dt = /01 (@ o) (t)]dt = (/01 |(‘I’Ow1)’(t)2dt)é

Cela montre I’égalité entre les infima.

Donc

De plus, (2.7) implique que, si  est un minimum de (2.6), alors  est un minimum de (2.5) puisque
les infimum coincident.

Supposons maintenant que x est extrémal pour (2.6). Posons L(x,p) = |D®(x)p|?>. Notons que L
est homogene de degré 2 en p, i.e., L(z, \p) = A\2L(z,p) pour tout A > 0. En dérivant cette égalité par
rapport a A en A = 1, on obtient

oL
(a—p(x,p),m = 2L(z,p) Y(z,p) € RN x RV .
Notons ensuite que G (z,p) = 2(D®(x))" D®(x)p, ol la matrice (D®(x))" DP(x) est inversible puisque
D®(z) est de rang 2. Comme t — %(x(t),x’(t)) est de classe C!, Papplication
1
t—2/(t) = (D))" DO(x)] "' = (x (1), 2/ (1))

lest aussi, i.e., x est de classe C2. Calculons maintenant
aL((t),2'(t)) = (3%, 2) + (G, a")

(4L oy 4 (SL o) (d’apres 'équation d’Euler)

x (z(t),2'(t)) (par homogénéité de L(zx,-))

D'ott 4 L(2(t),2’(t)) = 0. Enfin, comme z est extrémal pour (2.6), on a

d v, OL ,
£2(D<P(x)) ' = %(x,x)
et, comme t — L(x(t),z'(t)) est constante sur [0, 1],
dovL, 1 d T 1 oL, ., VL,
— r,2)= ————(D®(2)) ' 2 = ——— (v, ') = —(x,2") .
iy ) = S DR = o ) = T )
Donc z est extrémale pour (2.5). O

Le cas du cylindrique est particulierement simple & étudier : dans ce cas, si z(t) = (o(t), 2(t)), alors

(@ 0 2)'(£)]* = |(=sin(()¢' (£), cos((£) (1), 2/ ())* = (&' (1))* + (2'(£))* -

L’équation d’Euler est donc
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c’est-a-dire que les géodésiques du cylindre sont les mouvements a vitesse constante en ¢ et en z.

Dans le cas de la sphere, on a

L(va evpép’pQ) = (Sin(e))Q(pw)Q + (p9)2 .

Considerons deux points A = (p4,04) et B = (¢pp,0p). Quitte a effectuer une rotation, on peut supposer
que 94 = ¢p. L’équation d’Euler pour le probleme (2.6) dit que, si z(t) = (¢(t),0(t)) est une extrémale

du probléme, alors
{ (1) % ¢'(t)(sin(6(t)))? = 0
(i) g 0'(t) = (¢'(1))* sin(0(t)) cos(0(t))
De (i), on tire que ¢'(¢)(sin(6))? = c. Donc ¢ est monotone et, comme p(0) = 4 = ¢ = (1), on a
donc ¢ constant. Mais alors, (i4) dit que 6 a une vitesse constante. Les géodésiques sur la sphére sont
donc des portions de cercles.

Problémes avec une contrainte d’égalité

On travaille toujours dans 'ensemble X = C1(0,1;RY). Soit deux fonctions : f : X — R (le critere)
et g : X — R (la contrainte) de la forme

1 1
f(a) = / Lit.a(t)./(0)dt et g(x) = / M(t, (), (£))d

ott L, M :[0,1] x RY x RY — R sont continues. On étudie le probléme de minimisation sous contrainte :
©) min{f(z) | x € X, z(0) = A, z(1) = B, g(z) =0}

Théoréme 2.2.2. On suppose que L, M : [0,1] x RN x RV — R sont de classe C' et que x est un

minimum du probléme (C). S’il existe z € X tel que

(2.8) z(0)=2(1)=0 et dg(z)(z) #0,

alors il existe un multiplicateur A € R tel que l'application t — 8(LéripAM)(t, x(t), 2 (t)) est de classe C sur

[0,1] avec
d O(L+ M)

(29) o A 1), 1)) = 22

Remarque : la condition (2.8) n’est rien d’autre qu’'une condition de qualification de la contrainte
K={reX|zeX,z(0) = A, z(1) = B, glx) = 0}.

(t,z(t),2' (1)) vt e [0,1] .

Preuve du théoréme. Soit v € X tel que v(0) = v(1) = 0. Introduisons I’application ® : R? — R? définie
par
D(s,t) = (f(z+ sv+tz),9(z + sv+tz)) Y(s,t) € R?,

ol z est défini par (2.8). Alors de la proposition 2.2.1 et du théoréme de dérivation des fonctions composée
on déduit que @ est de classe C* sur R?. Nous affirmons que le jacobien de ® est nul en (0, 0). En effet, sinon,
le théoreme d’inversion local affirme qu’il existe deux ouverts O et (' de R? contenant respectivement
(0,0) et (f(x),0), tel que @ est un difféomorphisme de O dans O'. En particulier, pour ¢ > 0 petit,
le point (f(z) — €,0) appartient & O, et donc il existe (s,t) € O tel que ®(s,t) = (f(z) — €,0). Mais
alors la fonction y = = + sv + tz vérifie les contraintes y(0) = A et y(1) = B et g(y) = 0 et est telle
que f(y) = f(z) — e < f(z), ce qui contredit le fait que = est un minimum de (C). On en déduit que le
jacobien de ® doit étre nul en (0,0), i.e.,

df (z)(v)dg(z)(z) — df (z)(2)dg(z)v) = 0 .
En posant A\ = —% (ce qui est possible puisque dg(x)(z) # 0 par hypothese (2.8)), on a donc :
d(f —Ag)(x)(v) =0 Yo e X, v(0)=v(1)=0.

On peut alors conclure la démonstration comme pour le théoreme 2.2.1. O
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Exemple 2.2.2 (Probléme de la reine de Didon). Il s’agit de maximiser 'aire enclose sous le graphe de
la fonction x : [0, 1] — R sous la contrainte que ce graphe soit de longueur L et que z(0) = z(1) =0 :

max{/olx(t)dt | (0) = (1) =0 et /01 V14 (2/(t)2dt = L} :

Si on pose L(z,p) = —x et M(z,p) = /1 + p?, alors le probleéme est de la forme (C). Une extrémale x
de ce probleme doit vérifier, pour un certain A € R,

d Az (t) B
dt \/1+ (2'(t))?
Notons que A # 0. Apreés un petit calcul, on en déduit qu’il existe une constance ¢ € R telle que

(c—t)/A

-1 vtelo,1].

Z'(t) = NS vt e [0,1],
soit
(2.10) z(t) = A/1 = (c—1)2/X2 + cte

Comme z(0) = z(1) = 0, on doit avoir ¢ = 1/2. De plus, comme on cherche & maximiser fol x(t)dt,on a
intérét & avoir x(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 1], et donc z’(0) > 0. D’ott A > 0. Le graphe de z est donc une
portion de cercle de rayon A, centrée en (1/2,—4/A2 — 1/4). Comme on veut que le graphe de x soit de
longueur L, on a 2Asin(L/2)) = 1, ou 'angle L/2\ doit étre inférieur a w/2. Ce probléeme possede donc
une extrémale seulement si 1 < L < 7/2, extrémale donnée par (2.10) pour ¢ = 1/2 et A 'unique solution
de 2Asin(L/2)) =1 telle que L/2X < /2.

2.3 Controle optimal

Le controle optimal est une généralisation du calcul des variations tel que vu dans la partie précédente,
mais avec en plus une contrainte sur la dérivée de la fonction sur laquelle on minimise. Plus précisément,
on cherche & minimiser une quantité de la forme

T
| Ltta®.ue)) de+ glalr))
0

sous la contrainte que le couple (x(+),u(+)) vérifie 'équation différentielle ordinaire (EDO) :

{ (t) = f(t,z(t),u(t)), t € [0,7]
x(0) =z

Dans toute cette partie, nous supposons que U est un espace métrique compact, que f : [O7 T] x RY x
U — RY est globalement continue et uniformément Lipschitzienne par rapport a la variable d’espace :
3K > 0 tel que

1£ ¢tz w) = £ty w)| < Klle =yl Y(t,2,9,u) € 0,T) x RY x RY x U.

Nous supposons également que L : [0,7] x RV x U — R et g : R — R sont continues.

2.3.1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

En théorie du contrdle, il est rare que le controle u(-) soit continu en temps (il est souvent “bang-bang”,
c’est-a-dire constant par morceaux). C’est pourquoi on doit développer un résultat spécifique d’existence
et d’unicité de solution pour I’équation différentielle ordinaire (EDO).

Définissons pour cela le cadre fonctionnel. Rappelons que 'espace W1°°([0, T], R%) est ’ensemble des
primitives de fonction L*™. Cet espace coincide avec I’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 7]
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dans R?. Bien qu’on ne D'utilisera pas explicitement, il sera utile de garder en téte le fait qu'une fonction
lipschitienne est dérivable presque partout (théoréme de Rademacher). Cette dérivée p.p. coincide avec
la dérivée au sens des distributions.

Fixons tg € [0, T]. Un contréle en temps initial ¢y € [0, T'] est une application mesurable u : [tg, 7] — U.
Pour une position initiale (¢g,zo) € [0,7] x RY donnée on appelle solution de 1’équation différentielle
ordinaire (EDO)

(2.11) { if(g))zf(t,x(t),U(t)), t € [to, T]

x( xo

une application x € W1 ([to, T],RY) qui vérifie la relation @(t) = f(¢,z(t),u(t)) presque partout sur
[to, T] et la condition initiale z:(ty) = xg.

Théoréme 2.3.1 (Cauchy-Lipschitz). Pour toute position initiale (to,zo) € [0,T] x RN et pour tout
controle u : [to, T] — U, il existe une unique solution de ’EDO (2.11).

Idée de la preuve. C’est la méme que pour le théoreme de Cauchy-Lipschitz classique. Elle consiste a
montrer que I'application @ : C%([tg, T],RY) — C%([tg, T],RY) définie par

B(z)(?) :x0+/f F(s,2(s), us))ds

est contractante (pour la norme ||-|| ), et donc possede un unique point fixe (puisque 'espace C°([to, T], RY)
muni de la norme || - ||« est un espace complet). Cela est vrai pourvu que T' — tg soit suffisamment petit.
Notons que le point fixe z de ® est bien dans W1>° puisque primitive de la fonction mesurable et bornée
s = f(s,x(s),u(s)) (mais pas forcément continue, puisque u(-) ne I'est pas).

Pour T — tg grand, on “recolle” les bouts de solutions comme pour le théoreme de Cauchy-Lipschitz
usuel. .

Rappelons le théoreme de Cauchy-Peano, dont nous aurons besoin plus bas :

Théoréme 2.3.2 (de Cauchy-Peano). Soit F : [0,7] x RN — R une application continue & croissance
av plus linéaire : AM > 0,

IF(t2)| < ML+ [lzl)) V() €[0,T] x RY.
Alors ’EDO
‘I(t) :F(t,l‘(t)), te [thT]
z(0) = xo
posséde au moins une solution (qui est alors de classe C').

Remarque : il n’y a pas unicité de la solution en général.

2.3.2 Le principe du maximum de Pontryagin

Soit 2o € RY une condition initiale fixée. On considere le probléme de controle optimal :

int [ L(t.2(0).ult)) de -+ 9(a(T))

sous la contrainte que u : [0, 7] — U est mesurable et que z(-) est 'unique solution de 'EDO

{ z(t) = f(t,z(t),u(t)), t€10,7)
x(0) =z

On définit le Hamiltonien du systéeme H : [0,T] x RY x RN — R par

H(t,x,p) = 21618{_<p7f(t7$7u)> - L(t’m>u)}'

On suppose que H est de classe C1.
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Théoréme 2.3.3 (Principe du maximum). Si (z*,u*) est optimal dans le probléme ci-dessus, alors il
existe une application p* : [0,T] — RN de classe C* telle que le couple (x*,p*) vérifie le systéme

PO = -5 GO @), e
50 = D a0 (1), e 0T
#(0) = w0, p'(7) = 22 (a(1).

De plus
—(p* (1), f(t, 2" (t),u"(¢))) — L(t, 2" (t),u*(t)) = H(t,z*(t),p"(t))  t€[0,T].

La preuve de ce résultat est assez délicate : nous renvoyons le lecteur aux monographies de Cesari et
de Fleming-Rishel par exemple.
2.3.3 Le principe de programmation dynamique
Définissons la fonction valeur V' : [0, T] x RY — R par
T
(2.12) Vto,z0) i= inf / L(t, 2(t), u(t)) dt + g(a(T)
u(+) J¢g
sous la contrainte que le couple z(-) vérifie "TEDO
o) = f(t,x(t), u(t),  teto,T]
m(to) =X
Théoreme 2.3.4. On a, pour tout 0 <tg <ty <T,
t1
V(t, o) = ir(lf)/ L(t, 2(t), u(t)) dt + V (1, 2(t1))
u(-) Ji,
sous la contrainte que le couple (x(-),u(+)) vérifie équation différentielle
£L'(t) - f(tv Cﬂ(t),u(t)), te [t(),tl]
x(to) =T
Preuve. Appelons W (to, xo) la quantité
t1
W (to, o) := 11(1f) L(t,z(t),u(t)) dt + V(t1,x(t1))
u( - t[)

On veut montrer 1'égalité W = V.
Soit € > 0 et u(-) e—optimal pour V (g, o). Alors

t T
V(to,zo) — € > / L(t,z(t),u(t)) dt +/ L(t,z(t),u(t)) dt + g(z(T))

> /tl L(t, x(t), u(t)) dt + V(t1,2(t1))

puisque x(-)| est I'unique solution de 'EDO avec controle u(-)| et donnée initiale (¢1,x(¢1)). Donc

[t1,T] [t1,T]

V(to,x0) — € > / 1L(t,z(z‘),u(t)) dt +V(t1,z(t1)) > Wi(to,zo),

to

ce qui prouve I'inégalité V' > W car € est arbitraire.
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Inversement, soit € > 0 et (x1, u1) e—optimal pour W (¢g, zo). Choisissons également (x5, us) e—optimal
pour V (t1,21(t1)) et posons

(x(t),u(t)) = { (z1(t),u1(t)) sit € [to,t1]

(x2(t),uz(t)) sit€ltr,T)

Alors le couple z(-) est I'unique solution de 'EDO avec contréle u et donnée initiale (¢g,z¢). Donc

V(to,0) < / L(t, (), u(t)) dt + g(x(T))

t?:l T
- / Lit, 21 (t), wn (1)) dt + / L(t,25(t), us(t)) dt + ga>(T))

IN

t1
/ L(t,z1(t),u1(t)) dt + V(t1,21(t1)) + € (par définition de (z2,uz))
to

< Wi(to, o) + 2¢ (par définition de (x1,u1))

Cela montre que V(tg, z9) < W(to,xo) car € est arbitraire. D’olt I’égalité V = W. O

2.3.4 Lien avec les équations de Hamilton-Jacobi

Du fait du caracteére continu du temps, le principe de programmation dynamique peut sembler peu
utile : il n’est en effet plus question de résoudre la fonction valeur par induction rétrograde comme nous
I’avons fait en temps discret. L’intérét de la programmation dynamique est qu’elle permet de montrer
que la fonction valeur vérifie une équation aux dérivées partielles : I’équation de Hamilton-Jacobi. Pour
cela, rappelons que le Hamiltonien du systeme H : [0,T] x RY x RY — R est défini par

H(tvxap) = 328{_<paf(t7mau)> - L(taxvu)}'

Vu nos hypothéses de continuité sur f et L, 'application H est continue.

Théoréme 2.3.5. On suppose que la fonction valeur V. définie par (2.12) est de classe Ct sur |0, T[xRN
et CO sur [0,T] x RN. Alors V satisfait l’équation de Hamilton-Jacobi (HJ)

ov ov
{ S ta) + Hitw, 5o (62) =0 W(t,2) €0, TxRY
x
V(T,z) = g(x) Ve e RY

Le théoréme ci-dessus a une portée limitée, puisqu’il repose sur I’hypothese a priori que la fonction
valeur est assez réguliere (C1), ce qui est rarement le cas. Il posséde cependant un double intérét. D’abord
il reste vrai dans lorsque V' est continue (ce qui est correct sous des conditions standards sur les données),
a condition de recourir a une notion de solution généralisée pour I’équation de HJ (la notion de solution
de viscosité, cf. la monographie de Barles sur le sujet). Ensuite il montre le réle majeur joué par I’équation
de HJ dans le probleme, role confirmé par le théoreme de vérification énoncé ci-dessous.

Preuve. Soit ug € U (que l'on regarde comme un controle constant) et considérons la solution (x,ug) de
I’EDO avec donnée initiale zy en temps tg. On a alors par programmation dynamique, avec t; = tg + h
(ot h > 0 est petit)

to+h
V(to, ) < / L(t, 2(t), up) dt + V(o + b, x(to + b))

fo to+h
= Vi) + [ Ll at) o) + (6 (0) + (6 (0), #(0) e

to+h
Vi) + [ Ltalt) w) + G ta0) + (5 (0a(0). 6,200, ua))

= Vto,70) + (L (to, w0, 0) + o (10, 20) + {20 (10, 0). £ (k0,0 w0))) + o)
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ou la derniere égalité vient de la continuité des fonctions. On simplifie a gauche et a droite de ’expression
par V (to,xo), on divise par h et on fait tendre h — 0 : cela donne

ov ov
0 < L(to, o, uo) + E(to,xo) + <%(t07$0)7 f(to, w0, u0)),
ce qui se réécrit
1% ov
—E(to,xo) + (‘(ax(to’xo)?f(to’xowo» - L(to,fﬂo,uo)> <0
et donc, comme ug est arbitraire,
ov ov
—aita(‘io, Z‘O) + H(t, Z, 7(;;)/1%‘0))
= 77(t03x0)+sup 7<7<t0,$0),f(t071'07u)> 7L(t07m07u) SO
ot welU ox

L’inégalité inverse se montre par ’absurde. Supposons le résultat faux, c’est-a-dire qu’il existe € > 0
et (to,xo) tels que

ov ov
75(150,1'0)+H(t0,$0,%(t0,xo)) < —2e.

Alors, par continuité, I'inégalité reste vraie pour (¢,z) appartenant & un voisinage B;(to, o) (ot > 0)
de (t07.’1?0) :

_%(t,x) + Slelg {—(?;(t,w),f(t,x,u)> - L(t,x,u)} < —e  Y(t,x) € Byl(to, xo),

ce qui se réécrit

(2.13) %—‘;(t,x) + (%(t,x),f(t,x,u)) + L(t,xz,u) > €  V(t,x) € By(to,z0), Yu € U.

Soit h > 0 petit, (x5, up) eh?—optimal pour la programmation dynamique sur intervalle [t,to + h] :
to+h
V(to, o) + eh® > / L(t,zn(t),un(t)) dt + V(to + h, x4 (to + h)).
to

Alors

V(to, 1‘0) — 6h2
ov aVv

to+h
> V(to, o) +/t L(t,xp(t), un(t)) + E(t»xh(t)) + <%(E (1), f(t,xn(t), un(t))) dt

Lorsque h est assez petit, le couple (¢, z4(t)) reste dans By (to, xo) pour t € [tg,to + h]. Donc, par (2.13),

to+h
V(to,xo) — eh? > V(to,xo) +/ edt = V(t(hl'o) + eh,

to

ce qui est impossible pour h > 0 petit. On a donc une contradiction, ce qui conclut la preuve du
théoreme. O

Comme dans le cas discret, un des intéréts de I’équation de Hamilton-Jacobi est de fournir un “feedback
optimal”. En temps continu, un feedback est une application continue @ : [0, 7] x RN — U. A partir d’un
feedback, on peut construire des contrdles de la fagon suivante : si @ est un feedback et (¢g,xo) est une
donnée initiale, on résout 'EDO

{ x(t) = f(t,l‘(t),a(t,l‘(t))), te [OvT]
2(0) = xg



62 CHAPITRE 2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

(dont la solution existe d’aprés le théoréme de Cauchy-Péano), puis on pose u(t) = a(t, z(t)). Le “feed-
back” est optimal si le controle (u(t)) est optimal pour le probleme. Le résultat suivant est un exemple
de théoreme de vérification, qui affirme, sous des hypotheses de régularité assez fortes, que ’équation de
Hamilton-Jacobi possede une seule solution—qui est la fonction valeur—et fournit également un feedback
optimal.

Théoréme 2.3.6 (de vérification). Supposons que
1. W:[0,T] x RN — R est de classe C sur |0, T[xRY et CO sur [0,T] x RY,
2. W satisfait ’équation de Hamilton-Jacobi

{ W w)+ Hw, D) =0 () € (0,T) x RY
ot Ox
W(T,z) = g(x) vz € RN

3. il existe une application continue @* : (0,T) x RN — U telle que, pour tout (t,x) €]0, T[xR¥,

(G (t0). (0,0 (4,2)) = Lt (,0)) = H(t., - (0,2)

Alors W =V et un feedback optimal est donné par @*.

Autant le résultat est lourd a énoncer, autant la démonstration est simple et directe. C’est donc plus
la démonstration qu’il faut retenir que le théoreme lui-méme.

Preuve. Fixons un controle arbitraire w : [0,7] — U et notons z(-) la solution de PEDO associée. On a

d ow ow
W) = Zo(ta(®) + (G- (ta), o)
« il il

= D) + (e (0), £t (), u(e).
Or, d’apres 'équation de HJ satisfaite par W, on a, pour tout (x,u) € RN x U,

0 = —(i;/;/(tw)+21618{—<{gf(t»$)7f(t7%“)>_L(tﬂx’“)}
oW ow
2~ () = (5t 2), f{t,2,u)) - L(t, 2, u)

Donc
Swit,a) = T () + (Gt a(0), 50, 2(0), ()

dt
—L(t, x(t), u(t))

v

Intégrons l'inégalité ci-dessus entre ¢y et T', en tenant compte du fait que x(tg) = zo et que W(T,-) =g :
T

d T
oa(T) = Wito.ao) = [ GW(tal) de > = [ Lta(t). () ar.

ce qui donne

T
W (to, 20) < / Lt, 2(t), u(t)) dt + g(a(T)).

to

Comme ceci est vrai pour tout controle u, on en déduit une premiere inégalité :
W(to, x0> S V(to, 1‘0).
Pour obtenir I'inégalité inverse (et Poptimalité de @*), considérons z* une solution de 'EDO

{ & (t) = f(t,z* (), a"(t, 27 (1)),  t€[to,T]
.T*(to) =20
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Reprenons maintenant la dérivée de W le long de cette solution particuliere :

aW(t z (1) = j%//( 2 (1) + <§1%/( 2" (1)), 27 (t))
2 (Ha" (@) + (- (27 (1), £(¢,27(8), a7 (¢, 27(9)))
= —L@t,z"(t),a"(t, x(t)))

ou la derniere égalité vient de l’équation de HJ satisfaite par W et de la définition de u*. Intégrons
I'inégalité ci-dessus entre to et T', en utilisant le fait que z(tg) = o et que W(T,-) =g :

T d T
9@ (T)) = W(to,m0) = | —W(t,z"(t)) di = */ L(t, z"(t),u" (¢, 2" (t))) dt ,

to dt to

ce qui donne

T
W(to,xo):/ L(t,z*(t),a*(t,z*(t))) dt + g(z*(T)) > V(to,x0),

to

puisque @* (-, z*(-)) est un controle particulier. Comme on avait déja prouvé que W (to, zg) < V(to,xo), il
y a égalité dans 'inégalité ci-dessus, et u* est optimal pour le probleme.
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Annexe A

Convexité

A.1 Définitions générales et propriété élémentaires

Définition A.1.1.
— Un sous-ensemble C' de R™ est dit conveze si, pour tout x ety appartenant a C, le segment [z, y]

est contenu dans C :
Y(z,y) € C?, YA€ [0,1], Mz +(1-NyeC.

— Soit C un sous-ensemble convexe de R™ et f: C'— R une fonction. On dit que f est convexe dans
C si
V(z,y) € C%, VA€ [0,1], fha+ (1= N)y) < Af(z)+ (1= Nf(y) -

— Soient C un sous-ensemble convere de R™ et f : C' — R une fonction. On dit que f est strictement
convexe dans C si

v(xvy) € CQ& VA G]Ov 1[a f()\(E + (1 - A)y) < )‘f(x) + (1 - )‘)f(y) :

— Soient C' un sous-ensemble convexe de R™ et f : C — R une fonction. On dit que [ est concave
dans C si —f est convexe dans C.
Proposition A.1.1. Soit C' un convexe de R™. Alors
1. Si f1:C —Ret fo: C — R sont convezes dans C, f1 + fo Uest aussi.
2. Si I est un ensemble quelconque de paramétres et si f; : C — R sont des fonctions convexes, alors
C'={x e C| sup fi(z) < +oc}
iel
est un sous-ensemble convexe de C' et lapplication x — sup,c; fi(x) est convexe sur C'.
3. Si f:C — R est convexe dans C et g : R — R est convexe croissante, alors g o f est convexe.

4. Si f: C — R est a convexe et concave, alors f est affine, c’est-a-dire qu’il existe a € R™ et b € R
tels que

Ve e C, f(x) = (a,z)+b.

Ces résultats sont tres classiques. On laisse leur démonstration en exercice.

A.2 Convexité dans R

Proposition A.2.1. Les seuls sous-ensembles convexes de R sont les intervalles.

Preuve. En effet, soit C' un convexe non vide de R. On note a € R U {—oo} sa borne inférieure et
b € R U {400} sa borne supérieure. On affirme que |a,b[C C. En effet, si x €la,b], par définition des
bornes inférieure et supérieure il existe a’ € C et b’ € C avec ' < x < b'. Comme C est convexe, le point
x appartient donc & C. D’ou Ja, b[C C.

On en déduit que C ne peut étre que |a,b[, [a,b], |a,b] ou [a,b], et donc que C est un intervalle. [

65
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Théoréeme A.2.1. Soit I un intervalle ouvert deR et f : I — R de classe C'. La fonction f est conveze
dans I si et seulement si sa dérivée [’ est croissante dans I.

Si f est de classe C? dans I, alors f est convexe dans I si et seulement si sa dérivée seconde est
positive sur I :Vx € I, f(z) > 0.

En fait, nous allons montrer un résultat un peu plus précis : pour cela, rappelons les définitions des
dérivées a gauche (notée f,(z)) et & droite (notée fy(z)) d’une fonction f en un point z :

@)= fle=h) . fleth) - f(x)
g P e ) = B,

fola) =

Lemme A.2.1. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction convexe. Alors f admet une
dérivée a gauche et une dérivée a droite en tout point de I. De plus,

V(z,y) e I <1, fi(x) < filx) < fily) < faly) .

Preuve du lemme. Notons d’abord que le quotient différentiel ¢q(x,h) = M est une fonction croissante
de h sur R*. En effet, si 0 < h1 < ha,
h h h h
fleth)=f (1= 2+ D@t he)) < (1—2)f(@) + 2 fla+ ha) .
hz h2 h2 h2

D’ou
flat+h) = f(z) _ flz+h2) = f(z)
h1 - ha '
_ f@)—fa—h)
h

On montre de méme que le quotient différentiel ¢4 (z, h) est une fonction décroissante de h sur RY.

De plus, pour tout h > 0, on a :
Jwth)+ = h) —2f()
5 >0.

Comme ¢q(x,-) est croissante et ¢q4(x,-) décroissante, cela prouve que ¢q(z, h) et ¢q(x,h) ont une limite finie
lorsque h — 07 et que ces limites vérifient f;(z) < fi(z).
Reste & montrer que, si z < y, alors f;(z) < fy(y). Pour cela, il suffit d’utiliser ce que I’on vient de prouver :

fa(@) < da(z,y — ) = dg(y,y — @) < fo(y) -

¢d(x7 h) — ¢g(x, h) =

O

Preuve du théoréme. Si f est convexe et C' sur I, alors f’ est croissante d’apres le lemme.
Réciproquement, supposons que f’ est croissante. Fixons x < y dans I et s €]0,1[. La formule de Taylor-
Lagrange a lordre 1 entre z = sz + (1 — s)y et x affirme qu'il existe z1 €]z, z[ tel que

f@)=f) + f(21)(@ = 2) = f(2) + (1 =) f'(z1) (2 — ) -
On montre de méme, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange entre z et y, qu’il existe z2 €]z, y[ tel que
fy)=f@) +tf (2)y—=).
On multiplie la premiére de ces deux égalités par t et la deuxiéme par (1 — t), puis on additionne pour obtenir :
tf@) + A=) f(y) = f(2) +t(1 =) (f'(22) — ['(21))(y — ) .

Or 21 < 22, donc f'(z1) < f/(22) car f’ est croissante. D’ou le résultat désiré : tf(x) + (1 —t) f(y) > f(2).
La derniere partie du théoreme est alors immédiate. O

Voici une autre application du lemme :

Corollaire A.2.1. Soit I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction convexe. Alors f est dérivable dans I,
sauf éventuellement en un nombre au plus dénombrable de points.

Preuve. Comme, d’apres le lemme, f; est une fonction croissante, f;; est continue sur I sauf éventuellement dans
un ensemble N au plus dénombrable de points. Si = € I\, on a, toujours d’apres le lemme, que

lim fa(z —h) < fo(x) < falx) .
h—0t

Comme [} est continue en , cela prouve que fy(z) = fij(z), c’est-d-dire que f est dérivable en z. O
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A.3 Caractérisation des fonctions convexes : le cas régulier

Nous aurons d’abord besoin d’un lemme :

Lemme A.3.1. Soient C' un sous-ensemble convexe de R™ et f : C — R une fonction. Alors f est
conveze dans C, si et seulement si, pour tout (x,y) € C x C, Uapplication ¢4, : [0,1] — R définie par

Vs €[0,1], ¢ay(s) = f(sz+ (1 -s5)y)
est une fonction conveze.
Preuve. Si f est convexe, alors pour tout (z,y) € C x C, pour tout (s1,s2) € [0, 1] et pour tout t € [0,1], on a

Gay(ts1 + (1 —t)s2) = f((ts1+ (1 —t)s2)x + (1 —ts1 — (1 —t)s2)y)
ft(s1z + (1 = s2)y) + (1 = t)(s12 + (1 — 52)y))
tf(siz+ (1 —s2)y) + (1 —t) f(s12 + (1 — s2)y)
thz,y(51) + (1 — )P,y (s2)

A Il

Donc ¢, est convexe dans [0, 1].
Réciproquement, supposons que ¢, , soit convexe pour tout (z,y) € C x C. Alors, pour tout ¢ € [0, 1],

G,y (t) = bay(t1 4 (1 —1).0) <tdey(1) + (1 = 1)day(0)

par convexité de ¢z,,. Ce qui donne, d’apres la définition de ¢z, :
flsz+ (1— 8)y) < tf(z) + (1 - ) f(y)
Donc f est convexe. O
Nous commencons par caractériser la convexité dans le cas C! :

Théoréme A.3.1. Soient C un sous-ensemble ouvert et convere de R" et f : C — R une fonction de
classe C' dans C. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) [ est conveze,

it) V(z,y) € C x C, (Vf(z) =V f(y),z—y) 2 0.

ii) V(z,y) € Cx C, f(y) = f(z) +(Vf(z),y — ).

Preuve. Notons d’abord que f étant C', ¢, I'est aussi pour (z,y) € C x C.
Montrons que (i) = (ii). Comme f est convexe, pour (z,y) € C x C, la fonction ¢, est convexe. D’apres
la caractérisation de la convexité dans R, cela donne que ¢, , est croissante sur ]0, 1[. Par continuité, on a donc :

Vs €[0,1], ¢, (0) = (Vf(y),2 —y) < ¢ y(1) = (Vf(2), 2 —y) .
D'out (ii).
Montrons maintenant que (i) = (4ii). On écrit la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 en x et y : il existe
s €]0, 1] tel que
fy) = @)+ (Vf(sz+ (1 —s)y)y—a) .

Or, si on pose z = sz + (1 — s)y, on a

(VI =) = (VI @),y — ) = T2 (Vf(2) = Vf(@),2 = 2) > 0

par hypothese. Donc (Vf(z),y—z) > (Vf(z),y—x), ce qui implique I'inégalité désirée : f(y) > f(z)+(V f(z),y—

Montrons enfin que (iii) = (z). De (iii), on déduit que

Y2 €, f(2) = sup {f(2) + (Vf(z), 2 =)} -

En effet, 'inégalité f(z) > sup,cc f(x) + (Vf(x),z — z) est donnée par (iii). L’inégalité inverse est évidente
(prendre x = z dans le sup.).
Par conséquent, f est égal au supremum des fonctions affines z — f(z)+(V f(z), z—z). Donc f est convexe. [J
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Théoréme A.3.2. Soient C un sous-ensemble ouvert et convexe de R™ et f : C — R une fonction de
classe C2. La fonction f est convexe, si et seulement si,

Vo € C, Hess¢(x) > 0 (au sens des matrices symétriques)
Si, de plus, on a

Vo € C, Hess¢(z) > 0 (au sens des matrices symétriques)
alors la fonction f est strictement convexe sur C.

Preuve. Supposons d’abord que f soit convexe. Alors, pour tout € C, pour tout v € R" | il existe » > 0 tel que
y=x+7rv € C, car C est ouvert. Comme f est C? et convexe, la fonction ¢, , est aussi C? et convexe, et on a

P,y (8) = (Hessy(sz + (1 — s)y)v,v) > 0.

Lorsque s — 17, cela donne que (Hessy(x)v,v) > 0 pour tout v € R", i.e., que Hessy(x) > 0 au sens des matrices
symmétriques.

Réciproquement, supposons que Hessy(x) > 0 pour tout = de C. Fixons z et y dans C, et s € [0, 1]. Ecrivons
la formule de Taylor-Lagrange & lordre 2 entre sx + (1 — s)y et z :

(1—s)

fl@)=flsz+ (1 =s)y) + A =s)(Vf(sz + (1 =s)y)z—v)) +

(Hessf(z)(x —y), (z —y))
pour z appartenant au segment [sz + (1 — s)y, z]. Comme Hesss(z) >, cela implique que
(A1) flsz+ (1 =s)y) 2 f(x) + (1= s)(Vf(z),y —z)
On écrit de méme la formule de Taylor-Lagrange a lordre 2 entre sz + (1 — s)y et y et on obtient de fagon
similaire :

fy) = flsz+ (1 =s)y) +s(Vf(sz + (1 -s)y),y —x) .
En additionnant linégalité précédente multipliée par (1—s) et I'inégalité (A.1) multipliée par s, on a alors 'inégalité
désirée :

sf@)+ (1 —s)f(y) > f(sz+ (1 —s)y) .

Donc f est convexe.

Si I’on suppose de plus que Hess¢(x) > 0 pour tout z € C, la démonstration précédente prouve que f est
strictement convexe. |

A.4 Caractérisation des fonctions convexes : le cas général

Nous aurons d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme A.4.1. Soient C un sous-ensemble convexe de R™ et f : C — R wune fonction. Alors f est
conveze dans C' si et seulement si, l’épigraphe de f, i.e., l'ensemble

K={(z,t) e CxR|t> f(x)}
est un sous-ensemble convexre de R™ x R.
Preuve. C’est un simple jeu d’écriture, que 1'on laisse en exercice au lecteur. O

Théoréme A.4.1. Soit C un sous-ensemble ouvert et convere de R™ et f: C — R une fonction. Alors
f est convexe dans C si et seulement si, pour tout x € C, il existe p € R™ tel que

Yy eC, fly) > f(x) + (p,y — ) .

Remarques : 1) Si f est C!, le résultat est vrai avec p = V f(z). Le vecteur p est donc un “gradient
généralisé” a la fonction f au point p.
2) Le résultat devient faux si C' n’est pas ouvert (penser & —/z sur [0, +00[).
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Preuve. Supposons que f possede la propriété que, pour tout = € C, il existe p € R™ tel que

VyeC, fly) > f(z)+ (p,y —x) .

Notons
I'={(a,0) €R" xR |Vy € C, f(y) > c+ (a,y)} .

Alors on voit facilement que I’hypothése implique que

Ve e C, f(x) = sup c+ (a,z).
(a,b)eA

Les applications y — ¢ + (a,y) sont convexes parce qu’affines, donc I'application y — sup(, jea ¢+ (a,y) est
convexe. Cela prouve que f est convexe.

Réciproquement, si f est convexe, alors son épigraphe K est convexe. De plus, pour tout x appartenant a C,
on voit facilement que (x,u(z)) appartient au bord de K. Donc le théoreme de séparation affirme qu’il existe une
forme linéaire o sur R™*! telle que

(A.2) inf a(y,t) <a(z,u(x)) .

(y,t)eK
Comme « est une forme linéaire sur R™ x R, il existe (u,v) € R™ x R avec (u,v) # 0 tel que
V(y,t) € R" x R, a(y,t) = {u,z) + vt .
Montrons que v > 0. Notons d’abord que, comme (x,u(x) + 1) appartient & K, on a
a(z,u(z) + s) = (u,z) +v(u(z) + 1 >> alz,u(z)) = (u,x) + vu(z) .

Donc v > 0. Pour montrer que v > 0, on raisonne par I’absurde en supposant v = 0. Alors, u # 0 car (u,v) # 0.
Comme C' est ouvert, il existe r > 0 tel que = — ru appartient & C. Dans ce cas, I'inégalité (A.2) affirme que

oz —ru, flz —ru)) = (u,z — ru) = (u,z) — rlju)®* > a(z) = (u,z) .

C’est absurde. Donc on a montré que v > 0.
On applique & nouveau 'inégalité (A.2), que 'on divise par v :

Ve (D) + ) 2 (5w + f (@),

ce qui donne le résultat désiré en posant p = * :

v

VyeC, fy) > flx)+ (p,y—x).

A.5 Régularité des fonctions convexes

En préliminaire, on a besoin de la notion de combinaison convexe : une combinaison convexe de points
k : k
ai,...,a, de R™ est une somme de la forme >, | \;a; avec \; > 0 pour tout i et » - | A\; = 1.

Lemme A.5.1. Soit C un convexe de R™ et f : C'— R une fonction convezxe. Si ay,...aj sont des points
de C, pour toute combinaison conveze Zle Aia;, on a :

k
f (Z )\iai> < Z)‘if(ai) .
En particulier,
k
f <; )\z‘(h‘) < z:nf,a)fkf(az) .

La preuve, qui est immédiate, se fait par récurrence.

Les fonctions convexes de R™ sont des fonctions assez régulieres :
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Théoréme A.5.1. Soit C un sous-ensemble ouvert et convexe de R™ et f : C'— R une fonction convexe.
Alors f est localement lipschitzienne dans C, i.e. :

pour tout xg € C, il existe un rayon r > 0 tel que la boule B,.(xq) soit contenue dans C et il existe
une constante L (dépendant de x), avec

V(z,y) € Br(xo), [f(2) = f(y)l < Llz -yl .

En particulier, si f est convexe dans C, alors f est continue dans I'intérieur de C.

Preuve. On fixe g € C et on suppose pour simplifier les notations que f(zo) = 0 (on peut toujours se ramener
a ce cas).
1. Montrons d’abord qu’il existe un rayon r > 0 tel que la boule B, (x¢) soit contenue dans C' et f soit majorée
sur By(zo) par une constante M.
(Notons que M > 0 car f(zo) =0)
Preuve : En effet, soit (e;) une base orthonormée de R™ et r > 0 tel que la boule (pour la norme || - ||1)
B:(z0) soit contenue dans C. Alors, pour tout = € Br(z), il existe (8;)i=1,...,n tel que

m:Zsiei et Vi, Z|si§1.
i i

Donc x est une combinaison convexe des xo + re;, i = 1,...,n. Par conséquent,
f(x) < sup max{f(xo+res), f(xzo —7re;)} .
i=1,..., n

En conclusion, f est majorée sur By (zo).

2. Montrons maintenant que f est minorée sur B, (zo) par —2M.
Preuve : Pour tout z € Br(x0), avec & # o, notons z le point de dB-(z0) tel que zo appartient au segment
[z, z]. 11 existe alors s € [0, 1] tel que

—(1—
xo = st + (1 — )z, c’est-d-dire z = zo—(1=9)z .

1-—s
D’ou
s
r=|z— x| = 1_SHCC*$0H <r.
On en déduit que s > 1/2. Comme f est convexe, ’égalité xo = sz + (1 — s)z implique, puisque f(zo) =0,
que

0= f(xo) < sf(x) + (1 —s)f(z) <sf(x)+ M
car f est majorée par M. Donc
Flz) > —¥ > _oM .

3. Montrons finalement que f est lipschitzienne de constante de lipschitz L = %.

Prewve : Soient (z,y) € B,/2(x0) X By/2(x0), avec x # y. Considérons le point z appartenant & 9B, (o)
tel que le point y appartient au segment [z, z]. Alors il existe s €]0, 1] tel que

y28w+(1—s)z,,c’est-é—direz:y_sx
— s
o I | ll [
y—z Yy—T Yy—x r
r=llz—wll = 17— +r -2l £ ST +le—ml < T— +3

On en déduit que

2

l—s<—lly—af.

r

Comme f est convexe et y = sz + (1 — s)z, on a
fly) <sflx)+ (1 =5)f(2) <sf(x)+(1—-s)M,
car f est majorée par M. D’ou
6M
Fly) = fl@) < =L =) f(@) + (1 = s)M < 3M(1 = s) < —=llz — 4],

car f(z) > —2M et 1 — s < 2[ly — z|.
En intervertissant les réles de x et y, on obtient I'inégalité opposée : f(x)— f(y) < L||ly —z||, ce qui implique
le résultat.
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En fait, le théoréme suivant (dont la démonstration est beaucoup plus technique) affirme qu’une
fonction convexe est presque de classe C2.

Théoreme A.5.2 (Alexandroff). Soit C' un ouvert convexe de R™ et f : C'— R une fonction conveze.
Alors il existe un sous-ensemble ¥ C C' de mesure nulle tel que, pour tout x ¢ X, f admet un développement
de Taylor a l'ordre 2 en x : il existe un vecteur p € R™ et il existe une matrice symmétrique A de format
n x n tels que :

Vyel, f(y) = f(x)+py—x)+ %(A(y—m),(y—r» + [ly — z[Pe(y — =),

ot e(y — x) tend vers 0 lorsque y tend vers x.

A.6 Convexité et optimisation

Comme nous le verrons par la suite, la convexité joue un role trés important en optimisation. Souli-
gnons le résultat suivant, qui est élémentaire :

Proposition A.6.1. Soient C un sous-ensemble fermé et convexe de R™ et f : C — R une fonc-
tion conveze sur C. Alors l’ensemble des points ou f atteint som minimum est un ensemble convezre
(éventuellement vide) :

{zel| f(z) = Jggf(y)} est convexe.

Si, de plus, f est strictement conveze, f admet au plus un minimum sur C'.
C’est une application directe du lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme A.6.1. Si f : C — R est convexe, alors pour tout c € R, [’ensemble de niveau ¢ de f, c¢’est-a-dire
{z € C| f(x) < c} est un sous-ensemble conveze de C.

Lorsque 'on étudiera les aspects numériques de la théorie, nous aurons souvent besoin d’une condition
plus forte que la stricte convexité :

Définition A.6.1. Soient un sous-ensemble ouvert et convere de R™ et f : C'— R une fonction de classe
C? sur C. On dit que f est elliptique sur C s’il existe une constante a > 0 telle que

Vo € C, Hessy(x) > al, (au sens des matrices symétriques)

La constante « est appelée constante d’ellipicité de f.
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Eléments de bibliographie

Pré-requis : ce cours fait suite au cours d’optimisation de L3, au cours de systemes différentiels
pour la partie contréle optimal ainsi qu’au cours d’analyse fonctionnelle de M1. Pour les notes de cours,

VOIT :

CARLIER G., Calcul différentiel et optimisation, Dauphine, disponible en ligne, 2008-2009.
GLAss O. Analyse fonctionnelle et équations aux dérivées partielles, 2014-2015.
VIALARD F.-X., Optimisation Numérique, Dauphine, disponible en ligne, 2013.

Pour aller plus loin :
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CARLIER G. “Programmation dynamique”, notes de cours de 'ENSAE, 2007.

CIARLET P.G., “Introduction & I’analyse matricielle et a ’optimisation”, Collection Mathématiques
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HirRIART-URRUTY J.-B., “L’optimisation”, Que sais-je 7, PUF, 1996.

MINOUX M., “Programmation mathématique, théorie et algorithmes (tomes 1 et 2)”, Dunod, 1983.
TRELAT E. “Contrdle optimal : théorie et applications”, polycopié en ligne de Paris 6, 2013.

Quelques “Toolboxes”. Impossible de rendre compte de tous les programmes accessibles. Voici
deux exemples :

Le logiciel libre SciPy (ensemble de bibliotheques Python) posséde un package dédié a 'optimisa-
tion : scipy.optimize. Quelques fonctionnalités :

— Optimisation sans contrainte,

— Moindres carrés non-linéaires

— Optimisation dans des boites

Matlab possede une toolbox pour résoudre entre autres

— des problemes d’optimisation non linéaire avec ou sans contrainte

— des problemes de programmation linéaire et quadratique

— des problemes de moindres carrés non linéaires, ajustement de données et équations non linéaires
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