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Exercice 1. On considere le probleme

(P) min x—2y
—1? <y <0
—1<x<0

1. Montrer que le probleme admet au moins une solution.

2. Dessiner la contrainte K := {(z,y) € R?, —22 <y <0, —1 <z <0}.

3. Montrer que, tout point (z,y) € K avec (z,y) # (0,0), la contrainte est qualifiée en
(z,9).

4. Trouver I’ensemble des points vérifiants les conditions nécessaires d’optimalité.

5. Déterminer la ou les solutions du probleme.

Solution : Sur (9pts)

1. La contrainte K := {(x,y) € R, —22 <y <0, —1 <z < 0} est fermée (car définie
par des inégalités larges invoquant des fonctions polynémiales donc continues). De plus
la contrainte est bornée, car, si (z,y) € K, alors || <1 et 0>y > —2* > —1. Donc
la contrainte est compacte. Enfin le critére f(x,y) := x — 2y est continu (linéaire). Par
conséquent le probléeme admet une solution.

2. Dessin

3. Pour étudier les conditions de qualification de la contrainte, introduisons les fonctions

définissant celle-ci : soient g1(z,y) = —x—1, ga(w,y) = vy, g3(z,y) = —y — 22, ga(z,y) =
x. Soit (x,y) € K avec (x,y) # (0,0).

S’il n’y a aucune contrainte saturée, il n’y a rien a vérifier.

On considére maintenant le cas ou une seule contrainte est saturée. Si c’est g1, go ou g4,
alors alors la contrainte est affine et non nulle, donc son gradient est non nul (respec-
tivement égal a (—1,0), (0,1) et (1,0)) et la contrainte est qualifiée. Reste le cas de la
contrainte gs, ot Vgs(z,y) = (—2x,—1), qui est a nouveau non nul. Donc dans tous ces
cas, la contrainte est qualifiée.

Considérons le cas ou deux contraintes sont saturées. St x = 0, alors y =0 et ce cas est
exclus par hypotheése. Si x = —1, alors soit y = 0, soit y = —1. Dans le premier cas, les
contraintes saturées sont gi et ga. Si on prend v = (1,—1), alors (Vg1(—1,0),(1,-1)) =
((—=1,0),(1,-1)) = =1 < 0 et (Vga(—1,0),(1,-1)) = ((0,1),(1,—-1)) = —1 < 0. Donc
la contrainte est qualifiée en (—1,0). En (—1,—1), les contraintes saturées sont g et
g3. Si on choisit v = (1,3), alors (Vg1(—1,-1),(1,3)) = ((—1,0),(1,3)) = =1 < 0 et
(Vgs(—1,-1),(1,3)) = ((2,-1),(1,3)) = —1 < 0. Donc la contrainte est qualifiée en
(—=1,-1).



Reste finalement le cas ot plus de 2 contraintes sont saturées. Cela ne peut arriver que
si—a2 =y =0 etz =0, cest-a-dire si (z,y) = (0,0). Mais ce cas est exclus par
hypothése. Donc nous avons montré que la contrainte est qualifiée en tout point de K,
sauf éventuellement en (0,0).

(on peut s’arréter la ou bien noter que la contrainte n’est pas qualifiée en (0,0). En effet,
en (0,0), il y a 3 contraintes saturées : g2, gs et g4, dont les gradients en (0,0) sont
respectivement (0,1), (0,—1) et (1,0). Comme Vg2(0,0) = —Vg3(0,0), il est clair qu’il
n’eziste pas de vecteur v = (vg,vy) € R? tel que (Vg;(0,0), (vg,vy)) <0 pouri=1,2,3. )
. Nous cherchons maintenant l’ensemble des points (x,y) € K wvérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité. Si (z,y) est un point de minimum non nul du probléme, alors la
contrainte est qualifiée en ce point et le théoréme de Kuhn et Tucker affirme qu’il existe
ALy, A >0 tels que

(Z) 1—X =223+ =0
(i) 24X =A3=0
(7i7) M(—z—1) =Xy =M\3(—y —22) =Mz =0

On discute & nouveau suivant le nombre de contraintes saturées. Si aucune contrainte
n'est saturée, alors tous les \; sont nul, ce qui est impossible, puisque (i) deviendrait
1=0.

Discutons a présent du cas ou une seule contrainte est saturée : la seule possibilité est que
ce soit g3 (car sinon soit (i) soit (i1) conduit ¢ une absurdité). Alors le systéeme devient :

1—-2zA3=2-— X3 =0,

ce qui implique A3 = 2 et x = 1/(2X3) = 1/4 contredisant la contrainte x < 0.
Etudions maintenant le cas ot deux contraintes sont saturées. Au vu de la discussion
sur la qualification, il y a 2 cas possibles : (z,y) = (—1,0) ou (z,y) = (0,—1). Dans
le premier cas, les contraintes saturées sont g1 et ga, avec A3 = Ay = 0, et le systeme
devient

1-=A1=2+X=0,

ce qui est impossible puisque Ay > 0. En (—1,—1), les contraintes saturées sont g et g3,
avec \o = Ay = 0, et le systéme devient

1—A+2X3=2— X3 =0,

qui a pour solution A3 = 2 et \y = 5. Le point (—1,1) vérifie les conditions nécessaires
d’optimalité.

Enfin, nous avons vu lors de la discussion sur la qualification, que le cas ot plus de 2
contraintes sont saturées ne conduit qu’au point (0,0), qu’on peut exclure puisqu’on n'a
pas prouvé que la contrainte était qualifiée en ce point. (en fait, les conditions d’optimalité
ne sont pas satisfaites en (0,0) car les contraintes gz, g3 et g4 étant saturées, le systéme
devient

1+XM=24+X— A3 =0,

ce qui conduit a une impossibilité puisque Ay > 0).



5. Au vu des discussions ci-dessus, nous savons que le probléme admet une solution, et
que cette solution est a chercher parmi les points ot la contrainte est qualifiée et ou
les conditions nécessaires d’optimalité sont satisfaites—c’est-a-dire (—1,—1)—et parmi
les points ot la contrainte n'est pas forcément qualifiée—c’est-a-dire (0,0). Calculons la
valeur du critére en ces points : f(—1,—1)=—-1+2=1 et f(0,0) = 0. Le minimum est
donc atteint en (0,0) et a pour valeur 0.

Exercice 2. On considére le probleme de programmation linéaire

(P)  inf(aa)

otta € R", C € R7*" dc R’ (n et J sont des entiers non nuls) et ot
K:={zeR", Cx=d et z; >0Vie{l,....,n}t}

On suppose que K est non vide et que le probléme (P) admet un minimum. On admettra
I'égalité !
inf <a,x) = sup inf {(a,a:) - <)\,.%'> + </'La (C$ - d)>} : (1)
rxeK AERi,MER‘I reR"™

1. Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité du probleme.

2. En utilisant 1’égalité (1), démontrer que

inf (a,z) = — inf {(d,
inf (a,2) =~ inf {d, 1)

ou
K:={neR’ (CTu)j+a;>0,Vje{l,... ,n}}

3. On suppose que z € K et € K. Montrer que (a,z) + (d, y1) > 0.

4. Soit z* un point de minimum du probleéme (P) et (A*, u*) € RL x R les multiplicateurs
associés dans les conditions nécessaires d’optimalité de z*. Montrer que p* est un point
de minimum du probleme

(P)  inf (d,p).

neK

5. On suppose que z* est un point de minimum de (P) et p* est une solution de (P). Montrer
alors que (a,z*) + (d, u*) = 0.

Solution : Sur (6pts)

1. Soit z* un point de minimum du probléeme. Comme les contraintes sont affines, elles sont
qualifiées en tout point. Le théoréme de Kuhn-Tucker affirme qu’il existe Ay,...,A\p >0
et pi,..., 0y € R tels que

ai—)\iei‘l-(CT,U/)i:O Vl:1n7
Aix; =0 ViE{l,...,n}.

1. Cette égalité de dualité a été prouvée dans le cours dans un contexte un tout petit peu différent.




2. 1l suffit de calculer le membre de droite de ’égalité. Notons d’abord que

inf {(a,2) — (\,2) + (u, (Cz —d))} = inf {{(a—A\+CTp,x) — (u,d)}.

z€Rn z€Rn
Sia— X+ CTu#0, alors, en considérant la suite (v, := —k(a — X+ CT ), on a

lim (@ — A+ CTp,2p) = —klla — A+ CT p||* = —o0.

k—o0

Donc

inf {{a,z) — (A, z) + (i, (Cz — d))} =

—00 sia—A+CTu#0
zeR”

—(u,d) sia—A+CTu=0 2)
Par conséquent,

sup - inf - {(a,2) — (A 2) + (p, (Cz — d))}
XER™, peR’ *E

= sup —(p,d) = — inf i (u, d).
AER™, peRY, AERL, ueR,
a—A+CTpu=0 a—X+C =

Pour conclure, il suffit de remarquer que l’ensemble des p GNRJ pour lesquels il existe
A€ RT avec a — A+ CTp = 0 est précisément Uensemble K. En utilisant (1), on en
déduit I’égalité

inf (a,z) = — inf (d, u).

i (o,) =~ ink (d. )

. Soient v € K et pe K. Alors
(d, ) = (Cz, ) = (x,CT ) szC ) >sz —a;) = —(a, ),

ou on a utilisé successivement le fait que x € K et donc d = Cx (dans la premiére
égalité) et x; > 0 (dans l'inégalité) et le fait que p € K (dans l'inégalité). On en déduit
que (a,z) + (d, ) > 0.

. Soit x* un point de minimum du probleme (P) et (\*, u*) € RE x RY les multiplicateurs
associés dans les conditions nécessaires d’optimalité de x*. On sait par la question 1 que

a—N+CTur =0,
ANz =0 Vie{l,...,n}.
On remarque que pu* € K par la premiére égalité. Toujours par cette égalité, on a aussi
0=(a— N+ C"pz%) = {a,27) + (Ca*, p*) = {a,2") + {d, "),

ot on a utilisé le fait que Xz} = 0 pour tout i dans la second égalité et la contrainte
Cz* = d dans la derniére. Par conséquent, (d,p*) = —(a,z*). Or d’aprés la question
précédente appliquée a tout p € K et a z* € K, on a

(d, 1) > —(a,a") = (d, 7).

Donc p* est un point de minimum du probléme (P).



5. On suppose que x* est un point de minimum de (P) et u* est une solution de (P). Alors

d’apres la question 2, on a

(a,z*)y = inf (a,x) = — inf (d, u) = —(d, u*).
zeK pekK

D’ou le résultat.

Exercice 3. Soit A une matrice carrée d x d symétrique définie positive, b € R4, C € R/*4,
d € R’ (comme toujours, les vecteurs sont assimilés & des matrices colonnes). Dans toute la
suite, || - || désigne a la fois les normes euclidiennes sur R? et sur R”, et les normes matricielles
associées.

On cherche a résoudre

1
in =(A .
g;l:rl”< z,x) + (b, x)

On suppose qu’il existe z € R? tel que Cz = d.

1.
2.

Montrer que le probleme admet un unique point de minimum noté x*.

Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité. On notera p* € R’ un lagrangien associé
au probleme.

On cherche a résoudre numériquement le probleme. Etant donnés des pas 7, > 0 et 70 > 0
et des conditions initiales 20 € R% et u® € R/, on définit par récurrence la suite

gt =g — 7 (Ax™ + b+ CTpum)
M”‘H =u"+ TlTQ(CiL‘n+1 — d)

Montrer que l'on peut choisir 71 > 0 suffisamment petit pour que ||[I; — 11 A| < 1 (on
I, est la matrice identité de format d). On fera ce choix par la suite et on posera alors
B = |Ig— Al

En utilisant le fait que z* vérifie les contraintes, montrer que 1’on a

* 2 * * *
| = |7 < " = P 2nme (e - ), C (" =)+ (mm) [ CT O ||l =2,

L vérifier que

En utilisant les conditions d’optimalité et la définition de z™T
nCT (" — p*) = —(a" ™ —2*) + (I; — 1 A) (2" — z*).

En déduire que

) pr— | . | — | )
e e e ) I e R P

oil 7y 1= (2—7¢m||CTC|| —2p) sera supposé strictement positif (grace au fait que 5 €]0,1]
et & un choix judicieux de 72).

7. En déduire que (z") converge vers z*.

8. Quel est la différence entre cet algorithme et I'algorithme d’Uzawa ?

Solution : Sur (8pts)



1. La contrainte est définie par des inégalités larges faisant intervenir des fonctions convezes
et continue. Donc elle est convexe et fermée. De plus le critére est fortement convexe,
puisque sa matrice hessienne est A qui est définie positive par hypothése. Par théoréme
de cours on en déduit que le probléme admet un unique point de minimum noté x*.

2. Soit f(z) = 1(Azx,z) + (b,z). Donc Vf(z) = Az +b. La contrainte est affine, donc
qualifiée en tout point. Comme x* est le minimum du probléme, le théoréeme de Kuhn-
Tucker affirme qu’il existe u* € R’ tel que

Az* +b+CTp  =o0.
3. Par définition de la norme matricielle,

Il g — Al = sup
zeR4 240 [Eal

Or
I(Ia — 1 A)z||” = (I — 1 A)?z, z) < 0|,

ot 0 est la plus grande valeur propre de la matrice symétrique (Ig—1A)%. Comme A est
symétrique, on sait que les valeurs propres de (I; — 71 A)? sont les (1 — 11\;)? ot les \;
sont les valeurs propres de A. Comme A est définie positive, les \; sont tous strictement
positifs. Donc en prenant 71 = min;{1/(2X\;)} = 1/(2max;(\;)), on a

1> 1—T1)\i > 1—7'1max)\i = 1/2,
i

et donc, pour ce choiz de 11, on a 6 = max;(1 — 1 \;)? < 1. On en déduit que
|I; — 1Al < 0Y2 < 1.

4. Comme x* vérifie les contraintes, on a

n+l

MnJrl . N* _ Mn _ M* —|—7’17’QC($ x*>7

et donc

2 2 *
| "t = |7 = (e = P+ 2nm (W — p), Ca™ = 2)) + (mim)?||Ca™ T — 2¥||
<" = P 4 2mm((ut = p*), C@™ T — %)) + (mim)*(CTC ™ — a¥), (2™ — 2¥))
< = P 4 2mm((ut = p¥), (@™ — ) + ()| CT O 2™ — 2|2,

ce qui est linégalité demandée.

5. Par la définition de x™t1 et les conditions d’optimalité pour x*, on a

" gt — (I — A (2" — %) = 2" — 1 (Az" + b+ CT ") — 2 — (Iy — 1 A) (2" — z¥)
= —(=Az* = CTp* + CTp™) — mAz* = - CT (™ — u*).

En réorganisant, on obtient le résultat demandé :

nCh (" = p*) = = (@™ = 2%) + (lg — 1 A) (2" — 2*).



6. On utilise I’égalité obtenue dans la question précédent dans l'inégalité de la question 4 :

|t =P < Q= P+ 2m O (7 — ), (" = 2) + (P ICTC o - a7
<l = P+ 2ma(— (@ = o) + (T = A" - ), (@ - 7))

+ (M) CTC e — 27|
<l = w2 = 2malla™ = a2 + 2l — A [la” - a7 = o

+ (nm)?|CT Ol — 27|

ou on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniéere inégalité. Comme ab <
(a® +b2)/2 et par définition de B, on en déduit que

2
H Mn-‘rl _ M*H
< " = i) = 2™t = ot 4 e — |+ Bl - 2

+ (nm)?[CT Ol — 27|

En réarrangeant, on obtient l'inégalité voulue :

no__ %2 n+l _ %2
,nyn—&-l _33*”2 < <H:u 7_21u || +/8||$n _37*H2> . (H/’L - H H -I—ﬁ”l’n—H —LE*||2)

oty :=(2— 7'127'2||C'TC|| —20).

n__,,*|2
7. D’apreés la question précédente, La suite 0, := w + B||lz"™ — x*||? est décroissante
(car v > 0) et minorée par 0. Donc elle converge, et donc, en utilisant cette fois que
v > 0, prowve que ||z" — z*||? est majorée par la suite Y"1 (0,, — Opy1) qui tend vers 0.

Donc (™) converge vers x*.

8. La différence entre cet algorithme et Ualgorithme d’Uzawa est que, dans l’algorithme
d’Uzawa, il faut calculer un probléme de minimisation dans R% pour définir 2™, alors
que dans cet algorithme, x™t1 est calculé par un pas de gradient, ce qui est beaucoup
moins couteuxr numériquement.



