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Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre rédigées de
maniere rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront étre clairement
énoncés.
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Exercice 1 Soit (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o, avec o # 0. On pose

X = (—1)1Z,.
1. Montrer que (X;) est un processus stationnaire.
2. Le processus (X; + Z;) est-il stationnaire ?

3. On suppose que (Z;) est un bruit blanc gaussien, c’est-a-dire que (Z;) est un bruit blanc
et que, pour tout ¢1,ts € Z avec t; < to, le vecteur (Zy,, Zt, 41, ..., Zt,) est un vecteur
gaussien. Montrer que (X;) est fortement stationnaire.

Exercice 2 Soit (Z;) un processus stationnaire de moyenne nulle. Soient également ¢ € R et
¢ € R deux constantes fixées, avec |¢| < 1. On s’intéresse aux processus (X;) vérifiant

() Xy=c+o¢Xy1+7Z Ve

1. On suppose que (X;) est un processus stationnaire vérifiant (x). Déterminer p = E[X].

2. Soit (X;) un processus de carré intégrable et uniformément borné dans L? (c’est-a-dire tel
que sup E [(X;)?] < 4o0) vérifiant (x).
teZ

(a) Montrer que, pour tout n € N* on a

n—1
1 _ n
Xp=¢"Xen+ > " Zp+c — Vt € Z.
k=0
n—1
(b) Démontrer que, pour tout ¢ € Z, la suite (Z ¢"Z;_1)nen+ a une limite dans L? (notée
. k=0
S04 ) et aue
k=0
= c
X = "Ziw+——  Vtel
t kz_ofl5 t—k T+ -6

(¢c) En déduire que (X;) est stationnaire.

(d) On suppose que (Z;) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o?. Déterminer
la fonction d’autocovariance de (Xy).
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3. Soit (X;) un processus stationnaire vérifiant (x) avec (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle

N
. 1
et de variance 0®>. Pour N € N*, on pose XtN = — ZXt+k~
N k=1

(a) Montrer que (X}V) vérifie une relation de récurrence de la forme
XN =ct+oXN,+e¥  vtez,

oit (e)Y) est un processus stationnaire de moyenne nulle et de variance o?/N.

(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout t € Z et lorsque N — +oo, (X}V)
possede une limite dans L? que I’on déterminera.

Exercice 3 Soient ¢ un entier non nul et (0;)r=—gq .., des réels fixés. On définit M comme la
fonction qui associe a une suite (x¢)iez la suite (Mzy)iez définie par

MCCt = Z ekﬂft_k vVt € Z.

On dit que M préserve une suite donnée (z;) si MZ; = &; pour tout t € Z.

1. Montrer que 'opérateur
Mxy = Tpy3 + i3 — x4 vVt € Z,
préserve la suite (2t + 1);ez.

2. Montrer que M préserve les polynoémes de degré 1, si et seulement si,

q q
Zek:1 et Zk@k:O.

k=—q k=—q

3. Montrer que, si M préserve la suite (¢°);cz, alors M préserve également tous les polynomes
de degré inférieur ou égal a 5.

Baréeme indicatif : Exercice 1 : 5 points. Exercice 2 : 10 points, Exercice 3 : 5 points.



