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Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre rédigées de
maniere rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront étre clairement
énoncés.
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Exercice 1 Soit (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o, avec o # 0. On pose

X, = (—1)Z,.
1. Montrer que (X;) est un processus stationnaire.
2. Le processus (X; + Z;) est-il stationnaire ?

3. On suppose que (Z;) est un bruit blanc gaussien, c’est-a-dire que (Z;) est un bruit blanc
et que, pour tout ti,te € Z avec t; < to, le vecteur (Zy,, Z¢,41,...,%,) €st un vecteur
gaussien. Montrer que (X;) est fortement stationnaire.

Solution:

1. On note que (X;) est un processus d’ordre 2, car, pour tout t € Z, E[X?] = E[Z?] < +o0.
De plus, pour tout t € Z et pour tout h € Z, on a

E[X;] = (~1)'E[Z] = 0
car (Z;) est un bruit blanc, et

02 sih=0

Covar(Xs, Xiar) = (-1 Covar(.Ze) = { § S

a nouveau parce que (Z;) est un bruit blanc. On en déduit que (X;), qui a une moyenne
constante et une covariance indépendante de t, est un processus stationnaire.

2. On calcule

| 2Z; sit est pair
X+ 2y = { 0 si t est impair
Donc
Var(Xo + Zo) = 4Var(Zy) = 40* # 0
tandis que

Var(X1+Z1) =0
Donc le processus (Xi + Z;) n'est pas stationnaire.

3. On suppose que (Zy) est un bruit blanc gaussien. Vérifions que (Xy) est encore un bruit
blanc gaussien, ce qui implique (par un résultat de cours) que (Xi) est fortement station-
naire. En effet, si on considére une combinaison linéaire finie

to
Y = Z OétXt,

t=t1



ot t1,ts € Z avec t1 < to et oy réels, alors
to
Y = Z Oét(—].)tZt
t=t1

est une v.a. gaussienne puisque (Z;) est un bruit blanc gaussien. Donc (Xi) est un
processus stationnaire gaussien, et est par conséquent fortement stationnaire.

Exercice 2 Soit (Z;) un processus stationnaire de moyenne nulle. Soient également ¢ € R et
¢ € R deux constantes fixées, avec |¢| < 1. On s’intéresse aux processus (X;) vérifiant

(*) Xi=c+oXi 1+ 7Z; YVt € Z.

1. On suppose que (X;) est un processus stationnaire vérifiant (x). Déterminer p = E[X].

2. Soit (X;) un processus de carré intégrable et uniformément borné dans L? (c’est-a-dire tel
que supE [(X;)?] < +00) vérifiant (x).
teZ

(a) Montrer que, pour tout n € N*, on a

n—1
1 — o™
X =¢"Xen+ Y " Zp+c — Vt € Z.
k=0
n—1
(b) Démontrer que, pour tout ¢ € Z, la suite (Z ¢*Z;_1)nen+ a une limite dans L? (notée
- k=0
Z¢th—k) et que
k=0
> c
X = "Zyh+——  VteL
t kzo¢ t—k T 1—¢ €

(¢) En déduire que (X;) est stationnaire.

(d) On suppose que (Z;) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2. Déterminer
la fonction d’autocovariance de (X4).

3. Soit (X;) un processus stationnaire vérifiant (x) avec (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle

N
- 1
et de variance 0?. Pour N € N*, on pose XtN = — ZXt+k'
N k=1

(a) Montrer que (X}V) vérifie une relation de récurrence de la forme
XN =ct+oXN,+e¥  vtez,
oil (eY) est un processus stationnaire de moyenne nulle et de variance o?/N.

(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout t € Z et lorsque N — +oo, (X}V)
possede une limite dans L? que 'on déterminera.

Solution :



1. Comme (X;) est un processus stationnaire, on a E[X;] = E[X;_1] = p pour tout t € Z.
Comme (X;) vérifie (x), en prenant l'espérant dans (*) on obtient

p=c+ou+0,

puisque (Zy) est de moyenne nulle. On en déduit que pn = c/(1 — ¢).

2. On suppose que (X;) est un processus de carré intégrable et uniformément borné dans L?
vérifiant (x).

(a)

(b)

On veut montrer par récurrence que, pour tout n € N*, on a

7

Z.
16 vVt €

n—1
() Xe=¢"Xen+ Y ¢ Zg+e
k=0

Cette relation est vraie au rang n = 1 par (x). Supposons-la vraie au rang n € N*.
Alors, pour tout t € Z, on a par hypothése de récurrence puis par (x) appliqué au
tempst—n :

n—1

X =" Xt n + Z O Z i +c
k=0

1—-9¢"
1—¢
n—1 n

=" (c+dXin 1+ Zin)+ Y "2kt
k=0

il n . 1— ¢n+1
=¢"" Xp_p1 + kzo¢ L+ cﬁv

¢
l—¢

ce qui montre le résultat au rang n+ 1. Par récurrence on en déduit le résultat pour
tout n € N*.
Posons M = supE [(Xt)Q]. Fizons t € Z. On note que, comme |¢p| < 1 et comme

teZ
(Zy) est stationnaire,

n—1 n—1 n—1
k k k
S |6 2], = DT 161 12kl 2 = 12012 3161 < WZol 2 /(1= 6D
k=0 k=0 k=0
n—1
Donc la série (Z gkat,k)neN*, qui est normalement convergente dans L?, a une
k=0

limite dans L?. De plus
16" Xinll g2 = 101" [| Xi—nll 2 < Ml[" =0

lorsque n — +oo puisque |¢| < 1. Donc (¢"Xy_,) tend dans L? vers 0. Enfin,
toujours parce que || < 1, la suite réelle (cl__q; ) tend vers ¢/(1 — ¢). On en déduit

en passant a la limite dans L? dans (%) que

oo
C
X, = Z¢th—k + T4 vt € Z.
k=0

(¢) La question précédente affirme que

c
X; =F, 7 —_
t at+1_¢7



ot o € (1(Z) est défini par ap = ¢F sik €N et ap =0 si k <0. Comme (Z;) est un
processus stationnaire, on sait d’aprés le cours que F,Z est un processus stationnaire.
La constante 155 change la moyenne : E[X;] = 155 (tout en la laissant constante),
mais pas la covariance. Donc (Xy) est également stationnaire.

(d) Lorsque (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o, la fonction d’autocovariance
de (X;) est, par un résultat du cours, pour tout h € N,

2 1h
o
Covar(Xo, Xp,) = Covar(FoZy, FoZ)) = 02 Zakak-s—h = o2 Z PPt — . _¢¢2.
keZ keN
Lorsque h < 0, on a, par stationnarité, Covar(Xo, Xp) = Covar(X_p, Xo) = Ui‘z’;};l
3. (a) D’aprés (x), on a
1 & 1 &
=N > X = N D e+ dXiph1+ Ziyp1) = c+ XY + ¢
k=1 k=1
ot
| X
6,{\7 = N Z Zitk
Notons que, comme (€)Y = FzZ;) (ou 8 = 1/N sik€{—=N,...,—1} et B, = 0 sinon)

avec (Zy) stationnaire, un résultat de cours affirme que (er ) est stationnaire. De

plus, comme (Z;) est un bruit blanc, on a, pour tout t € Z,

1 N
Ele'] = > E[Zik] =0
k=1
et
N
E [(V)?] = % SOE [(Z)?] = 0?/N.
k=1

(b) Notons que XN = FgX; ot [ est défini ci-dessus. On en déduit que (X}) est un
processus stationnaire et est donc de carré intégrable et borné dans L?. On déduit de
la question 2 que (X;) est donné par :

o0
xN kzogbket ’f+ﬂ vVt € Z.

Donc, pour tout t € Z,

Var(X}') =E [(XtN

] Z SMIE (e per 4]

k,j=0

< 37 IE ()7 PR () = ZW

k,j=0

\él)

Cela montre que (X}N) tend dans L? vers sa moyenne c/(1 — ¢).

Exercice 3 Soient ¢ un entier non nul et (0;)r=—g ... 4 des réels fixés. On définit M comme la
fonction qui associe a une suite (x¢)icz la suite (Mxy)icz définie par

Mz = Z Opzi .  VtEZ.

On dit que M préserve une suite donnée (z;) si Mz, = &; pour tout ¢t € Z.



1. Montrer que 'opérateur
Mxy = 2443+ T3 — x4 YVt € Z,
préserve la suite (2t + 1);ez.
2. Montrer que M préserve les polynémes de degré 1, si et seulement si,

q q
29k21 et Zk@k:().

k=—q k=—q

3. Montrer que, si M préserve la suite (¢°)scz, alors M préserve également tous les polynomes
de degré inférieur ou égal a 5.

1. Ona
Mz, =2t+3)+1)+2(t—-3)+1)—(2t+1)=2t+1=uxy vVt € Z.
Donc M préserve la suite (2t + 1)iez.
2. Soit xy =at+ [ (oua, €R). Alors

q
My = Zek (t+k)+8)=at 29k +{ D Ok(ak +8)

k=—q k=—q k=—q

Donc Mz, = x¢ pour toutt € Z, si et seulement si,

q q
Yoo+ | D] klak+8) | =at+p  VieZ,

k=—q k=—q

ce qui Equivaut a

Donc M préserve les polynomes de degré 1, si et seulement s,

q q
Z@k:1 et Zk’@k:O,
k=—q k=—q
ce qui est I’équivalence demandée.
3. On suppose que M préserve la suite (t°)icz. Alors, pour tout t € Z,

Zamw Z%Z(j)tjk“)

k=—q k=—q =

5 5 q
:Z(j)tj Zekkg)ij
=0

k=—q

Comme les coefficients binomiaux ( ? ) sont non nuls, On en déduit que

q q
d be=1let Y Ok =0 VI=1,..5

5



5
Done, si xp = E a;t?, alors
J=0

5 5 q
Mary =3 aM#) =Y o [ D Ot + k)
j=0 j=0 k=—q
5 q
S0 (] )t | 30
Jj=0 k=—q

J=0

Cela prouve que M préserve les polynomes de degré inférieur ou égal a 5.

Baréme indicatif : Exercice 1 : 5 points. Exercice 2 : 10 points, Exercice 3 : 5 points.



