
Université Paris Dauphine
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Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront être rédigées de
manière rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront être clairement
énoncés.

Exercice 1 Soit (Xt) un processus stationnaire vérifiant la relation

Xt =
5

2
Xt−1 −Xt−2 + Zt ∀t ∈ Z,

où Z est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance σ2 (avec σ 6= 0).

1. Montrer qu’un tel processus X existe et est unique.

2. En remarquant que

1

z2 − 5
2z + 1

=
2

3

(
1

z − 2
− 1

z − 1/2

)
pour tout z ∈ C avec z 6= 2 et z 6= 1/2,

déterminer α ∈ `1(Z) tel que
1

z2 − 5
2z + 1

=
∑
k∈Z

αk z
k pour tout z ∈ C avec |z| = 1.

3. Exprimer X en fonction de α et Z.

4. Montrer que X possède une densité spectrale fX et la déterminer explicitement.

5. Soient σ∗ = σ/2, Z∗ un bruit blanc de moyenne nulle et de variance (σ∗)2 et X∗ un
processus stationnaire vérifiant X∗t = X∗t−1 − 1

4X
∗
t−2 + Z∗t pour tout t ∈ Z.

(a) Montrer qu’un tel processus X∗ existe, est unique et causal.

(b) Montrer que X∗ possède une densité spectrale fX∗ et la déterminer explicitement.

(c) Démontrer que γX = γX∗ , où γX et γX∗ sont les autocovariances des processus X et
X∗ respectivement.

Solution:

1. Soit Φ be polynôme Φ(X) = 1− 5
2X+X2. On cherche un processus stationnaire X vérifiant

Φ(B)X = Z, où B est l’opérateur de retard. On sait d’après le cours qu’un tel processus
AR(2) existe et est unique dès que Φ a toutes ses racines hors du cercle unité. Ici les
racines de Φ sont 2 et 1/2, donc de module différent de 1 : cela montre l’existence et
l’unicité du processus X.

2. Soit z ∈ C avec |z| = 1. Comme |2−1z| = 1/2 < 1, on a d’une part

1

z − 2
= −1

2

1

1− 2−1z
= −1

2

+∞∑
k=0

(2−1z)k = −
+∞∑
k=0

2−k−1zk.
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D’autre part, comme |(2z)−1| = 1/2 < 1, on a

1

z − 1/2
=

1

z

1

1− (2z)−1
=

1

z

+∞∑
k=0

(2z)−k =

−1∑
l=−∞

2l+1zl

(où on a fait le changement de variable l = −k−1 dans la dernière somme). On en déduit
que

1

z2 − 5
2z + 1

=
2

3

(
1

z − 2
− 1

z − 1/2

)
=
∑
k∈Z

αkz
k,

où

αk =

{
−2−k/3 si k ≥ 0
−2l+2/3 si k ≤ −1

On remarque que (αk) est en effet dans `1(Z).

3. Comme
1

Φ(z)
=
∑
k∈Z

αkz
k

pour tout z ∈ C avec |z| = 1, on a d’après le cours que

Xt =
∑
k∈Z

αkZt−k ∀t ∈ Z.

(on rappelle que, si on définit la suite (φk) comme φ0 = 1, φ1 = −5/2, φ2 = 1 et φk = 0
pour k /∈ {0, 1, 2}, alors la question 2 affirme que φ est inversible dans `1(Z) pour la
convolution d’inverse α. Donc X = FαZ).

4. Comme α = (αk) est dans `1(Z), on sait d’après le cours que X possède une densité
spectrale fX donnée, puisque X = FαZ, par

fX(u) = |Pα(e−iu)|2fZ(u)

où, comme Z est un BB(0, σ2),

fZ(u) =
1

2π

∑
h∈Z

γZ(h)e−ihu =
σ2

2π

(puisque γZ(h) = σ2 si h = 0 et 0 sinon) et

|Pα(e−iu)|2 =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

αke
−kiu

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ 1

e−2iu − 5
2e
−iu + 1

∣∣∣∣∣
2

=
1

|Φ(e−iu)|2
.

Donc

fX(u) =
σ2

2π|Φ(e−iu)|2
.

5. (a) Posons Φ∗(z) = 1 − z + 1
4z

2 = (1 − z/2)2. La seule racine de Φ∗ est 2, qui est
en dehors du disque unité (i.e., de module strictement supérieur à 1). Un résultat
de cours affirme alors que il existe une unique solution stationnaire X∗ à l’équation
Φ∗(B)X = Z∗ et que X∗ est causale.

(b) Comme précédemment (et d’après le cours), on sait que dans ce cas X∗ = Fα∗Z∗ où
α∗ ∈ `1(Z) et que X∗ possède une densité spectrale fX∗. Toujours d’après le cours,
on a

fX∗(u) =
(σ∗)2

2π|Φ∗(e−iu)|2
.
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(c) On sait d’après le cours que γX = γX∗, si et seulement si, fX = fX∗. Vérifions ce
dernier point. Pour cela, remarquons d’abords que, si |z| = 1, alors

Φ(z) = (z − 2)(z − 1/2) = (2z2)(1− z−1/2)2 = 2z2Φ∗(z−1).

Donc

fX(u) =
σ2

2π |2e−2iuΦ∗(eiu)|2
=

(σ/2)2

2π |Φ∗(eiu)|2
= fX∗(u)

puisque ∣∣Φ∗(eiu)
∣∣2 =

∣∣∣Φ∗(eiu)
∣∣∣2 =

∣∣∣Φ∗(eiu)
∣∣∣2 =

∣∣Φ∗(e−iu)
∣∣2

car Φ∗ est un polynôme à coefficients réels. On a donc vérifié que fX = fX∗, ce qui
implique que γX = γX∗.

Exercice 2 Soit (Xt)t∈Z un processus stationnaire d’autocovariance γX et de moyenne nulle
dans L2(Ω). Pour p ∈ N, p ≥ 1, on considère Γp la matrice de terme général (Γp)ij = γ(i − j)
pour tout i, j ∈ {1, . . . , p}. On suppose que Γp est inversible. On note

Ht−1,p = Vect{Xt−1, . . . , Xt−p}

le sous-espace vectoriel de L2(Ω) engendré par Xt−1, . . . , Xt−p et proj(Y,Ht−1,p) la projection
orthogonale d’un élément Y ∈ L2(Ω) sur Ht−1,p. Soit φp = (φp,1, . . . , φp,p) ∈ Rp tel que

proj(Xt, Ht−1,p) =

p∑
k=1

φp,kXt−k

1. Rappeler l’équation de Yule-Walker liant Γp, φp et γp := (γX(1), . . . , γX(p)).

On pose Yt = X−t pour tout t ∈ Z.

2. Montrer que (Yt) est un processus stationnaire dont on déterminera la fonction d’autocovariance
en fonction de γX .

3. En déduire que, pour tout s ∈ Z,

proj(Ys,Vect{Ys−1, . . . , Ys−p}) =

p∑
k=1

φp,kYs−k.

(où proj(Ys,Vect{Ys−1, . . . , Ys−p}) désigne la projection orthogonale dans L2(Ω) de Ys sur
l’espace vectoriel engendré par Ys−1, . . . , Ys−p).

4. Prouver alors que

proj(Xt−p−1, Ht−1,p) =

p∑
k=1

φp,kXt+k−p−1 ∀t ∈ Z.

5. On pose
X+
t = proj(Xt, Ht−1,p) et X−t = proj(Xt−p−1, Ht−1,p)

(a) Montrer que Var(X+
t ) = Var(X−t ).

(b) En déduire que Var(Xt −X+
t ) = Var(Xt−p−1 −X−t ).

Solution.
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1. D’après le cours, on a Γpφp = γp.

2. Pour montrer que (Yt) est un processus stationnaire, il suffit de vérifier que Yt est dans
L2 pour tout t et que E[Yt] et γY (h) = Cov(Yt, Yt+h) sont indépendants de t. Or Yt = X−t
est dans L2, E[Yt] = E[X−t] = 0 et

Cov(Yt, Yt+h) = Cov(X−t, X−t−h) = γX(−h) = γX(h)

puisque X est stationnaire et que, pour un processus stationnaire, la fonction d’autocovariance
est paire. Donc Y est bien stationnaire et γY = γX .

3. Comme la fonction d’autocovariance de Y est la même que celle de X, les coefficients φp,k
vérifient l’équation de Yule-Walker pour Y (car cette équation ne fait intervenir que les
coefficients d’autocovariance). Donc

proj(Ys,Vect{Ys−1, . . . , Ys−p}) =

p∑
k=1

φp,kYs−k.

4. Fixons t ∈ Z et posons s = p+ 1− t. Notons que

Vect{Ys−1, . . . , Ys−p} = Vect{X−s+1, . . . , X−s+p} = Vect{Yt−p, . . . , Yt−1} = Ht−1,p.

La question précédente affirme alors que

proj(Ys,Vect{Ys−1, . . . , Ys−p}) = proj(Xt−p−1, Ht−1,p) =

p∑
k=1

φp,kYs−k =

p∑
k=1

φp,kXt−p−1+k,

ce qui est le résultat demandé.

5. (a) Comme

X+
t = proj(Xt, Ht−1,p) =

p∑
k=1

φp,kXt−k,

on a
Var(X+

t ) =
∑
k,l

φp,kφp,lCov(Xt−k, Xt−l) =
∑
k,l

φp,kφp,lγX(l − k).

De même, puisque, d’après la question 4,

X−t = proj(Xt−p−1, Ht−1,p) =

p∑
k=1

φp,kXt+k−p−1,

on a

Var(X−t ) =
∑
k,l

φp,kφp,lCov(Xt+k−p−1, Xt+l−p−1) =
∑
k,l

φp,kφp,lγX(l − k).

On peut donc conclure que Var(X+
t ) = Var(X−t ).

(b) On a (puisque tous les variables aléatoires ont une moyenne nulle)

Var(Xt −X+
t ) = E

[
(Xt −X+

t )Xt

]
− E

[
(Xt −X+

t )X+
t

]
.

Or X+
t est la projection de Xt sur Ht−1,p. Donc E

[
(Xt −X+

t )X+
t

]
= 0. On en

déduit que

Var(Xt −X+
t ) = E

[
(Xt −X+

t )Xt

]
= Var(Xt)− E[XtX

+
t ]

= Var(Xt)−
p∑

k=1

φk,pE[XtXt−k] = Var(Xt)−
p∑

k=1

φk,pγX(k).
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D’autre part,

Var(Xt−p−1 −X−t ) = E
[
(Xt−p−1 −X−t )Xt−p−1

]
− E

[
(Xt−p−1 −X−t )X−t

]
= E

[
(Xt−p−1 −X−t )Xt−p−1

]
,

puisque X−t est la projection de Xt−p−1 sur Ht−1,p. D’où, d’après la question 4,

Var(Xt−p−1 −X−t ) = Var(Xt−p−1)− E[Xt−p−1X
+
t ]

= Var(Xt−p−1)−
p∑

k=1

φk,pE[Xt−p−1Xt−p−1+k]

= Var(Xt−p−1)−
p∑

k=1

φk,pγX(k).

Comme Var(Xt) = Var(Xt−p−1), on en déduit que

Var(Xt −X+
t ) = Var(Xt−p−1 −X−t ).

Barème indicatif : Exercice 1 = 10 points, Exercice 2 = 10 points.
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