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TD 1. Espaces de Hilbert et 'intégration.

Exercice 1.Applications bilinéaires. Soit H un espace de Hilbert et a : H x H — R une
application bilinéaire continue telle que a(x,z) > 0 pour tout x € H. Montrer que I’application
Q() := a(z, x) est convexe et de classe C! sur H et calculer sa différentielle.

Exercice 2. Applications bilinéaires. Soit F' C RN I’ensemble des suites nulles & partir d’un

certain rang, doté de la norme de ||z||o = sup;cy |zi|, si ¢ = (2;)ien. Montrer que I’application
[e.e]

a: FxF — R définie par a(z,y) = Z x;y; est bien définie, est bilinéaire et séparément continue
i=0

pour chacune des deux variables (i.e. a x fixé y — a(x,y) et a y fixé z — a(zx,y) sont continues),

mais qu’elle n’est pas continue.

Exercice 3. Projection dans ¢?>. On considere I'espace £2 des suites réelles de carrés sommables.
On notera un élément de ¢? (donc une suite de réels) u ou (u,). On désignera par u, sans

parenthese le n-ieme terme de la suite u. On rappelle que I’espace £2 est un espace de Hilbert

lorsqu’il est muni du produit scalaire : Yu,v € €2, (u,v) = f{i‘a UnpVn. On rappelle également

que 2 peut étre muni de la base hilbertienne (e¥)rey oll pour chaque k € N la suite e* = (eF)

a pour terme général efl = Opn-

1. Montrer que pour tout n € N, ’application

{62—>R,

U Up,
est une forme linéaire continue.
2. Montrer que pour tout n € N, ’ensemble
Ay ={uel®/u, >0},
est un fermé de ¢2. En déduire que
C:={uct®/Vic{o,...,10}, u; >0},
est un convexe fermé de £2.

3. Pour z un réel, on note 7 = max(x,0). Soit T I'application qui & u € £? associe la suite
i de terme général :

Uy = u;t pour n < 10 et u,, = u, pour n > 10.
Montrer que pour tout u € ¢2, @ € ¢2. L’application T : ¢ — £2 est-elle linéaire ?

4. Montrer que pour tout u € £2, le projeté de u sur C est T'(u).



Exercice 4. Somme d’espaces vectoriels dans des espaces de Hilbert.

1. Soit H un espace de Hilbert, et M et N deux sous-espaces fermés de H, orthogonaux entre

eux.

C.

On rappelle la notation
M + N := {u + v lorsque u parcourt M et v parcourt N}.
Montrer que tout élément x de M + N s’écrit de maniére unique sous la forme
r=u-+"v,

avec u € M et v € N.

Soit () une suite d’éléments de M + N, qui converge vers x dans H. Pour chaque
n, on note u, € M et v, € N les uniques élements de M et N respectivement tels
que T, = u, + v, (grace a la question précédente). Montrer que les suites (u,) et
(vp,) convergent.

En déduire que M + N est fermé dans H.

2. Soit H un espace de Hilbert muni d’une base hilbertienne (e )nen. On introduit

()

M :={eant1, n € N}L et N :={ea, — (2n+ 2)egpy1, n € N}L.

Justifier rapidement que M et N sont des sous-espaces fermés de H.

Soit x une combinaison linéaire (sous entendu : finie !) des vecteurs e,,. Montrer qu’il
existe u € M et v € N tels que
rT=u-+wv.

On pourra chercher u et v sous la forme de combinaisons linéaires des e, et com-
mencer par déterminer les termes correspondant a indice impair pour v.
En déduire que M + N est dense dans H.

Le vecteur
0

1
Zn—l—len’

n=0

appartient-il a M + N 7
En déduire que M + N n’est pas fermé dans H.

Exercice 5. Convergence dans des espaces de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert et (z,,) une suite d’éléments de H. On suppose qu’il existe x € H

tel que

i) ||zn|] — ||z|| quand n — oo,

ii) pour tout y € H, (x,,y) — (x,y) quand n — oo.

Montrer alors que x,, converge vers x dans H.

Exercice 6. Espaces fP.



Soit p > 1. On définit les espaces de suites réelles /7, /et ¢y par

0 = {2 = (@huen € B el = (3 Joul?)” < 400},

neN

> = {x = (Zn)neN € RY, ||| co = sup |zn| < +oo},
neN

co = {(@nner € R,z = 0}

On rappelle que tous ces espaces, munis de leur norme canonique (en particulier, la norme || - ||oo
pour 'espace ¢), sont des espaces de Banach.

1. Soit 1 <p <400, 0 << +o0 et

1
Vn e N, u{® = —.
nOé

Pour quelles valeurs de « la suite (uﬁf‘))n>1 appartient-elle a 1’espace ¢P 7

2. Soit 1 < p < g < 400, et D I'espace des suites réelles nulles & partir d’un certain rang :
D= {:1; = (2n)ne, IN € N,Vn > N, z, = 0}.

a. Montrer les inclusions
DcCl P ctdceyc ™.

b. L’une de ces inclusions est-elle une égalité ?

c. Montrer que
NP £ et U P £ .
7 7

3. Soit 1 < p < +o0.

a. Déterminer I'adhérence D de l'espace D pour chacune des normes || - ||,, et pour la norme
I lloo-

b. Soit p < g < co. Quelle est I'adhérence de 'espace P dans 'espace ¢4 7

c. Quelle est I’adhérence de ’espace ¢y dans 'espace £° 7

Exercice 7. Densité dans les espaces de Hilbert.

Soit H = L*(R), et V = {f € CX(R)/ [ f(t)dt = 0}. On rappelle que C°(R) désigne les
fonctions C* & support compact (i.e. nulles en dehors d’un compact), que L?(IR) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire usuel et que C°(R) est dense dans L?(R).

a. Soit ¢ € C°(R) telle que [ ¢(t)dt = 1. On pose

1
V(n,t) € N* x R, gn(t) = Eqﬁ(%).

(i) Montrer que
¢n — 0dans H.

n—-+o00

(ii) Soit g € C°(R). On pose
=g /R 9(8)dt) 6,

Montrer que la fonction h appartient au sous-espace V.
b. En déduire que
Vi c oxXm)*.



c. Conclure que le sous-espace V' est dense dans H.

Exercice 8. Soit L;%ér? I’ensemble des fonctions mesurables, 27-périodiques et de carré intégrable
2

sur [—m,7]. On rappelle que Lpér est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

v(f’Q) S (Lgér)27< g >z = 217T/7r f(t)@dtv

pér

A~ . ’ . 2
et que le sous-espace P des polyndémes trigonométriques est dense dans Lpér(R).
2 7
pér’

Soit V := {f IS Lgér, p.ptz R, f(—x) = f(m)}, le sous-espace des fonctions paires de L

Montrer que V est un sous-espace fermé de Lf)ér.

En déduire que V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire < , >;2 .
pér

ISHE

Soit V(n,z) € N x [—, 7], fu(x) = V2 cos(2"z).

Vérifier que (f,)nen est un systéme orthonormal de V.

Montrer que (f)nen n’est pas une base hilbertienne de V.

Soit V(n,z) € N x [—7, 7], en(z) = v/2 cos(nz).

Vérifier que (e, )nen est un systeme orthonormal de V.

Montrer que le sous-espace P NV est dense dans V.

Indication. On pourra utiliser le fait que la partie paire d’une fonction f est égale a la fonction
N f(x)+2f(—fv)'

c. En déduire que (e,)nen est une base hilbertienne de V.

TP W TN

Exercice 9. Systéeme de Hermite.

l.a. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme H,, a coefficients réels tels que

2

Vz € R, %(eilﬂz) = (=1)"H,(x)e ™.

o

. Calculer le coefficient de plus haut degré de H,.

22
. Soit V(n,z) e Nx R, ¢,(x) = #an(x)ef?.

a. Montrer que la fonction ¢, appartient & Iespace L?(R) quel que soit I'entier n.
b. Calculer les produits scalaires < ¢y, ¢, >r2 pour tout couple d’entiers (n,m).
c. En déduire que (¢,,)nen est un systéme orthonormal de L?(R).

3.a. Soit £ e R, n e Net

[\

n . k
Vo e R, Pi(z) =3 (_Z]f"”)
k=0 )

Montrer que

(i) Vz e R, Pi(z) — e %=,

n—-+o0o

(ii) V(n,z) € N x R,|P§(z)| < elé*l.

b. Soit f € L*(R). On suppose que : Vn € N, < ¢, f >r2r)= 0.
IQ
(i) Soit Vo € R,g(x) = e~ 2 f(x). Montrer que g appartient & L!(R).

(ii) Montrer que

VE € R, §(E) = /R e~ g (2)dx = 0.



Indication. On pourra calculer les intégrales [, P (z)g(x)dz.
(iii) En déduire que f est identiquement nulle.
c. Conclure que (¢y,)nen est une base hilbertienne de L?(R).

Exercice 10. Polynémes de Laguerre.

Soit H={f:Ry — C/ f0+°° |f(z)|?e"%dx < +00}. On admet que H est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire

400
V(f,9) € H*, < f,g >= /0 flx)g(x)e *dz.

l.a. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme L, a coefficients réels tels que

n

d
Vo € R+,

= (N, T) 'Ln -z
(e ) = nlLy(z)e

b. Calculer le degré, ainsi que le coefficient de plus haut degré de L,,.
c. En déduire que (L, )nen est une base algébrique de C[X].

2.a. Soit (n,m) € N2. Calculer le produit scalaire < Li,, L, >.

b. En déduire que (L, )pen est un systeme orthonormal de H.

c. Conclure que (Ly)nen est une base hilbertienne de H.

Indication. On pourra admettre la densité du sous-espace des fonctions polynomiales dans
l’espace H.

Exercice 11. Soit € un ouvert de R™.

1 a 1—-«
1. Soit 1 <p<r<g<+4o0oet ac|0,1] défini par — = — + ——. Montrer que
r p q

vf e LP(Q) N LUQ), £l < IIFI5I1F1Ig

2. Application. Soit p < q, et (fn)nen une suite de fonctions de LP(Q2) N LI(Q) telle que

(i) (fn)nen est bornée dans L9(92),

(ii) fn T f dans LP(Q).

a. Montrer, a ’aide du lemme de Fatou, que la fonction f appartient & L%(().
b. Soit p <r < ¢q. En déduire que

fn — f dans L"(9).

n——+oo

Exercice 12. (Dualité sur les espaces L dans le cas p € [1,2]). Soit £ un ouvert borné de RY.

1. Montrer que si T € L?(Q)', alors il existe f € L?(Q2) telle que T(¢) = [, fedz pour tout
© € L%(Q). (On rappelle que si X est un espace vectoriel normé, on note X' = L.(X,R)
l’ensemble des formes linéaires continues sur X ).

2. Montrer que, étant donné f € Lf"/(Q), I’application ¢ — fQ fedz définit une forme linéaire
continue sur LP((2).
Le but de la suite de l’exercice est d’établir une réciproque o cette question. Soit T €
(LP(92))".



3. Montrer qu'il existe f € L?(Q) telle que T(¢) = [ fedx pour tout ¢ € L2(1).
4. Montrer que la fonction f obtenue appartient & L¥ (Q) (distinguer p = 1 et p > 1).

5. Montrer que T'(¢) = [ fedz pour tout ¢ € LP(Q).

Exercice 13. Version LP du théoréme de convergence dominée.
Soit 1 < p < 400, et  un ouvert de R™.
1. Soit f:Q — R, g € LP(Q), et (fn)nen une suite de fonctions de LP(12) telles que

1) fn o PP sur

(i) V(n,2) € N x Q,|fu(2)] < g(a).

a. Que peut-on en conclure lorsque p =17
b. On suppose que p > 1.
(i) Montrer que f appartient a LP(2).
(ii) Prouver que
V(a,b) € R?, |a — bJP < 2P(|al? + |b]P).
(iii) Conclure que

fn — f dans LP(Q).

n—-+o0o

c. Cette conclusion demeurerait-elle vraie si ’on supposait que p = +oo ?

2. Application. Soit (fn)nen €t (gn)nen, des suites de LP(Q2) et L>°(2) respectivement telles que

(i) fn — f dans LP(Q),

n—-+o0o

(i) g» — gDpP,

n—-4o00

(iii) 3C > 0,Vn € N, [|gnlc < C.

a. Prouver a l’aide de la question 1. que

(9gn —9)f — 0 dans LP(Q).

n—-+o0o

b. En déduire que
fngn j fg dans LP(Q)

Exercice 14. Soit L!(R) I’ensemble des fonctions de L'(R) & support compact.
l.a. Soit f € L*(R). On pose

V(n,z) € N x R, f,(z) :{ (J;(JC) zin—ogéx <n,

Montrer que la suite (f,)nen converge vers f dans L'(R).
b. En déduire que L!(R) est dense dans L!(R).

2.a. Soit f € LL(R). Montrer que

/‘fx—l—t ‘dt - /\f (1)|dt.
T——+00

6



b. Soit f € L*(R) . Quelle est la limite lorsque x tend vers +oo de l'intégrale
[ Jse+0 - sl
R

Exercice 15. Produit de convolution LP-LP'.

l.a. Soit 1 < p < +o0, et F, une fonction mesurable sur R. On note
Vh e R, F(.) = F(. + h).
Montrer que si F' est continue & support compact, alors,

li F—-F|,=0.
lim |7, F — Fl

b. étendre ce résultat & F € LP(R).

2. Application. Soit 1 < p’ < +o00 tels que %—i— ]% = 1. On suppose que f € LP(R) et g € o (R).
a. établir que le produit de convolution f x g définit une fonction bornée sur R, qui vérifie

1] * glloe < [1fllpllgllp-

b. Montrer que f * g est de plus uniformément continue sur R.
Exercice 16. Produit de convolution et régularisation.
1. Soit (f,g) € L'(R)2.
a. Montrer que le produit de convolution f * g définit presque partout une fonction de L'(R),
qui vérifie
1 * gllx < [Ifllxllgllz-
Indication. On pourra utiliser le théoréme de Fubini pour la fonction (x,y) — f(z —y)g(y).
b. On suppose de plus que g appartient & CZ°(R). Montrer que f g est de classe C* sur R.

2. Application. Soit § € C2°(R,Ry) telle que [, 0(x)dz = 1. étant donné e > 0, on pose
1 _rx

Vz € R, .(z) = 75(7).

e \e

a. Soit f € C2(R). Montrer que
lim || f % e — f]l1 = 0.
e—0

Indication. On pourra utiliser luniforme continuité de la fonction f.
b. En déduire que C*°(R) N L(R) est dense dans L'(R).



