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Exercice n°1

1—
1/ A — Initialisation : pour n = 0 'identité se réduit a 1 = =y
-z
_ 1— 2"t
— P(n) = P(n + 1). Supposons que pour x # 1, Zxk =1 Alors
-
k=0

f . n i} i 1 — gl xn+1(1_l,) B 1 — gntl gl _ gnt2 B 1 — pn+2

"t = T +x = + = = .

1—2z 11—z 1—2z 1—2z

k=0 k=0

D’ott P(n + 1). La récurrence est démontrée.

¥ On peut aussi montrer que (1 — ) X (Z :ck> =1-—2"" Or

k=0
n n n
(1—2x) xZwk:Zxk—xexk
k=0 k=0 k=0
n n
_ Z k Z k+1
= x x
k=0 k=0
n n+1 n n
=> aF Zxk:<1+2xk> <Zxk+x”“>:1—x”“
k=0 k=1 k=1 k=1
2/ A En dérivant = btient
/ n dérivan kz_; x T2 on obtien

u el —(1—2)(n+ 12" — (=1) x (1 —a"*")  na" —(n+1)a"+1
;k N (1—x)2 N (1— )2 '

ne"t? — (n+1)a" 42 Py(x)

En multipliant par = on obtient Z ka* = B 2 = 2
—x -

k=1

n
¥ On peut aussi calculer (1 — x)? x Z kz". On obtient
k=1

(1—2)*x ilmk = ikxk — 2z X ikxqux? X ikxk
k=1 k=1 k=1 k=1
= kak —2x kakH + Zk:xk”
k=1 k=1 k=1

n+1 n+2

= ikxk —2 X Z(k — Da* + Z(/{: —2)z”
k=1 k=2 k=3

On regroupe les termes par degré. — k=1: x
—k=2: (2-2)22=0
—3<k<n: (k=2k—1)+(k—2))z* =0

—k=n+1: (=2n+(n-1))z"" =—(n+1)a""!



—k=n+2: nx"t2.

On retrouve P,(x) =z — (n + 1)z" ™! + na™t2.

Exercice n°2
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2/ A — La récurrence a été initialisée au 1/.
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D’ou le résultat.
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Exercice n°3
1/ D’apreés la formule du bindéme de Newton
Vn € N <1+g)n_2":—n! xa—k
’ n/ (n—k)K!  nk
k=0
11 suffit donc de montrer, pour tout 0 < k < n,
n! a®  adF n! 1
: k
m X E < E solt (n— k)' X E < 1 ou encore n! < (TL — k)'n .

Pour k£ = 0 l'inégalité est évidente. On note que pour tout k < (n — 1),



(n—k—=1)xnf ' —(n—k)lxnt=n-—k-1)!xn"x(n—(n—k)) =k(n—k—1)!xnF >0

Donc la suite finie k — (n — k)! x n* est croissante sur [0,n] et on a bien n! < (n — k)! x nk

pour tout k € [0,n].
nok a1

2/ D’aprés la formule de Taylor Lagrange, il existe ¢ €0, a[ tel que e* = Z % + m
k=0 ’

ef.

no ok
Donc Z % < e?. Le résultat découle du 1/.
k=0

3/ Pour n > 1 on pose x,, = nln (1 + E) de sorte que ™" = (1 + ﬁ) . D’apreés 2/, e™ < e°
n n

d’ou x, < a'. D’apres le T.AF. il existe ¢, €|x,,a| tel que * — ™ = (a — z,,)e". Par le DL
2
du logarithme & l'ordre 2 on a In (1 + 2) S o(n~?). D’ou

n n  2n?
I (1+2) + ol = L 4o
a— 2, =a—nln —)=a—a+—+on )= —+o(n").
n 2n 2n

2
. . . . a
On en déduit lim z, =a, lim ¢, =a, lim e =¢€%et a—x, ~ % lorsque n — +o00.
n

n—-+4oo n—-+oo n——4+oo
. " a\” a? e®
Finalement e — (14 — ~ .
n/ +oo 2n

1. Ceci peut se voir aussi en appliquant Taylor-Lagrange au logarithme.



