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Motivation
Calcul de l’état fondamental d’un système moléculaire

▶ Calcul numérique de l’état fondamental d’un système moléculaire à 𝑁 électrons

inf {⟨𝜓 , 𝐻𝑣𝜓⟩ |𝜓 ∈ ℋ ,∫
ℝ3𝑁

∑
𝜎1,…,𝜎𝑁

|𝜓|2 (𝑥1, … , 𝑥𝑁, 𝜎1, … , 𝜎𝑁) d𝑥1… d𝑥𝑁 = 1}

avec

𝐻𝑣 = −1
2

𝑁
∑
𝑖=1

𝛥𝑥𝑖 + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑁

1
‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖

+
𝑁
∑
𝑖=1

𝑣(𝑥𝑖)

et

ℋ =
𝑁
⋀
𝑖=1

𝐻 1 (ℝ3 × {|+⟩, |−⟩} , ℂ) .

▶ Problème variationnel qui ne peut être traité « directement » : coût de calcul trop élevé
pour 𝑁 plus grand que quelques unités
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Discrétisation I
Équations de Roothaan–Hall

▶ Problème discrétisé (cas RHF) :

inf {𝐸RHF(𝐷), 𝐷 ∈ 𝒫𝑁}

avec 𝐷 = 𝐶𝐶∗ matrice de densité, 𝐶 ∈ ℝ𝑑×𝑁 matrice des coefficients orbitaux,
𝒫𝑁 = {𝐷 ∈ ℳ𝑑,𝑑(ℂ), 𝐷∗ = 𝐷, 𝐷𝑆𝐷 = 𝐷, tr(𝑆𝐷) = 𝑁}, et 𝑆 matrice de Gram.

▶ Équations d’Euler–Lagrange :

⎧

⎨
⎩

𝐹(𝐷)𝐶 = 𝑆𝐶𝛬
𝐶∗𝑆𝐶 = 𝐼𝑁
𝐷 = 𝐶𝐶∗

𝐹(𝐷) matrice de Fock, 𝛬 multiplicateurs de Lagrange.
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Discrétisation II
Équations de Roothaan–Hall

▶ Reformulation d’une condition nécessaire pour que 𝐷∗ soit solution

[𝐹 (𝐷∗), 𝐷∗] = 𝑓 (𝐷∗) = 0,

où [𝐴, 𝐵] = 𝐴𝐵𝑆 − 𝑆𝐵𝐴
▶ Caractérisation de 𝐷∗ (principe Aufbau) :

𝐷∗ = arg inf {tr(𝐹 (𝐷∗)𝐷’), 𝐷’ ∈ 𝒫𝑁} = 𝑔(𝐷∗)
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Direct Inversion in the Iterative Space (Pulay, 1980)

▶ Méthode de point fixe
∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥(𝑘+1) = 𝑔(𝑥(𝑘)),

pour 𝑓 (𝑥∗) = 0
▶ DIIS : accélération de la méthode de point fixe. Soit 𝑚 ∈ ℕ (fixe),

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥(𝑘+1) =
𝑚𝑘

∑
𝑖=0

𝑐(𝑘)𝑖 𝑔(𝑥(𝑘−𝑚𝑘+𝑖)),

avec 𝑚𝑘 = min {𝑚, 𝑘} et tel que

‖
𝑚𝑘

∑
𝑖=0

𝑐(𝑘)𝑖 𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘+𝑖))‖
2
est minimal sous la contrainte

𝑚𝑘

∑
𝑖=0

𝑐(𝑘)𝑖 = 1.
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Lien avec l’accélération d’Anderson (1965)

▶ Accélération d’Anderson :

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥(𝑘+1) = 𝑔(𝑥(𝑘)) +
𝑚𝑘

∑
𝑖=1

𝜃(𝑘)𝑖 (𝑔(𝑥(𝑘−𝑚𝑘−1+𝑖)) − 𝑔(𝑥(𝑘))) ,

avec

𝜽(𝑘) = argmin
(𝜃1,…,𝜃𝑚𝑘)∈ℝ

𝑚𝑘
‖𝑓 (𝑥(𝑘)) +

𝑚𝑘

∑
𝑖=1

𝜃𝑖 (𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘−1+𝑖)) − 𝑓 (𝑥(𝑘)))‖
2

▶ Équivalence avec DIIS :

𝑐(𝑘)𝑖 = 𝜃(𝑘)𝑖+1, 𝑖 = 0, … , 𝑚𝑘 − 1, 𝑐(𝑘)𝑚𝑘 = 1 −
𝑚𝑘

∑
𝑗=1

𝜃(𝑘)𝑗
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Analyse de convergence de variantes de DIIS

▶ Rappel : 𝑥(𝑘+1) = ∑𝑚𝑘
𝑖=0 𝑐

(𝑘)
𝑖 𝑔(𝑥(𝑘−𝑚𝑘+𝑖)), CDIIS : 𝑥(𝑘+1) = 𝑔(∑𝑚𝑘

𝑖=0 𝑐
(𝑘)
𝑖 𝑥(𝑘−𝑚𝑘+𝑖))

▶ 𝑔 à valeurs dans une sous-variété régulière de ℝ𝑛, 𝑔(𝑥) ≠ 𝑥 + 𝑓 (𝑥), 𝑓 ∶ ℝ𝑛 ↦ ℝ𝑝

▶ 𝑓 et 𝑔 régulières (𝒞 2), 𝑓 non dégénérée en 𝑥∗ et 𝑔 contractante au voisinage de 𝑥∗

Mécanismes limitant le nombre d’itérés conservés

1 redémarrage (R-CDIIS) : étant donné 0 < 𝜏 < 1, 𝑚𝑘+1 = 0 si

𝜏 ‖𝑓 (𝑥(𝑘+1)) − 𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘))‖2 > ‖(Id − 𝛱𝑘)(𝑓 (𝑥(𝑘+1)) − 𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘)))‖2

où 𝛱𝑘 est la projection orthogonale sur Vect {𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘+𝑖)) − 𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘)), 𝑖 = 1, … , 𝑚𝑘},
2 fenêtre glissante adaptative (AD-CDIIS) : étant donné 0 < 𝛿 < 1, 𝑚𝑘+1 est le plus

grand entier inférieur ou égal à 𝑚𝑘 + 1 tel que

∀𝑖 ∈ {𝑘 + 1 − 𝑚𝑘+1, … , 𝑘}, 𝛿‖𝑓 (𝑥(𝑖))‖2 < ‖𝑓 (𝑥(𝑘+1))‖2
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Analyse de convergence de variantes de DIIS
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(𝑘)
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Résultat (R-CDIIS)

Théorème (R-CDIIS)

Soient 0 < 𝜏 < 1, et 𝐾 < 𝜇 < 1. Si 𝑥(0) est suffisamment proche de 𝑥∗, alors, tant que
‖𝑓 (𝑥(𝑘))‖2 > 0, on a

𝑚𝑘 ≤ min(𝑘, 𝑝)

‖𝑐(𝑘)‖∞ < ∞,

et
‖𝑓 (𝑥(𝑘+1))‖2 ≤ 𝜇𝑚𝑘+1‖𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘))‖2.

La méthode est donc linéairement r-convergente.
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Résultat (AD-CDIIS)

Théorème (AD-CDIIS)

Soient 0 < 𝛿 < 𝐾, et 𝐾 < 𝜇 < 1. Si 𝑥(0) est suffisamment proche de 𝑥∗, alors, tant que
‖𝑓 (𝑥(𝑘))‖2 > 0, on a

𝑚𝑘 ≤ min(𝑘, 𝑝)

‖𝑐(𝑘)‖∞ < ∞,

et
‖𝑓 (𝑥(𝑘+1))‖2 ≤ 𝜇‖𝑓 (𝑥(𝑘))‖2.

La méthode est donc linéairement q-convergente.
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Convergence superlinéaire

Corollaire (r-convergence superlinéaire)

1 Supposons que le paramètre de redémarrage à l’itération 𝑘 soit donné par
𝜏 (𝑘) = ℎ1(‖𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘))‖2). Alors,

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 − 𝑚𝑘 ≥ 1, ‖𝑓 (𝑥(𝑘))‖2 ≤ 𝐶1𝜇𝑚𝑘 ‖𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘−𝑚𝑘−𝑚𝑘))‖2
1+𝜖

.

2 Supposons que le paramètre à l’itération 𝑘 soit donné par 𝛿 (𝑘) = ℎ2(‖𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘))‖2). Alors, on
a

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 − 𝑚𝑘 ≥ 1, ‖𝑓 (𝑥(𝑘))‖2 ≤ 𝐶2𝜇1/2 ‖𝑓 (𝑥(𝑘−𝑚𝑘−1))‖2
3/2

.
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Les algorithmes I
Data : 𝑥 (0), tol, 𝜏
𝑟 (0) = 𝑓 (𝑥 (0)), 𝑘 = 0, 𝑚𝑘 = 0
while ‖𝑟 (𝑘)‖2 > tol do

if 𝑚𝑘 = 0 then
𝑥 (𝑘+1) = 𝑔(𝑥 (𝑘))

else
{𝛾 (𝑘)𝑖 }𝑖=1,…,𝑚𝑘 = argmin

(𝛾1,…,𝛾𝑚𝑘)∈ℝ
𝑚𝑘

‖𝑟 (𝑘−𝑚𝑘) +∑𝑚𝑘
𝑖=1 𝛾𝑖 𝑠(𝑘−𝑚𝑘+𝑖)‖2 (QR factorization)

𝑥 (𝑘+1) = 𝑔(𝑥 (𝑘−𝑚𝑘)) + ∑𝑚𝑘
𝑖=1 𝛾

(𝑘)
𝑖 (𝑔(𝑥 (𝑘−𝑚𝑘+𝑖)) − 𝑔(𝑥 (𝑘−𝑚𝑘)))

end
𝑟 (𝑘+1) = 𝑓 (𝑥 (𝑘+1)) and 𝑠(𝑘+1) = 𝑟 (𝑘+1) − 𝑟 (𝑘−𝑚𝑘)

compute 𝛱𝑘𝑠(𝑘+1) (orth. proj. of 𝑠(𝑘+1) onto 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑠(𝑘−𝑚𝑘+1), … , 𝑠(𝑘)}, given by the QR factorization)
if 𝜏 ‖𝑠(𝑘+1)‖2 > ‖(id−𝛱𝑘)𝑠(𝑘+1)‖2 then

𝑚𝑘+1 = 0
else

𝑚𝑘+1 = 𝑚𝑘 + 1
end
𝑘 = 𝑘 + 1

end
Algorithme 1 : Variante avec redémarrage (R-CDIIS).
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Les algorithmes II
Data : 𝑥 (0), tol, 𝛿
𝑟 (0) = 𝑓 (𝑥 (0)), 𝑘 = 0, 𝑚𝑘 = 0
while ‖𝑟 (𝑘)‖2 > tol do

if 𝑚𝑘 = 0 then
𝑥 (𝑘+1) = 𝑔(𝑥 (𝑘))

else
{𝛼 (𝑘)

𝑖 }𝑖=1,…,𝑚𝑘 = argmin
(𝛼1,…,𝛼𝑚𝑘)∈ℝ

𝑚𝑘
‖𝑟 (𝑘) −∑𝑚𝑘

𝑖=1 𝛼𝑖 𝑠(𝑘−𝑚𝑘+𝑖)‖2

𝑥 (𝑘+1) = 𝑔(𝑥 (𝑘)) − ∑𝑚𝑘
𝑖=1 𝛼

(𝑘)
𝑖 (𝑔(𝑥 (𝑘−𝑚𝑘+𝑖)) − 𝑔(𝑥 (𝑘−𝑚𝑘+𝑖−1)))

end
𝑟 (𝑘+1) = 𝑓 (𝑥 (𝑘+1))
𝑠(𝑘+1) = 𝑟 (𝑘+1) − 𝑟 (𝑘)
set 𝑚𝑘+1 the largest integer 𝑚 ≤ 𝑚𝑘 + 1 such that for 𝑘 + 1 − 𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝛿 ‖𝑟 (𝑖)‖2 < ‖𝑟 (𝑘+1)‖2
𝑘 = 𝑘 + 1

end
Algorithme 2 : Fenêtre adaptative (AD-CDIIS).

▶ Implémentation en Python avec PySCF, et code disponible
https://plmlab.math.cnrs.fr/mchupin/restarted-and-adaptive-cdiis/

https://plmlab.math.cnrs.fr/mchupin/restarted-and-adaptive-cdiis/
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Convergence locale
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R-CDIIS (τ = 10−6)

R-CDIIS (τ = 10−4)

AD-CDIIS (δ = 10−6)

AD-CDIIS (δ = 10−4)

Molécule Dimethylnitramine, modèle RHF, base 6-31G.
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Convergence globale
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Molécule Cadmium-imidazole, modèle RKS/B3LYP, base 3-21G (condition initiale à partir de
l’hamiltonien de cœur).
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Détails
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(a) Restarted CDIIS avec 𝜏 = 10−4.
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(b) Adaptive-depth CDIIS avec 𝛿 = 10−4.

Figure – Convergence de la norme du résidu et la profondeur de la fenêtre correspondante pour la
molécules cadmium-imidazole.
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Et ensuite…

▶ Diffuser ces algorithmes dans la communauté des chimistes (avec d’autres exemples, et
mix algorithmique)

▶ Vérifier pour une autre modélisation (ROHF) ce qui est dit dans un papier récent [Benda,
Vidal, Giner, Cancès, 2021]

▶ Étude de l’algorithme dans un autre contexte : cas linéaire et cas non linéaire
(comparaison avec NLGMRES, etc.) [de Sterck et al, 2021]

▶ …

Publication
Convergence analysis of adaptive DIIS algorithms with application to electronic
ground state calculations, Maxime Chupin, Mi-Song Dupuy, Guillaume Legendre, Eric
Séré, ESAIM : Mathematical Modelling and Numerical Analysis, EDP Sciences, 2021, 55 (6),
pp.2785 - 2825. 10.1051/m2an/2021069



Merci pour votre attention !
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Taille moyenne et taux de convergence
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Convergence locale
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Molécule Cadmium-imidazole, modèle RKS/B3LYP, base 3-21G.



C
on

ve
rg
en
ce

de
la
m
ét
ho

de
D
II
S

—
M
.C

hu
pi
n

iii/iii

Convergence globale

0 10 20 30 40 50
10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

102

k

‖r
(k

)
‖ 2

FD-CDIIS (m = 6)
FD-CDIIS (m = 8)
R-CDIIS (τ = 10−6)
R-CDIIS (τ = 10−4)
R-CDIIS (τ = 0.1)

AD-CDIIS (δ = 10−6)
AD-CDIIS (δ = 10−4)
AD-CDIIS (δ = 0.1)

Molécule Dimethylnitramine, modèle RHF, base 6-31G (condition initiale à partir de
l’hamiltonien de cœur).
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