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Résumé

Nous présentons une nouvelle méthode de segmentation de
surfaces ou de courbes fermées a partir d’un seul point.
Nous nous sommes basé sur une variante du Fast Mar-
ching et sur une approche implicite qui résout une équa-
tion de transport. L’utilisateur choisi d’abord, un point ini-
tial sur la frontiere désirée. Une approche par propaga-
tion de front permet ensuite de détecter de nouveaux points
clés sur la frontiere de l’objet. Le critere utilisé pour la
détection des points clés est basé sur la longueur eucli-
dienne de chemin. Etant donné que [’objet désiré a une
frontiere fermée, on utilise un critére approprié pour ar-
réter la détection des points clés et la propagation de front.
Finalement, le domaine visité par le front correspond a une
bande entourant I’objet étudié. En joignant les points clés
adjacents avec des chemins minimaux, on arrive ainsi d ex-
traire des courbes fermées en 2D ou des maillages géodé-
siques en trois dimensions. L’introduction d’une approche
implicite qui résout une équation linéaire aux dérivées par-
tielles, permet d’obtenir une surface compléte contenant
le maillage. Le niveau zéro de la solution de 1’équation
correspond a la segmentation finale. Nous avons appliqué
cette méthode a des données 2D et 3D d’images synthé-
tiques et réelles avec succes.
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Abstract

We present a new method for segmenting closed surfaces
from a single point. Our work builds on a variant of the
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Fast Marching algorithm and an implicit approach which
solves a transport equation. First, an initial point on the de-
sired boundary is chosen by the user. Next, new keypoints
are detected automatically using a front propagation ap-
proach. Since the desired object has a closed boundary, a
relevant criterion for stopping the keypoint detection and
front propagation is used. The final domain visited by the
front will yield a band surrounding the object of interest.
Linking pairs of neighboring keypoints with minimal paths
allows us to extract a network of minimal paths from a 3D
image called Geodesic Meshing. To obtain a complete 3D
surface that contains the meshing, we introduce an implicit
approach that, through a linear partial differential equa-
tion, generates a function whose zero level set is the final
segmentation. The proposed method has been successfully
applied to 2D and 3D synthetic and real biological data.

Keywords

Fast Marching algorithm, Geodesic Meshing, Image seg-
metation, Minimal paths, Transport Equation

1 Introduction

Les techniques de minimisation d’énergie ont été appli-
quées a une large variété de problemes dans le traitement
d’image et la vision par ordinateur. Depuis leur introduc-
tion, les contours actifs [9] ont été utilisées dans de nom-
breux travaux pour trouver les contours d’un objet dans une
image. Un contour actif, ou un snake, est une courbe qui se
déforme afin de minimiser une énergie combinant un terme
interne qui lisse la courbe et un terme externe qui guide la
courbe vers les objet d’intérét dans I’image. Par exemple, le
modele des contours actifs géodésiques [3, 15] se base sur
la minimisation d’une fonctionnelle géométrique qui dé-



forme une courbe initiale vers les géodésiques locales pour
une métrique Riemannienne dérivée de I’'image. Méme si le
modele des contours actifs géodésiques présente des amé-
liorations significatives par rapport au modele original de
Kass-Witin-Terzopoulos [9], il reste enclin au minima lo-
caux, et donc dépendant de I’initialisation.

Pour éviter les minima locaux, les auteurs de [5] ont uti-
lisé des chemins minimaux. L’avantage de cette méthode
est de permettre d’éviter les minima locaux et de simplifier
I’étape d’initialisation classique et fastidieuse des snakes
en la remplacant par la localisation des deux extrémités du
contour recherché. Cette approche minimise globalement
I’énergie du contour actif géodésique sous la forme |’ P,
ou la fonctionnelle de cofit prend de faible valeurs le long
de la courbe d’intérét et -y est un chemin joignant les deux
points. La solution du probleme de minimisation est ob-
tenu pas le calcul de la carte d’action minimal associée a
un point source. La carte d’action minimale correspond au
temps d’arrivé d’un front se propageant a partir du point
source avec la vitesse (1/P). Elle satisfait I’équation Ei-
konal. Ainsi, on peut calculer simultanément et efficace-
ment la carte d’action minimal et la longueur euclidienne
des chemins avec 1’algorithme du Fast Marching comme
cela sera détaillé dans la section 2.2.

Dans la partie 3, nous introduisons une nouvelle approche
de propagation de front basée sur le Fast Marching, pour
distribuer un ensemble de points clés sur une variété fer-
mée de codimension 1, non connue a priori, a partir d’un
seul point (ou plusieurs si on le souhaite) initialisé sur le
contour. La détection des points clés est basée sur la lon-
gueur euclidienne de chemin. En effet, le front se propa-
geant plus rapidement sur I’objet d’intérét, le point du front
qui atteint en premier une longueur euclidienne donnée A
est forcément localisé dans cette région (prenant de faible
valeurs de P). Ainsi ce point est un bon choix de point clé.
Des qu’un point clé est détecté, ce dernier est immédiate-
ment défini comme nouvelle source de propagation et ainsi
de suite. Pour éviter de déborder de 1I’objet d’intérét, nous
utilisons la connaissance a priori sur la topologie de 1’objet
pour arréter la détection des points clés et la propagation
du front. Le critere d’arrét topologique est valable en deux
dimensions et en trois dimensions. Dans la partie 4, nous
expliquons comment on peut extraire une courbe fermée
sur une image 2D ou un réseau de chemins minimaux, ap-
pelé maillage géodésique, en 3D. Dans la partie 5, on intro-
duit une méthode implicite basée sur les travaux de Ardon
et al [2]. On résout une équation différentielle linéaire aux
dérivées partielles en utilisant les résultats précédents. La
solution de 1’équation est une fonction telle que sa ligne
de niveau zéro contient le maillage géodésique. Nous mon-
trons les résultats sur des images synthétiques et naturelles
en 2D et en 3D.

Ainsi, les contributions principales dans ce travail sont :

(1) Introduction d’une nouvelle approche de propagation
de front pour distribuer un ensemble de points clés & par-
tir d’un seul ou de plusieurs points sources.

(2) Définition d’un critere d’arrét basé sur la topologie du
front permettant d’arréter la détection des points clés et
de la propagation de front pour des variétés fermées de
codimension 1.

(3) Introduction d’une approche implicite permettant de
compléter les surfaces fermées.

2  Quelques Rappeles sur les chemins
minimaux
2.1 Définitions

Etant donnée une image 2D I : © — R* et deux points
P1 et pa, 'approche introduite par Cohen et Kimmel [5]
consiste a construire un potentiel P :  — R** pre-
nant de faibles valeurs pres des objets d’intérét sur I’image
I. Le choix du potentiel P dépend du type d’image et
de I’application souhaitée. Par exemple, on peut définir
P comme étant une fonction décroissante du gradient de
I’image || VI|| pour extraire les bords des objets sur 1’image
en trouvant la courbe qui minimise globalement la fonc-
tionnelle d’énergie

E(v) :/W{P(W(s))+w}ds:/775(7(s))ds, 1)

olt Ap, p, est ’ensemble de tout les chemins joignant le
point p; au point po, s est le parametre de longueur le long
de la courbe, w > 0 est un parametre de régularisation et
P = (P + w). Un chemin joignant p; & po qui minimise
globalement I’énergie (1) est un chemin minimal entre pq
et p2, noté Cp,, b, . La solution de ce probléme de minimisa-
tion est obtenue par le calcul de la carte d’action minimale
Uy : Q — R associée a la source py. L’ action minimale
est I’énergie minimale intégrée le long d’un chemin entre
p1 et n’importe quel point x du domaine {2 :

Vx e, U(x)= min
YEAR, x

/ﬁ(’y(s))ds N5
~
Les valeurs de {/; correspondent aux temps d’arrivé d’un
front se propageant depuis la source p; avec la vitesse
(1/P). Uy vérifie I’équation eikonale

VU, (x)|| = (7)5()() forx € Q, 3)

Ui(p1) =

Le point p; est I’'unique minimum local de la carte U/, et
les lignes de champs de cette derniere vérifient 1’équation
d’Euler-Lagrange associée a la fonctionnelle (1). Ainsi,
pour déterminer le chemin minimal Cy,, 5, , il suffit d’effec-
tuer une descente de gradient sur ¢/ du point ps a la source
p1 en résolvant I’équation différentielle ordinaire avec une
méthode numérique standard comme celle de Heun ou de
Runge-Kautta :

dcplciitI:(S) = Vi (CP1;P2 (5))7

Coip:(0) = P

“



F1G. 1 — Extraction d’un contour ouvert a partir d’une
image de microscopie électronique. (a) Image origiale I.
(b) Potentiel P = (||VI| + )73, ou & est une petite
constante positive, et I’ utilisateur donne en entrée les points
p1 et po. (¢) La carte d’action minimale I/, et le chemin
minimal Cp, p, entre p; et po. (d) L’image [ et le chemin
minimal Cp, p,.

Nous allons étendre ces définitions au cas de plusieurs
sources en introduisant d’autres définitions utiles dans la
suite. Ces définitions sont valables en 2D et en 3D. La carte
d’action minimale associée au potentiel P:Q— Rt eta
I’ensemble des n sources S = {py1, ..., Pn | est la fonction
U : Q — RT définie par :

Vx e,

Ux)= min {Uj(x)},

1<j<n

’YEApj.x

o 60— min / Plr(s)as}. &

La fonctionnelle U/ est une distance pondérée par rapport a
I’ensemble des sources S, et vérifie I’équation Eikonale :

VU ()|l
Up;) =

La région de Voronoi associée a la source p; € S, no-
tée R ;, est I’ensemble des points qui sont plus proches de
p; dans le domaine € (pour la distance pondérée). La ré-
gion R; est un sous ensemble connexe du domaine €2, et
sa frontiere est notée IR ;. Les régions de Voronoi forment
une partition de I’ensemble 2. La carte de Voronoi est la
fonction V : @ — {1,...,n} qui associe a un point I’in-
dice de la région de Voronoi ou il est contenu :

P(x) pour x €,
0 (6)

pour p; €S.

VxeR;, V(x) = )

Si deux régions de Voronoi R; et R ; sont adjacentes, alors
le chemin minimal Cy,, . passe par le point de 9R; N IR
ayant la plus petite valeur de I’action minimal. Ce point,
noté m;;, estun point milieu (pour la distance géodésique)
du chemin minimal.

La carte des distances euclidiennes est la fonctionnelle
L : Q — RT qui associe 2 un point x du domaine {2 la
longueur euclidienne du chemin minimal entre le point x
et la source la plus proche (maintenant, dans le sens de la
distance pondérée) :

VxeR;, L(x)= / ds. 3)

CPJ',X

Table 1 : Algorithme du Fast Marching pour résoudre I’équation (6).

e  Notations.
Nu(x) est I'esemble des M voisins de x sur la grille, ou M = 4
en2DetM = 6 en 3D.
e Initialisation.
Pour tout point de la grille x,
poser U(x) := +o0, V(x) := 0 and L£(x) := 4oo0.
étiqueter le point x en tant que point Far.
Pour toute source p; € S,
poser U(p;) := 0, V(p;) := j and L(p;) := 0.
étiqueter p; en tant que Trial.
e  Boucle principale.
Tant que I’ensemble des points Trial est non vide,
Trouver Xy, le point Trial ayant la plus petite valeur de Uf.
étiqueter xmin en tant que Alive.
pour tout point de la grille x, € Ny (Xmin) n’étant pas Alive,
{u,v,£} :=UpdateschemeFMM (xn, Nu(xn)).
poser U (xn) := u, V(Xq) := vet L(xn) := £
si xp est Far, I’étiqueter en tant que Trial.

Remarquez que si P(x) = 1 pour tout x € €, alors les
fonctionnelles U et £ sont identiques, et correspondent a
la distance euclidienne par rapport a I’ensemble des points
sources S.

2.2 Méthode du Fast Marching

La Méthode du Fast Marching (FMM) est une méthode nu-
mérique introduite par Sethian dans [11, 12, 13] et Tsitsik-
lis dans [14] pour résoudre efficacement I’équation Eiko-
nale isotrope sur une grille réguliere. Dans I’équation (6),
les valeurs de U correspondent aux temps d’arrivé d’un
front se propageant a partir des points de S avec la vi-
tesse (1/P). Lidée centrale derriere le FMM repose sur
un ordre consistant de parcours des points de la grille . Cet
ordre est basé sur le fait que I’information se propage vers
I’extérieur dans une seule direction. Ainsi, 1’algorithme du
Fast Marching résout en une seule passe 1’équation Eiko-
nale (6) et calcule les cartes U, V et £ simultanément (voir
le tableau 1). Le FMM est une approche par propagation
de front qui calcule les valeurs de ¢/ dans I’ordre crois-
sant. L’algorithme du FMM est similaire a I’algorithme
de Dijktra pour le calcul des plus courts chemins dans un
graphe [8]. Au cours de 1’algoritme, les points de la grille
portent un label qui peut étre Alive ( points ou U est cal-
culé et fixé), ou bien Trial (points ou U/ a été estimé mais
pas encore fixé), ou bien Far (point ou I/ n’est pas encore
calculé). L’ensemble des points Trial forme une interface
entre les points de la grille ou U est fixé (points Alive) et
les autres points (les points Far). Cette interface peut étre
vue comme ’ensemble des fronts se propageant a partir
des points sources avec une vitesse inversement propor-
tionnelle 2 P. L’ algorithme s’arréte lorsque tous les points
de la grille sont visités, i.e ont I’étiquette Alive (voir Ta-
bleau 1). En utilisant une file de priorité pour trouver le
point Trial ayant la plus petite valeur de ¢/ (en ordonnant
les points Trial dans une structure de Tas), on obtient une
complexité de O(Nlog,N) out N est le nombre des points
de la grille.

Maintenant, nous présentons comment les valeurs de U, V



et £ sont estimées pour une point de la grille x,, i.e les
résultats de la routine UpdateSchemeFMM. Nous nous
limitons ici au cas 2D, tant que 1’extension au cas 3D est
immédiate. En adoptant des notations standards on notera
U;; 1a valeur de U au sommet (4, j) de la grille associé au
point x, de coordonnées (ih,, jhy), ot hy et hy sont les
pas de discrétisation de 1’image selon x et y.

Pour estimer Uf; ;, on résout une version discrétisée de
I’équation (6). Rouy et Tourin [10] ont démontré qu’une
solution de viscosité pour U; ; est donnée par le schéma
décentré amont :

(maX{(Uz‘,j —Ui—1,5), (Ui j —Uiy1,5),0} ) ?
ha

(maX{(Ui,j — Ui j-1), Ui j — Ui j11), 0})2
hy

Pour calculer U;;, on considere les quatre triangles
construits autours du point (2, §), {(i — 1,7), (¢,7), (i, 5 —
1)} par exemple. Dans chaque triangle, on résout I’équa-
tion (9) en utilisant seulement les valeurs des points Alive.
La longueur euclidienne des chemins, £; ; est calculée de
la méme maniere, dans le méme triangle, en remplagant P
par 1. L'indice de Voronoi donné est celui du voisin Alive
ayant la plus petite valeur de I’action minimale.

Pour chacun des quatre triangles, on obtient un triplet
{u,v, £}. Finalement, on choisit le triplet qui correspond &
la plus petite valeur de u. Notons que le calcul de VI (x,)
en utilisant le triangle qui a servi a 'estimation de U/ ;
donne une estimation consistante de V. Le calcul de ce
gradient est utile pour la résolution de 1’équation de trans-
port présentée ultérieurement.

3 Comment distribuer un ensemble
de points clés sur une variété fer-
mée

Soit 2 un domaine 2D ou 3D. On suppose donné un en-
semble de points sources S = {p1,...,Pn} Sur une va-
riété fermée, le long de laquelle P : Q — R*T prend de
faibles valeurs. Notez que I’ensemble S peut étre réduit a
un point.
On présente dans cette partie une variante du FMM, appe-
1ée Méthode du Fast Marching avec Detection de Points
Clés (Fast Marching Method With keypoint Detection,
FMMWKD, voir le tableau 2), qui propage des fronts a par-
tir des sources avec la vitesse (1/ 75) et qui détecte séquen-
tiellement, lors de la propagation des fronts, un ensemble
de points clés S* = {p;, ;1. .., P}, 4, | sur la variété. Des
qu’un point clé est détecté, ce dernier est immédiatement
défini comme nouvelle source de propagation. La détec-
tion des points clés est basée sur un critere de longueur eu-
clidienne de chemin minimal. Ce critere dépend d’un seul
parametre, noté \. La propagation de front et la détection
de points clés sont arrétées des que le domaine visité par
les fronts contient toute la variété.

= (P19

Finalement, le domaine visité par les fronts, noté (),
correspond a une bande entourant I’objet d’intérét. Le
FMMWKD permet de calculer la carte d’action minimale
U : Q — Rt les indices de Voronoi V : Q —
{1,...,n + m} et la carte des longueurs euclidiennes des
chemins £ : Qr — RT associés au potentiel Petalen-
semble des sources S U S*.

Détection des points clés et correction locale des cartes
U, Vet L.

Initialement, les fronts se propagent a partir des points de
S jusqu’a ce qu’un point x tel que £(x) > A soit étiqueté
Alive. Ce point est défini comme le premier point clé, noté
p;,41 (voir Fig. 2).

Ce critere fut utilisé dans [6] pour trouver un chemin mi-
nimal de longueur donnée a partir d’un point. Supposons
que le point p;; 1 appartient a la région de Voronoi R ; au
moment de sa détection. Ce critere assure que le chemin
minimal Cyp, Pl minimise 1I’intégrale de P par rapport 2
toutes les courbes ouvertes de longueur euclidienne supé-
rieure ou égale a A et de source dans S. Par conséquent,
P;,+1 st susceptible d’appartenir a la variét¢ le long de
laquelle les valeurs de P sont faibles.

Une fois que le premier point clé a été détecté, ce dernier
est considéré comme un nouvelle source de propagation.
Il n’est pas nécessaire de relancer tout 1’algorithme a par-
tir de toute les sources. En effet, les valeurs de U, Vet £ a
proximité des éléments de S au sens de la distance pondéré
ont été estimées et ne changeront pas suite a I’introduction
d’une nouvelle source. Ainsi, pour réduire le colit des cal-
culs, on réinitialise ¢/, V et £ comme suit :

UPr41) =0, V(phy1) =n+1, L(ppy) =0,

en étiquetant py , ; en tant que point Trial; et on continu
la propagation. Cependant, si ’on n’apporte pas des mo-
difications au FMM original, les valeurs finales de U/, V et
L seront incorrecte pour les points fixés (étiquetés Alive)
et proche de p;,,; dans le sens de la distance pondérée.
Ces erreurs sont seulement dues au fait que, dans le FMM
original, les valeurs de U/, V et L sont fixées pour les
points Alive. Une maniere facile pour résoudre ce probleme
consiste a autorisé un point Alive a redevenir Trial s’il est
plus proche de la nouvelle source. Cette astuce algorith-
mique nous permet de corriger localement U/, V et £ dans
le voisinage de p;, , ;.

Ensuite, la propagation de front continue jusqu’a ce qu’un
nouveau point x tel que £(x) > X soit étiqueté Alive. Ce
point est le second point clé, noté p}, | ,, et est ajouté al’en-
semble des sources. Apres, le front continue de se propager
et ainsi de suite. Ainsi, pendant la propagation de front, les
points clés sont séquentiellement détectés sur la variété le
long de laquelle P prend de faibles valeurs (voir Fig. 2).
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FIG. 2 — Résultats intermédiaires et final pour FMMWKD appliqué au potentiel 2D de la figure Figure 1b, avec S = {p; } et
A = 200. Sur la premiere, deuxieme et troisieme ligne on voit les résultats intermédiaires quand les points p5 (premier point
clé), p3 (second point clé) et p; (dernier pont clé) sont détectés. Le résultat final est sur la derniére ligne.



Table 2 : Fast Marching Method With keypoint Detection.

e  Notation.
Nu(x) est ’ensemble des M voisins de x sur la grille, ou M = 4
en2D et M = 6 en 3D. NV, 4 (x) est 'ensemble des M voisins
d’un point x, ot Mt = 8 en 2D et M1 = 26 en 3D.
o Initialisation.
Pour tout point de la grille x,
poser U(x) := 400, V(x) := 0 et L(x) := +o00.
étiqueter x en tant que point Far.
Pour toute source p; € S,
poser U(p;) := 0, V(p;) :=jet L(p;) :=0.
€tiqueter p; en tant que Trial en tant que Boundary.
m := 1, StopDetection:=FALSE.
e  Boucle principale.
Tant que I’ensemble des points Trial est non vide,
trouver Xpin, le point 7rial ayant la plus petite valeur de U{.
Si (StopDetection=FALSE) et (L(Xmin) > A),
ici, Xmin est considéré comme une nouvelle source p;‘hLm,
poser U (Xmin) := 0, V(Xmin) :=n + m , L(Xmin) := 0.
m:=m+ 1.
Sinon
étiqueter xpip en tant que Alive.
Pour tout point X, € My (Xmin)>
Si x, n’est pas Alive,

{u, v, £} :==UpdateschemeFMM (xn, Nyu(xn)).

poser U(Xn) := u, V(Xn) := vet L(xq) := L.
Si (StopDetection:FALSE) et (xn est Far),
étiqueter x, en tant que Trial et Boundary.
Sinon, si V(xn) 7# V(Xmin),

{u, v, £} :==UpdateschemeFMM (xn, Nyu(Xn)).

Siu < U(xn),

poser U(xn) := u, V(Xn) 1= vet L(xn) := L.

étiqueter x;, en tant que Trial.
Si Xpin est Boundary,
étiqueter xpmin en tant que Interior.
Si StopDetection=FALSE,
StopDetection:=
IsBoundarySplit (xmin7 Ny+ (xmin)) .

Critére d’arrét topologique.

Afin d’empécher I’algorithme de distribuer des points clés
sur tout le domaine §2, il est nécessaire d’arréter 1’algo-
rithme des que la variété fermée est contenue dans le do-
maine visité. Notez que mé€me si la variété est inconnue a
priori, on sait qu’elle est fermée. Cette information topolo-
gique est utilisée pour concevoir un critere approprié pour
arréter la détection de points clés et la propagation de front.

Une stratégie possible consiste a prendre en compte les par-
titions de Voronoi et d’arréter 1’algorithme deés que chaque
région de Voronoi est adjacente a au moins deux autres
régions. Cette stratégie est correcte mais limitée au cas
2D. Pour avoir un schéma valable en dimension supérieure
(notamment en 3D), on choisit une autre stratégie pour le
FMMWKD. Notons 2 le domaine visité par les fronts, i.e
les points ayant une étiquette différente de Far (étiquetés
Alive ou Trial). Dans I’algorithme FMMWKD, la détec-
tion des points clés est stoppée des que (2 est délimité par
exactement deux bords connexes.

L’ensemble 2z peut étre partitionné en deux sous en-
semble : I’ensemble des points intérieurs noté int({2r), et
I’ensemble des points du bord, noté 0€2;. Dans le Fast
Marching Classique, int(2:) et 0 correspondent res-

@ | ®)
Legend :

} W, [neerior }

Q Boundary

F1G. 3 — Test local appliqué au voisinage d’un point X,
(le point marqué par une fleche) pour détecter une col-
lision de fronts. (a) Xy, est un point simple int(2s) and
#C(@QF N Ny+ (xmin)) = 1. (b) Choc de deux fronts au
voisinage du point X, et #C(@QF N Ny+ (xm,-n)) =2

pectivement aux ensembles des points Alive et des points
Trial. Ceci n’est plus vrai pour le FMMWKD, du fait
de la correction locale de U, V et L. C’est bien pour
cela qu’un deuxiéme étiquetage binaire est introduit dans
FMMWKD : en plus d’étre étiqueté Alive ou Trial, un point
non Far est aussi étiqueté Interior s’il appartient a int({2g)
ou Boundary s’il appartient a 0§
Notons que I’itération a laquelle int({2:) devient une com-
posante connexe délimitée par exactement deux bords
connexes est aussi I’itération a laquelle le nombre de com-
posantes connexes de 02 augmente pour la premiére fois.
Il faut donc, juste surveiller les changements de la topolo-
gie de 0.
Dans T’algorithme détaillé dans le tableau 2, le critere
d’arrét de détection de points clés est satisfait dés que
IsBoundarySplit retourne TRUE. On appelle cette
routine apres que le point Xp, ait été supprimé de I’en-
semble des points Trial et ajouté a I’ensemble des points
Alive et que ces M voisins aient été mis a jour (avec M = 4
en 2D et M = 6 en 3D). La routine IsBoundarySplit
donne TRUE si les deux tests suivants sont satisfaits :
o Test local pour une collision de fronts.
On commence par vérifier s’il y a une collision de
fronts & proximité du point Xpy;,. Notons Ny+ (Xmin)
I’ensemble des MT voisins de Xy, (ol MT = 8 en 2D
et MT = 26 en 3D), et 90 N Ny+ (Xmin) I'ensemble
des points de N+ (Xmin) ayant I’étiquette Boundary. Le
test local repose sur le dénombrement des composantes
MT-connexe de 90 N Ny+ (Xmin), n0té #C(9Q N
N+ (Xmm)). La majeure partie du temps, Xpmin €st un
point simple de int(2;), et #C (9% N Ny+ (Xmin)) = 1
(voir Fig. 3.pour un exemple en 2D). le test local est sa-
tisfait si #C(@QF N Ny+ (xmin)) > 1,ie.quandilya
un choc entre deux fronts (voir Fig. 3.b).
e Test global pour détecter un changement de la topo-
logie de OS;.
Si le nombre de composantes de Q2 N Ny, + dépasse
1, on vérifie ensuite si les différentes composantes de
00N Ny+ appartiennent a la méme composante de 9.
Dans ce cas 0€2: n’a pas changé de topologie. Sinon, on
en déduit qu’une composante de O s’est divisée en
deux composantes connexes : le nombre de composante
de 0 a alors aumgmenté et le critere d’arrét topolo-
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FIG. 4 — Extraction d’un contour fermé a partir d’images
2D. Potentiel P, point source en rouge et points clés en
jaune et chemins minimaux. (a) Image size 101 x521, A =
180. (b) 385%x532, A = 80. (¢) 153x380, A = 60. (d)
1032x435, A = 160.

gique est vérifié.
Un tel test est facile & implémenter. En effet, considérons
le cas ol #C (9 NNyy+ (Xmin)) = 2. Soit x; et x5 deux
points tels que x; appartient a la premiere composante
de 9Qr N Ny+ (Xmin) €t X2 2 la deuxieme. 11 faut seule-
ment visiter tout les points de la grille appartenant a la
méme composante M -connexe de 9 que X1, en leurs
assignant une étiquette temporaire. Ainsi, le test global
est satisfait si xo n’a pas été étiqueté.
Comme le critere d’arrét topologique commence par un test
local, I’algorithme FMMWKD est beaucoup moins coii-
teux qu’une approche par test global ol I’on dénombre les
composantes simplement connexes de int({2;) et de 9 &
chaque itération. Il est a noter aussi qu’un soin particulier
est exigé pour traiter le cas ou le front atteint le bord du do-
maine €. Pour cela, on propose d’ajouter un bord virtuel au
domaine (2 sur lequel nous n’effectuons aucun calcul, mais
un étiquetage évitant de créer des trous sur 92 lorsqu’un
front atteint le bord.
Quand le critere d’arrét topologique est satisfait, plus au-
cun point Far n’est ajouté a I’ensemble (2. On se contente
de finir les corrections locales autours des points clés. Fi-
nalement, le domaine visité par le front €2 est une bande
entourant la variété.
L’algorithme FMMWKD (voir tableau 2) est valable en 2D
et en 3D. I suffit de bien choisir les indices de connecti-
vité (M et M) associés a la dimension. On obtient un en-

FI1G. 5 — Distribution d’un ensemble de points sur une
sphere, en appliquant FMMWKD sur une image 3D syn-
thétique, avec S = {p1}. (a) Potentiel P bruité, prenant
de faible valeurs le long d’une sphere et le point source p; .
(b) Vue en coupe du domaine €2 montrant les valeurs de la
carte d’action minimal /. (c) Les points de S U S*.

semble de points S U &* distribués sur la variété fermée
(voir Fig. 5), mais aussi les cartes U, V et L associées a
I’ensemble des points sources S U S*. Ces cartes sont défi-
nies sur le domaine {2, tel que 2; est un sous ensemble de
) simplement connexe délimité par deux bords connexes
(un bord intérieur et un bord extérieur). Sur la figure 4,
des résultats de segmentation sur des images réelles, dis-
ponibles sur la base de données de ANSP Algae Image,
Phycology Section, Patrick Center for Environmental Re-
search, The Academy of Natural Sciences '. Les temps de
calcul ne dépassent pas la seconde sur un ordinateur com-
mercial.

4 Maillage géodésique d’une variété
fermée

L’ensemble des sources S U S&*, la carte d’action mini-
male U et la partition de Voronoi V obtenus avec I’ Algo-
rithme 2 permettent finalement de construire un maillage
géodésique décrivant la surface fermée le long de laquelle
le potentiel P est faible, ou de construire une séquence cy-
clique dans le cas 2D. On appelle ici maillage géodesique
le réseau de courbes constitués des chemins minimaux re-
liant chaque source de I’ensemble SUS™ a ses plus proches
voisins parmi les autres points de S U S*.

Pour déterminer la connexité du maillage, i.e. pour sa-
voir quels points de S U §* doivent étre reliés entre eux,
il suffit de mettre a profit la partition de Voronoi V : le
point x] doit par exemple étre relié & toutes les sources
de I’ensemble S U &* dont les régions de Voronoi sont
adjacentes a Vy, la région de Voronoi associée a xj. En-
suite, on cherche le point selle associé m;|; comme décrit
dans [4] pour effectuer une double descente de gradient.
Le maillage géodésique est noté A. 1l permet de décrire
entierement une courbe fermée en 2D et partiellement une
surface en 3D(voir les figures Fig. 6 et Fig. 7).

Thttp ://diatom.acnatsci.org/AlgaeImage/



FI1G. 6 — Maillage géodésique d’une sphere a partir d’un
point p;. (a) Vue en coupe du domaine )z montrant les
valeurs des indices de Voronoi V. (b) Les points de S U S*
et le maillage géodésique.

F1G. 7 — Maillage géodésique d’un tore a partir d’un poten-
tiel synthétique bruité et un point de la surface p;. (a) Vue
en coupe du domaine €2 montrant le point source p; et les
valeurs du potentiel P. (b) Vue en coupe du domaine 2
montrant les valeurs de la carte d’action minimale /. (c)
Vue en coupe du domaine {2 montrant les valeurs des in-
dices de Voronoi V. (d) Les points de S US™ et le maillage
géodésique.

5 Un modele implicite basé sur
I’équation de transport

Travaux antérieurs

Comme vu précédemment, en utilisant 1’algorithme du
FMMWKD, on peut extraire un contour fermé sur une
image 2D, mais seulement un maillage géodésique sur une
image 3D, ce qui est insuffisant pour une description com-
plete d’une surface. Néanmoins, une interpolation du ré-
seau de chemins minimaux est possible en utilisant la mé-
thode d’ Ardon et al [1]. Une telle interpolation est unique-
ment basée sur le réseau de chemins et n’utilise pas 1’in-
formation image. Or, en pratique les chemins du réseau
peuvent prendre des raccourcis pour éviter les régions de
fortes courbures.

Dans cette partie, on introduit une approche implicite ba-
sée sur les travaux de Ardon et al [2], ou on résout la

méme équation de transport mais dans un cadre compléte-
ment différent. L’ objectif de leur méthode est de segmen-
ter une surface s’appuyant sur deux courbes de contraintes,
dessinées par I'utilisateur. La surface générée par leur mé-
thode contient tous les chemins minimaux, guidés par une
potentiel P, joignant les courbes de contraintes. En effet,
en résolvant une équation de transport stationnaire sous la
forme V¥ . VU + G(¥) = 0, ot G est une fonction telle
que G(0) = 0, U est la carte d’action minimale ayant pour
source 1’une des deux courbes de contraintes, et ¥ étant in-
connue, ils ont démontré que tous les chemins minimaux
joignant les courbes de contraintes sont inclues dans la sur-
face de niveau zéro de la fonctionnelle W : notée ¥~1({0}).
En pratique on prend G(¥) = oW o « est une constante
positive.

Dans ce qui suit, nous proposons d’utiliser, pour complé-
ter la surface entre les chemins minimaux obtenus précé-
demment, la méme équation de transport, mais de maniere
différente.

Définition implicite d’une surface contenant le maillage
géodésique

On reprend les notations de la section 1. Soit Cp sus=
un chemin minimal joignant un point p a I’ensemble des
sources S U S8, et on suppose que J est son intervalle de
paramétrisation. Le maillage géodésique, noté N, est un
sous ensemble de O, p € A implique que le point p ap-
partient a un chemin minimal reliant les points adjacents de
S US*. On cherche une fonction W définie sur €2 telle que
N C U=1({0}). On suppose que la fonction W est conti-
niiment dérivable. Alors, pour tout point p € A, onaVs €
J, ¥(Cp,sus+(s)) = 0. En dérivant par rapport a s on ob-
tient Vs € J, V\I/(CP,SU‘S* (8)) . (dcp’gus*/ds)(s) = 0.
Utilisant I’équation (4) on déduit une condition nécessaire :
Vp € N, V¥(p).VU(p) = 0, ot U est la carte d’action
minimal relativement aux points sources S U S*.

Ceci est une condition nécessaire vérifiée par la fonction-
nelle ¥ sur ’ensemble N'. Nous cherchons une condition
nécessaire et suffisante satisfaite sur tout le domaine 2.
En reprenant les résultats de [2], si la fonction ¥ vérifie
I’équation :

Vp € 2, V¥(p).VU(P) + Go¥(p) =0, (10)

si un point x appartient a la surface de niveau zéro de ¥,
le chemin minimal menant de x a I’ensemble des points
sources S U S* est entierement inclus dans U—1({0}).
D’apres les résultats de la section 3, le domaine visité par
FMMWKD, noté g, est une bande entourant 1’objet d’in-
térét et est délimitée par deux bords simplement connexes,
notés PN et GO 11 est ainsi naturel d’initialiser le
transport a partir des parois intérieure et extérieure en utili-
sant des signes opposés car on ne s’intéresse qu’a la surface
de niveau zéro. On cherche donc, une fonction W, solution



F1G. 8 — Un exemple de transport en 2D. (a) Carte d’action
minimale et quelques chemins minimaux. (b) Fonction ¥
et sa ligne de niveau zéro. (¢) =1({0}) et le point source
p1 sur I’image originale.

du probléme suivant :

VU (p).VU(p)+Go¥(p) =0 ifpeint(y),
Y (p) = Yinner (p) if p € 0™,
U (p) = Youer(P) if p € O™,
an
oll Yinner €St une fonction positive définie sur GQL“““ et
Youter €St une fonction négative définie sur IQ"". En pra-
tique, on peut se contenter de fonctions constantes, I’essen-
tiel est qu’elles aient des signes différents. L’ équation (11)
est une équation de transport stationnaire et linéaire. On
choisit G o ¥ = W, ol v est une constante positive. Avec
ces choix, G o ¥ correspond a un terme d’absorption, qui
fait en sorte que les valeurs de ¥ décroissent exponentiel-
lement le long des chemins minimaux (voir [2] pour une
démonstration détaillée). L’ajout du terme G o ¥ peut étre
vu comme une maniere simple de régularisation de la solu-
tion sans avoir a introduire des dérivées d’ordre supérieur.
La solution de I’équation (11) "transporte 1’information”
depuis les parois Qi et Q" Je long des chemins mi-
nimaux. Pour résoudre 1’équation (11) nous proposons un
algorithme qui propage deux fronts portant des signes dif-
férents, a partir des deux parois jusqu’a ce que ces deux
derniere "s’effondre" sur la surface (ou le contour) d’intérét
(voir figure 8). En effet, le transport de I’information suit la
direction sur laquelle I’information se propage, c’est-a-dire
—VU. Or, pour un point donné p, —VU(p) est dirigé vers
la source la plus proche p dans le sens de la distance pon-
dérée. De plus, la carte d’action minimale vérifie I’équation
Eikonale || V| = P et le potentiel P prend de faibles va-
leurs le long de la variété d’intérét. On peut en conclure
qu’un "choc" des signes de la fonction ¥ se produit sur
I’objet.
Pour résoudre numériquement 1’équation de transport,
nous avons choisi un schéma décentré amont pour 1’ap-
proximation du gradient V¥ qui suit la direction ou I’in-
formation se propage, i.e —VU. Notre algorithme est basé
sur le méme principe du Fast Marching, donnant une ap-
proximation de la solution au premier ordre. Il parcourt
le domaine €2 en une seule passe et sa complexité est en

Nlog(N) (voir [2] pour plus de détail).

Sur la figure Fig.8 on peut voir une illustration sur une
image 2D. Sur la gauche la carte d’action minimale et
quelques chemins minimaux sur lesquels I’information est
transportée ; au milieu, on peut voir la solution ¥ de I’équa-
tion (11) et sa ligne de niveau zéro ; a droite, I’image ori-
ginale et la segmentation obtenue en moins d’une seconde
a partir d’un seul point source (avec deux parametres : A et
a). Il est intéressant de comparer les résultats de la méthode
implicite (voir Fig.8) et de la méthode explicite (voir Fig.4)
en notant que le raccourci observé pres du point source
(en rouge) n’apparait pas avec la méthode implicite. Sur
la figure Fig.9, on peut voir les fonctions transportées ¥
et leurs surfaces de niveau zéro. Pour les exemples syn-
thétiques, nous avons superposé le maillage géodésique et
U~1({0}). Comme nous I’avions prédit, on voit que la seg-
mentation finale est une trés bonne complétion du maillage
géodésique. Nous avons aussi testé notre algorithme sur
une image volumétrique réelle d’une cellule, trés bruitée,
obtenue par microscopie électronique. Malgré la mauvaise
qualité de I’image et les quelques trous qui apparaissent sur
le potentiel décrivant la cellule, le résultat est satisfaisant.
D’autant que celui-ci est obtenu par un simple clique en
moins de 10 secondes.

6 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle approche pour la seg-
mentation d’un contour ou d’une surface fermée. Notre ap-
proche est basée sur I’algorithme du Fast Marching et sur
une méthode implicite qui résout une équation de transport.
Elle est quasi automatique. En effet, un seul point source et
le parametre de longueur euclidienne A doivent étre donné
par 'utilisateur. L’algorithme FMMWKD est construit de
telle fagon que A est une borne suppérieure de £. Dans un
certain sens, le FMMWKD limite la propagation a un voisi-
nage de 1’objet, ce qui réduit significativement les temps de
calcul ; la résolution de 1’équation de transport n’étant ef-
fectuée que dans la bande limitée. Par conséquent, notre ap-
proche, rapide et interactive, ne souffre pas des problemes
de minima locaux comme la majorité des approches clas-
siques basées sur la minimisation d’énergie.
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