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CHAPITRE 1

ESPERANCE CONDITIONNELLE

Le but de ce chapitre est de construire I’espérance conditionnelle et d’en donner les propriétés
principales.

Notations
o (2,F,P) est un espace de probabilité.
o X :(,F) — (R,B(R)) est une variable aléatoire réelle.
o Soit p > 1,

LP(QFP)={X:Q— R: X est une v.a., E[|X|’] < oo}.
Soit la relation d’équivalence X ~ Y, ssi X =Y p.s; alors
LP(Q,F,P) = LP(Q,F,P)/ ~

On note LP(F) := LP(Q, F,P).

On considére une variable aléatoire X € L'(F). Soit § une sous-tribu de J, il faut penser a G
comme représentant une certaine quantité d’information. La question que 'on aborde dans ce
chapitre est la suivante : étant donné la sous-tribu G de F, on cherche & estimer la variable aléa-
toire X sachant I'information (partielle) contenue dans G. Pour cela on va considérer 1’espérance
conditionnelle de X sachant § qui, intuitivement, est la variable aléatoire G-mesurable la plus
proche de X.

1.1 DEFINITION

Définition 1.1 (Théoréme). Soit X € L'(F) et § une sous-tribu de F. Alors, il existe une
unique variable aléatoire Y € L'(§), telle que :

VBeS, E[XIgl=E[YIg. (1.1)

On la note Y = E(X|9) et on lappelle I'espérance conditionnelle de X sachant §. La condi-
tion (1.1) est équivalente & la condition

V Z v.a. G-mesurable bornée, E[X Z] = E[Y Z]. (1.2)
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Remarque 1.1. La condition (1.2) implique (1.1) en prenant Z = I . Pour la réciproque, on utilise
I'approximation usuelle des fonctions G-mesurables par des fonctions étagées G-mesurables.

Preuve de l'unicité. Soient Y, Y’ deux v.a. dans L'(9) telles que
VB e, E[XIg|=E[YIs =E}Y'Ig
Posons B = {Y’ > Y}, alors B € G car les v.a. Y, Y’ sont G-mesurables. Ainsi,
E[(Y' = Y)y—ysn] = 0.

La v.a. (Y = Y)ly/_y~gy étant positive p.s., on déduit que (Y' —Y)Iyr_y~op = 0 p.s., dott
Y’ <Y p.s. De maniére analogue Y’ > Y p.s. et par suite Y/ =Y p.s. O

La preuve de 'existence est plus complexe. Il existe deux approches :
— Utiliser le théoréme de Radon-Nikodym que I'on verra en exercice.
— Passer par les variables aléatoires dans L? et utiliser les projections orthogonales. On
utilise cette approche car elle est plus intuitive.

1.2 CONSTRUCTION DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS LE CAS L?

Le but de cette section est de montrer que dans le cas ot la variable aléatoire X est dans L?(),
I’espérance conditionnelle de X sachant G est la projection orthogonale de X sur le sous-espace
L?(§). Cette construction servira aussi pour montrer l’existence de 1’espérance conditionnelle
dans le cas L.

1.2.1 PROJECTION ORTHOGONALE DANS [?

L’espace L?(F) est un espace vectoriel. On introduit

<> L2(F) x L2(F) =R
(X,Y) = E(XY).

Remarquons que cette application est bien définie par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.1. L’application < -,- > est un produit scalaire sur L*(F).

Démonstration. Forme bilinéaire symétrique : clair. Définie positive : soit X € L?(F) telle que
E[X?] =0, alors X =0 p.s. O

Le théoréme suivant est un cas particulier (p = 2) du théoréme de Riesz-Fisher qui dit que, pour
tout p € [1,00], 'espace LP(F) est un espace de Banach, i.e. un espace vectoriel normé complet.

Théoréme 1.1. L’espace (L*(F),< -,- >) est un espace de Hilbert.
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Démonstration. Dans toute la démonstration, nous omettons d’écrire F dans L?(F). Par défini-
tion il faut montrer que L? est complet pour la norme | - ||z découlant du produite scalaire, i.e.
il faut montrer que toute suite de Cauchy dans L? converge dans L?.

o (X,)n>1 est de Cauchy dans L? : pour tout € > 0, IN > 1, tel que ¥n,m > N,
[Xn — Xml2 <e.
e On veut montrer qu’il existe une v.a. X dans L?, telle que pour tout € > 0, il existe N > 1 tel
que pour tout n > N, || X, — X|]2 <e.
e Etape 1 : il existe une sous-suite (Xm)m21 qui converge vers une v.a. X p.s.

D’aprés la propriété d’étre de Cauchy, il existe une suite strictement croissante (ng)r>1 telle que
1

szla vnvmznk’ HXn_XmHQS?;

alors, Vk > 1, || X

Ng4+1

— X ll2 < 2% Posons Xy, = X,,,, ainsi Vk > 1, || X1 — Xill2 < 2%

Posons Y, = > 11, |Xk+1 — Xk] Alors, (Y;,)m>1 est une suite croissante de v.a. positives, donc
elle est simplement convergente vers une limite Y > 0 p.s. Montrons que Y < oo p.s.

E[Y?] = li_r>n E[Y;2], d’aprés le théoréme de convergence monotone
m—0o0

m
A ~ 2
- 3l = (13 50 51

IN

m—r o0

m
~ ~ 2
lim ( X i1 — Xk”2> , d’apres Dinégalité de Minkowski (£ + gll, < | £llp + llgll,)
k=1

< (25: é;;) < 00.
k=1
On a donc bien Y = "7, |Xk+1 — Xk| < oo p.s. Ainsi, pour presque tout w € €2, la série
SN (X g1 (W) — Xg(w)) est absolument convergente, donc convergente. En conséquence, pour
presque tout w € €, la série

1)+ Y ($ir(w) ~ K@) = Kn(o)
k=1

est convergente. Notons X (w) la limite et posons X (w) = 0 la ou la convergence n’a pas lieu.
Ainsi, on a montré I’étape 1 : la sous-suite (Xm)mzl converge vers X p.s.

e Etape 2 : la sous-suite (Xm)nZI converge vers X dans L?. Rappelons qu’en général la conver-
gence p.s. n’implique pas la convergence dans L?. Cependant, d’aprés le théoréme de convergence
dominée, s’il existe Z € L? tel que, pour tout m > 1, |Xm] < Z, alors c’est vrai. On a, pour
presque tout w € £,

m—1

K@) = 1K1 (@) + 3 (K (@) — X))
k=1

< K@)+ 3 R (@) — Ke(w)|
k=1



CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

ot X7 € L? par hypothése et Y € L? a été démontré ci-dessus, ce qui conclut cette étape.

° Etape 3 : conclusion (une suite de Cauchy avec une sous-suite convergente est convergente).
Soit € > 0. D’une part, comme (X,,)m>1 converge vers X dans L?,

3 My tel que Vm > My, || Xn,, — X2 <

| ™

D’autre part, comme (X,,),>1 est de Cauchy,

3 Ny tel que Vn,m > Ny, || X, — X2 < %
Posons my = max{My, No}. Alors, n,,, > mg (car (ng)x>1 est strictement croissante), d’ott pour
tout n > my,

[ Xn = Xllo < [[Xn = X, ll2 + [[Xn,,, — X2 <e.

N . ., 2 .. . . .
D’aprés I'étape précédente nous savons que X € L?, ainsi nous avons bien démontré que (X;,)n>1
converge vers X dans L2 O

Théoréme 1.2 (Projection orthogonale dans L?). Soit § C F une sous-tribu et L*(G) C L*(F).
Pour tout X € L*(F), il existe une unique (p.s.) v.a. Y € L*(G) qui satisfait une des propriétés
équivalentes suivantes.

1. E(X -Y)?] = Zeing(g) E[(X — Z).

2. X —Y L L*(9), ¢’est-a-dire que pour tout Z € L*(G), E[(X —Y)Z] = 0.

On appelle Y la projection orthogonale de X sur L?(9).

Démonstration.

e Etape 1 : montrons l'existence d’une v.a. Y € L?(§) satisfaisant la propriété 1. Notons que
Vinfimum, inf ;¢ j2(g) E[(X — Z)?] existe car I'ensemble en question est non-vide et minoré par
0. Soit donc (Yy,),>1 une suite minimisante dans L?(§), i.e.,

. 27 . 2.
7lh_)n(r)lOIE[(X -Y,)] = ZGIB;(S)]E[(X Z)% = A.

Montrons que cette suite est de Cauchy dans L?(G). Pour cela utilisons l'identité (a + b)? =
2(a® +b%) — (a — b)? avec a = Y,, — X,b = X — Y,,. On obtient, pour tout n,m > 1,

E[(Y,, — Yin)?] = 2<E[(Yn ~ X)? + E[(X — Ym)2]) R {(X _ M)z}

2
< 2(E[(Ya - X)) + (X — Yu)?]) — 44,

car E[(X — %)Q] > A étant donné que la fonction % € L?(G). Soit € > 0, alors il
existe N > 1 tel que pour tout n > N, [E[(Y, — X)?] — A| < £. Ainsi, en utilisant I'inégalité
triangulaire on déduit que, pour tout n,m > N,

E[(Y, — Y;n)?] < 2(% +2+ 20) —4A =,

d’ott la suite (Y;,),>1 est de Cauchy dans L?(G). D’aprés le Théoréme 1.1, elle converge dans
L?(§) vers une v.a. que 'on note Y (on rappelle qu’en particulier Y € L?(9)).
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Il nous reste & montrer que E[(X —Y)?] = A, autrement dit que ||X — Y|z = VA. Utilisant le
fait que Y € L2(G) a gauche et I'inégalité de Minkowski & droite, on obtient

VASIX =Yz < [IX = Yalz + [[Ya = Y2

Le premier terme de droite tend vers VA par définition de (Y,)n>1 et le deuxiéme tend vers 0
2
car nous avons montré que Y, LY ¥, On conclut la preuve par encadrement en prenant la limite.

e Etape 2 : montrons I’équivalence entre les propriétés 1. et 2. Soit Y € L?(G) satisfaisant la
propriété 1. et Z € L%(§), alors pour tout t € R, Y +tZ € L?(G), d’ot en utilisant le point 1.
dans la premiére inégalité, on a :

0<E[(X -Y —t2)? -E[(X —Y)? = —2E[(X - Y)Z] + t°E[Z?].

d’ott pour tout t € R, 2tE[(X — Y)Z] < t?E[Z?]. Ainsi,

Vt>0, E[(X-Y)Z] < EIE[Z?] et lim EIE[Z?] =0,
2 t—0+ 2

Vi<0, E[(X-Y)Z]> LE[Z? et lim LE[Z%] =0,
2 t—0~

et par suite E[(X —Y)Z] =0.

Réciproquement, soit Y € L?(§) satisfaisant & la propriété 2. et Z € L%(G); alors Z —Y € L?(9)
et,

E(X — Z2)’] =E[(X —~Y)*] - 2E[(X = Y)(Z - V)] +E[(Z - Y)’]
=E[(X - Y)?) +E[(Z - Y)?], d’aprés la propriété 2.

Ainsi, pour tout Z € L(G), E[(X — Y)?] < E[(X — Z)?], et par suite,

2 : 2
BI(X - V)Y < inf  EI(X - 2)7)

Comme Y € L?(9), E[(X —Y)?] > inf zer2(g) E[(X — Z)?], d’onl Y satisfait a la propriété 1.

e Etape 3 : unicité. Supposons qu'il existe Y, Y’ € L?(G) satisfaisant la propriété 2. On a

E(Y - Y)Y =E[(Y - X +X - Y)Y -Y")]
=E[(Y -X)Y - Y)]-E[(Y —X)(Y -Y")] =0, car Y — Y’ € L*(9),

douY —Y' =0 ps. O

1.2.2 CONSTRUCTION DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS LE CAS L2

Soit X € L?(F) et Y € L?(9) la projection orthogonale de X sur L%(§). Pour tout B € G,
Ip € L%(G), d’ou d’aprés la propriété 2. du Théoréme 1.2,

E[(X — V)5 =0 < E[XIz] = E[YIp].
Ainsi dans ce cas, I'espérance conditionnelle E[X|G] est la projection orthogonale de X sur L?(§).
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

1.3 CONSTRUCTION DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS LE CAS L!

Construisons I’espérance conditionnelle dans le cas L' en utilisant I'existence établie dans le
2
cas L°.

Preuve. Ezistence de ’espérance conditionnelle, cas L*. Soit X € L'(JF) et supposons X > 0
p.s. On procéde par approximation.

Pour tout n > 1, on définit X,, = X A n, alors X,, € L*(F) et la suite (X,),>1 est croissante.
On note Y, la projection orthogonale de X,, sur L?(G). En utilisant la propriété de positivité de
I'espérance conditionnelle - voir proposition 1.1 - on déduit que la suite (Y},)n>1 est positive et
croissante p.s., elle est donc convergente p.s. ; notons Y sa limite € [0, 00| (et on pose Y (w) =0
pour tout w € Q on la limite n’est pas définie), qui est G-mesurable. D’aprés le théoréme de
convergence monotone (appliqué deux fois) on a, pour tout B € G,

E[lpY] = lim E[lpY,] = lim E[lpX,] = E[l5X].

n—o0

En prenant B = Q dans l'identité ci-dessus, on obtient que E(Y) = E(X), dou Y € L(9)
(X >0, X € LY(F)). On conclut que Y = E[X|].

Sionn’apas X >0, on écrit X = XT — X~ alors YT = E[XT|G], Y~ = E[X|9] existent et
Y = YT —Y~ vérifie la définition de I’espérance conditionnelle (utilise la linéarité de I’espérance
conditionnelle - voir apres). O

1.4 (QUELQUES CAS PARTICULIERS

Dans cette section nous explicitons quelques cas particuliers utiles d’espérance conditionnelle.

1.4.1 ESPERANCE CONDITIONNELLE DISCRETE

Si (A;)i>1 forme une partition de Q, si G = o((A;)i>1) et si, pour tout ¢ > 1, P(A4;) > 0, alors

BxIs] =3 WM -y Jo X(wg(,ZSU)P(dw)HAr

En particulier, si on considére la tribu triviale o(0, ),

E[X|o (0, Q)] = E[X].

1.4.2 ESPERANCE CONDITIONNELLE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE ALEATOIRE
Soit X et Y deux v.a. dans L*(F). On note :

E[X|Y] = E[X|o(Y)].

Rappels.
— Un événement A € o(Y) ssi il existe B € B(R) tel que A ={Y € B}.
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

— Une fonction borélienne g : R — R est o(Y')-mesurable ssi il existe une fonction borélienne
f telle que g = f(Y).
e Cas des variables aléatoires discrétes. Supposons que Y est & valeurs dans un espace

dénombrable E. Alors,
E[XTy—y]

EX[Y] = Py =y OV

yer

e Cas des variables aléatoires a densité. Supposons que le couple (X,Y) a pour densité
p(z,y), i.e., pour toute fonction borélienne f : R? — R,

B = [ f ool y)dady.

Notons ¢ la densité de Y :
VyeR, qy) = /]Rp(:v,y)dx.

Alors pour toute fonction borélienne h : R — R telle que h(X) € L1(F), on a

E[L(X)|Y] = / W) (Y, dz),

ol
vy, da) = {qéﬂp(w)dw i q(y) > 0

do(dzx) si q(y) = 0.

1.5 PROPRIETES DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE

Dans cette section, nous énumérons les propriétés de l'espérance conditionnelle. Nous les par-
tageons en deux groupes : celles similaires aux propriétés de l'espérance et celles qui lui sont
spécifiques. Certaines seront démontrées en exercices.

Proposition 1.1. Dans la suite G est une sous-tribu de F, les v.a. X, (Xp)n>1 sont dans L1(F)
et les propriétés sont vraies p.s.

1. Linéarité. L’application X € LY(F) — E[X|S] est linéaire.
2. Positivité. Si X > 0 alors E[X|G] > 0.
3. Inégalité de Cauchy-Schwartz conditionnelle. Supposons X,Y, XY € L*(F), alors :

IE[XY]S]| < E[X2|9)z E[Y?[g]=.

4. Convergence monotone conditionnelle. Soit (X,,)n>1 une suite croissante de v.a. positives
qui converge vers une v.a. X p.s., alors

E[X|G] = lim E[X,|9]
n—00
5. Lemme de Fatou conditionnel. Soit (X,)n,>1 une suite de v.a. positives, alors
E[liminf X,|9] < liminf E[X,,|9].
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CHAPITRE 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE

6. Convergence dominée conditionnelle. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. qui converge vers une
v.a. X p.s. Supposons qu’il existe une v.a. positive Z telle que, pour tout n > 1, | X, | < Z
et que E[Z] < co. Alors,

E[X|G] = lim E[X,|9].
n—oo

7. Inégalité de Jensen conditionnelle. Soit f : R — R une fonction conveze telle que f(X) €
LY(F), alors
FE[X]S]) < E[f(X)|S].

En particulier, |[E[X|S]| < E[|X]|9].

Proposition 1.2. Dans toute la suite X € LY(F), G,G1,G2 sont des sous-tribus de F et les
Propriétés sont vraies p.s.

1. E[E[X|S]] = E[X].
2. Si G2 C 91,
E[E[X[51]|G2] = E[E[X|S2]|G1] = E[X|S2].

3. SiY est G-mesurable et XY € LY(F), alors
E[XY|9] = YE[X]9].
4. St X est indépendante de G, alors
E[X|9] = E[X].

5. Supposons que X est indépendante de G, que Y est G-mesurable et que f : R? — R est
une fonction borélienne telle que f(X,Y) € LY(F), alors

E[f(X,Y)[S] = g(Y),

ou g(y) = E[f(X,y)].
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CHAPITRE 2

ARRET OPTIMAL EN HORIZON FINI

2.1 TEMPS D’ARRET ET MARTINGALES

2.1.1 TEMPS D’ARRET

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Un processus aléatoire discret réel est une suite (Xp,)n>0
de v.a. définies sur (2, F,P) a valeurs dans (R, B(R)). Dans la suite nous ne considérons que des
processus de ce type.

Définition 2.1. Une filtration de (Q, F,P) est une suite croissante (F,)n>0 de sous-tribus de J.
L’espace (2, F, (F,)n>0,P) est un espace de probabilité filtreé.

Interprétation : le paramétre n représente le temps et F,, est I'information connue au temps n.

EXEMPLE 2.1. Soit (X,,),>0 un processus et, pour tout n > 0, soit
SFn = O’(X(),.. . 7Xn>7
alors (F,)n>0 s’appelle la filtration naturelle ou canonique de (Xp,)n>0-

Définition 2.2. Un processus (X, )n>0 est dit adapté a la filtration (55,),>0 si, pour tout n > 0,
X, est F,-mesurable.

Remarque 2.1. Par définition, la filtration canonique est la plus petite filtration qui rende le
processus adapté.

Dans la suite, nous fixons un espace de probabilité filtré (2, F, (F,)n>0,P) et toutes les notions
sont relatives & cet espace.

Définition 2.3. Une v.a. T : @ — N U {oo} est appelée un temps d’arrét (par rapport a la
filtration (F,)n>0) si, pour tout n > 0,

{T =n}eF,,
ou de maniére équivalente si pour tout n > 0, {T' < n} € F,.

Remarque 2.2. Si T est un temps d’arrét alors, pour tout n > 1, {T'>n} ={T <n—1}°€ F,,_1.

11



CHAPITRE 2. ARRET OPTIMAL EN HORIZON FINI

Interprétation : les temps d’arrét sont des instants aléatoires ot la décision de “s’arréter” est
prise en fonction de ce qui s’est passé dans le passé et au présent.

EXEMPLE 2.2.
1. Soit k > 0, alors la variable aléatoire T' = k est un temps d’arrét.
2. Soient (X,)n>0 un processus adapté et A un borélien de R, alors

T {inf{n >0 : X,€A} vsilexisten>0tq X, €A
A =

00 sinon
est un temps d’arrét. En effet, pour tout n > 0,
{Ta=n}={Xo¢ A,.... Xpn-1¢ A, X,, € A} € F,.

3. Soit (Xy)n>0 un processus discret o X,, représente le prix d'une action au temps n.
Posons (F)n>0 = (0(Xo, ..., Xn))n>0 et supposons que cette action a une durée de vie
N. Soit T l'instant ol le prix de I'action est maximal, alors T n’est pas un temps d’arrét.
En effet pour tout n > 0,

{T=n}= () {Xx<Xn}¢Fn
0<k<N
Ceci s’interpréte par le fait qu’on ne peut pas décider de vendre une action au moment
ou elle est & son maximum en ne connaissant que 'information du passé et du présent.
Proposition 2.1.
1. Soient S et T deux temps d’arrét, alors S AT, SVT sont des temps d’arrét.

2. Si (Tk)r>0 est une suite de temps d’arrét, alors infy(Ty), supy(Tk), lim infy (T} ), lim supy, (T%)
sont des temps d’arrét.
En particulier, pour tout n > 0, si T est un temps d’arrét, alors n AT et n VT en sont ausst.

Définition 2.4. Soit T un temps d’arrét. La tribu du passé jusqu’a Uinstant T est
Fr={Ae€TF : Vn>0, An{T =n}eF,}.

Cette tribu représente I'information connue jusqu’au temps (aléatoire) T'. Dans la définition, on
peut remplacer {T' = n} par {T' < n}; on a alors I'interprétation suivante, A est observable a
I'instant n si T' a eu lieu avant n.
Propriété 2.1. Soit T un temps d’arrét.

1. Fr est une tribu.

2. Soit k> 0 et supposons que T = k, alors Fp = Fy,.
3. T est Fp-mesurable.
4

. Supposons que T < oo p.s. et soit (Xp)n>0 un processus adapté, alors Xt est Fp-
mesurable.

5. Soient S, T des temps d’arrét tels que S <T p.s., alors Fg C Fr.

Démonstration. Voir feuille exercice 2. O

Remarque 2.3. Pour tout n > 0, n AT est un temps d’arrét borné p.s. donc fini p.s. Ainsi,
d’apres les propriétés 4. et 5. si (X,)n>0 est un processus adapté, alors pour tout n > 0, X,ar
est Fpar-mesurable et donc F,,-mesurable. Par conséquent, si le processus (X, )n>0 est adapté,
le processus (Xpa7)n>0 est aussi adapté.

12
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2.1.2 MARTINGALES ET THEOREME D’ARRET

Définition 2.5. Soit (X,,),>0 un processus adapté tel que, pour tout n > 0, X,, est intégrable.
On dit que le processus (X, )n>0 est une martingale, resp. sur-martingale, sous-martingale, si

Vn>0, E[Xp1|Fn] =Xn, resp. E[X,11|Fn] < Xp, resp. E[Xp41|Fn] = X

Interprétation : une martingale représente un jeu équitable. Imaginons que X,, représente 1’avoir
du joueur au temps n, alors le gain moyen qu’il peut espérer au temps n + 1 connaissant toute
I'information jusqu’au temps n est son gain & l'instant n; en résumé le joueur ne gagne ni ne
perd.
Propriété 2.2. Si (X,,),>0 est une martingale, resp. sur-martingale, alors

1. Pour tout 0 < n < m, E[X,,|F,] = Xn, resp. B[ X, |Fn] < X

2. Pour tout n > 0, E[X,] = E[Xy], resp. E[X,,] < E[X(].

Démonstration. Nous ne démontrons que le cas martingale, le cas sur-martingale étant analogue.
La propriété 1. se montre par récurrence. Si m = n, c’est une propriété de l'espérance condi-
tionnelle. L’étape d’induction utilise le fait suivant : soit m > n+ 1, alors &, C F,,_1 et d’apres
une propriété de 'espérance conditionnelle,

E[Xp|Fn] = E[E[X | Fm—1]|Fn] = E[Xm—1]Fn].
Pour montrer la propriété 2. on prend l'espérance dans 1’égalité du point 1. O

EXEMPLE 2.3.

1. Soit X une v.a. dans L'(F); posons
Yn>0, X,=E[X|F,

alors (X, )n>0 est une martingale. En effet, pour tout n > 0, X,, est F,,-mesurable, dans
L' et

E[Xn—i—l‘?n] = E[E{X‘?n-&-l”?n] = E[X|5tn} = Xp,
en utilisant une propriété de I'espérance conditionnelle.

2. Marche aléatoire. Soit (Yj)r>0 une suite de v.a. indépendantes, intégrables, telles que,
pour tout k > 0, E[Y;] = 0. Pour tout n > 0, on pose

Alors (Xp)n>0 est une martingale pour la filtration (¥, = o(Yo,...,Ys))n>0. En effet,
pour tout n > 0, X,, est F,,-mesurable, dans L' et

n+1

PR AED
k=0

d’aprés les propriétés de l'espérance conditionnelle, et en utilisant que les v.a. (Yi)r>0
sont indépendantes et centrées.

E[Xn+1|9~n] =K = E[Yn+1 =+ Xn‘gjn] = E[Yn—H] + X, = Xn,

13
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Théoréme 2.1 (Théoréme d’arrét). Soit (Xy,)n>0 une martingale, resp. sur-martingale, et soit
T un temps d’arrét; alors (Xpar)n>0 €St aussi une martingale, resp. sur-martingale. De plus,
si le temps d’arrét T est borné p.s., on a X1 € L () et

E[X7] = E[Xo], resp. E[X7] < E[Xo].

Démonstration. Montrons d’abord que (X,a7)n>0 est une martingale. D’aprés la remarque 2.3,
ce processus est adapté. Une preuve alternative s’obtient en écrivant, pour tout n > 0,

n—1

XnaT = Z Xilir—iy + Xnlir>ny- (2.1)
i=0

De cette expression on déduit que, pour tout n > 0, la v.a. X,a7 est F-mesurable et aussi
qu’elle est intégrable. En effet,

n
| Xonr| <D 1Xil,
=1

qui est intégrable comme somme finie de v.a. intégrables. Pour la derniére propriété d’une mar-
tingale, calculons

2.1)
Xmrar — Xoar = Xon+1lirsni1y — Xnlirsny + Xnlir—n)
= (Xnt1 — Xn)H{T2n+1}~

Lav.a. [yp>,41y étant F-mesurable, et (X, )n>0 étant une martingale, on déduit immédiatement
que

IE[X(nJrl)/\T — Xoar|Fn] = H{Tszrl}E[Xn-H — Xp|Fn] = 0.

Supposons maintenant que 1" est borné p.s., c’est-a-dire qu’il existe N > 0 tel que T' < N p.s.
Le fait que X7 est Fp-mesurable est montré dans la propriété 2.1. Montrons que X7 € L'. On a

E[Xrl] =) E[Xolliz_ny) < Y E[IX,],
n=0 n=0

qui est dans L' comme somme finie de v.a. dans L.

Utilisant de plus que (X,a7)n>0 est une martingale, on déduit que
E[X7] = E[Xnar] = E[Xoa7] = E[X0],
ce qui finit de démontrer la deuxiéme partie du théoréme. ]

Théoréme 2.2. Soient S,T deux temps d’arrét bornés p.s. tels que S < T p.s., et soit (Xpn)n>0
une martingale, alors
E[X7|Fs] = Xs.

Démonstration. Par hypothése, il existe N > 0 tel que S < T < N p.s. Montrons d’abord que
E[Xn|Fr] = X7p.

14
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On a Xy € LY(F) et d’aprés le théoréme 2.1, X7 € L'(Fr). Ainsi, d’aprés la définition de
I'espérance conditionnelle, il suffit de montrer que pour tout B € Fp, E[XnIp] = E[X7lp].
Rappelons que B € Fr ssi pour tout n > 0, BN {T =n} € F,. Calculons,

N
E[XN]IB] = Z E[XN]IBQ{T:n}]

n=0

N
= ZE[E[X Npgr=n}|Fn]], (propriété de 'espérance conditionnelle)
n=0

N
= Ellpnr—nEXy|Fa]l, car BN{T =n} € F,
n=0

N
= ZE[HBQ{T:n}Xn], car (Xp)n>0 est une martingale

n=0
N
= Ellpnir—n}X7] = E[X715].
n=0
Montrons maintenant que E[X7|Fs] = Xg. On a,
IE[XT|3'~S] = E[E[XNBTT”?S], car E[XN‘?T] = XT

= E[Xn|Fg], car Fg C Fp d’apreés la propriété 2.1

2.2 ARRET OPTIMAL EN HORIZON FINI : RESULTATS GENERAUX

Dans cette section on se donne

o Un espace probabilisé filtré (Q, F, (F,)n>0,P) oit, pour tout n > 0, F,, représente
I'information connue au temps n.
(Hy) § o Un processus (Y,),>0 adapté a la filtration (F,,),>0. Typiquement, pour tout n > 0,

Y,, représente le gain a l'instant n, on suppose que Y,, est intégrable.

o Un entier N déterministe qui représente I'horizon de temps.

A chaque instant précédant N on peut décider de continuer ou de s’arréter et on cherche a
optimiser le gain moyen. Autrement dit, le but est de trouver le moment optimal pour s’arréter,
d’ou le terme d’arrét optimal. Cet instant ne doit dépendre que de l'information passée ou
présente, c’est pourquoi apparaissent naturellement les temps d’arrét.

Avant de formaliser la question, voici quelques exemples d’applications.
o Un joueur doit décider quand quitter un jeu.
o Un particulier vend sa maison ; des acheteurs successifs proposent un prix. A chaque fois
le vendeur peut accepter de vendre & ce prix, mais un prix refusé ne se représente pas.
o Vous vous dirigez en voiture vers un but en cherchant a vous garer le plus preés possible.
Vous ne pouvez pas faire demi-tour, si vous ne profitez pas d’une place libre lorsque vous
la voyez, vous ne la retrouverez pas.

15
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o Vous souhaitez déterminer le bon moment pour vendre ou acheter une action.
Formalisons maintenant la question. Notons T 1’ensemble des temps d’arrét bornés par V.

Définition 2.6.
o Le gain moyen optimal, noté Jy, est

Jn = sup E[Y7].
TeTN

o Un temps d’arrét optimal, noté T*, est un temps d’arrét dans Ty tel que
E[Yr+] = Jn.

Remarquons, qu’a priori, on ne sait pas si un tel temps d’arrét existe, ou méme s’il est
unique.

La solution du probléme d’arrét optimal (comme la plupart des problémes d’optimisation) passe
par la détermination d’une fonction valeur (Z,)o<n<n associée aux différents choix possibles au
temps n. La fonction valeur représente le gain que je peux espérer au temps n en fonction de
I'information accumulée jusqu’au temps n.

A chaque étape j’ai deux choix : m’arréter ou continuer sauf au temps final N ou je suis obligé
de m’arréter. Au temps final, je gagne Yy. Au temps n < N, si je m’arréte je gagne Y, ; si je
continue, connaissant 'information jusqu’au temps n, je peux espérer gagner E[Z,1|F,]. On
souhaite choisir la meilleure des deux solutions. La fonction valeur (Z,)o<p<n est donc définie
par récurrence descendante de la maniére suivante :

o ZN = Yn,
o V0<n<N -1, Z, =max(Yy, E[Z,+1|Fn]).

Montrons une propriété importante de (Zy,).

Proposition 2.2. La fonction valeur (Zy)o<n<n est une sur-martingale, et c’est la plus petite
sur-martingale supérieure ou égale 6 (Yy,)o<n<n-

Définition 2.7. On dit que (Z,) est 'enveloppe de Snell du processus adapté (Y5,).

Démonstration.

o Le processus (Z,)o<n<n est une sur-martingale.

o (Zy) est adapté : clair.

o Vn >0, Z, € L. Par récurrence descendante. C’est vrai pour Zy = Yy. Puis,

‘Zn’ < |Yn‘ + ’E[Zn-i-l’?n”v
et les deux termes du membre de droite sont dans L'.

o Zp > E[Z,41|F] : clair.
e (Z,) est supérieure ou égale a (Y},) : clair.
V

(
e (Z,) est la plus petite ... Soit (V},) une sur-martingale supérieure ou égale a (Y;,). Montrons
par récurrence descendante que (V,,) est supérieure ou égale & (Z,). On a Viy > Yy = Zn.
Supposons vrai pour n + 1; alors,

sur-mart. hy

p.
V>Y, e V, > E[Vn—&—l‘gjn] > E[Zn+1|9:n]v
donc V,, > max (Y, E[Z,+1|F.]) = Zn. O
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Comme mentionné plus haut, pour tout 0 < n < N, Z, représente le gain que ’on peut espérer
au temps n connaissant I'information accumulée jusqu’au temps n. Ainsi il semble qu’un moment
opportun pour s’arréter est lorsque Y;,, = Z,,. Ceci motive la définition suivante :

inf{0 <k <N-1:Y,>E[Zx41|Fk]} sinon vide

N S1Non.

Le théoréme suivant démontre les propriétés fondamentales de T* et résoud de maniére théorique
le probléme d’optimisation que nous nous sommes posé.

Théoréme 2.3.
1. T* € Ty, autrement dit T* est un temps d’arrét borné par N.
2. (Znar+)o<n<n est une martingale.

3. T* est un temps d’arrét optimal et

ngjp E[Yr] = E[Y+] = E[Zp+] = E[Zy).

4. T* est le plus petit temps d’arrét optimal.

Avant de démontrer ce théoréme, remarquons que pour calculer le gain optimal il suffit de calculer
E[Zo].

Démonstration.

1. Le processus (Z, — Y, )o<n<n est adapté, et {0} est un borélien de R. Ainsi, d’aprés
lexemple 2.2, T* = min{0 < k < N : Z;, — Y, = 0} est un temps d’arrét.

2. D’aprés le théoréme d’arrét, nous savons que (Zyar+)o<n<n est une sur-martingale. I
nous reste donc a considérer E[Z(,, ;1)r7+|Fpn]. Procédons comme dans la preuve du théo-
réme d’arrét ; écrivons

Z(n+1)/\T* = Z Zi]I{T*:i} + Zn+1H{T*Zn+l} = ZT*]I{T*SH} + ZTL+1H{T*ZTL+1}'
=1

Comme le premier terme du membre de droite est F,-mesurable et Iips«>, 1) l'est égale-
ment, on déduit que

E[Z(TL+1)/\T* |3~n] == ZT*]I{T*STL} —'- H{T*Zn—l—l}E[Zn-l-len]

Mais si T* > n+ 1, on a Y,, # Z, ce qui, par définition de Z, implique que, Z, =
E[Z+1|Fy]. Donc finalement,

ElZn1yar+1Fn] = Zrlirecny + Znlirssny1y = Znars
3. Comme le temps d’arrét T* est borné, d’aprés le point 2., on a
E[Zr«] = E[Znnar+] = E[Zoar+] = E[Zp].

De plus E[Zp+] = E[Yp+] par définition de T*. Il nous reste a montrer l'optimalité, c’est-
a~dire, que pour tout temps d’arrét S € Ty, E[Ys| < E[Y7+]. Par définition de (Z,,), on a
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Zg > Yg p.s. De plus, vu que (Z,,) est une sur-martingale et que le temps d’arrét S est
borné, on a par le théoréme d’arrét

E[Zs] < E[Z).
En se souvenant que E[Zy] = E[Y7+], on conclut
E[Ys] < E[Zs] < E[Y7+].

4. Soit S € Ty un temps d’arrét optimal. Nous devons montrer que S > T*. En utilisant
I'optimalité et le théoréme d’arrét comme au point précédent, nous obtenons :

E[Ys] 2 E[Yr+] = E[Zo] th'zar' E[Zs] = E[Ys— Zs] > 0.

De plus, par définition de (Z,), on a Zg > Yg p.s. ainsi E[Zg — Yg] > 0 et par suite
E[Zs — Ys] = 0. Utilisant a nouveau que Zg — Yg > 0 p.s. on conclut que Zg = Yg p.s.
En revenant a la définition de T™, ceci implique que S > T™ p.s.

O

2.3 ARRET OPTIMAL : PROBLEMES AVEC STRUCTURE MARKOVIENNE

On se place dans le méme cadre que celui de la section précédente, mais on suppose de plus que
le processus (Y5,)o<n<n peut se construire a 'aide d’une chaine de Markov.

2.3.1 RAPPELS SUR LES CHAINES DE M ARKOV

Soit E un espace dénombrable muni de la tribu P(E).

Définition 2.8. Une matrice stochastique est une famille (Q(x,y))zycr de nombres dans [0, 1]
telle que
VeeE, Y Qx,y) =1

yekl

Définition 2.9.
o Soit (Xp)n>0 un processus a valeurs dans E et soit, pour tout n > 0, une matrice sto-
chastique Q. On dit que (X,,)p>0 est une chaine de Markov si, pour tout n > 0, pour
tout (zg,...,2Tn_1,7,y) € E"2 tel que P(Xg = 20,..., X, =2) >0,0n a:

P(Xp+1 =yl Xo=20,..., Xn-1=2pn-1,Xpn =) = P(Xp11 = y|Xn = 2) = Qn(z, ).

Autrement dit, la loi du futur connaissant le passé et le présent ne dépend que du présent.
o Les matrices (Qn)n>0 sont appelées les matrices de transition de la chaine.
o Si pour tout n > 0, Q,, = @, la chaine de Markov est dite homogéne ; c’est-a-dire que le
mécanisme de transition entre I'instant n et 'instant n + 1 ne dépend pas de n. Sinon
elle est dite inhomogeéne.

Notation. Soit f : E — R une fonction mesurable telle que f(X, 1) est dans L'. On note

Qnf(z) = E[f(Xn41)|Xn = 2] = Z Qn(z,y)f(y).

yeE
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EXEMPLE 2.4. Dans les exemples suivants, on considére (zg, ..., 1,7,y) € E"2 et on
suppose que les événements par rapport auxquels on conditionne ont probabilité strictement
positive.

1. Si (X,)n>0 est une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans E, alors c’est une chaine
de Markov. En effet,

]P(XO :xg,...,Xn:l‘,Xn+1 :y)
P(X():l'o,...,Xn :fL‘)
=P(Xn41 =y) = P(Xpt1 = y| Xy = ).

IP)()(nJrl = y|XU =205y Xp—1 = Tp—1, Xpn = -T) =

Le noyau de transition est Qn(z,y) = P(X,+1 = y). Si les v.a. sont identiquement
distribuées alors la chaine de Markov est homogéne.

2. Soit (X%)k>0 une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans E = Z. Pour tout n > 0, on définit
Sn =D p_o Xk Alors (Sn)n>0 s’appelle la marche aléatoire a valeurs dans Z; c’est une
chaine de Markov homogene. En effet, on a que X,,41 est indépendante de (Sk)o<k<n,
puis

]P(So:$0,...,5n:l‘,sn+1 :y)
P(SQZLE(),...,S”::E)
P(Xyt1 =y —x,5 =x0,...,5, =)
IP)(SOZJ/‘Q,...,SnZSC)
=P(Xnt1 =y —2) =P(Spt1 = y|S, = 7).

P(Spy1 =y|S = wo,...,S =) =

Le noyau de transition est Q(z,y) = P(X,41 =y —2) =P(Xo =y — ).

3. On reprend le processus de Galton-Watson introduit dans la feuille d’exercice 1. On a
(Xp,q)p.gen= des v.a. i.i.d. & valeurs dans N. On pose Zy = 1, puis pour tout n > 1,

Zy = Xn’l +oot Xn,Z,L,1 s anl > 1
. O si Zn—l = O

Alors (Zy,)n>0 est une chaine de Markov homogéne. En effet, on a que les v.a. (Xy41,5) jen
sont indépendantes de (Zy)o<k<n, puis si z # 0,

P(Zy =z0,...,Zn =%, Zpnt1 =)
P(Zy = zg,..., 2, = x)
]P)(Z[) = :Uo,...,Zn = .’E,Zle Xn+1,j = y)
P(Zy = xo,...,Zp = )

P(Zny1 =yl Z0 = wo,..., Zn =) =

x
= IP’(Z Xny1; = y), par indépendance
j=1
=P(Znt1 = y|Zn = 7).

Le noyau de transition est Q(v,y) = P(3_7_; Xn+15 =y) =P(37_; X1 =), si x # 0;
Q(0,0) =1, Q(0,y) =0siy #0.
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2.3.2 ARRET OPTIMAL AVEC STRUCTURE MARKOVIENNE
En plus des hypothéses (H;), dans la suite de cette section, on suppose que :

o (Xp)n>0 est une chaine de Markov & valeurs dans E dénombrable. On note (Q,)n>0 les

(Hz) . .
o (Fn)n>o0 est la filtration canonique.

matrices de transition de la chaine de Markov.

o Pour tout 0 <n < N, Y, = p,(X,), ot ¢, : E — R est une fonction mesurable.

On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.4. Soit (Z,)o<n<n Uenveloppe de Snell du processus (Yy)o<n<n. Sous les hypo-

theses précédentes, il existe des fonctions mesurables V, : E — R, 0 <n < N, telles que
1. Z, =V, (X,), autrement dit Z,, est o(X,)-mesurable.
2. Le plus petit temps d’arrét optimal T* est égal a
1 <k< —1: > ) )
T*=min{0 <k < N: Xy €Dy} = {;r\;f{o ShSN=1:en(Xi) 2 Qi (Xa)} Sl‘ o vide
SEnon.

ou Dy ={x € E : pp(x) = Vi(x)}.

Démonstration.

1. Il suffit de construire les (V},)o<n<n par récurrence descendante et d’appliquer les résultats
vus dans le cadre général. On a

Zn =YN = oN(XN),
donc Vy = ¢n convient. Supposons le résultat démontré pour n + 1. Alors,
Zn = max(Yn, B[Zn41|F0])
= max(pn(
(on(Xn), E[Vht1(Xnt1)|Xn]), d’aprés la propriété de Markov
(n(Xn); QnVnt1(Xn)).
Ainsi V,,(X,,) = max(pn(X5), @nVat1(X,)) convient et est bien o(X,,)-mesurable.

2. En appliquant ceci aux résultats généraux, on obtient

X0n), E[Vo41(Xnt1)|Fn]), d’aprés 'hypothése de récurrence
= max

= max(¢n,

i <k< —1: > 1 1
T —min{0 <k <N : Yy = Z} = {mf{O <k<N-1:Y,>E[Z;1|Fk]} sinon vide

N sinon
inf{l0<k<N-1: Xi) 2 QrVi+1(X i id
= minf0 < k<N £ @(X) = Vi(X0) = {m (05 <N =12 (X0) > Qu¥aa (K1)} o non vide
U

Ce théoréme donne une description plus explicite du temps d’arrét optimal 7™ : il s’agit du
temps d’entrée de la chaine de Markov (X,,)o<n<n dans un borélien de E (ot le borélien dépend
de n).
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Corollaire 2.5. Dans le contexte du théoréme précédent, si les (Xy)n>0 sont de plus indépen-
dantes (pas forcément identiquement distribuées), alors :

_— {inf{O <k<N—1:@p(X) > E[Vip1(Xps1)]}  si non vide

N sinon.

2.4 ARRET OPTIMAL : PROBLEMES MONOTONES

On se place dans le cadre général de larrét optimal, c’est-a-dire sous les hypotheses (Hy).

Définition 2.10. On dit que le probléme d’arrét est monotone si, pour tout 0 <n < N —1, les
événements

An = {Yn > E[Yn—i-l’g:n]}
sont emboités : Ay C Ay C --- C Any_1. Cela signifie que si le gain & un temps n est supérieur
a l'espérance du gain obtenu en s’arrétant au temps suivant n + 1, ce sera le cas pour tous les
temps suivants.

Définition 2.11. On appelle régle d’anticipation a une étape (1-step lookahead rule) le temps
d’arrét
- {inf{O <k<N-1:Y>E[Yen|F:]} sinon vide
1-sla =

N sinon.

Autrement dit, cette régle consiste a s’arréter au premier instant ol le gain est supérieur au gain
moyen obtenu en s’arrétant & 1’étape suivante; il n’est pas nécessaire de regarder plus loin.

Le théoréme suivant montre que cette régle est optimale. I’avantage du temps d’arrét T 4, est
que 'on n’a pas besoin de la fonction valeur (Z,,)o<p<n ; 'inconvénient est qu’il faut montrer la
monotonie du probléme.

Théoréme 2.6. Si le probléeme d’arrét est monotone, le temps d’arrét Tq_g, est optimal.

Démonstration.
e Etape 1 : méme sans 'hypothése de monotonie, on a Tj_g, < T*. Pour tout 0 < n < N — 1,
Yii1 < Zpt1 p-s. done E[Y,41|F] < E[Z,41]F,] p-s., dou
{0<n<N—-1:Y,>E[Z,1|Fn]} C{0<n<N-1:Y,>E[Y,11F]},
donc si ces ensembles sont non-vides,
mf{0<n<N-1:Y,>E[Z,1|F]} >inf{0<n<N-1:Y,>E]Y,1|Fn]},
Dans le cas ol le premier sous-ensemble est vide, T* = N > T}_4., et dans le cas ou le second
est vide, alors T* = N = T _ga.
e Etape 2 : Thgia > T*. Si Tigia = N, il 0’y a rien & prouver. Supposons donc Tj.ga < N.

On a, pour tout 0 <n < N —1,

monotonie

{Trge =n} € Y 2 EVua|F]} N 2 EMenlFa)

n<k<N-1
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Montrons que Np<p<n—1{Yr > E[Yit1|F%]} C Nu<i<n{Zr = Yi}. Supposons que, pour tout
n <k <N —1,'événement {Y; > E[Yyy1|Fr]} est réalisé. Par définition, Zy = Yy, ainsi on a

ZN,1 = maX(YN,l,E[ZNH’N,l]) = maX(YN,l, E[YN’?Nfl]) = YNfl.
De maniére analogue,
Zn—2 =max(Yy_o, E[Zn_1|Fn_2]) = max(Yn_2, E[YN_1|FNn—2]) = YNn_2,

et donc par récurrence descendante, on montre que pour tout n < k < N, I'événement {7}, = Y}
est réalisé, ce qui prouve l’inclusion cherchée.

On remarque de plus que, par définition du temps d’arrét optimal T,

() {Z =%} c{T" <n}.
n<k<N

Nous avons donc montré que, pour tout 0 < n < N — 1, {T} g, = n} C {T* < n}, d’ou 'on
conclut que Ty g, > T*. O
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CHAPITRE 3

COMPLEMENTS SUR LES MARTINGALES : UNIFORME
INTEGRABILITE ET APPLICATIONS

3.1 UNIFORME INTEGRABILITE

Dans toute la suite, on se donne un espace probabilis¢ (2, F, P).

Définition 3.1. Une famille (X;);c; de v.a. dans L*(F) est dite uniformément intégrable, abrégé
U.1., Sl

i (o Bl o) =

On a la définition équivalente suivante.

Définition 3.2. Une famille (X;);c; de v.a. dans L'(F) est u.i. ssi
1. La famille (X;);cs est bornée dans L.
2.Ve>0,36>0, t.q VA€ T, t.q. P(A) <4,

Viel, E[|Xi|I4] <e.

Preuve de I’équivalence des définitions.

e Déf. 3.1 = Déf. 3.2. Soit € > 0 et soit a suffisamment grand pour que
. €
viel, E[|IXilljx>a] <3
Posons, M = a + § alors, pour tout 7 € I,

E[|X:]] = E[|Xi |l x,>a3) + E[1Xill{x1<a)] < 5 +a =M,

€
2
et le point 1. est vérifié.

Posons § = o et soit A t.q. P(4) < d. Alors, pour tout i € I,

E[’Xz’]IA] = EUXZ‘HAH{|XZ|>(1}] =+ EHX%MA]IHXJS(;}]
g g
<E[Xillx,>a] + aP(4) < 5 +5 =&,
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ce qui montre le deuxiéme point.

e Déf. 3.2 = Déf. 3.1. On veut montrer que, pour tout € > 0, Jag t.q. Va > ayg,
Viel, E[|Xim{|Xi|>a}] <e.

Comme les (X;);es sont dans L' on a, d’aprés I'inégalité de Markov, pour tout a > 0,

E[|X; M
Viel, P(|X;]>a)< Ha J < o (3.1)

en utilisant le point 1. et en notant M la borne supérieure des (E[|X;|])icr-

Soit € > 0 et soit § > 0 tel que le point 2. est vérifié. Alors d’aprés I’équation (3.1), pour tout
a>ag = %, P(|X;| > a) < 4, ainsi d’aprés le point 2.

Viel, E[ ’Xi|H{\X¢\>a}] <eg,
ce qui conclut la preuve. ]

Remarque 3.1. On a vu que si (X;);cr est w.i. alors la famille est borné dans L'. La réciproque
est fausse. Par exemple, on pose I = N*, et on définit pour tout n > 0,

Xp =

n avec probabilité %
0 sinon.

Alors, E[|X,,|] = E[X,] = 1 et la suite est bien bornée dans L'. Par contre, pour tout a > 0,

1
E[|Xn |l x,>a}) = E[Xnl{x,>a}] = nlnsa)P(Xn =n) +0 = Minza} = Lnsa}-
Ainsi,
SUPE[‘Xn‘H{|Xn|>a}] = 1, et lim (SUPE[‘Xn‘H{|Xn|>a}]> =1 ;é 0.
n>1 a—00 \p>1
EXEMPLE 3.1.

1. Une famille finie (X;)1<i<, de v.a. dans L(F) est u.i. En effet, pour tout a > 0,

0 < sup E[[Xi|Ifx;5a)) < E[Z |Xi\ﬂ{|xi|>a}]

1<i<n ]

De plus, lim, Z?:l ’XZ|]I{\X1\>(1} =0p.s., Va >0, Z?:l ’XZ|]I{\X1\>(1} < Z?:l ‘XZ| €
LY(F), donc d’aprés le théoréme de convergence dominée,

n n
Jim B[ 316 x| = E| Jim 321Xl ] =0
1= 1=
Avec la premiére inégalité on déduit alors

lim ( sup E[|Xi|]1{\Xi\>a}]> = 0.

a—ro0 1<i<n
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2. Soit (Xy)n>1 tel que, pour tout n > 1, | X,| < Z, o0 Z > 0 et E[Z] < o0 alors (Xy)n>1
est u.i. En effet, pour tout a > 0, pour tout n > 1,

E[|Xn |l x50} < E[Z1;z5a)];

et on conclut de maniére analogue a ’exemple 1.

3. Soit p > 1, alors une famille (X;);e; de v.a. bornées dans LP est u.i. En effet, posons
M = sup;c; E[| Xi|P] et notons que, pour tout a > 0,

1X[P7! > P ) & 1 , < Xl
i {IX;s|p~t>ar—1} {IXifp=t>ar=t} == po7
Ainsi, pour tout i € I,
E[lX;") _ M
E[Xillyx;1>a] = B[ X[ x,jp-1500-13] < ap_zl < T
d’ou
M .
S;161?1@[|Xz'|]1{|xi|>a}] < o e algﬂgo(ilel?ﬂi[|Xi\ﬂ{|xi|>a}]) =0.

Notons que d’aprés la remarque 3.1, on ne peut pas espérer descendre jusque p = 1.

4. Soit X € LY(F). Alors (E[X|G])g ss-tribu de €5t w.i. On va montrer que la définition 3.1
est satisfaite. Tout d’abord, vu que X est dans L', d’aprés 'exemple 1., le singleton (X))
est w.i. donc, d’aprés la définition 3.2, pour tout € > 0, il existe § t.q. pour tout A € F
t.q. P(A) < 4,

E[| X |I4] < e.

De plus, pour tout § sous-tribu de F, E[X|G] € L(G), donc d’aprés l'inégalité de Markov,
pour tout a > 0,

P(E[X[S]| > o) < EUEXISI] _ EE(XIIS)] _ EIXT)

ainsi, pour tout a > ag := M, P(E[X|S]| > a) < § et donc

E[| X |Lyrxg)>a}] < e
Par ailleurs, pour tout G sous-tribu de &,

deéf. esp. cond.

E[|IE[X|S]| Lrix|g)>a}] < E[E[ XTSI EX 9] > a) = E[| XL exig)>ay] < €
€S

On conclut que la définition 3.1 est satisfaite en prenant le sup sur toutes les sous-tribus
GdeF.

Le théoréme suivant motive I'introduction des familles de v.a. u.i. En effet, il donne un critére
nécessaire et suffisant pour avoir équivalence entre convergence en probabilité et convergence
dans L'. Le théoréme de convergence dominée, quant & lui, ne donne qu’un critére suffisant : si
(Xn)n>1 converge vers X p.s. (donc aussi en probabilité) et si, pour tout n > 1 |X,,| < Z, on
Z >0 et E[Z] < oo, alors (X,,)n>1 converge vers X dans L'. Notons que comme attendu, cette
hypothése de domination est plus forte que 1'u.i., voir point 2. de ’exemple 3.1.
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Théoréme 3.1. Soit (X,,)n>0 une suite de v.a. dans L*(F). Alors, il y a équivalence entre :
1. (Xp)n>0 converge dans L' vers X, € L*.

2. (Xn)n>0 converge en probabilité vers Xoo et la famille (Xy)n>0 est u.i.

Démonstration.

e 1. = 2. La convergence dans L' implique la convergence en probabilité (inégalité de Markov).
Pour montrer que (X, ),>0 est u.i. utilisons la définition 3.2. On a que (X,,),>0 est bornée dans

1
L'. En effet, comme X, L X0, 1l existe C tel que, pour tout n > 0, E[|X,, — X|] < C'; ainsi

E[|Xnl] < E[[Xn — Xoo|] + E[| Xeof] < C + E[| Xool.

1
Vérifions maintenant la deuxiéme condition. Soit € > 0. Comme X, £> Xoo, il existe N > 0 tel
que, pour tout n > N, E[|X,, — Xoo|] < §; ainsi, pour tout n > N,

E[|Xn = Xn|] < E[[Xn — Xoof] + E[[ Xy — Xoof] <

DO ™

D’autre part d’aprés le point 1. de I'exemple 3.1, la famille finie (X,,)o<n<n de v.a. est u.i. Donc
d’aprés le point 2. de la définition 3.2, il existe § > 0 tel que pour tout A € F tel que P(A) < 4,

VO<n <N, E[Xnl < %
De plus, pour tout n > N,
E[|Xn[La] < E[[ X, — Xn[] + E[[Xn[l4] <e,

démontrant ainsi le point 2. de la définition 3.2.

e 2. = 1. D’aprés le théoréme de Riesz-Fisher I'espace L!'(F) est complet. Ainsi, pour montrer
que (X,)n>0 converge dans L', il suffit de montrer que cette suite est de Cauchy dans L'

En utilisant la définition 3.2, on remarque que (X, ),>0 u.i. implique que (X, — Xm) (n,myenz est
aussi u.i. Ainsi, pour tout € > 0, il existe a (suffisamment grand) tel que

V(n,m) € N*, E[Xn— Xm|lx,-x,.>a] <& (3.2)
Par ailleurs, puisque X, L X0, 1l existe N tel que pour tout n,m > N,

P(| X — Xon| > ) < IP’({|Xn Xl > %} U {me ~ Xl > %}) < Z (3.3)

Ainsi, pour tout n,m > N,
”Xn - XmH1 = EHX” - XmH

= E[|Xn — Xinllfx0—xpm|>a}] T ElXn = X Loz x—Xm|>e}) T E[Xn — Xl x, - xn|<e}]
<e+aP(| X, — Xim| >¢€) + ¢, d'aprés (3.2)

<e+ aS te= 3e, d’apres (3.3).
a

On a bien montré que la suite (X,),>0 est de Cauchy dans L' ce qui clot cette partie de
preuve. O
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3.2 MARTINGALES, CONVERGENCE L!, THEOREME D’ARRET

3.2.1 RAPPELS

Vous avez vu les deux théorémes suivants sur la convergence des martingales.

Théoréme 3.2 (Convergence presque stire). Soit (X,,)n>0 une martingale bornée dans L', i.e.
sup E[|X,,|] < 0o, alors il existe une v.a. Xoo € L' telle que
n>0

Xn &5 Xoo.

Théoréme 3.3 (Convergence dans LP, p > 1). Soit (X;,)n>0 une martingale bornée dans LP
pour p > 1, i.e., sup, > E[|X,|P] < co. Alors, il eviste une v.a. Xoo € LP telle que

et E[| Xoo|P] = sup E[|X,[P].
n>0

Remarque 3.2. Ce théoréme est faux si p = 1. Voici un contre-exemple. Soit (Y})r>0 une suite
de v.a. i.i.d. telle que P(Yp =2) =P(Yp =0) = % Posons, pour tout n > 0,

Xn =[] ¥

On considére la filtration naturelle (¥, = o(Yy,...,Y,))n>0. Alors, pour tout n > 0, X,, est
Fn-mesurable. La famille (X,,),>0 est bornée dans L! car pour tout n > 0,

E[|Xal] = E[X.] = (E[Yo)" " = 1.
C’est bien une martingale car
E[Xpi1|Fn] = E[Yoi1 X0 |Fn] = Xo.

En effet, d’aprés les propriétés de l'espérance conditionnelle, comme X, est F,-mesurable et
Y, +1 indépendante de Fy,, E[Y,41X0|Fn] = XpnE[Ynt1] = X

Montrons que X, P20, Soit € > 0 petit, alors

UIXnl >} c{Mo=2,....Yx =2},
n>N

ainsi,

. . 1 N+1
P(lim sup{|X,| > £}) = P(Ny20Unsn {|Xn| > €}) < P(Onso{Yo = 2,..., Yy =2}) = lim (7) —0,
n>0 N—oo\2

ou dans la derniére inégalité on a utilisé qu’il s’agit d’une intersection d’événements décroissants.

1
Pourtant X, L 0, car lim,, o E[| X, |] = 1.
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3.2.2 CONVERGENCE DANS L' DES MARTINGALES

La question qui se pose est donc “ Quand a-t-on convergence dans L' d’une martingale? ” La
réponse est donnée par le théoréme suivant qui donne des critéres nécessaires et suffisants et
utilise 'uniforme intégrabilité.

Théoréme 3.4 (Convergence L'). Soit (X,,)n>0 une martingale. Alors les 8 conditions suivantes
sont équivalentes :

1. La suite (Xy)n>0 converge p.s. et dans L' vers une v.a. Xoo € Ll,

2. La suite (Xp)n>0 est u.i.

3. La martingale (Xy)n>0 est fermée, c’est-a-dire qu’il existe une v.a. Z € L' telle que, pour
tout n >0, X, =E[Z|F,] p.s

Si la condition 1. est satisfaite, on peut prendre Z = Xoo dans 3.

Démonstration.
e 1. = 2. D’aprés le théoréme 3.1, on a que si (X,,),>0 converge dans L! alors (X,,),>0 est u.i.

e 2. = 1. Si (X,)n>0 est u.i. alors, d’aprés la définition 3.2, la famille (X,,)n>0 est bornée dans
L' ce qui, d’aprés le théoréme 3.2, implique qu’elle converge p.s. donc en probabilité. Avec I'u.i.
et le théoréme 3.1 ceci implique la convergence en L!.

e 1. = 3. Supposons que X, —> Xoo. Pour montrer que, pour tout n > 0, X,, = E[X|F},]

p.s. nous allons prouver que E[|X —E[Xw|Fn]|]] = 0. Comme (X,,)n>0 est une martingale, nous
savons que pour tout k > 0,

E[X,45|Fn] = Xo.

. s, L1 ..
De plus, nous avons aussi que, pour tout n > 0, X, I;—> X. Ainsi,
—00

E

\E[ n+k = Xoo|Fn]l ]

[
[
[E[| Xpn+x — Xoo| |Fn]], propriété de I'espérance conditionnelle
[

IA

E
E
E[lX | n+k — XooH kif 0.

e 3. = 2. D’aprés le point 4. de exemple 3.1, si Z € L1, alors la famille (E[Z]F,])n>0 est w.i.,
ce qui est exactement le point 2. O

3.2.3 THEOREME D’ARRET

Définition 3.3. Soit (X,,)n>0 un processus adapté qui converge p.s. vers X. Pour tout temps
d’arrét 7', fini ou non, on définit :

Xr = Xulir—n} + Xool{r—oc}-
n=0

On peut montrer que X est Fp-mesurable.
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Théoréme 3.5. Soit (X,,)n>0 une martingale w.i. (elle converge donc p.s. et dans L' vers une
v.a. Xoo € LY). Alors pour tout temps d’arrét T (fini ou non), on a

X = E[X|F7].

En particulier, E[X7] = E[X«] = E[X,,], pour tout n > 0.

Si S, T sont deux temps d’arrét (finis ou non), tels que S < T p.s. alors
E[X7|Fs] = Xs.

Remarque 3.3.

e Comme conséquence du point 4. de 'exemple 3.1, on a que la famille (X7 = E[Xoo|F7])7 temps d’arret
est u.i.

e Par rapport au théoréme d’arrét, on demande en plus la convergence p.s. et dans L' de la
martingale. On gagne le fait que le processus arrété soit fermé, et on peut enlever I’hypothése
de temps d’arrét borné p.s.

Démonstration. Montrons d’abord que X7 est dans L'. On a
oo
E[|Xr|] =) Bl Xn[Liz—n}] + E[| Xoo|I{7—oc}), Fubini v.a. positives
n=0

= E[|E[Xoo|Fn]| Lr—ny] + E[| Xoo|L{7—o}], point 3. du théoréme 3.4
n=0

< ZE [ Xool [Fnllir=n}] + E[| Xoo[I{7=c0}]

= Z]EHXOOUI{T:n}] + E[| Xoo | Lir=c0}]
n=0
=E[| Xo|] < 0.

D’aprés la remarque aprés la définition de X7, nous savons que Xp est Fp-mesurable.

Pour montrer que X7 = E[X|F7], il nous reste & montrer que pour tout B € Fr,
E[X7I5] = E[Xsl5].

On a,

E[XrI5] =Y E[XuIpnir—n}) + E[Xalpr{r—ccy], Fubini X7 € L'
n=0

= ZE Xoo|Fnllpnir=n}] + E[Xoolpnfr—oc}]; Point 3. du théoréme 3.4

= ZE[XOO]IBQ{T:M] + E[Xoolpnir—oc}], définition e.c. et BN{T =n} € F,
n=0
= E[X.oI5].
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En prenant l'espérance dans X7 = E[X|F7], on obtient que E[X7] = E[X]. En prenant
Pespérance dans X,, = E[X|Fy], on obtient que E[X,,] = E[X], pour tout n > 0.

La fin de la preuve est analogue a celle dans le cas ou T',S sont bornés p.s. On a

E[X7|Fs] = E[E[Xa|F7]|Ts] T*E" E[Xo0|Ts] = Xs. O

3.3 APPLICATION DE LA CONVERGENCE DES MARTINGALES : LA LFGN

Cette section n’utilise pas l'uniforme intégrabilité. On se donne une filtration (F,)n>0. Le but
est de démontrer la loi forte des grands nombres en utilisant le théoréme de convergence dans
L? des martingales. Nous démontrons d’abord la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit (X,),>0 une martingale telle que Xo =0 et

> %E[(Xn — X, 1)%] < 0.

n>1

X
Alors, =2 22 .
n

Démonstration. Posons My = 0 et pour tout n > 1,

n
1
M,, = Z %(Xk — Xp_1).
k=1
e Montrons que (M,,),>0 est une martingale.

o Pour tout n > 0, M, est F,-mesurable et dans L' comme somme finie de v.a. dans L',
en utilisant le fait que (X,,)n>0 est une martingale.

o Calculons, pour tout n > 0,
1

n—+1
=0, car E[X,4+1 — X,,|Fn] =0, (Xp)n>0 étant une martingale.

E[M,+1 — M,|F,] = E[Xn+1 — Xn|Fn)

e Montrons que M, est bornée dans L?, i.e., sup,>; E[M?] < c0. On a

n

11
E(MZ =E[ 3 -5 (Xk = Xoo1) (X = Xpro1)]
kok/=1

1 ~ 1
= > 2 P&k = K1) (X = Xw—1)] + D 5 Bl(Xk — Xp-1)%].
1<k#k'<n k=1

Si k # k', supposons sans perte de généralité que k/ > k. Alors, d’aprés les propriétés de
I’espérance conditionnelle, on a

E[(Xk — kal)(Xk’ — Xk’—l)] = E[E[(Xk — kal)(Xk:’ — Xk'—l)|3~k’—1]]
= E[(Xk — kal)E[Xk/ — Xk’—l’EFk’—l]]? car k' > k = Fr, Frpo1 CFprq

=0, car (X,,)p>0 est une martingale.

30



CHAPITRE 3. COMPLEMENTS SUR LES MARTINGALES : UNIFORME INTEGRABILITE ET
APPLICATIONS

Ainsi, pour tout n > 1,

Le membre de droite étant indépendant de n, ceci conclut cette partie de la preuve.

En conséquence du théoréme 3.3 (cas p = 2), on sait que la martingale (M,,),>0 converge p.s.
(et dans L?) vers une v.a. My, dans L.

e Conclusion. On aVk > 1, My — M,_1 = %(Xk —Xk—1) & X — Xp—1 = k(M) — My_1). Donc,
pour tout n > 1,

n

Xn—Xo=Y (Xp—Xp—1) = D k(My, — My_y),car Xo =0
k=1 k=1

Xn

n

= (kMy — (k—1)My_1 — My_)

k=1
n—1
=nM, — 0My — Z My, (changement d’indice),
k=0
et ainsi, pour tout n > 1,
Xn

ln—l
w M 2 M

On a M, 3 M. ce qui implique, d’aprés le théoréme de Cesaro, que %ZZ’;& My, 23 M, et
finalement que % 2%0. O

Théoréme 3.6 (Loi forte des grands nombres). Soit (Y;,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. telle que
E[|Y1]] < co. Alors,

1 n
—Y Vi TS EM).
n

k=1

Démonstration. Quitte a poser Y;, = Y, —E[Y;], on peut supposer E[Y7] = 0, ce que I'on va faire
dans la suite.

Posons Xg = 0 et pour tout n > 1,

n

Xn = (Ykﬂ{\mgk} - E[Ykﬂ{m@}])-
k=1

e Montrons que (X, ),>0 est une martingale pour la filtration Fo = {0, Q}, (F, = o(Y1,...,Y))n>1.

o Pour tout n > 0, X,, est F,-mesurable et dans L' comme somme finie de v.a. dans L',
en utilisant ’hypothése Y, € L.
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o Calculons, pour tout n > 0,

E[Xn+1 — XulFn] = EYarlyy, 1 <ns1y — EYa+1lqy, <ot 3] Fn]
=EYnr1ly, 1 <ni1y] — EYnialyy, )<niny] =0,
ou dans la deuxiéme égalité on utilise le fait que les (Y},),>1 sont indépendantes et que
I’espérance est constante.

e Montrons que (X,,)n,>0 satisfait & 'hypothése de la proposition précédente, c’est-a-dire que
> ko1 22 El[(Xg — Xj—1)?] < 00. On a

E[(Xy — Xie1)*] = E[(ViLqyy <ry — BNy, <))’
2
E YTy <] — BTy <iy]
E

YiLvi<ny) = BTy <ny ) -

IN

Par ailleurs, pour tout k£ > 1, puisque k% < 2(% — k%rl)’ on a

2
E+1
2, 2, 2
= 2t livismy — Y sy + 7l

1 2
ﬁYfﬂ{wgk} = EYEH{I‘A\S’C} N

YLy, <k

Ainsi, en prenant la somme sur k£ € {1,...,n} et en remarquant le télescopage, nous obtenons

. 1 2 2 2 2 - 1 2
; Bl = Xp—1)T < E[2Y1 Ly — 7 ]I{\Y1|§n+1}} + QZE[k i H{k<\Y1|§k+1}]

. 2 . N 1 1
Ensuite, nous bornons Y} par 1 dans le premier terme, le deuxiéme terme par 0, et 541 Par 1y
dans la derniére somme, ce qui nous donne

n m
1
> 7 El(Xk — Xp1)?1 242> BTy <iry] = 2+ 2B VAT vy <ntny)-
=1 k=1

En utilisant le théoréme de convergence monotone, on déduit finalement que

S (X — Xi1)?] < 24 2E[Vi]] < oo,

E>1

car Y] est supposée dans L.

. . N oy . . .S. .
Ainsi d’aprés la proposition précédente, % 23 0, i.e.,

1< s,
" Z(YkH{IYk\Sk} - E[Ykﬂ{wsm]) =50,
k=1

e Vu que Y; est dans L', on a d’aprés le théoréme de convergence dominée, que
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En conséquence d’aprés le théoréme de Cesaro, %Zzzl E[Yilg v, <] %0, et donc

1< s,
g Z YkH{|Yk|§k} p—> 0. (3.4)
k=1

e Application de Borel-Cantelli. On considére la suite d’événements ({|Yx| > k})r>1, alors
SRV > k) = Y (Y| > k) < [T (Yi| > fdt = B[],
k=1 k=1 0

Ainsi d’aprés le lemme de Borel-Cantelli,

P(limksup{|Yk| >k}) = P(mNzl Uk>n {1 Yk| > k}) =0,

donc IP’(UNZl N>~ {|YE] < k:}) = 1, autrement dit, p.s. il existe N > 1 tel que Vk > N,
|Yi| < k.

e Conclusion. On écrit, pour n suffisamment grand,
N—-1 n
1o 1 1
— Y, =— —
k=1 k=1 k=N

Vu que Y7 < oo p.s., le premier terme tend vers 0 p.s. lorsque n tend vers l'infini. Pour le
deuxiéme, on a p.s.

1 & 1 &
— Z Y. = — Z Ykﬂ{‘yk|<k}, d’aprés notre utilisation du lemme de Borel-Cantelli
n n =
k=N k=N
1 n 1 N-1
== Wlgviier — -~ D Yilgvg<iy
k=1 k=1

le premier tend vers 0 p.s. d’aprés 'identité (3.4), le deuxiéme tend vers 0 p.s. car Y] < 0o p.s.
En conclusion, on a montré la loi des grands nombres :

1 n
=3 Vi 50, O
nk:l
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CHAPITRE 4

CONTROLE DES CHAINES DE MARKOV

La théorie des systémes dynamiques controlés existe a la fois en temps discret et en temps
continu, dans un cadre déterministe ou stochastique (aléatoire). Ce cours est consacré au cas
stochastique discret. Le cas déterministe est plus simple (il s’agit d’un cas particulier), par contre
le cas stochastique continu est plus complexe et fait appel aux EDS rétrogrades.

4.1 PROCESSUS ET CHAINES DE M ARKOV CONTROLES

Le contexte est donné par :

o Le temps discret, N.

o L’espace des états, S : ensemble dénombrable, muni de la tribu P(S) des parties de S.
On note Proba (5) ’ensemble des mesures de probabilité sur (S, P(.9)).

o L’espace des actions, A : ensemble quelconque.

Définition 4.1. Un systeme dynamique controlé, stochastique et en temps discret, avec espace
des états S et espace des actions A, est la donnée d’'une application

P : NxSxA— Proba(S5).

L’interprétation est que si a l'instant n € N on est dans I'état x € S et si on choisit 'action
a € A, alors on bouge dans I'état y € S avec probabilité P(n,z,a)(y).

Notation. Pour toute fonction F' : N x S — R, on note PF la fonction de Nx § x A — R
définie par
PF(n,a,0) = 3. P(n,2,0)(9)F(n +1,5) = E[F(n + 1,Y)],
yes

oY ~ P(n,x,a), a condition que la somme dans le membre de droite soit bien définie.

Souvent P sera homogene en temps et pourra étre vu comme une fonction P : Sx A — Proba (.5).
Dans ce cas, pour toute fonction F': § — R,

PF(z,a) = ZP(m,a)(y)F(y).

yeSs
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Définition 4.2. Un contréle est une politique de choix des actions. Formellement, soit k € N,
on appelle contréle partant de k, une application

u: S — A,

ou Sy ={(n,(@k,...,xn)) :n €N, n>k, (xp,...,2n) € Sn—k+11 L’application u représente
le choix, pour tout n > k, d'une action a € A a I'instant présent n en fonction des états observés
(g, - .., xn) entre les temps k et n. On note uy, (zg, ..., z,) == u(n, (g, ..., x,)) et C; Pensemble

des controles partant de k.

Définition 4.3. Etant donnés : un instant et un état initial (k,2) € N x S, un controle u € Cy,
partant de k, une systéme dynamique contrélé P, on définit de maniére récursive un processus
(Xn)n>k & valeurs dans S, appelé processus ou chaine controlée par u et d’état initial (k,x), en
posant

o Xy =u,
o pour tout n > k, pour tout (zg,...,2,) € S" *ltel que z, = z et P(Xy = 2, ..., X, =
xn) >0,
]P(Xn—i—l = xn—&-l‘Xk =Ty ooy X = xn) = P(n,xn, Un(xk, e 7xn>)(xn+1)7

En mots cette définition se reformule de la maniére suivante : sachant qu’a Uinstant k on est
dans I'état x, et qu’entre les instants k et n on a visité les états (zx = x,...,xy,), & Uinstant n
on choisit le controle uy,(zg, . .., x,) pour déterminer la distribution de I’état suivant X, .

Remarque 4.1. Cette définition détermine la loi du processus (X, )n> ; en effet, pour tout n > k,
pour tout (x,...,2,) € S"F*! on a

P(Xk = g, ..., Xp = @n) 00,2, P(k, X, ur(2g)) (2g1) ... P(n— 1, 2p—1, Up—1(Tk, - - ., Tn—1))(xn).

Reéalisation de systémes dynamiques contrdlés. Voici une maniére de réaliser un systéme
dynamique controlé. En plus de I'espace des états S et de I'espace des actions A, on se donne
une suite (Zp)p>0 de v.a. i.i.d. & valeurs dans un espace (E, ), appelées innovations, et une
application G : N x § x A x EF — S. On définit alors le systéme dynamique controlé P par

V(n,z,a) e Nx S x A, P(n,z,a) est la loi de G(n,x,a, Z,i1).

La paire (G, (Zy)n>0) s’appelle une réalisation d’un systéme dynamique controlé.

Etant donné un instant et un état initial (k,z) € N x S, un controle u € Cg, on peut réaliser le
processus controlé (X,),>; associé en le définissant par

o Xk: =,
o pour tout n >k, X,11 = G(n, X, Up, Znt1) avec Uy = up(Xk, ..., Xp).
Remarque 4.2. Tout systéme dynamique controlé peut étre réaliser de cette maniére; parfois

cela est naturel parfois ¢a ne l'est pas.

Cas markovien. Soit k € N, le controle u € Cy, est dit markovien si u ne dépend de la trajectoire
passée qu’a travers l'instant n. On peut alors voir u comme une application de N x S — A et
on note up(xy) = Un(Tk, ..., Tn).
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Dans ce cas, le processus controlé (X;,),>k est markovien, de matrice de transition

(P(n, 2, un(2))(y) ) (zy)es?-
On parle de processus ou chaine de Markov controlée.

Si le controle markovien w est de plus homogeéne, on peut le voir comme une fonction de S — A
et on note u(xz,) = up(zy). Si de plus, le systéme dynamique controlé est homogéne en temps,
la chaine contrélée markovienne est alors homogéne, de matrice de transition

(P(ac, u(x))(y) )(z,y)ESQ'

On parle de processus ou chaine de Markov contrélée homogéne.

4.2 EQUATIONS DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

4.2.1 LE PROBLEME

Notre objectif est de déterminer le “meilleur” controle pour un systéme dynamique aléatoire
controlé donné. Pour cela nous introduisons une fonction de cofit. Notons que dans la suite,
Papplication G (ou P) est fixée.
Définition 4.4.

o La fonction de codt est une application ¢: N x S x A — R.

o Pour tout temps et état initial (k,z) € N x S, pour tout controle u € Cg, on définit le
cotit moyen du processus (X, ),>r controlé par u d’état initial (k,z), par

Vi (k@) = B> eln, X Un)|,

n=~k

avec Uy, = up(Xg, ..., Xp); sous réserve que cette expression ait un sens, ce qui est bien
le cas lorsque c est une fonction positive ou négative, ou lorsque sup(; )csx4 lc(n, @, a)|
est sommable sur N. Dans la suite on supposera étre dans un de ces trois cas.

Pour tout n > k, ¢(n, Xy, U,) représente le cott de faire le controle U, a l'instant n
lorsqu’on se trouve en X,,.

Nous cherchons & minimiser ce cofit sur tous les contrbles, ce qui améne naturellement aux
définitions suivantes.

Définition 4.5.
o On définit la fonction valeur du systéme, V : N x § — R, par

V(k,x) e Nx S, V(k,x)= inf V%, x).

u€Cy
o Un contrdle u € C* est optimal pour (k,z) si V¥(k,z) = V(k,z).
Précisément, nos objectifs sont de déterminer la fonction valeur V' et d’identifier le(s) contrdle(s)
optimal(aux) lorsqu’il(s) existe(nt).

En pratique, on ne peut pas faire de recherche sur tous les controles car il y a trop de cas. La
solution est donnée par le théoréme fondamental de la section suivante qui introduit aussi les
équations de Bellman.
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4.2.2 LA FONCTION VALEUR : EQUATIONS DE BELLMAN

Pour déterminer la fonction valeur V on utilise le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 4.1. La fonction valeur V' satisfait I’équation suivante, appelée équation de Bellman
ou équation de la programmation dynamique,

V(k,x) eNx S, V(k,z)= ing{(c+ PV)(k,z,a)},
ac
o on rappelle que PV (k,xz,a) = 3 co P(k,z,a)(y)V(k +1,y) = E[V(k + 1,Y)], avec Y ~
P(k,x,a).

Remarque 4.3. Le théoréme ne dit rien sur 'unicité des solutions a ’équation de Bellman. On
verra plus tard, dans le cas ou 'horizon de temps est fini, comment cela se passe.

Démonstration.

e Préliminaire. Montrons que

Vi (k,z) = c(k,z,ur(x —l—ZP kv, up(2)(y)VEik +1,9) = (c + PV (k, 2, up(x)), (4.1)
yes

ou le controle @ € Cxyq est défini en (4.2). Comme Xy = z p.s., on a, pour tout u € Cy,

Ve (k,x) = c(k,z,ur(x —i—IE[Z (n, X, Uy) }

n=k+1
(k x uk +ZE[ Z n Xn, Un )]I{Xk+l y}:|
yesS  n=k+1

ou on rappelle que U, = up (X, ..., Xn).

On utilise le point de vue de la réalisation de systémes dynamiques controlés : soit (G, (Zy)n>0)
une telle réalisation. Alors, pour le temps et I’état initial (k,z), pour le controle u € Cg, une
réalisation du processus controlé (X, ),>; est donnée par :

o Xy =r,

oVn >k, Xni1=Gn,Xn, U, Zni1).
A partir du contréle u € €, on définit un contréle i € Gy :

Vn>k+1,V(zpse1,...,20) € sk, U (Tht 1y - ooy Tn) = Un (T, Ty 1y oo, Tp)- (4.2)

Pour le temps et I'état initial (k + 1,y), en utilisant la réalisation (G, (Zn)n>0) du systéme
dynamique controlé et le controle @ € Ci4q, on définit le processus controlé (X, ),>k41 par

o Xpp1=y;

oVn>k+1, X =G0 X, Uy Zns1).
Alors, si 'événement {Xj11 = y} est réalisé on a, pour tout n > k + 1, X, =X, et U, = U,.
En effet, par récurrence sur n,

on=k+1 :f(kH:y:XkH et

~ def. U ~ def. @ > ) def U

U1 “=" 1 (Xer1) “= " g (2, Xp1) = w1 (Xg, Xpan Uk+1.
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o Supposons le résultat démontré pour tout k+1 < ¢ <n :

Xn+1 = G(n,Xn, Un, Zn+1), par définition de Xn+1
= G(n, Xn,Un, Znt1), hypothése de récurrence
= Xp+1, définition de X,

et

Xk+17 n+1) par définition de U,

= Up+1(x, Xg+1, ..., Xnt+1), hypothése de récurrence + ci-dessus

+1(

= un+1(a§ Xk+1, .. ,Xn+1), par définition de @
(
(

Up4+1( Xy X1, - - 7Xn+1) = Up41, définition de Xy, et de U,.

Remarquons de plus que, Xk+1 est constante donc indépendante de Xjy1, et que pour tout
n > k+2 X, est 0(Zyio,...,Z,)-mesurable, donc indépendante de Xjpy1 qui est o(Zpyq)-
mesurable (par indépendance des (Z,),>0). De la premiére identité ci-dessus, on déduit aussi
que pour tout n > k + 1, U, est indépendante de Xit1-

Ainsi, on a que

E[ Z (13 X Un)x,. = y}] E[ Z ny Xy Un)gx, = y}}
n=k+1 n=k+1

- E{ Z c(n,f(n,f]n)]P(XkH =)

n=k+1
= Vﬂ(k + 17y)]P)(Xk+1 = y)u

ou dans la premiére égalité on utilise ’égalité presque siire des variables aléatoires, dans la
deuxiéme 'indépendance et dans la troisieme le fait que la réalisation (G, (Zy)n>1) du systéme
dynamique est la méme pour (X,)p>ki1 €t (Xn)ns; seuls le controle et la condition initiale
sont différents.

La preuve de 'identité (4.1) est conclue en remarquant que

P(Xg11=y) = P(Xp+1 = y| X = 2), car Xy ==

= P(k,x,ux(x))(y), définition du processus controlé.

e Montrons que V (k,z) > inf,ca (¢ + PV)(k,z,a). D’apreés (4.1), on a pour tout controle u € Cy,

VU, z) = c(k, 2, up(x)) + Y Pk, 2, up()) () V(k + 1,y)

yes

> c(k,z,uk(x)) + ZP (k,z,ur(x))(y)V(k +1,y), par définition de V(k + 1,v)
yeS

>

> inf {c(k,@,0) + Z@ng(k:, z,a)y)V(k+1,9)}
y

= inf {(c+ PV)(k,z,a)}.
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e Montrons que V(k,z) < infyeca (¢ + PV)(k,x,a).
Par définition de V(k + 1,y), pour tout £ > 0, pour tout y € S, il existe un controle u¥ € Cpiq
tel que
V@ (k+1,y) <V(k+1,y) +e.
A partir du controle u¥ € Cj 1, on définit un controle u € €y, de la maniére suivante :

o Vz €S, ug(x) quelconque,

oVn>k+1, (Trit,- s Tn) €SP wn(@, Thsts - Tn) = Un T (Thg 1,y ).
Alors on remarque que le contrdle 4 € Cy1 associé  u par (4.2) satisfait, Vn > k+1,V (2x11,...,2Tn) €
Sk,
T (Thog1s -+ Tn) = Un (T, Thi1y s Tn) = Ui T (T 1y - ooy T

Ainsi d’aprés 1’équation (4.1) appliquée avec le controle u € € défini ci-dessus, on obtient

V(k,z) < VUk,x) = c(k, z,up (@) + Y _ Pk, 2, up(2))(y)V(k + 1,y)
yeS

= C(ka x>uk(x)) + Zp(kvxa uk(x))(y)vuy(k + 17y)
yeS

< (b, up(x) + Y Pk, z,ue(x)) )V (k +1,y) + €.
yes

Ceci étant vrai pour tout choix de ug(x), on peut prendre 'infimum sur les a € A a droite, ce
qui nous donne,

V(k,z) < C1r€11f;1{c(k, z,a) + ZP(k, z,a)(y)V(k+1,9)} +e.
yeS

Ceci étant vrai pour tout € > 0, la preuve est terminée. O

Remarque 4.4.

1. On peut définir une fonction de gain 7 : N x § x A — R au lieu d’une fonction de coft.
On cherche alors,
V(k,z) = sup V“(k,z).
u€Cyp
On pose ¢ = —r et on retrouve le probléme précédent. Ainsi, la fonction valeur satisfait
a I’équation de Bellman

V(k,x)= itelg{(r + PV)(k,z,a)}.

2. Lorsque la fonction de coiit ¢ et le systéme dynamique P sont homogénes, la fonction
valeur est homogéne et ’équation de Bellman devient

V(z) = C}gg{(c + PV)(z,a)}.

Notons que la politique de controle u n’a pas besoin d’étre homogéne en temps (ceci se
voit & travers I’équation de Bellman ou I’homogénéité en temps des controdles n’est plus
nécessaire vu que 'on prend l'infimum sur tous les a € A).
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4.3 CONTROLE STOCHASTIQUE A HORIZON FINI

On se donne :
o un systéme dynamique controlé P : N x S x A — Proba(S)
o un horizon de temps N € N et une fonction de coiit ¢: N x § x A — R tels que

( ) 0 sin>N+1
c(n,z,a) = ) )
C(x) sin= N, pour une fonction C : S — R donnée.

o un temps et un état initial (k,z) € N x S et un controle partant de k, u € C.
Alors, le cotit moyen du processus (X, ),>, controlé par u et d’état initial (k,x) est

oVk>N+1, V¥k,z)=0,

o V¥(N,z) =E[C(XyN)] = C(x) car Xy = p.s. si le temps et I'état initial sont (N, z),

oVO<k<N -1, Vi(k,z)= E[Zggg c(n, X, Uy) + C(XN)]

Notons que pour tout contrdle u, V(N,z) = V¥(N,z) = C(x) car le membre de droite est

indépendant de u. Ainsi, en utilisant I’équation de Bellman

V(k,x) = inf (c(k,z,0) + YV (k+1y) Pk, z,0)(y) )
yeSs

on peut construire par une récurrence rétrograde, V(N —1,z),...,V (0, z). La solution est donc

unique.

Il reste encore a déterminer un controle optimal. Dans le cadre markovien, ceci est donné par la

proposition suivante.

Proposition 4.1. Soit 0 < kg < N. Supposons que u € Cy, est un controle markovien tel que,

pour tout kg < k < N — 1, pour tout x € S,
V(k,z) = (c+ PV)(k,z, up(x)).

Alors, u est optimal pour (ko,x), pour tout x € S.

Démonstration. Soit u € Ck, un tel contréle markovien et soit (X, )n>k, le processus contrdlé

associé de temps et état initial (ko,z). Définissons,

V(ko,%) sik = k()
Mk = k—1 . .
D ik, €U, X5, Uj) + VI(k, Xy) siko+1<k<N.

Calculons, pour tout kg <k < N — 1,
M1y — My =V (k+1,Xpy1) — V(k, Xi) + c(k, Xi, Ur),

d’ou, pour tout y € S,

E[Mis1 — Myl Xy = y] = PV(k,y,ue(y)) — V(k,y) + ek, g, ur(y)), car u est markovien

= 0, par hypothése,
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otton a utilisé que E[V (k+1, Xp1) | Xy = y] = > .cg V(k+1, 2) P(k, y, ur(y))(2) = PV (k,y,ur(y)).
Ceci étant vrai pour tout y € S, on déduit que pour tout kg < k < N — 1, E[M}] = E[Mjy41].
Ainsi,
N—-1
Viko,z) = E[My,] = E[My] = E[Z (G, X;,U;) + V(N, Xn)| = V¥(ko, z).
J=ko
O

En conclusion : dans le cas horizon fini, il suffit de trouver a chaque étape 'action qui mini-
mise (4.3), si elle existe, pour construire une politique de controle optimal.

Lien avec l’arrét optimal dans le cadre markovien. On se donne une chaine de Markov
(Xn)n>0 & valeurs dans un espace E. Alors, pour tout n > 0,

Xn+1 = G(n, Xn, 5n+1)a

ol (€n)n>0 est une suite de v.a. i.i.d. Soit (¥5,)o<n<n = (¢n(Xn))o<n<n le processus de grain
associé. Alors la fonction valeur satisfait :

o ZN = YN = SON(XN)

o V, 0 < k < N — 1, Zk = maX(Yk,E[ZkJrﬂ?k}).
Dans le cadre markovien, on peut écrire, Z = Vi (X}) (voir cours) et

o Zn = VN(XN) = on(XnN)

o V0 < k < N — 1, Vk(Xk) = maX((pk(Xk),E[Vk+1(G(k,Xk,8k+1))‘Xk]). Ainsi,

Ve e B, Vi(z)=max(pg(z), E[Vit1(G(k,z,ex41))])
Traduisons maintenant ceci en controle optimal. On se donne
o Espace des états S = F U {A} (I'espace de la chaine de Markov avec un cimetiére).

o Espace des action A = {0, 1}, ou 0 signifie “on continue” et 1 “on arréte”.
o Une réalisation du systéme dynamique controlé

G ) G(n,z,ent1) sixz € E et a =0 (on continue)
n,x,a, e =
i A sinon (cadd z € Fet a=1,ouxz = A et a € {0,1}).

o Le processus controlé associé (X, )n>0 avec Xp41 = G(n, Xy, Up,ent1).
o La fonction de gain r :

six € B
r(N,z,a) = R(z) = on(2) 5? v
0 six=A
Pour tout 0 < k < N — 1,
0 si @ = 0 (on continue) ou x = A
r(k,xz,a) = )
vr(x) siz € Eeta=1 (on s'arréte).

On peut montrer que pour tout 0 < k < N, V(k,A) =0. On a aussi, Vz € E, V(N,x) =
¢n(z). De plus, pour a € {0,1}, PV (k,z,a) =E[V(k+1,Y)] avec Y ~ P(k,z,a). Ainsi,
en utilisant la formulation avec G, pour tout = € F,

EV(k+1,G(k,z,e141))] sia=0

PV(k,m,a) = E[V(k + laé(k7m7a7€k+1))] - { :
0 sia=1.
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CHAPITRE 4. CONTROLE DES CHAINES DE MARKOV

Donc, pour tout 0 < k< N —1,Vz € E, d’aprés les équations de Bellman,
V(k,z) = max(o(x),E[V(k+1,G(k,x,e541))])-

Les quantités Vi(-) et V(k, -) satisfont & la méme récurrence rétrograde, ce sont donc
les mémes quantités.
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