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CHAPITRE 1

MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

1.1 INTRODUCTION

Une ezpérience (ou phénoméne) aléatoire consiste en une expérience pour laquelle toutes les
issues possibles sont connues, mais ot interviennent de nombreux facteurs, dont nous ne connais-
sons ou maitrisons qu’une petite partie. Dans ce cas, I'issue n’est pas prévisible avec certitude.
La théorie des probabilités consiste en I’étude de ces expériences aléatoires.

Citons quelques exemples : le résultat d’un jeu de hasard (pile ou face, jet de dé, roulette etc.);
durée de vie d'un atome radioactif, d’un individu, d’une ampoule; les instants de passage d’un
bus & un arrét donné; la promenade d’un ivrogne dans la rue; la trajectoire d’une poussiére a
la surface de ’eau etc.

Les applications de la théorie des probabilités sont nombreuses : base de la statistique, outil
puissant en finance, dans les assurances, théorie des jeux. Elle permet également de modéliser
de nombreux phénomeénes complexes en physique, biologie, médecine, sciences humaines, clima-
tologie. Elle s’est aussi révélée utile dans de nombreux domaines des mathématiques pures. Mais
surtout, elle a acquis une place importante au sein des mathématiques en tant que discipline &
part entiére, de part son intérét intrinséque.

Historiquement, les jeux des hasards sont présents en Egypte, en Gréce et & Rome dés I’ Antiquité.
Il est cependant intéressant de constater qu’un traitement systématique n’est apparu qu’au XVI°©
siecle dans le livre Liber de Ludo Alea de Gerolamo Cardano (1501-1576). La véritable étincelle
se trouve dans la correspondance entre Blaise Pascal (1623-1662) et Pierre de Fermat (~1605-
1665), au sujet de problémes posés par le chevalier de Méré. Encouragé par Pascal, Christian
Huygens (1629-1695) publie De ratiocinis in ludo aleae (raisonnements sur les jeux de dés)
en 1657. Ce livre est le premier ouvrage important sur les probabilités. Il y définit la notion
d’espérance et y développe plusieurs problémes de partages de gains lors de jeux ou de tirages
dans des urnes. Deux ouvrages fondateurs sont également & noter : Ars Conjectandi de Jacques
Bernoulli (1654-1705) qui définit la notion de variable aléatoire et donne la premiére version
de la loi des grands nombres, et The Doctrine of Chance d’Abraham de Moivre (1668-1754)
qui généralise 'usage de la combinatoire. On mentionnera également Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), Leonhard Euler (1707-1783) et Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

La théorie des probabilités classique ne prend réellement son essor qu’avec les notions de mesure
et d’ensembles mesurables qu’Emile Borel (1871-1956) introduit en 1897. Cette notion de mesure
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est complétée par Henri Léon Lebesgue (1875-1941) et sa théorie de 'intégration. La premiére
version moderne du théoréme central limite est donnée par Alexandre Liapounov en 1901 et la
premiére preuve du théoréme moderne est due a Paul Lévy en 1910. Il faudra attendre 1933
pour que la théorie des probabilités sorte d’un ensemble de méthodes et d’exemples divers et
devienne une véritable théorie, axiomatisée par Andrel Nikolalevitch Kolmogorov (1903-1987).

1.2 L’ESPACE PROBABILISE (2, F,P)

Le but de la théorie des probabilités est de fournir un modéle mathématique pour décrire les
expériences aléatoires. Sous sa forme moderne, la formulation de cette théorie contient trois
ingrédients : 'espace des états ou univers, les événements, et la loi de probabilité ou simplement
la probabilité. Dans toute la suite, nous considérons une expérience aléatoire que nous cherchons
a modéliser.

1.2.1 ESPACE DES ETATS/UNIVERS

Définition 1.1. L’espace des états, appelé aussi univers, noté €2, est 'ensemble des résultats
possibles de 'expérience. Un résultat possible de 'expérience est noté w, donc w € €.

Remarque. A noter que le choix d’espace des états n’est pas forcément unique. Il peut également
étre de natures trés différentes : fini ou dénombrable, infini non dénombrable, espace de fonctions,
etc.

EXEMPLE 1.2.

1. Lancer d’une piéce de monnaie : Q = {P, F'}

2. Deux lancers successifs d’une méme piéce de monnaie : Q = {(P, P), (P, F), (F, P),(F, F)}
{P,F}2.

3. Lancer d'un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}.

4. Deux lancers successifs d’un méme dé, et on s’intéresse & la somme des nombres obtenus.
Il y a deux choix raisonnables :

Ql:{(%]) : i?je{17"'76}}:{1a"'76}27
Oy ={2,3,4,...,12).

5. Lancer d’'un méme dé indéfiniment : Q@ = {(up)p>1 @ Vn € N* u, € {1,...,6}} =
{1,...,6}V.
6. Durée de vie d'un individu : Q2 = {z € RT : 0 <z < 120}.

7. Promenade d’un ivrogne dans une rue (un pas en avant, un pas en arriére) :
Q= {(un)n>1 : Yn € N u, € {~1,1}} = {-1, 1},

8. Trajectoire d’une poussiére a la surface de l’eau pendant un intervalle de temps [0, 7] :
Q = ¢([0, T); R?).
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1.2.2 EVENEMENTS - TRIBU

Définition heuristique. Un événement est un sous-ensemble de €2 dont on peut dire, une fois
Iissue de 'expérience connue, s’il est réalisé ou non.

Un singleton, c’est-a-dire un événement réduit a un seul élément de €, est appelé un événe-
ment élémentaire, sinon on parle d’événement composite. On note un événement par une lettre
majuscule A, B, C... et ’ensemble de tous les événements de ) par F.

L’ensemble des événements F associés a une expérience aléatoire est donc un sous-ensemble des
parties de Q, F C P(Q). Il semblerait naturel de prendre F = P(Q), mais il y a alors des exemples
ou il est impossible d’associer & chaque événement une probabilité de fagon cohérente. Dans ces
cas-13, il est donc nécessaire de se restreindre & un sous-ensemble strict de P(€2). L’ensemble des
événements considéré doit satisfaire & quelques propriétés naturelles, il doit former une tribu,
dont voici la définition.

Définition 1.3. Un ensemble F de parties de ) est une tribu, ou o-algébre, s’il satisfait aux
conditions suivantes :

1. Qe T .

2. Si A€ T, alors A € F.

3. Si (An)n>1 est un suite d’éléments de F, alors (J,,~; An € F.

Ainsi, I’ensemble des événements associé a une expérience est la tribu F choisie sur €.

EXEMPLE 1.4. (Suite de I'Exemple ; on reprend la numérotation déja utilisée.) Décrivons les
événements suivants comme des sous-ensembles de 1'espace des états (2.
2. “Le premier jet donne pile” est le sous-ensemble { PP, PF'} de (.

4. “La somme des résultats obtenus est égale a 4”7 est le sous-ensemble {(1,3),(2,2),(3,1)}
de Q; et le sous-ensemble {4} de Q2. Remarquons que si l'on choisit Qg, “le premier dé a
une valeur inférieure ou égale & 3” n’est pas un événement de €.

5. “Le premier 1 est obtenu au N-iéme lancer” est le sous-ensemble suivant de 2
{(Un)n>1 € Qw1 >2, ..., un—1 > 2, uy = 1}.
6. “L’individu atteint au moins 50 ans” est le sous-ensemble suivant de (2
{r € RT : 50 < z < 120}.
7. “L’ivrogne avance au N-iéme pas” est le sous-ensemble suivant de €2

{(un)n>1 € Q : uy =1}.

Remarque. Les événements, qui sont par définition des sous-ensembles de 1'univers €2, sont en
général décrits a I'aide de phrases dans un premier temps. En effet, on commence par se poser
une question liée & une expérience aléatoire, puis on introduit un modéle probabiliste pour y
répondre. Par exemple, on cherche la probabilité que la somme de deux dés lancés au hasard
soit égale & 4 ; I’événement considéré est alors “la somme des dés est égale a 4”.

Une fois fixé le choix de 'univers, un événement correspond & un unique sous-ensemble de
ce dernier. Comme il n’y a pas forcément unicité du modéle et qu’alors les événements peuvent
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s’écrire en termes de sous-ensembles sous des formes différentes, la phrase qui décrit un événement
permet de se comprendre, quel que soit le modéle choisi. Remarquons aussi que, étant donné
un sous-ensemble d’un univers, il est souvent possible de le décrire par différentes phrases, qui
représentent toutes le méme événement. Par exemple 1'événement { PF, FF'} de I'Exemple
numéro 2 peut se traduire par “le premier jet donne pile” ou “le premier jet ne donne pas face”.

Puisque les événements sont des ensembles, on peut effectuer les opérations habituelles, avec la
correspondance suivante entre les terminologies ensemblistes et probabilistes.

Notation Terminologie ensembliste | Terminologie probabiliste

Q ensemble entier espace des états, événement certain
0 ensemble vide événement impossible
w élément de Q événement élémentaire/singleton
A sous-ensemble de €2 événement
weA w appartient & A A est réalisé si w est le résultat de I'expérience
ACB A est inclu dans B si A est réalisé alors B aussi
AUB réunion de A et B I’événement “A ou B” (ou non exclusif!)
ANB intersection de A et B I’événement “A et B”
A° complémentaire de A I’événement contraire de A
ANB =10 | A et B sont disjoints A et B sont incompatibles
EXEMPLE 1.5. Deux lancers successifs d’une méme piéce de monnaie, Q = {P, F}?. Soient

A= {PP}, B={(P,F)}, C={(F,P),(F,F)}. Alors,
e AUB={(P,P),(P,F)} = C¢ est I'événement “le premier jet donne pile”,
e AN B =0, est 'événement impossible, A et B sont incompatibles.

Propriété 1.6. Les opérations sur les événements satisfont aux régles suivantes. Pour tout
événement A, B, C, on a

e commutativité : AUB=BUA;

e associativité : (AUB)UC =AU (BUC);

o distributivité : (AUB)NC =(ANC)U(BNC);

e lois de De Morgan : (AU B)¢ = A°N B¢, et (AN B)¢ = A°U B“.

Maintenant que nous avons bien étudié les événements, revenons sur la notion de tribu et com-
mencons par deux exemples.

EXEMPLE.
1. {0,Q} est une tribu et c’est la plus petite (au sens de U'inclusion). Il s’agit de la tribu
grossiére ou triviale.

2. P(£2) est une tribu et c’est la plus grande. Elle est choisie lorsque € est fini ou dénombrable.
Cette tribu est typiquement trop grande lorsque €2 est infini non dénombrable.

Définition 1.7.
e SiC C P(), on appelle tribu engendrée par €, notée o(C), la plus petite tribu contenant C.
e On appelle tribu borélienne sur R, notée B(R), la tribu engendrée par I’ensemble des
intervalles ouverts, i.e., de la forme |a, b[ avec a,b € R, a < b.
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Remarque 1.8.
e La tribu engendrée par C existe toujours. En effet, on peut définir

o(C) := ﬂ F.

{F:F tribu contenant C}

Cette intersection est non-vide car P(2) est une telle tribu; ¢’est bien une tribu, car une
intersection de tribus est une tribu (voir exercices) ; elle contient € par définition, et c’est
la plus petite car on prend 'intersection.

e En exercices, vous montrerez que la tribu borélienne est aussi la tribu engendrée par
I'ensemble des intervalles de la forme | — oo, a], avec a € R.

EXEMPLE 1.9.

1. Soit A€ P(Q), A# 0, A+#Q, alors la tribu engendrée par A est o(4) = {0, A, A%, Q}.

2. Soit Q = {1,2,3} et €= {{1},{2}}. Alors o(C) = P(R2). En effet, la tribu engendrée par
C est stable par réunion et complémentation, elle doit donc contenir {1,2} et {3}; en
particulier elle contient {1}, {2}, {3}. Par réunion et complémentation & nouveau, o(C)
doit contenir P(Q) et est donc égale.

1.2.3 PROBABILITE

Nous souhaitons maintenant associer a chacun des événements une probabilité, qui mesure la
vraisemblance que I'on accorde a priori & I’événement avant la réalisation de I’expérience. C’est
une des données du modéle, que 'on peut comprendre intuitivement de différentes maniéres, en
voici deux.

Approche utilisant les symétries. On considére un dé non-pipé. Il est alors naturel de supposer que
chacune des issues possibles ait la méme probabilité égale & 1/6. Il faut cependant étre prudent
avec cette approche. En effet, supposons que nous souhaitions déterminer la probabilité du sexe
d’un nouveau né. Il n’y a aucune raison de penser qu’il y a plus de chances d’avoir un gargon
ou une fille, de sorte qu'il est naturel d’associer une probabilité 1/2 a chacun des événements
élémentaires. Cependant, les statistiques montrent que la proportion de garcons nouvellement
né est de 51,17% (INED, France métropolitaine).

Approche fréquentiste. On suppose qu'une expérience d’univers {2 est exécutée plusieurs fois sous
les mémes conditions. Pour chaque événement A de €, on définit ny(A) comme le nombre de fois
ou ’événement A survient lors des N premiéres répétitions de I'expérience. Alors la probabilité
de l’événement A, notée P(A), est définie comme la limite, dans un sens & préciser, du quotient

ny(A)/N.

Cela veut dire que P(A) est définie comme la limite du pourcentage du nombre de fois ou A
survient par rapport au nombre total des répétitions. C’est donc la fréquence limite de A. Bien
que cette définition soit intuitivement commode, elle présente un sérieux inconvénient. En effet,
il faut justifier de I'existence de la limite, ce qui est difficile a priori.

Il est plus raisonnable d’admettre que les probabilités satisfont a un ensemble d’axiomes simples
et intuitivement acceptables, pour ensuite démontrer qu’une telle fréquence limite existe dans
un certain sens (voir plus loin la loi des grands nombres).
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Définition 1.10. Etant donnés un espace d’états Q et une tribu d’événements F, une mesure
de probabilité, ou simplement probabilité, P sur (Q,F), est une application de F dans [0, 1],
possédant les propriétés suivantes.

1. L’événement certain est de probabilité 1 : P(2) = 1.

2. Aziome de o-additivité : pour toute famille dénombrable (Ay),>1 d’événements de J,

deux-a-deux disjoints, on a
+oo
]P’( U An) =3 P(4,).
n>1 n=1
Remarque. Le point 2. de la définition implique en particulier que la série de terme général

P(A,,)n>1 est convergente (et de somme P(U,>14,)).

Définition 1.11.
e Le triplet (2, F,P) est alors appelé un espace probabilisé.
e Un événement A € F tel que P(A) = 0 est appelé négligeable.
e Un événement A € F tel que P(A) = 1 est appelé presque-sir, il se produit P-presque
strement.

On a les conséquences suivantes de la définition d’une probabilité.

Corollaire 1.12. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, soient deux événements A, B € F, et
(A;), une famille finie d’événements de F.

1. P(0) = 0.

2. Additivité. Si les (A;)], sont deux-a-deux disjoints, alors

Pl A) = _P(4)
i=1 i=1
3. Complémentaire. P(A¢) =1 —P(A).
4. Différence. P(B\ A) =P(B) —P(AN B).
5. Monotonie. Si A C B, alors : P(A) < P(B).
6. Formule du crible. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B). Plus généralement, on a la
formule de Poincaré :
IP’( U AZ) =Sty IP( N Ak).
i=1 i=1 JC{1,...,n} keJ
card(J) =1
Démonstration.

1. On applique la o-additivité avec la famille (A,)p>1 ou, pour tout n > 1, A, = (. Ces
événements sont bien deux-a-deux disjoints et on a donc, P(0) = > -, P(0) ou le terme
dans la somme est indépendant de n. On déduit que P(0)) = 0. -

2. On considére la famille (A4;);>1 ou, pour tout ¢ > n + 1, A; := (. Ces événements sont
deux-a-deux disjoints, ainsi,

P(Uf1 Ai) = P(Uis14;) = Y P(A;), par la o-additivité

i>1
= ZIP’(Ai) + Z P(0) = ZP(Ai), en utilisant le Point 1.
i=1 i>n+1 i=1
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3. On utilise le Point 2. avec n = 2, A; = A, Ay = A€, qui satisfont A;NAs =0 et AjUAy =

Q. En utilisant de plus le Point 1. de la définition, on obtient : 1 = P(Q) = P(A) + P(A°).

4. On écrit B= A1 U Ag avec Ay = BNAet Ay = BN A°:= B\ A. Les événements A; et
Ay sont deux-a-deux disjoints car A1 N A2 = BN (AN A°) = (). Ainsi,
P(B) =P(BNA)+P(BNA®, dapres le Point 2.

dou P(B\ A) =P(BNA°) =P(B) —P(BnNA).
5. D’aprés le point précédent,
P(B)=P(ANB)+P(B\ A)
> P(AN B), car une probabilité est positive
=P(A), car AC B.

6. Démontrons le cas de deux événements; le cas général sera démontré en exercices. On
écrit AUB = (A\ B)U (B\ A)U (AN B). Ces événements sont deux-a-deux disjoints,
ainsi

P(AUB) =P(A\ B)+P(B\ A) + P(AN B), d’apres le Point 2.
=P(A) -P(ANB)+P(B)—-P(ANB)+P(AN B), d’apres le Point 4.
=P(A)+P(B) —P(ANB). O
Remarque (Cas fini). Lorsque le cardinal de Q est fini, on munit © de la tribu P(2). Notons que

toute famille dénombrable d’événements disjoints deux-a-deux contient un nombre fini d’événe-
ments non vides, et la définition de probabilité est équivalente & la définition suivante.

Une probabilité P sur (2, P(Q2)) est une application de P(€2) dans [0, 1], possédant les propriétés
suivantes.

1. L’événement certain est de probabilité 1 : P(Q2) = 1.

2. Axiome d’additivité : pour tous A € P(Q2), B € P(Q), tels que A et B sont disjoints, on a

P(AU B) = P(A) + P(B).

Voici quelques autres conséquences fréquemment utilisées.

Proposition 1.13. Soit (2, F,P) un espace probabilisé.

1. Soit (Ap)n>1 une suite d’événements, alors :

P(Un>145) < > P(Ay).

n>1

2. Soit (Ap)n>1 une suite croissante d’évéenements de F, c’est-a-dire, pour tout n > 1,
A C Apyr. Soit A= |J An, alors :

n>1

P(A) = 1 P(A,).
(4) = lim P(Ay)
3. Soit (By)n>1 une suite décroissante d’événements de F, c’est-a-dire, pour tout n > 1,

B, D Bpt1. Soit B= () By, alors :
n>1

P(B) = lim P(B,).

n—-+4o0o
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Remarque (Points 2. et 3.). Les suites réelles (P(A,))n>1 et (P(By))n>1 sont respectivement
croissante et décroissante, bornées, donc convergentes, justifiant ainsi I’existence des limites. Par
ailleurs, la suite (UT]yzlAn) N> €gale a (AN)N>1, est une suite croissante au sens de 'inclusion,

et lensemble U,>1 A, est habituellement not¢ A = lim A,, de sorte que le résultat de la
- n—oo

proposition précédente peut encore s’écrire :

]P’( lim An> — lim P(A,).

n—-+4oo n—-+oo

De méme, la suite (ﬂﬁleBn) 10 ¢gale & (By)n>1, est une suite décroissante au sens de 'in-

clusion, et ’ensemble N, >1 B, est habituellement noté B = lirf B,,, de sorte que le résultat
- n—-+0o0o

de la proposition précédente s’écrit :

IP( lim Bn> — lim P(B,).

n—-+o00 n—-+o0o

Démonstration. Posons C; = A; et pour tout n > 2, C, = A, \ (U} Ay,). Alors, les événements
(Cp)n>1 sont deux-a-deux disjoints et Up>1Cy, = Up>14,. Montrons le Point 1. On a

P(UnZLAn) = P(UnZICn)
= Z P(Cy,), d’apres la o-additivité
n>1

< ZIP’(An), car, pour tout n > 1 C,, C A,,.

n>1

Montrons maintenant le Point 2. Dans ce cas, la suite d’événements (Ay,)n>1 est de plus croissante
ce qui implique que, pour tout n > 2, UZ;%A/€ =A,1etC,=A,\ 4p1.

FIGURE 1.1 — Une vision schématique d’une suite croissante d’événements (Ay,)p>1. Les événe-
ments (Cp,)p>1 sont les anneaux successifs.
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Ainsi, en reprenant le début du calcul précédent, on a

N

B(A) = P(Up2140) = Y _P(Ca) = lim. (P(Al) + 3 P4\ An_1)>
n>1 n=2
— Nl—lgrloo( (A1) + Z P(A, N A, 1)]), d’aprés le Point 4. du Corollaire

= Jim (IP’(Al) n ;[P(An) - P(An,l)]), car An_1 C A,

Pour le cas 3. d’une suite décroissante (By,),>1 d’événements, on écrit

P(B) =P(Np>1By) =1 —P((Ny>1B,)°), d’aprés le Point 3. du Corollaire
=1—P(Up,>1B;,), complémentaire d'une intersection

=1- lim IP’(B;), d’aprés le point précédent car la suite (By,)n>1 est croissante

= lim IP’( ), d’aprés le Point 3. du Corollaire [T O

1.3 LE CAS DENOMBRABLE ET LE CAS FINI

Dans cette section, nous allons voir que dans le cas ot 'univers 2 est dénombrable ou fini, on
peut définir une probabilité de maniére simple. Plus précisément, nous allons montrer qu’une
probabilité est caractérisée par sa valeur sur les singletons (événements élémentaires). Dans ces
deux cas, on choisit toujours F = P(€2). Nous avons alors la caractérisation suivante.

Proposition 1.14. Soit une suite (py,)weq de nombres réels. Il lui correspond une unique pro-
babilité P sur (Q, P(Q)) telle que pour tout w € Q, P({w}) = pw, si et seulement si

Vwe 0<p, <1, et przl.
wes

Nous avons alors,

VY AcPQ) =) e (1.1)

wEA

Remarque. Lorsque 'univers est fini, il n’y a pas de commentaire particulier & faire. Lorsque
I'univers est dénombrable, on peut numéroter les singletons Q = {wy,ws,...}. On pose ensuite,
pour tout A € F,

+o00o
]P(A) = Z Pw = prn HA(Wn)-
w€eA n=1

Cette définition ne dépend pas de ’ordre choisi pour les éléments de 2 car les termes intervenant
dans la série sont tous positifs.

11



CHAPITRE 1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

Démonstration. Soit PP une probabilité sur (2, P(€2)) et pour tout w € €2, posons p,, := P({w}).
Alors, par définition d’une probabilité, nous avons bien que 0 < p,, < 1. De plus, tout événement
A de P(Q) est réunion dénombrable, resp. finie, d’éléments de €2, si bien que par définition d’une
probabilité (cas dénombrable) et par le Corollaire [I.12] (cas fini), on a :

P(A) = P(Uwea{w}) = Y PH{w}) =) pu

w€EA w€eA

On a aussi que €2 est réunion dénombrable, resp. finie, de ses singletons. Ainsi, en appliquant
I’identité ci-dessus & €2 et en utilisant de plus la définition d’une probabilité, nous avons

1= B(Q) = P(Usen{w}) = 3. PUwh) = 3 oo

weN we

Nous avons donc démontré un sens. Réciproquement, étant donné une suite de nombre (p,)weq,
pour tout w € €, posons P({w}) = p, et étendons P a P(£2) en utilisant la Condition (I.1)).
Alors, on vérifie aisément que P ainsi définie vérifie les conditions de la Définition [1.10 O

1.3.1 UNIVERS FINIS

Dans toute cette section, on suppose que €2 est de cardinal fini. Un cas important de probabilité
sur (Q est celui de la probabilité uniforme, pour laquelle chaque singleton de 2 a la méme chance
de réalisation. La définition suivante découle de la Proposition

Définition 1.15. Une probabilité P sur (2, P(Q2)) est dite uniforme, si P({w}) ne dépend pas
de w € . On dit alors que 'on est en situation d’équiprobabilité et on a,

Vwe, P{w})= cardl(m’ VAEPQ), P(A)= m'

EXEMPLE 1.16. Reprenons la question 4 des Exemples [I.2] et et calculons la probabilité de
I’événement A “la somme des dés est égale a 4”.

Supposons que l'on ait choisi I'espace §2;. Alors, on est en situation d’équiprobabilité et la
probabilité Py sur ©; est uniforme, de sorte que pour tout (,5) € {1,...,6}2 :
. 1
P{(i )] = 5.

L d(A 3
Ainsi, P1(4) = P1[{(1,3),(2,2), (3,1)}] = 296 = .
Supposons maintenant que ’on ait choisi ’espace €25. Alors, on n’est plus en situation d’équi-
probabilité. Au vu des conditions de I'expérience, on définit Py ainsi :

Po((2)) = Py({12}) = o, Pa({3)) = By({11}) = =, Py({4}) = By({10}) = =

36’ 18’ 12°
Py({5}) = P2({9}) =

1 5
Ainsi, ]P)Q(A) = PZ({4}) = % mais card(4) _ 1 d’on ]P)Q(A) # card(A)

1

—, Py({6}) =Py({8}) = —, Py({7}) =-.

S (o)) =Pa{sh = =, Pa({Th = ¢
card(£2) 11> card(€22) *

Cet exemple montre qu’il est trés important de spécifier le choix d’univers et de probabilité.

Bien que les résultats finaux ne changent pas, les raisonnements pour y arriver sont différents

et doivent étre explicités.

12



CHAPITRE 1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

Dans le cas de la probabilité uniforme, les calculs de probabilités se raménent & des questions
de dénombrements, nous sommes dans le cadre du calcul combinatoire. Un cas trés classique
de dénombrement est celui des modéles d’urne. 1l y a différentes maniéres d’effectuer les tirages
dans une urne et il est important de bien identifier dans quel cas on se trouve afin de ne pas
commettre d’erreur d’énumération.

Définition 1.17. Une population de taille N est un ensemble 8§ = {s1,...,sy} de N éléments.
Les éléments de 8 sont les individus de la population 8. La taille N est le nombre d’éléments de

8.

TIRAGES ORDONNES. Un échantillon de taille r est un r-uplet (s;,, ..., ;) d’éléments de 8.
Deux procédures sont possibles.

e Le tirage avec remise. Dans ce cas, chaque élément de I’ensemble peut étre choisi a plusieurs
reprises. On parle alors d’échantillon de taille r avec répétitions. Soit €2y I'ensemble de ces
échantillons, alors Q1 = {s1,...,sn5}", et :

card(Q2;) = N".

EXEMPLE 1.18. On jette un dé 5 fois de suite. Alors 2; est I’ensemble des tirages possibles et
on a card(Q) = 6°.

e Le tirage sans remise. Dans ce cas, chaque élément de ’ensemble peut étre choisi au plus une
fois. On parle alors d’échantillon de taille r sans répétition, ou d’arrangement des éléments de 8
pris r a r. Naturellement, on impose les conditions supplémentaires » < N, et Vj # k, i; # ij.
Soit 29 I'ensemble de ces échantillons, on a alors :

NI

card(Q2) =N(N—-1)...(N—r+1)= ;= Ay

(N —r)!
ExXEMPLE 1.19. On considére une population de taille IV et un échantillon aléatoire de taille r
avec répétition. On choisit alors comme univers 27 que 'on munit de la probabilité uniforme,
notée P. On s’intéresse a I’événement A “aucun individu n’a été choisi plus d’une fois” qui est la
méme chose que “tous les individus sont distincts”. Alors on a, A = Qs et :
(4) = card(fd2) Al
~card(Qq) NrC

Donnons quelques applications de ce résultat.

1. On jette un dé cinq fois de suite. Alors la probabilité d’obtenir cinq nombres distincts est
6232 ~ 0,09.
2. Supposons que dans une ville, il y ait sept accidents par semaine. Alors la probabilité

d’avoir exactement un accident chaque jour de la semaine est % ~ 0,00612.

TIRAGES NON ORDONNES. Une sous-population de taille r est un sous-ensemble {s;,, ..., ;. }
d’éléments de 8. De maniére similaire aux tirages ordonnés, deux procédures sont possibles.

e Le tirage sans remise. On parle alors de sous-population de taille v sans répétition, ou de
combinaison de r éléments. On impose & nouveau les conditions supplémentaires, r < N, et
Vj # k, i; # ir. Soit 23 'ensemble de ces populations, on a alors :

g = o e (),

13
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Ce nombre est appelé coefficient binomial.

Démonstration. Chacun des sous-ensembles & r éléments fournit r! échantillons de taille r sans
répétition, de sorte que card(Qq) = r!card(3). O

EXEMPLE 1.20.

1. On appelle main de poker I’ensemble des 5 cartes que chacun des quatre joueurs recoit
lors de la distribution d’un jeu qui en contient 32. Alors il existe (352) mains différentes.

Soit A I'événement “les hauteurs des 5 cartes sont différentes”; calculons card(A4). On peut
choisir ces hauteurs de (g) maniéres différentes. Il faut ensuite choisir la couleur (treéfle,

carreau, cceur, pique) de chacune des hauteurs. Ainsi :

card(A) = (i) 45,

Etant donné que toutes les mains sont supposées équiprobables, la probabilité d’obtenir
une main dont les 5 cartes ont une hauteur différente est :

8) 45

) = oy
2. Une urne contient N boules blanches et N,, boules noires. Posons N = N, + N,,. On tire
r boules avec remise dans l'urne, il y a alors N” tirages possibles. Soit Ay ’événement
“on a tiré exactement k boules blanches”, calculons card(Ay). L’événement Ay est réalisé
lorsque ’issue est constituée de k boules blanches et » — k boules noires. Il y a (2) fagons
de choisir la position des boules blanches, la position des boules noires est ensuite fixée.

Pour chacune des positions de boule blanche, il y a ensuite IV, choix de boules blanches
possibles, et pour chacune des positions de boule noire, il y a IV,, choix possibles, ainsi :

card(Ay) = (;) NENIF,

Etant donné que tous les tirages sont supposés équiprobables, la probabilité d’obtenir
exactement k boules blanches lors d’un tirage de r boules avec remise est :

- () (3 (3)”

Ceci est un exemple de la loi binomiale, que nous reverrons plus tard.

3. Soit 8 une population de taille N (ez. des étudiants), que 'on range en deux catégories
a et b incompatibles (ez. filles et gargons), de tailles respectives N, et Ny = N — N,. On
choisit “au hasard" une sous-population de taille r sans répétition, il y a alors (1;[) choix
possibles. Soit Aj I’événement “on a choisi exactement k individus de la catégorie a”,
calculons card(Ag). L’événement est réalisé lorsque 'issue est constituée de k individus
de la catégorie a et r — k de la catégorie b. Il y a (]\]i“) fagons de choisir les k individus de

la catégorie a et pour chacune il y a (]\L __];[a) fagons de choisir les individus restants dans

la catégorie b, ainsi :
N, N — N,
d(Ag) = “ “.
i = () ()

14
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Remarquer que pour que ceci ait un sens, il faut que 0 < k < min{r, N, }. Etant donné
que tous les tirages sont supposés équiprobables, la probabilité d’obtenir £ individus de
la catégorie a lors de ce tirage est :

(i) ()
)

Ceci est un exemple de la loi hypergéométrique.

P(Ag) =

Remarque. Supposons que N, = N, (N) soit une fonction de N et que le nombre total
de boules tende vers I'infini, de sorte que la proportion % tende vers p (et donc que %
tende vers 1 —p), avec 0 < p < 1. Ainsi, N, et N} tendent vers +oo avec N. Fixons r > 0
et k compris entre 0 et 7. Alors, pour N assez grand, on a Ny > k, N, > r — k et P(Ag)

peut s’écrire :

pay— NaWo=1) . (No =k +1) Ny(Np = 1) ... (Ny =7 + k+1) r!
(4x) = k! (r—k)! N(N-1)...(N—r+1)
ol NNy = 1) (Ny =k + 1) Np(Ny — 1) ... (N, — 7+ k + 1)
T Kl(r— k) N(N=1)...(N=7r+1)
L NURGR ) GeEONT RRd) (  Y
Kl —k)! Nr1(l—g) ... (1= )
(4F = SESCEL TR EE S
k 11-5)..- (11—

N — 4o 1

Ainsi, P(Ay) tend vers (})p"(1 —p)"~*. On a donc obtenu la loi binomiale comme limite
de lois hypergéométriques. Ce résultat est intuitif, car lorsque le nombre de boules est
trés grand, que le tirage s’effectue avec ou sans remise ne change pas grand chose : on a
peu de chance de tirer deux fois la méme boule.

e Partitionnement. Soient ri,...,r des entiers positifs (éventuellement nuls) tels que, r; +
-+« + r, = N. Le nombre de fagons de répartir NV objets dans k familles de sorte que la i-iéme
famille contienne 7; éléments est égal & :

N!
7’1!--'7’k!.

Ce nombre se note (7«1 N Tk) et s’appelle coefficient multinomial.

Démonstration. Pour remplir la premiére famille, il faut choisir r; objets parmi N, ce qui peut
se faire de (7{\17) fagons. Pour remplir la seconde famille, il faut choisir ro objets parmi N — rq,

soit (N _”). En continuant ainsi, on obtient que le nombre de telles répartitions est de :

T2
N N—T’l N—Tl—-“—?“k,l - N'
1 ) Tk ol

EXEMPLE. Le nombre d’anagrammes du mot CHERCHER est %;,2,

15



CHAPITRE 1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

e Le tirage avec remise. On parle alors de sous-population de taille v avec répétitions. Soit {2y
I’ensemble de ces populations, on a alors :

card(€2g) = (N;:1> _ <N+:—1>.

Démonstration. Ce probléme revient & placer r boules indistinguables dans N urnes. En effet,
le nombre de boules dans la i-iéme urne compte le nombre de répétitions de I'individu ¢ lors du
tirage. Représentons les r boules par r étoiles alignées, avec une cloison a chacune des extrémités.
Par exemple, lorsque r = 7,

EXEEEEEY

Répartir les r boules dans N urnes revient a rajouter N — 1 cloisons formant les N urnes. Par
exemple, lorsque r =7, N = 3,

EXIEEEEESF

représente le tirage : s1, s1, 83, S3, S3, S3, 3. Ainsi, ce probléme revient & placer N — 1 cloisons
sur NV + r — 1 positions, les positions restantes étant occupées par des .
O

EXEMPLE. Soient r € N* et n € N*. On cherche a compter le nombre de suites d’entiers naturels
T1,...,Tn, telles que :

LT =T

Ce probléme revient a placer r boules indistinguables dans n urnes, ol le nombre de boules dans

AN , .. . -1 .
la i-iéme urne représente r;. Ainsi, le nombre de ces suites est (”:11 ) Par exemple, si r = 10,
n =23,

représente la partition (2,5, 3) de 10. Remarquer que ces suites sont naturellement ordonnées de
sorte que l'on distingue (2,5, 3) de (5,3,2).

1.3.2 TUNIVERS DENOMBRABLES

Souvenez-vous que, dans ce cas, on prend F = P(2) et qu'une probabilité sur (2, P(£2)) est
entiérement déterminée par la donnée des nombres (py,),cq tels que, pour tout w € 2,0 < p, < 1
et > cqPw = 1; on définit alors, pour tout w € Q, P({w}) = po.

EXEMPLE 1.21. On jette une piéce de monnaie jusqu’a I'obtention du premier pile. On peut
choisir Q = N*U{oo} o, pour tout k& € N*, {k} représente I’événement “le premier pile est obtenu
au k-iéme jet”, et {oo} représente ’événement “pile ne sort jamais”. Si la piéce est équilibrée, on
aura, pour tout k € N* :

P((K)) = o1

Comme N* et {oo} sont disjoints, 1 = P(2) = P({o0}) + IP’(kUN {k}). Ainsi, la probabilité que
6 *
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pile ne sorte jamais est donnée par :

P(foo}) =1 -P( U {k})

keN*
+o0o
=1- ZIP’({I{}), car les événements sont disjoints
k=1

La probabilité que le premier pile sorte aprés un nombre pair de lancers est :

+oo +o00
PK{2,4,6,..})::EE%PK{Qk})::52%5%;::%.

1.4 LE CAS GENERAL

Lors que 'univers §2 est infini non-dénombrable, la situation est en général beaucoup plus subtile
que dans les cas précédents. Il est rarement imaginable de donner la probabilité de tous les
événements, et la probabilité des singletons est souvent nulle.

Un résultat trés utile du cours de “théorie de la mesure” dit la chose suivante. Considérons une
classe d’événements C stable par intersections finies (un m-systéme), qui est telle que o(C) = F.
Alors comme conséquence du lemme de classe monotone, une mesure de probabilité est entié-
rement déterminée par ses valeurs sur C. Par exemple, une mesure de probabilité sur (R, B(R))
est entiérement déterminée par sa valeur sur les intervalles de la forme | — 0o, z|, x € R. Ainsi,
sachant qu’une mesure existe, on n’a pas besoin de la connaitre sur tous les événements pour
la caractériser. Par ailleurs, la question de l’existence de mesures de probabilité est trés déli-
cate. Elle utilise par exemple le théoréme d’extension de Carathéodory, qui dépasse largement
le contenu de ce cours.

Il existe cependant des exemples de mesures de probabilité trés facile & décrire, méme dans le
cadre d’espace d’états généraux.

EXEMPLE 1.22. Soit (£2,F) un univers et une tribu, et soit wy € Q fixé. La mesure de Dirac en
wp, notée d,,, est la probabilité définie par :

1 siwge A,
VAETF, 6,(A)= T

0 sinon.
Ainsi, une propriété/un événement est presque stire pour d,, si wo appartient a 1’événement,
autrement dit, la propriété est satisfaite par wp. L’ensemble Q \ {wp} est négligeable pour d,,.
Si de plus € est dénombrable, Q@ = {wi,wa,...} et si on a P une probabilité sur (Q2,P()) :
Pw = P({w}). Alors, pour tout A € &,

P(A) = prn(swn(A); ainsi P = prndwn.

n>1 n>1

Autrement dit, une mesure de probabilité sur un espace dénombrable s’écrit comme une somme
pondérée de mesures de Dirac sur les singletons de ).
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CHAPITRE 2

CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

2.1 PROBABILITE CONDITIONNELLE

2.1.1 DEFINITION

Motivons la définition de probabilité conditionnelle sur un exemple. Soit 2 un groupe d’étu-
diant.e.s partitionné en 2 = RU R, ou S représente I’ensemble des étudiant.e.s qui ont révisé
I’examen. Soit F' 'ensemble des femmes, de sorte que F'U F¢ représente une autre partition de
Q. On suppose que 'on choisit un.e étudiant.e “au hasard", de sorte que 'on munit € de la
probabilité uniforme, notée P. Ainsi, la probabilité que I’étudiant.e. choisi ait révisé I’examen

est :
card(R)

(R) = card(Q2)
Si maintenant on choisit un.e étudiant.e avec l'information supplémentaire qu’il s’agit d’une
femme, tout se passe comme si I'univers considéré est F', et que 'on a partitionné F' (et non
plus Q) en RN F et R°N F. Ainsi la probabilité que I’étudiant.e choisi ait révisé, étant donné
I'information que c’est une femme, est égale a :

card(RNF) card(RNF)/card(Q) P(RNF)

card(F) card(F)/card(Q) — P(F)

L’idée est qu'une information supplémentaire concernant I’expérience modifie la vraisemblance
que 'on accord & I’événement étudié.

Définition 2.1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et B un événement tel que P(B) > 0. Pour
tout A € F, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P(A|B), par :

(AN B)

P(A|B) = © P 0E) (2.1)

Lemme 2.2. Sous les hypotheses de la définition ci-dessus, Uapplication P(-|B) : F — RT,
définie par A — P(A|B), est une probabilité sur (2, F), ainsi (Q,F,P(-|B)) est un espace pro-
babilisé.

Démonstration. Il faut montrer que P( - |B) satisfait aux trois axiomes caractérisant une proba-
bilité.
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e Pour tout Ac F,ona ANB C B,dou0<P(AN B) <P(B), et donc :

P(AN B)
OSWSL

e Comme QN B =DB,onalP(QB)=1.
e Soit (Ay)p>1 une famille dénombrable d’événements de F deux-a-deux disjoints. Alors on
a l'égalité (Up>1 4,) N B = gl(An N B). Comme les événements (A;),>1 sont deux-a-
n

deux disjoints, il en est de méme pour les événements (A, N B)y>1. Ainsi la o-additivité
de P implique P(Up>1(A, N B)) =, P(A, N B), et on conclut :

TP CEt I VR

n>1 n>1 n>1

Remarque 2.3. Comme (Q,F,P(-|B)) est un espace probabilis¢, P(-|B) satisfait a toutes les
propriétés du Corollaire et de la Proposition [1.13

Proposition 2.4 (Formule des probabilités composées).
1. SiP(A) >0 et P(B) > 0, on peut réécrire I’équation (2.1) sous la forme :
P(ANB) =P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B).
2. Sin>2etA,..., A, sont des événements de F tels que P(ﬂ?:_llAi) > 0, alors :

]P)(Al n---N An) = P(Al) P(AQ’Al) P(A3’A1 N Ag) .. ]P’(An‘Al n---N An—l)-

Démonstration. Le Point 1. est évident. Le Point 2. sera démontré en exercices. O

EXEMPLE 2.5. On considére deux lancers successifs d’'un méme dé. Sachant que le premier jet
donne 3, on souhaite calculer la probabilité que la somme soit strictement supérieure a 6.

Supposons que 'on ait choisi I'univers = {1,...,6}2, que 'on munit de la tribu F = P(Q).

On est alors en situation d’équiprobabilité, et on munit €2 de la probabilité uniforme, notée P.
Ainsi, pour tout événement A de F, P(A) = Carg(A) — card(4)
card(2) 36

Soit B I’événement “le premier jet donne 3”; B est le sous-ensemble {(3,7) : j € {1,...,6}}
de F, son cardinal est égal & 6, d’oit P(B) = 2 = ¢ > 0. La probabilité¢ P(B) étant strictement
positive, on peut conditionner par I’événement B.

Soit A I’événement “la somme des dés est strictement supérieure a 6”; A est le sous-ensemble
{(4,j) €Q :i+j>6} de F, et ANB=1{(3,4),(3,5),(3,6)}, dott : P(ANB) = & = . On
conclut que :

P(ANB) 1

PAIB) = 55 = 3
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2.1.2 FORMULE DES PROBABILITES TOTALES ET FORMULE DE BAYES

Définition 2.6. Soit I une partie finie ou dénombrable de N. Une famille (B;);c; d’événements
de Q forme un systéme complet d’événements de €, si

Vi#j, BinB; =0, et | JB; = Q.
el
Autrement dit, la famille (B;);er est une partition de €.
Théoréme 2.7. Soit (Q,F,P) un espace probabilisé.

e Formule des probabilités totales. Soit (B;)icr un systéme complet d’événements de
F, tel que pour tout i € I, P(B;) > 0, et soit A € F. Alors :

P(A) =) P(ANB;) =Y P(A|B;) P(By).
icl il
e Formule de Bayes. Sous les mémes hypothéses que précédemment et si P(A) > 0,

| _ P(A|B)P(B;)
Viel, P(Bi|A)= > jer P(AIB))P(B))’

Démonstration. Comme (B;);cr est une partition de €, on a :
A=ANQ=AN(VierB;) = Uier(AN B;),

ot les événements (AN B;);er sont deux-a-deux disjoints. Ainsi, en utilisant la o-additivité de P
et la Proposition [2.4] :

P(A) =Y P(ANBi) = > P(A|B;)P(B)),
iel iel

ce qui démontre le premier point. De plus, d’aprés la définition de la probabilité conditionnelle
et la Proposition 2.4} on a :
P(BinA) _ P(A[B;) P(B;)

P = 5@ = )

La formule de Bayes est obtenue en appliquant la formule des probabilités totales au dénomina-
teur avec la partition (Bj)jer. O

EXEMPLE 2.8. (Paradoxe de Simpson). Cet exemple réellﬂ montre un paradoxe surprenant qui
s’explique grace aux probabilités conditionnelles et & la formule des probabilités totales. Il vous
convaincra de I'importance de bien comprendre ce concept pour interpréter correctement les
résultats d’études statistiques. Il provient d’une étude médicale sur le succés de deux traite-
ments contre les calculs rénaux. Le traitement A a été effectué dans les années 1972-1980, et le
traitement B dans les années 1980-1985.

La premiére table montre le succés global et le nombre de traitements pour chaque méthode.

1. Charig CR,; Webb DR, ; Payne SR, ; Wickham OE . Comparison of treatment of renal calculi by operative
surgery, percutaneous nephrolithotomy, and extracorporeal shock wave lithotripsy. BMJ 1986 ;292 : 879-82. 3
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Succes (taux de succes)

Traitement A Traitement B

273/350 (78%) | 289/350 (83%)

Cela semble révéler que traitement B, qui est nouveau, est plus efficace. Maintenant, en ajoutant
des données concernant la taille des calculs, la comparaison prend une autre tournure :

Résultats en fonction de la taille des calculs

petits calculs grands calculs

Traitement A | Traitement B Traitement A | Traitement B
(81/87) 93% | (234/270) 87% | (192/263) 73% | (55/80) 69%

L’information au sujet de la taille des calculs a inversé les conclusions concernant l’efficacité de
chaque traitement. Le traitement A est maintenant considéré comme plus efficace dans les deux
cas. Le rebroussement de cette inégalité, qui conduit au paradoxe, se produit a cause de deux
effets concurrents :

1. la variable supplémentaire (ici la taille) a un impact significatif sur les rapports;

2. les tailles des groupes qui sont combinés quand la variable supplémentaire est ignorée
sont trés différentes. (Les groupes utilisés pour le traitement A et B ont la méme taille,
mais n’ont pas la méme répartition de petits et grands calculs).

Vérifions les calculs pour le traitement A. On choisit comme univers 2 les 350 patients de
I’échantillon, que I'on munit de la tribu P(£2). Appelons S l'événement “le traitement est un

succes”, P I'événement “les calculs sont petits”. Alors d’aprés le premier tableau, P(S) = %, et
d’apreés le deuxiéme, P(P) = %, P(P¢) = %. Ces deux probabilités étant strictement positives,

on peut conditionner par les événements correspondants. D’apreés le deuxiéme tableau toujours,
on a P(S|P) = %, P(S|P¢) = %. Utilisons la formule des probabilités totales pour calculer
P(S).

P(S) = P(S|P)P(P) + P(S|P°)P(P°)
8187 102263 273
© 87350 263350  350°

On retrouve bien le résultat du premier tableau. Des calculs similaires permettent de vérifier
les résultats pour le traitement B. Ainsi, ces résultats apparemment contradictoires s’expliquent
aisément grace aux probabilités conditionnelles.

2.2 INDEPENDANCE DES EVENEMENTS

Dans toute cette section, (£2, F,P) est un espace probabilisé.

Définition 2.9. Deux événements A et B de F sont dits indépendants, si
P(AN B) =P(A)P(B).
EXEMPLE 2.10.
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1. Les événements () et  sont indépendants. En effet,
PONQ)=P0) =0, et P(O)P(Q) =0.1 =0,

d’ot, P(D N Q) =P(0) P(Q).

2. On jette un dé parfaitement équilibré. Soit A I’événement “obtenir 1,2 ou 37, et B 1’évé-
nement “obtenir 1,2,4 ou 5”. On choisit comme espace des états, Q@ = {1,...,6}, que
I’on munit de la probabilité uniforme. On a alors,

1 2

P(4) = 5, B(B) = 5, P(AN B) = B({1,2}) = %

T2
Ainsi, comme P(A N B) = P(A)P(B), on déduit que les événements A et B sont indé-
pendants.

Remarque 2.11.

1. L’indépendance est liée au choix de probabilité P et n’est donc pas une notion ensembliste.
En particulier, cela n’a rien & voir avec le fait que A et B soient disjoints ou non. Dans
I"Exemple ci-dessus, les événements sont indépendants, mais non disjoints (AN B #
).

2. Si A et B sont deux événements de probabilité strictement positive, alors :
A et B sont indépendants < P(A) = P(A|B) < P(B) = P(B|A).

Le fait d’avoir une information supplémentaire, & savoir que B est réalisé, ne modifie pas
la probabilité de A (de méme pour B lorsqu’on sait que A est réalisé) ce qui justifie la
terminologie d’indépendance. Ces critéres ne sont cependant pas utilisés comme définition
car ils nécessitent ’hypothése supplémentaire, P(A) > 0 et P(B) > 0.

Proposition 2.12. Si les événements A et B sont indépendants, il en est de méme des événe-
ments A¢ et B, A et B¢, A° et B°.

Démonstration. Démontrons que A€ et B sont indépendants si A et B le sont.

P(A°N B) =P(B) —P(AN B), d’apreés la formule des probabilités totales
P(B) (1 —P(A)), car A et B sont indépendants
P(B)P(A°), donc A€ et B sont indépendants.

Les autres implications s’obtiennent de maniére similaire. O

Définition 2.13. Soit (4;);c; une famille d’événements de F, avec I dénombrable ou fini.
e Les événements (A;);er sont dits mutuellement indépendants, ou simplement indépendants
si, pour toute partie finie K de I,

P(() 4:) = [T P4,
€K ieK

e Les événements (A4;);cr sont dits deuz-a-deuz indépendants, si pour tout i,j € I, i # j,
on a:
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EXEMPLE 2.14. L’exemple suivant a pour but de montrer que la notion d’indépendance deux-
a~deux est plus faible que celle d’indépendance.

Soit 2 = {1,2,3,4} muni de la tribu F = P(Q) et de la probabilité uniforme, notée P. On
considére les événements A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1,3}. Montrons que les événements
A, B, C sont deux-a-deux indépendants, mais pas indépendants.

Comme (€2, F) est munit de la probabilité uniforme, on a pour tout événement A de F, P(A) =

card(A) _ card(A)

ard) — 4 Ainsi,

P(A) =P(B) = P(C) =

NN
bﬁl\').\r—t

D’autre part, ANB={2}, BNC ={3}, AnC={1}, AnBNC = {0}. Dou :

P(ANB)=P(BNC)=PANC) = i, et PLANBNC) =0.
D’aprés les calculs ci-dessus, on a :
P(AN B) = P(A)P(B) = % P(B N C) = P(B)P(C) = i P(ANC) = P(A)P(C) = %
d’onl les événements A, B, C sont deux-a-deux indépendants.

Cependant, P(A)P(B)P(C) = 3 et (AN BN C) = 0, d'oit les événements A, B, C ne sont pas
mutuellement indépendants.

2.3 LEMME DE BOREL-CANTELLI

Voici un résultat fameux et trés utile de probabilités, qui sert en particulier pour démontrer la
loi des grands nombres. Au préalable, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 2.15. Soit (A;),>1 une suite d’événements de F.
e [’ensemble lim sup,, A,, est défini par :

limsup A, = (| |J An ={w €Q:VE>1,3n >k we Ay}
n k>1n>k
Il s’agit de I’ensemble des w qui appartiennent & une infinité de A,,.
e L’ensemble liminf,, A, est défini par :
liminf A, = | ] (An={we€Q:3k>1,Yn>k we A}
n
E>1n>k

Il s’agit de I’ensemble des w qui appartiennent a tous les A, a partir d’'un certain rang.

Remarque 2.16. Les événements limsup,, A,, et liminf,, A, appartiennent bien & J car ils sont
intersection et réunion dénombrable d’événements de JF.
Théoréme 2.17 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ay)n>1 une suite d’événements de 5.

1. Ona :
Z]P’(An) <oo = P(limsupA4,)=0.

n>1

Autrement dit, P-presque strement, il y a au plus un nombre fini de A, qui sont réalisés.
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2. Si de plus la suite (Ay)n>1 est indépendante, alors
ZIP)(AH) =00 = P(limsup4,)=1.
n>1 "

Autrement dit, P-presque sdrement, il y a une infinité de A, qui sont réalisés.

Démonstration.

1. Pour tout k > 1, soit By = Up>iA,. Alors (By)r>1 est une suite décroissante d’événe-
ments et

P(limsup Ay,) = P(Ng>1B) = kll}n;o P(By), d’aprés la Proposition [I.13] Point 3.

n

< lim ZIP’(AH), d’apreés la Proposition [I.13] Point 1.
k—oo >k

Si la série ), -, P(A,) est convergente, alors son reste tend vers 0 et, par comparaison,
on en déduit que P(limsup,, A,) = 0, ce qui démontre le Point 1.
2. Il est équivalent de démontrer que,

P([limsup A,]¢) = P(Ug>1 N>k Ar) = 0.

Pour tout k > 1, soit C, = Np>,AS. Alors (Cf)r>1 est une suite croissante d’événements
et d’apres la Proposition Point 2.,

P(UkZI MNp>k A;) = khm P(Ck) (2.2)
— 00
Or, pour tout £ > k,

P(C) < P(Nf_, AS), d’aprés le Corollaire Point 5.

4 4

H P(AS) = H (1 —P(A,)), par indépendance, et passage au complémentaire
n=k

n=~k

£
e PAn) = = 2=k P(An) car 1 — 2 < e~ pour z > 0.

IN
]~

n=~k

Le membre de gauche est indépendant de ¢ ainsi, pour tout & > 1, P(Cy) < e~ =k P(An),
Or, si > 2 P(A,) = oo, pour tout k& > 1, e~ SatkB(An) = () ce qui implique que
P(Ck) = 0. On conclut que P(Ug>1 N>k AS5) = 0 en utilisant I’équation ([2.2)). O

2.4 EXPERIENCES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET PROBABILITE PRODUIT

Le but de cette section est d’étudier la description mathématique d’une expérience aléatoire
répétée de maniére indépendante, un nombre fini ou infini de fois. Regardons d’abord le cadre
général, puis nous donnerons un exemple.

Soit ((2y, Fpn, Pp))n>1 une suite d’espaces probabilisés, ot chacun rend compte d’une expérience
faite au temps n et les expériences sont indépendantes les unes des autres.
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CAsS DE k ESPACES. On prend Q2 = Q7 X - X Qp, muni de la tribu produit F = F1® - - - Q Fy,
qui est la tribu engendrée par les pavés Ay X --- X Ay, avec A, € F,, n=1,..., k. On définit P

sur les pavés par
]P)(Al X - X Ak) = ]P’1(A1) .. .]P)k(Ak),

et en se référant a la Section [1.4] on montre que cela suffit pour caractériser une probabilité
P sur (92, ), appelée probabilité produit. En utilisant le cours de théorie de la mesure, on peut
aussi montrer qu’une telle mesure existe.

NOMBRE DENOMBRABLE D’ESPACES. On prend Q = [[, ~; @y, muni de la tribu produit &,
aussi appelée tribu des cylindres, définie comme la tribu engendrée par les produits cartésiens
finis d’événements des tribus (J5,)n,>1. Elle contient tous les événements de la forme

Ay X oo X A X Qi1 X Qpao X ooy Ap €Ty, ne{l,... k}.

On peut montrer, voir le cours a venir de “théorie de la mesure”, qu’il existe une unique probabilité
P sur (2, 5), appelée probabilité produit, qui vérifie

P(AlX--~XAkXQk+1XQk+2><...)

i
—
=
=
N
2

Un point important est que cette probabilité rend indépendantes les expériences aléatoires cor-
respondants a chacun des espaces (£, Fp,, Py,).

EXEMPLE 2.18. On lance un dé & 6 faces non-truqué, indéfiniment. Pour tout n > 1, on a
(Q, Fn, ), avec Q, = {1,...,6}, F, = P(y,), P, est la probabilité uniforme. Ainsi,

Q={1,...,6 = {(in)n>1 : Y0 >1,i, € {1,...,6}},

que ’on munit de la tribu produit F et de la probabilité produit P.

Pour tout & > 1, on définit A I’événement “on obtient 1 pour la premiére fois au k-iéme jet”.
Alors, Ay est le sous-ensemble suivant de €2 :

{(in)nzl c0: 11 75 1,... aik—l 75 1,ik = 1},

et par définition de la probabilité produit, on a

P(A}) = [ﬁ Pu(in > 1)|By(ii = 1) = (g)k_l - %

Ceci est un exemple de loi géométrique que nous reverrons plus tard.
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CHAPITRE 3

VARIABLES ALEATOIRES

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Plutot que de travailler avec des événements de F, il est
souvent plus commode d’associer une valeur numérique aux résultats d’une expérience aléatoire.
Par exemple, lors de n jets de pile ou face, il sera intéressant d’étudier le nombre de piles obtenus.
Cela motive 'introduction de la notion de variable aléatoire, qui est une application X de €2 dans
un ensemble E qui sera typiquement, N4, Z¢ ou R? (d > 1), mais qui peut étre plus général. On
va alors transférer la structure probabiliste de I'espace de départ sur I'espace d’arrivée.

3.1 DEFINITIONS

Afin de pouvoir étudier 'espace d’arrivée de maniére probabiliste, nous devons également le
munir d’une structure adéquate. Ainsi, soit F 'espace d’arrivée, que 'on munit d’une tribu €.

Définition 3.1. Une variable aléatoire X est une application de (2, F) dans (E, ) qui préserve
les structures respectives de tribus, c’est-a-dire qu’elle vérifie

VBecé, X !'B)={XecBl={wecQ:Xw)eB}ecT.

Remarque 3.2.
e Attention & la notation X ! qui n’a rien & voir avec le fait que la fonction X soit bijective ;
X~1(B) désigne I'image réciproque de la partie B par I'application X.
e La terminologie de variable aléatoire est trompeuse, car il s’agit en fait d’une fonction de
Q2 dans E. Une variable aléatoire X est une application mesurable de (Q,F) dans (E, &)
(voir cours de théorie de la mesure de 'année prochaine). Lorsque le choix de tribus est
clair, on écrira simplement que X est une variable aléatoire de (2 dans F.

Définition 3.3 (Proposition). Soit X une variable aléatoire. L’application PX : & — [0,1]
définie par :
VBeé&, PX(B):=P(X '(B)=P{X c B}),

est une probabilité sur I'espace d’arrivée (E, €), appelée loi de la variable aléatoire X.

Remarque.
o Il s’agit de “la probabilité image” de la probabilité P sur ’espace d’arrivée. L’espace
d’arrivée E, muni de la tribu & et de la probabilité PX est un espace probabilisé (E, €, PX).
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e On utilisera la notation X ~ u pour dire que X a loi u, autrement dit PX = p.

Démonstration. Notons d’abord que cette définition fait sens car, comme X est une variable
aléatoire, 'ensemble {X € B} € F. Vérifions ensuite les axiomes d’une probabilité. Comme
0<P<1,onaaussi 0<PX < 1. Ensuite,

PY(E) =P{we Q: X(w) € E}) =P(Q) =1,

ou dans la derniére égalité, on a utilisé que P est une probabilité. Soit maintenant une famille
dénombrable (By,)p>1 d’événements de € , deux-a-deux disjoints. Alors, on a également que les
événements ({X € By, })p>1 de F sont deux-a-deux disjoints, et que {X € Up>1B,} = Up>1{X €
B, }. Ainsi,

P (Un>1Bn) = P{X € Up>1B,}) =P(Un>1{X € Bp}) = Y P(X € B,) = > P¥(By),

n>1 n>1

ou dans 'avant derniére égalité, on a utilisé que P est une probabilité. On a bien démontré tous
les axiomes d’une probabilité. O

3.2 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Dans toute la suite (2, F,P) est un espace probabilisé.

3.2.1 DEFINITION

Définition 3.4. Soit X une application de 2 dans E, ot E = {z;} ey avec I dénombrable
ou fini. On munit F de la tribu P(E). Alors, si X est une variable aléatoire de (£2,F) dans
(E,P(E)), elle est appelée variable aléatoire discréte.

D’apres la Proposition |1.14] appliquée & 1’espace d’arrivée, on obtient la caractérisation suivante.

Proposition 3.5. La loi d’'une variable aléatoire discrete X a valeurs dans E = {x;}ery est
caractérisée par la donnée de :

Viel, PY({z;}) =P{X =2;}) =P{w e Q : X(w)=u1;}).

Pour tout B € P(E), on a alors PX(B) = Y wieB PX(z;) = P(X = ;).

Avant de présenter les variables aléatoires discrétes classiques, voici deux premiers exemples.
EXEMPLE 3.6.

1. On considére deux lancers successifs d’'un méme dé, et on note S la variable aléatoire cor-

respondant & la somme des valeurs obtenues, ainsi S prend ses valeurs dans {2,3,...,12}.
Choisissons comme univers € = {1,...,6}2, que I'on munit de la tribu F = P(Q), et de la
probabilité uniforme, notée P. Ainsi pour tout sous-ensemble A de P(2), P(A) = zzijgég
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Etant donné que S prend ses valeurs dans {2,...,12}, pour déterminer la loi de proba-
bilité P¥ de S, il suffit de calculer, pour tout i € {2,...,12}, P5(i) :

PS(2) =P(S = 2) = P({w € @ : S(w) = 2}) = P((1,1)) = %

PS(E) = P(fw e @ : 5() =3} = PU(1,2), 2} = 1o,

etc.

2. Soit (£2,F,P) un espace probabilis¢, et A € F un événement. Alors l'indicatrice de A,
notée I 4, est la variable aléatoire définie sur €) par :

1 iwe A
VweQ,]IA(w):{ s

0 sinon.

Ainsi U'indicatrice de A prend ses valeurs dans {0, 1}. Rappelons quelques propriétés de
Iindicatrice. Si A et B sont deux événements de F, alors :

[ac =114, ITanp =1Ialp, Taup =1a+1Ip—1IanB.

Etant donné que l'indicatrice de A prend ses valeurs dans {0,1}, il suffit de déterminer, pour
i€ {0,1}, Pla(i) :

Pla(1) = P(Is = 1)
P4 (0) = P(I4 = 0)

PlweQ : [4(w) =1}) =P{w e Q : we A}) =P(A),
P{we Q: I4(w) =0}) =PH{w e : w¢ A}) =P(A°) =1 —-P(A).

3.2.2 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES CLASSIQUES

Rappelons que la loi d’'une variable aléatoire X discréte définie sur 2 et a valeurs dans E =
{x;}icr est caractérisée par la donnée des ({z;},P¥(z;))ic;. Souvent, on donne directement
la loi PX d’une variable aléatoire sans passer par la probabilité P. En utilisant & nouveau la
Proposition sur l'espace d’arrivée, pour s’assurer que la loi PX de X définit bien une
probabilité, il suffit de s’assurer que

Viel, 0<P¥(z) <1, et Y P¥(z;)=1.
i€l
Voici les variables aléatoires discrétes classiques, c¢’est-a-dire celles qui apparaissent naturellement
dans de nombreuses expériences. Nous disons qu’une variable aléatoire X définie sur €2 suit la :

Loi uniforme discréte sur X = {z1,...,2,}, avec n > 1, z; # x;, i # j, notée U(X), si
X(Q)=Xet
1
Vie{l,...,n}, PX(z;) = =
n

EXEMPLE 3.7. On lance une piéce équilibrée. Soit Q = {P, F'} que 'on munit de la probabilité
uniforme P. On définit la variable aléatoire X : Q@ — {—1,1}, par X(P) = 1, X (F) = —1. Ainsi,
la loi de probabilité de X est :

PX(1) = P(X = 1) = P(P) = % PX(—1) = P(X = —1) = P(F) = +

et la variable aléatoire X suite une loi uniforme sur {—1,1}.
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Loi de Bernoulli de paramétre p avec p € [0, 1], notée Ber(p), si X(Q2) = {0,1} et
PX(1) = p, PX(0)=1-p.

EXEMPLE 3.8. Une épreuve de Bernoulli de paramétre p est une expérience avec une notion
de succés/échec, et probabilité p de succés. Soit Q2 ensemble des issues de l'expérience, P une
probabilité sur (2, F) et A I’événement “obtenir un succes”. Alors, on a P(A) = p, et I'indicatrice
de A, 4, suit une loi de Bernoulli de paramétre p. En effet, I4 est a valeurs dans {0, 1} et nous
avons déja vu que :

Pla(1) =P(A) =p, P4(0)=1-P(A).

Par exemple, on jette un dé équilibré une fois. On appelle succés ’événement A “obtenir un
nombre plus grand ou égal & 2”. On choisit comme univers = {1,...,6}, alors P(4) =
P({2,3,4,5,6}) = % et T4 suit une loi de Bernoulli de paramétre 5/6.

Loi binomiale de paramétre (n,p), avec n € N* et p € [0, 1], notée Bin(n,p), si X(Q) =
{0,...,n} et

Vke{0,...,n}, PX(k)= <Z>pk(l —p)nk,

EXEMPLE 3.9. On appelle schéma de Bernoulli de paramétres n et p 'expérience qui consiste
a répéter n fois de maniére indépendante une épreuve de Bernoulli de paramétre p. On choisit
comme univers 2" que 'on munit de tribu produit et de la probabilité produit P,,. Pour ¢ €
{1,...,n}, on note A; I’événement “obtenir un succés lors de la i-iéme expérience”. Soit k €
{0,...,n}, comme les expériences sont indépendantes, la probabilité d’obtenir un succes lors des
k premiéres expériences et un échec lors des n — k derniéres est :

Pp(AiN--NAyNAL - NAL) =P(A) .. . P(AL)P(AL ) ... P(A7})
=pF(1—p)"h.
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de succés dans un schéma de Bernoulli, alors
X suit une loi binomiale de paramétres n et p. En effet,
PX (k) = P,(X = k) = P, ({obtenir k succés sur les n expériences}).
Ilya (2) fagons d’obtenir ces succés, et pour chacune des fagons la probabilité est pk(l —p)" k.
Ainsi,
P = () )k
Par exemple, si on jette n fois un dé équilibré, et on appelle X la variable aléatoire qui compte le

nombre de fois ot 'on obtient un nombre plus grand ou égal a 2, alors X suit une loi binomiale
de parameétres n et 5/6.

Remarque. Nous avons vu que pour tout i € {1,...,n}, la variable aléatoire I4, suit une loi de
Bernoulli de paramétre p. De plus,
n
X=> 14,
i=1

La variable aléatoire X est la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de
paramétre p (nous verrons plus tard la définition de variables aléatoires indépendantes). En
particulier, la somme de deux variables aléatoires indépendantes, de loi binomiale de paramétres
n,p et m, p respectivement, est une variable aléatoire binomiale de paramétres n + m et p.
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Loi géométrique de paramétre p, avec p €]0, 1], notée G(p), si X(2) = N* et
VEk e N*, PX(k)=(1-p)fip
En translatant de 1 les valeurs de la variable aléatoire, on obtient la loi géométrique sur N.
ExXEMPLE 3.10. Considérons un schéma de Bernoulli ot 'expérience est répétée indéfiniment.
On choisit comme univers QY| que I'on munit de la tribu des cylindres et de la probabilité
produit notée Py,. Si X est la variable aléatoire égale au temps passé jusqu’au premier succeés,
alors X suit une loi géométrique de paramétre p. En effet, pour tout k € N*|
PY(k) = Poo(X = k)
=Pr(ATN---NA_ N Ag)
=P(AT)...P(A%_;)P(Ag), par définition de la probabilité produit

=(1-p)""'p.
Loi de Poisson de paramétre A, avec A > 0, notée P(A), si X(2) = N et
)\k
VkeN, PX(k)=e? K

ExeEMPLE 3.11. La loi de Poisson modélise le nombre d’autobus passés & un arrét avant un
instant 7" donné, et A représente le nombre moyen d’arrivées dans cet intervalle.

Remarque. Lorsque p, n et pn tendent vers 0, 400 et A respectivement, la loi binomiale de
paramétres n et p tend vers une loi de Poisson de paramétre A. Plus précisément, on a la
proposition suivante.

Proposition 3.12. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires. On suppose que, pour tout
entier n > 1, la variable aléatoire X, suit une loi binomiale de paramétres n et p,, et que npy,
tende vers un nombre réel strictement positif A lorsque n tend vers +o00. Alors, pour tout entier
naturel k :

)\k
X, Y
P (k) noteo O KLU

Démonstration. Soit k un entier naturel. Alors, pour tout entier n > k, on a :

= @ P L=y = Moz okt )

N (npn)k (1 _ pn)—k enln(l_p”)

_ L 1(1 - %) (1 _k ; 1) (npn)® (1 = pp)~Fennl=rn),

De np, = A+ o(1), on déduit que p, = % +o (%), puis :
i) lim p,=0et lim (1—p,)*=1;

n—-+00 n——+0oo
.. . k _ k .
5 Bpplnea)” =A%
iii) nln(l—p,) =nln (1-2+0(2)) =n (-2 +0 (L)) = —A+o(1) et ngrfoonln(l —Pn) = —A;

iv) par continuité de application exponentielle, lim e" In(l=pn) — =X,
n—-+40o

Il s’ensuit que

1
Xn k —-A
]P) ({k}) ﬁ k!.l.A .1.6 )

d’otu le résultat. O
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3.3 VARIABLES ALEATOIRES REELLES

3.3.1 DEFINITION

Définition 3.13. Soit X une variable aléatoire de (2, F) dans (E,E). Si E = R et &€ = B(R)
est la tribu borélienne, alors X est appelée une variable aléatoire réelle.

Remarque 3.14.

e On obtient la définition de la loi de la variable aléatoire réelle X comme cas particulier
de la Définition 3.3

e Pour montrer qu’une application X : {2 — R est une variable aléatoire réelle, il suffit de
montrer que, pour tout x € R, X~ !(] — 00, z]) € F. En effet, supposons que ce soit le
cas, notons § = {B € B(R) : X }(B) € F} et montrons que § = B(R). Par définition,
g C B(R). Comme l'image réciproque commute avec la complémentation et la réunion,
et que G contient R, on déduit de plus que G est une tribu. Par hypothése, § contient
{] —o0,z] : x € R}, ainsi G est une tribu contenant les intervalles {] — 0o, z] : x € R}.
D’aprés la Remarque [1.8] B(R) est la plus petite tribu contenant ces intervalles, d’ou
B(R) C G et par suite on a § = B(R).

Proposition 3.15. Si X1,..., X, sont des variables aléatoires réelles, et f : R™ — R est une
fonction continue, alors Y = f(X1,...,Xy) est une variable aléatoire réelle.

Démonstration. D’aprés la Remarque il suffit de montrer que, pour tout z € R, Y ~1(] —
00, z]) € F ou de maniére équivalente Y ~!(]z, c0) € F. On a,

Y (o, 00)) = {w e Q: f(X1,...,Xn)(w) >z}

Or, comme 'application f est continue, on sait d’aprés le cours de topologie, que 'image réci-
proque de U'intervalle ouvert |z, oo s’écrit comme réunion dénombrable de rectangles ouverts de
R™; ainsi, Y 1]z, 00[) = UsenA;, avec A; = ﬁ;‘zl{w €Q : 2 < Xj(w) <wyij} Or, comme
pour tout j, X, est une variable aléatoire, on sait que l'image réciproque de chacun des inter-
valles ouverts |z; ;,v; j| est un élément de F. En conclusion, Y ~!(]z, oco[) s’écrit comme réunion
dénombrable d’intersections finies d’éléments de F et appartient donc & F. ]

En conséquence de la Proposition (Point 1.) ou de la Remarque (Point 2. et 3.) nous
avons les résultats suivants.

Corollaire 3.16. Soient X,Y et (X,,)n>1 des variables aléatoires réelles. Alors, les applications
sutvantes sont des variables aléatoires réelles :

1. X+Y, XY, £sY #0,
2. Suplgngk Xn, inflgngk Xn, suanI Xn, infnzl Xn,

3. limsup,,>q Xn, liminf,>1 X, ainsi que lim, o X, lorsque cette variable aléatoire est
bien définie.

Démonstration. La preuve des Points 2. et 3. sera faite en exercices. O
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3.3.2 FONCTION DE REPARTITION

Spécifier PX pour tous les boréliens de B(R) serait en pratique fastidieux. Comme nous allons
le voir, il suffit en fait de connaitre la loi PX sur tous les intervalles de la forme | — oo, x] avec
x € R. Ceci motive la définition suivante.

Définition 3.17. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X,
la fonction FX : R — [0, 1] définie par,

VzeR, FX(z)=PY(-o00,z]) =PX <z).

Voici des propriétés importantes de la fonction de répartition.

Proposition 3.18 (Caractérisation de la loi). La fonction de répartition FX caractérise la loi
de probabilité PX et elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. elle est croissante,

2. elle est continue a droite,

3. lim FX(z)=0, lim FX(z)=1.

T—r—00 T—00

Démonstration. La premiére partie du résultat signifie que deux variables aléatoires ont méme
loi si et seulement si elles ont méme fonction de répartition. Un sens est facile. L’autre sens
dépasse le cadre de ce cours, mais a été mentionné a la Section [I.4] : le fait qu'une probabilité
définie sur (R, B(R)) soit caractérisée par sa valeur sur les intervalles de la forme | — o0, z], x € R,
est une conséquence du lemme de classe monotone (cf cours a venir de “théorie de la mesure”).

Notons FX := F et démontrons maintenant le Point 1. Si 2 < y, alors | — 0o, z] C] — 00,y] et
d’aprés le Corollaire , on a F(x) = PX(] — o0, 2]) < PX(] — 00,y]) = F(y). Pour le Point 2.
on considére une suite (z,),>1 qui décroit vers x. Alors la suite d’événements (] — 0o, zp])n>1
est décroissante et [,5,] — 00, x,] =] — 00, z]. Ainsi, par le Point 3. de la Proposition on
a F(x) = PX(] — 00, z]) = limy_s00 PX(] — 00, 2,]) = lim, 0 F(2,). Pour le Point 3., montrons
la deuxieme égalité. Soit (z,,)n>1 une suite croissante qui tend vers oco. la suite d’événements
(] — 00, Zn])n>1 est croissante et | J,,~] — 00, x,] =] — 00, 0o[. Ainsi, par le Point 2. de la Propo-
sition , on a1 =PX(] - 00,00[) = lim,, 500 PX(] — 00, 2,]) = lim,, o0 F(2,). L’autre égalité
se montre de maniére analogue avec une suite décroissante qui tend vers —oo. A noter que pour
les Points 2. et 3., il suffit de considérer des suites croissantes/décroissantes car la fonction F
est croissante. O

Voici d’autres propriétés de la fonction de répartition, qui seront démontrées en exercice.

Proposition 3.19. Soit x € R et y € R tel que x < y. Alors

1. La fonction de répartition FX admet une limite a gauche en tout point . Notons FX (x_)
cette limite.

2. P(X >z)=1-FX(2),

3. Pz < X <y)=FX(y) - (x),

4 Pz < X <y)=F¥(y-) - F¥(a),

5 Plx <X <y)=FX(y) - (m ),
6. Pz <X <y)=FX(y_)—FX(z_)
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7. P(X =x) = FX(z) — FX(z_).

Comme conséquence du Point 7., nous obtenons la caractérisation suivante de la continuité de
FX.

Corollaire 3.20.
PX(z) =P(X =) =04 F¥ est continue en .

Le théoréme suivant va plus loin et caractérise les fonctions qui sont effectivement fonction de
répartition d’une variable aléatoire. Sa démonstration qui nécessite la preuve de ’existence d’une
mesure de probabilité est un résultat subtil de théorie de la mesure. Nous énoncons ce résultat
sans donner de preuve.

Théoréme 3.21. Soit F' une fonction définie sur R qui satisfait les propriétés 1. a 3. de la
Proposition [3.18, Alors, c’est la fonction de répartition d’une loi p sur R muni de sa tribu
borélienne B(R). On ne peut pas en général définir p sur la tribu P(R) de toutes les parties
de R.

3.3.3 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES REELLES

Considérons le cas d’une variable aléatoire X discréte & valeurs réelles. La variable aléatoire X
étant discréte, dans la Section nous avons considéré l'espace d’arrivée E = X () muni de
la tribu P(E). On peut montrer que X est aussi une variable aléatoire a valeurs dans R muni de
la tribu B(R). Ainsi, une variable aléatoire discréte réelle est bien une variable aléatoire réelle
au sens ol nous l'avons défini.

Comme conséquence de sa définition, la fonction de répartition satisfait aux propriété suivantes.

Proposition 3.22. la fonction de répartition FX d'une variable aléatoire X discrete réelle
vérifie :
X () — X
L F(2) = Y pyex (@) s y<ay B (),
2. six ety sont deuz points consécutifs de X (), alors FX est constante sur [z,y],
3. La hauteur du saut en v € X(S2) est donnée par P (z).

EXEMPLE 3.23. En exercices, vous calculerez la fonction de répartition des lois discrétes clas-
siques : uniforme sur {1,...,n}, Bernoulli de paramétre p, binomiale de paramétres (n, p), géo-
métrique de paramétre p.

3.3.4 VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

PREAMBULE. Dans la suite, nous allons considérer des intégrales de fonctions sur R ou des
intervalles de R. Nous parlerons aussi de fonctions intégrables, ¢’est-a-dire de fonctions intégrables
au sens de Riemann ou de Lebesgue (que vous verrez dans le cours d’intégration — une fonction
intégrable au sens de Riemann est intégrable au sens de Lebesgue, la réciproque est fausse en
général). Une fonction intégrable f est une fonction telle que I'intégrale généralisée ffooo |f(z)] dx
est finie, ce qui implique que l'intégrale généralisée ffooo f(x) dx existe.

Définition 3.24.
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e Une fonction réelle f définie sur R est une densité de probabilités, ou simplement densité,
si elle est positive, intégrable et vérifie

/_Z Fa)de = 1.

e Si f est comme ci-dessus, la fonction F' définie par,

VereR, F(z)= /_m f(y)dy, (3.1)

satisfait aux Point 1. & 3. de la Proposition [3.18] D’aprés le Théoréme [3.21] il s’agit donc
de la fonction de répartition d’une variable aléatoire X.

e Une variable aléatoire X dont la fonction de répartition FX est de la forme ([3.1]) est dite
variable aléatoire o densité, de densité f.

Proposition 3.25. Soit X une variable aléatoire réelle. Pour les Points 1., 2. et 4., nous
supposons que X est a densité f. Nous avons alors les propriétés suivantes :

1. la fonction de répartition FX est continue sur R, de sorte que
VeeR, PX==x)=0.

2. La fonction de répartition FX est dérivable partout o f est continue et, en ces points,
(FX)(2) = f().

3. Réciproquement, si la fonction de répartition FX est continue et dérivable par morceaut,
alors X est une variable aléatoire a densité, de densité égale a (FX)' partout ou elle est
dérivable.

4. Pour tout intervalle J de R, non réduit a un point :

+oo
IP(XGJ):/ Hj(x)f(x)dz:/]f(x)dx.

Démonstration. Les trois premiers points découlent de résultats généraux d’analyse et de la
définition d’une densité. Pour le quatriéme, il suffit de retourner a la définition de fonction de
répartition. O

Remarque 3.26.

1. On parle de la densité de la loi d’une variable aléatoire, alors qu’on devrait parler d’une
densité. En effet, si par exemple on modifie f en un nombre fini de points en lui don-
nant d’autres valeurs positives, on obtient une autre densité définissant la méme variable
aléatoire.

2. Il existe des variables aléatoires qui ne sont pas a densité, telles que les variables aléatoires
discrétes par exemple.

Donnons maintenant les exemples classiques de variables aléatoires a densité. Nous disons qu’une
variable aléatoire réelle X définie sur 2 suit la :

Loi uniforme sur I = [a,b], avec a,b € R, a < b, notée U([a, b]), si elle admet pour densité

1 1 gia<z<b
Ve € R, f(z) = mﬂ[a,b}(x) :{ -

35



CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES

Notons qu’en vertu de la Remarque [3.26, on peut définir f(a) = 0 et/ou f(b) = 0 et obtenir une
autre densité définissant la méme variable aléatoire.

Loi gaussienne ou loi normale de moyenne ;. et de variance o2, notée N(y,0?), si elle
admet pour densité
1 _(@—p)?

(&} 202
V2mo?

Si = 0et 0? = 1, on parle de loi gaussienne centrée-réduite. Cette terminologie deviendra claire
lorsqu’on aura calculé sa moyenne et sa variance.

Ve eR, f(z)=

Remarque.

1. Vous montrerez en exercices que si X suit une loi normale N(0, 1), alors Y = 0 X + p suit
une loi N(p,02). De maniére analogue, si Y suit une loi N(u,0?), alors X = % suit
une loi N(0,1).

2. La fonction de répartition de X ne se calcule pas a 'aide des fonctions usuelles. Si on
note II la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite, des tables donnent
des valeurs approchées de II(z) pour > 0. En remarquant que : II(z) 4+ II(—z) = 1, on
peut en déduire des valeurs approchées de II(z) pour les valeurs négatives de z.

Loi exponentielle de paramétre A\, A\ > 0, notée E(N), si elle admet pour densité

e M siz >0,

Ve eR, f(x)=1 ) Ne M =
() = T el () {O e
Dans la pratique, la loi exponentielle modélise souvent une durée de vie ou le temps d’attente
avant I'arrivée d’un événement spécifique. Elle a la propriété d’étre sans mémoire.

Loi de Cauchy de paramétre A\, A > 0, notée C()\), si elle admet pour densité

A
Ve eR, f(x)= Tt

La loi de Cauchy apparait comme la loi d’'une variable aléatoire qui est le quotient de variables
aléatoires gaussiennes centrées indépendantes, de méme variance. L’inverse d’une variable aléa-
toire qui suit une loi de Cauchy suit également une loi de Cauchy.

Loi du x? a n degrés de libertés, avec n € N*, notée x%(n), si elle admet pour densité
I’application f définie par :

Ve eR, f(x)= )acg_le_g]l[opo[(x).

1
227 (

La loi du x? est la loi de la somme des carrés de n variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes.

I3

Loi gamma de parameétres (o, \), avec a, A > 0, notée I'(a, \), si elle admet pour densité
I’application f définie par :

A 1
e 16 )\x]l

Ve eR, f(z)= o) [O,oo[(x),
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ou la fonction I' :]0, 0o[—]0, o[ est définie par :
[e.e]
INa) = / e .
0

Notons que lorsque @ = 1, on retrouve la loi exponentielle, et lorsque a =
retrouve la loi du x? a n degrés de liberté.
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CHAPITRE 4

ESPERANCE, VARIANCE & INEGALITES

4.1 ESPERANCE

Dans cette section, nous allons voir une définition trés importante qui est celle de 1’espérance
d’une variable aléatoire réelle. Nous allons nous échauffer avec le cas ou 'espace des états est
dénombrable ou fini. Sans le préciser a chaque fois, toutes les variables aléatoires considérées
dans ce chapitre seront réelles.

4.1.1 CAS D’UN ESPACE DES ETATS FINI OU DENOMBRABLE

Intuitivement, ’espérance d’une variable aléatoire est la moyenne de X. Pour calculer cette
moyenne, on pondére les valeurs prises par X par leur chance d’arriver, c’est-a-dire par leur
probabilité.

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. On suppose que 2 est fini ou dénombrable, et pour tout
w € Q, on note p, = P({w}). Soit X une variable aléatoire définie sur 2 ; on note X () = {z; }ier
avec I fini ou dénombrable.

Définition 4.1. Si la somme ) . po|X(w)| est finie, alors I'espérance de X, ou moyenne de
X, est définie par

E(X) = 3 paX(w).

weN

Le théoréme suivant, bien que simple a démontrer, est important car il permet de passer de
Pespace de départ (Q,F,P), qui est souvent abstrait et inconnu, a ’espace d’arrivée, qui dans
ce cas est un sous-ensemble fini ou dénombrable de R. Ce résultat montre qu’en fait 1’espérance
ne dépend que de la loi de la variable aléatoire X.

Théoréme 4.2. Si ) qpu|X(w)| < co. Alors,

E(X) =) poX(w) =) xP¥)=> zP(X =)

we i€l el
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Démonstration. La preuve consiste a décomposer la somme et & sommer par paquets.

EX)=) pXw=> Y  pXWw

we i€l {we:X (w)=z;}
= Z:m( Z pw) = ZaziP(X = z;). O
el {we:X (w)=x;} el

4.1.2 CAS DES VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Nous allons maintenant voir le cas général des variables aléatoires réelles. A noter que certains
points dépassent le cadre du programme et seront vus de maniére compléte dans le cours de
théorie de la mesure.

Un premier point a noter est que la partie de droite du Théoréme [4.2] a un sens si 1’espace
d’arrivée est fini, indépendemment de ce qui se passe pour l’espace de départ. L’idée est donc
de définir 'espérance pour les variables aléatoires étagées en utilisant le Théoréme [4.2] puis
d’utiliser ceci pour définir 'espérance de variables aléatoires positives et finalement passer aux
variables aléatoires intégrables.

Définition 4.3. Une variable aléatoire X est dite étagée, si elle ne prend qu'un nombre fini
de valeurs z1,...,Zm,. Pour tout i € {1,...,m}, notons 4; = X '({z;}) = {X = ;}, alors la
variable aléatoire X s’écrit : .
X = ala,.
i=1

Définition 4.4.

e Variables aléatoires étagées. Si X est une variable aléatoire étagée prenant les valeurs

{z1,...,2m}, alors son espérance est définie par :
m
E(X) =) 2P(X = ;).
=1

e Variables aléatoires positives. Si X est une variable aléatoire positive, alors son es-
pérance est définie par :

E(X) =sup{E(Z) : Z étagée positive, Z < X }.
Cette quantité est toujours positive, mais peut étre égale a l'infini!
e Variables aléatoires intégrables. Soit X une variable aléatoire. On écrit alors
X=X"-X",
ot X =max{0, X}, X~ = max{0,—X}. Comme X et X~ sont des variables aléatoires

positives, leur espérance est bien définie. On dit que X est intégrable si E(X™) < oo et
E(X ™) < co. A noter que ceci est équivalent a E(|X|) < oo car [X|=XT+ X~

Si X est une variable aléatoire intégrable, alors son espérance est définie par :
E(X)=EX")-E(X").
L’ensemble des variables aléatoires intégrables est noté L' ou L1(Q, F, P).
Définition 4.5. Soit X une variable aléatoire positive ou intégrable. Alors X est dite centrée

si E(X) = 0.
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4.1.3 PROPRIETES FONDAMENTALES

Voici les propriétés fondamentales de ’espérance. Sauf la premiére propriété qui est une consé-
quence directe de la définition de I'espérance pour les variables aléatoires étagées, nous ne dé-
montrons pas cette proposition dans ce cours, mais vous verrez la preuve dans le cours de mesure
et intégration.

Proposition 4.6.

1. Espérance d’une indicatrice. Pour tout événement A € F, on a
E(y) = P(A).

2. Linéarité. Soit X,Y deux variables aléatoires intégrables, et soit a,b € R. Alors aX +bY
est une variable aléatoire intégrable, et on a

E(aX +bY) = aE(X)+bE(Y).

Autrement dit, ’ensemble L' (2, F,P) est un espace vectoriel. La propriété ci-dessus reste
vraie st a,b > 0 et X et'Y sont positives.

3. Monotonie. Soient X,Y deux variables aléatoires positives ou intégrables, alors
X <Y ps. = EX)<E[Y],
ou, de maniére équivalente,
X>0 ps. = E(X)>0.
4. Valeur absolue. Soit X une variable aléatoire intégrable, alors

E(X)] < E(1X]).

Les deux propriétés suivantes sont également fondamentales.

5. Théoréme de convergence monotone. Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires,
telles que :

o la suite (Xp)p>1 est croissante et positive p.s.
o (Xp)n>1 converge vers X p.s.

Alors,

E(X,) —— E(X).

n—o0

6. Théoréeme de convergence dominée. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires,
telles que :

o (Xn)n>1 converge vers X p.s.
o il existe une variable aléatoire Y, intégrable, telle que, pour toutn > 1, | X,| <Y p.s.

Alors X est intégrable et

E(X,) —— E(X).

n—0o0
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Remarque 4.7. Soit X une variable aléatoire positive. Alors, la suite de variables aléatoires
(Xn)n>1 suivante, positive et croissante converge simplement vers X :

n2"—1
k

Vn>1, Xpw)= ) grlixel b by (@)-
k=0

Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence monotone, on a

E(X) = lim E(X,)

n—oo
n2"—1
1
— lim EPX([E’I{LD’
n—oo omn omn omn

ou dans la deuxiéme égalité, on a utilisé la définition de ’espérance pour les variables aléatoires
étagées.

Si X est une variable aléatoire intégrable, on peut appliquer le raisonnement ci-dessus a X
et X~ et conclure que la loi d’une variable aléatoire caractérise son espérance si elle existe. La
réciproque est cependant fausse. Pour avoir une réciproque, il faut connaitre ’espérance de toute
fonction raisonnable de la variable aléatoire X, tel qu’énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.8. Soient X,Y deux variables aléatoires. Alors, les conditions suivantes sont équi-
valentes.
1. Les variables aléatoires X et'Y ont méme loi.

2. Pour tout fonction h: R — R, continue et bornée

Démonstration. (Idée).

e Implication 1. = 2. Pour tout borélien B de R, on a
PMY)(B) = P(h(X) € B) = P((ho X)"'(B)) = P(X "' (h"(B))) = P*(h'(B)).

Ainsi, si X et Y ont méme loi, il en est de méme pour h(X) et h(Y). D’aprés la Re-
marque ceci implique que E(h(X)) = E(h(Y)).

e [’idée est de montrer que si la Condition 2. est satisfaite, les variables aléatoires X et Y
ont la méme fonction de répartition et de conclure avec la Proposition [3.18 qui dit que
la fonction de répartition caractérise la loi. Pour cela, on a envie d’utiliser la Condition 2.
avec la fonction h := [j_ 4, car alors, E(h(X)) = E([j_o 4(X)) = P(X €] — 00,7]) =
P(X < z) = FX(x). La difficulté vient du fait que la fonction h = [|_,4 n'est pas
continue (mais elle bien bornée). Pour palier a cela, on approche h par une suite de
fonctions continues bornées et on utilise le théoréme de convergence dominée pour passer
a la limite dans ’espérance. O

Remarque 4.9.

1. L’implication 1. = 2. reste vraie dés que la fonction h est telle que h(X) est intégrable.

2. Dans le Point 2. du Théoréme [£.8| on peut remplacer I'ensemble des fonctions continues
bornées par I’ensemble des fonctions boréliennes positives par exemple.
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4.1.4 CAS DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET A DENSITE

Dans le cas des variables aléatoires discrétes et & densité, I’espérance se calcule de maniére
explicite et cette section est trés utilisée en pratique.

Théoréme 4.10 (Théoréme de transfert).

o Variables aléatoires discrétes. Soit X une variable aléatoire discréte réelle & valeurs
dans E = X (Q) = {x;}icr, avec I fini ou dénombrable. Soit h : E = X () — R une appli-
cation telle que h(X) est positive ou intégrable, c’est-a-dire telle que Y-,y |h(z;)|PX (2;) <
o0, alors :

E(h(X)) =Y h(z:)P* (z:) = Y h(z:)P(X = 2;).

el el

e Variables aléatoires a densité. Soit X une variable aléatoire réelle a densité, et soit
h: E=X() = R une application telle que que h(X) est positive ou intégrable, c’est-a-
dire telle que [*_|h(z)| f(x)dz < oo, alors :

Démonstration. Démontrons ce résultat dans le cas d’une variable aléatoire X discréte ne pre-
nant qu'un nombre fini de valeurs E := {z;};cs, avec I fini. La variable aléatoire Y = h(X) est
également discréte et ne prend qu'un nombre fini de valeurs h(E) := F' = {y;};jes, avec J fini.
Alors, par définition de ’espérance pour les variables aléatoires étagées, on a :

E(Y) =) yP(Y =y;) = > yP((X) =y;) = Y y;P(X € b7 (yy))

jeJ jeJ jeJ
Yy Y rx=m=Y Y wrx=w
Jje€J  {iel : h(xz;)=y;} JEJ {iel : h(z;)=y;}
=> > h(z)P(X =x;) = Y h(z)P(X = ;).
jeJ {iG] : h(zi):yj} el
A noter que cette preuve est analogue a la preuve du Théoréme [£.2] ]

EXEMPLE 4.11. En exercices vous calculerez 'espérance, quand elle existe, des variables aléa-
toires classiques : discrétes ou & densité. A noter que vous utiliserez le théoréme de transfert.

Remarque 4.12. Supposons qu’une variable aléatoire X est telle que pour toute fonction continue
bornée h, on ait E(h(X)) = [*_h(x)f(x)dz. Alors, en utilisant le Théoréme [4.8| qui dit que ces
quantités caractérisent la loi, on déduit que X est une variable aléatoire & densité, avec pour
densité f. En pratique, c’est une méthode efficace pour montrer qu’une variable aléatoire est a

densité et pour déterminer cette densité.
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EXEMPLE 4.13. Soit X une variable aléatoire a densité, de densité f. Soit Y = aX + b avec
a # 0. Alors, d’aprés le théoréme de transfert, pour tout fonction h continue bornée, on a

= /_Oo h(y)f(yT_b) ,i dy,

avec le changement de variable y = ax + b. On déduit du Théoréme que Y est une variable
aléatoire a densité, de densité f¥ donnée par

E(h(Y)) = /oo h(az +b) f(x) dz

vyek = f(10) 0

a /lal

4.2 VARIANCE, COVARIANCE, MOMENTS D’ORDRES SUPERIEURS

4.2.1 VARIANCE, COVARIANCE, CORRELATION, ECART-TYPE

Dans toute cette section, on considére une variable aléatoire réelle X définie sur un espace
probabilisé (Q2,F,P).

Définition 4.14. La variable aléatoire X et dite de carré intégrable si X? est intégrable. La
quantité E(X?) est alors bien définie et est appelée moment d’ordre 2 de X. L’ensemble des
variables aléatoires de carré intégrable est noté L? ou L%(Q, F,P).

Remarque 4.15.

e De l'inégalité | X| < 1+ X? et de la linéarité de I’espérance, on déduit que si X est de
carré intégrable, alors elle est intégrable. La réciproque est fausse en général.

e Soient X, Y des variables aléatoires de carré intégrables, et soit a, b € R, alors de 'inégalité
(aX +bY)? < 2(a®X?4b%Y?), nous déduisons que aX +bY est de carré intégrable. Ainsi,
I'ensemble L?(2, F,P) forme un espace vectoriel.

Proposition 4.16. Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, alors :
E(1X]) < VE(X?).

Autrement dit, L?(2, F,P) est un sous-espace vectorel de L1 (2, F,P).

Démonstration. Soit A € R. Si la variable aléatoire X est de carré intégrable, alors il en est de
méme pour | X |+ X et nous posons : f(A) = E[(|X|+A)?] En utilisant la linéarité de 1’espérance,

FO) =E(X?) + 2XE(| X|) + A2

Ainsi, f est un polynéme de degré 2, positif ou nul. Son discriminant est donc négatif ou nul, ce
qui implique le résultat. A noter que 'on peut aussi utiliser la preuve a venir de la positivité de
la variance avec la variable aléatoire | X|. O

Définition 4.17. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable.
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e La variance de X, notée Var(X), est définie par :
Var(X) = E[(X — E(X))?].

o L’écart-type de X, noté o(X), est défini par o(X) = y/Var(X).
e La variable aléatoire X est dite réduite si sa variance est égale & 1. Elle est dite centrée-
réduite si son espérance est de plus nulle.

Remarque.
e La variance de X mesure la fagon dont X s’écarte de sa moyenne E(X).
o [’écart-type s’utilise surtout en statistique. Remarquer que si la variable aléatoire X a
une unité, alors ’écart-type a la méme unité, tandis que la variance a I'unité au carré,
d’ott 'intérét dans la pratique de travailler avec I’écart-type.

Propriété 4.18. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. Alors,

1. Var(X) >0,

2. Va € R, Var(X +a) = Var(X),
3. Va € R, Var(aX) = a? Var(X),
4. Var(X) = E(X2) — E(X)2,

Démonstration.

1. Découle de la propriété de monotonie de 'espérance et du fait que (X — E(X))% > 0.

2. En utilisant la définition de la variance et la linéarité de ’espérance, on a :
Var(X +a) = E[(X +a — E(X + a))?] = E[(X — E(X))?] = Var(X).
3. D’apreés les mémes propriétés,
Var(aX) = E[(aX — E(aX))?] = E[a*(X — E(X))?] = a® Var(X).
4. On a aussi

Var(X) = E[(X — E(X))?] = E[X? — 2E(X)X + E(X)?
= E(X?) - 2E(X)? + E(X)? = E(X?) - E(X)% O

EXEMPLE 4.19. En exercices vous calculerez la variance, quand elle existe, des variables aléa-
toires classiques : discrétes ou & densité. A noter que vous utiliserez le théoréme de transfert.

Notons que si X et Y sont deux variables aléatoires dans L?, alors XY est dans L'. En effet,
ceci découle de l'inégalité | XY| < (X% + Y?). Ainsi, la définition suivante fait sens.

Définition 4.20. Soient X, Y deux variables aléatoires de carré intégrable.
e La covariance de X et'Y, notée Cov(X,Y), est définie par :

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].
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e Si X et Y sont de plus de variances non-nulles, la corrélation de X et Y, notée Cor(X,Y),
est défini par :

Cov(X,Y)

o(X)o(Y)

La corrélation est sans unité et est trés utilisée en statistique.

Cor(X,Y) =

De maniére analogue a la variance, la co-variance satisfait a quelques propriétés.

Proposition 4.21. Soient X,Y,Z des variables aléatoires de carré intégrable. Alors,
1. Cov(X,X) = Var(X) et Cov(X,Y) = Cov(Y, X),
2. ¥V a,beR, Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z).

Les propriétés 1. et 2. implique que Cov est une forme bilinéaire symétrique sur lespace L?, de
forme quadratique associée Var.

3. VaeR, Cov(X +a,Y)=Cov(X,Y),
4. Cov(X,Y) =E(XY) - EX)E(Y),
5. La variance et la covariance sont reliées par l’égalité :

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Remarque 4.22. Vous remarquerez que les propriétés de la variance (sauf la positivité) se dé-
duisent du Point 1. et des propriétés de la covariance.

Démonstration.

1. Immeédiat.

4. Par définition et en utilisant la linéarité de 1’espérance,

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y —E(Y))]
= IE[XY E(X)Y — X]E( )+ E(X)E(Y)]
=E(XY) -2EX)E(Y)+EX)E(Y) =E(XY) - E(X)E(Y).
2. D’aprés la propriété 4. et en utilisant la linéarité de 1’espérance,
Cov(aX +0bY,Z) =E[(aX +bY)(Z)] —E(aX + bY)E(2)
=aE(XZ) 4+ bE(YZ) — aE(X)E(Z) — DE(Y)E(Z)
=aCov(X,Z)+bCov(Y, Z).
3. D’aprés la propriété 4. et en utilisant la linéarité de 1’espérance,
Cov(X +a,Y)=E[(X +a)Y] - E(X + a)E(Y)
=E(XY)+dE(Y) - EX)E(Y) — aE(Y)
= Cov(X,Y).
5. Par définition de la variance, et en utilisant la linéarité de ’espérance,
Var(X +Y) =E[(X +Y)? - [E(X +Y)]?
E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — [E(X)? 4 2E(X)E(Y) + E(Y)?]
E(X?) — E(X)? + E(Y?) - E(Y)? + 2[E(XY) — E(X)E(Y)]
Var(X) + Var(Y') + 2 Cov(X,Y). O
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Définition 4.23. Si X1,..., X, sont des variables aléatoires de carré intégrables, alors il en est
de méme de leur somme et on définit la matrice de covariance Cov, par :

Vi, j € {1,...,77,}, (COV)Z'J‘ = COV(XZ',X]‘).

Propriété 4.24. Soient X1,..., X, des variables aléatoires de carré intégrables. Alors,

1. La matrice de covariance est une matrice réelle symétrique, dont la diagonale est formée

des variances des variables aléatoires Xy, ..., X,.
n n
2. Var(Z XZ) = Z Var(XZ) + 2 Z COV(XZ', X])
i=1 i=1 1<i<j<n

Démonstration. Le Point 1. est une conséquence directe de la Propriété Le Point 2. se
démontre par récurrence sur le nombre de variables aléatoires considérées. ]

Remarque 4.25. Afin de faire des calculs explicites de covariances, il est utile d’avoir le théoréme
de transfert pour les vecteurs. Nous verrons ceci dans le chapitre suivant, dans le cas des vecteurs
discrets uniquement.

Passons maintenant aux moments d’ordres supérieurs.

Définition 4.26. Soit X une variable aléatoires, et soit n € N*. Si X" est intégrable, la quantité
E(X™) est bien définie et on l'appelle moment d’ordre n de la variable aléatoire X.

Comme conséquence du Théoréme de transfert on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.27.

e Soit X wune variable aléatoire discréte telle que X™ est intégrable, c’est-a-dire telle que,
Sier || "PX (z;) < 0o, alors son moment d’ordre n est égal &

E(X") =Y a/P(X = ;).
1€l

e Soit X une variable aléatoire a densité telle que X™ est intégrable, c’est-a-dire telle que,
75 12| f(x) dz < oo, alors son moment d’ordre n est égal a

E(X™) = / o () da.

—0o0

4.3 INEGALITE DE MARKOV, BIENAYME-TCHEBYCHEV ET AUTRES

Voici deux inégalités classiques.

Proposition 4.28 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire admettant un moment

d’ordre n > 1. Alors,
E[|X|™
Va0, P(X|>a) < X

aTL
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Démonstration. Une maniére courte d’écrire cette preuve est d’utiliser une variable aléatoire
indicatrice. Remarquer que I'on peut écrire la fonction constante égale a 1 sur € de la maniére
suivante : pour tout w € €2, pour tout réel a > 0,

H(w) = [ x>0} (W) + I x| <a} ().

Ainsi, pour tout w € €, pour tout a > 0, on a :

| X ()" = [X ()" x>0} (@) + [ X (W)["Tf x|<a} (W)
> [ X ()" x[za) (W), car |X(w)|"I{x|<a)(w) >0

> a"lf|x|>q}(w), car a est positif.

Autrement dit, on a l'inégalité |X|* > a"l{|x|>a}- On conclut en utilisant la monotonie de
I’espérance :
E[[X["] = Ela"L{x|>q] = a"P[|X| = a]. O

L’inégalité suivante formalise le fait que plus la variance est grande, plus les fluctuations de la
variable aléatoire autour de sa moyenne sont potentiellement grandes. A noter qu’il s’agit d’une
version “‘déguisée” de l'inégalité de Markov dans le cas ott X est de carré intégrable.

Proposition 4.29 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une variable aléatoire de carré

intégrable. Alors,

Va>0, P[IX—E(X) >d < Var(QX).

a

Démonstration. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est une conséquence de 'inégalité de Mar-
kov. La variable aléatoire X étant de carré intégrable, il en est de méme pour la variable aléatoire
X —E(X). On applique 'inégalité de Markov avec la variable aléatoire Y = X —E(X), et n = 2.
Pour tout a > 0,

P(Y] 2 a) < ST

a

E(X —E(X))’] _ Var(X)

& P(X —E(X)| >a) < - :

O

a a

Proposition 4.30 (Inégalité de Jensen). Soit X une variable aléatoire intégrable et soit f :
R — R une fonction continue, convexe, telle que f(X) est intégrable. Alors,

E(f(X)) > f(E(X)).
Démonstration. La fonction f étant convexe, on a
VaeR, INER, VzeR, f(z)> fla)+ Az —a)
Ce résultat est vrai en particulier pour a = E(X) : il existe A, € R tel que pour tout w € €,
fX (W) = F(E(X)) + Xa(X(w) —a) & f(X) > [EX)) + Xa(X —a).
En prenant I’espérance, on obtient :
E(f(X)) > E(f(E(X)) + ME(X —E(X)) & E(f(X)) > f(E(X)),
car E(f(X)) est constante et E(X — E(X)) = E(X) — E(X) = 0. O

48



CHAPITRE 4. ESPERANCE, VARIANCE & INEGALITES

Proposition 4.31 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient X, Y deux variables aléatoires de
carré intégrables, alors XY est intégrable, et :

IE(XY)| < VE(X?)E(Y?).
Démonstration. La preuve sera faite en exercices. ]

Comme conséquences de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :
Proposition 4.32. Soient X, Y deux variables aléatoires de carré intégrables. La covariance
verifie l'inégalité :

|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

En conséquence la corrélation satisfait :
—1<Cor(X,Y) <1.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz avec X —E(X) et Y — E(Y).
La conséquence pour la corrélation est immédiate. O
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CHAPITRE 5

VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS, INDEPENDANCE,
LOI DES GRANDS NOMBRES

Le but de ce chapitre est de considérer le cas ol une variable aléatoire est formée de compo-
santes qui sont chacune des variables aléatoires discrétes; on parle de vecteur aléatoire discret.
De nouvelles questions se posent alors : connaitre la loi des composantes suffit-il & connaitre la
loi du vecteur ? Nous verrons que non. Les composantes se comportent-elles de maniéres indé-
pendantes 7 Nous verrons que pas forcément. Ceci nous aménera aussi naturellement & la notion
d’indépendance de variables aléatoires.

Les notions abordées dans ce chapitre s’étendent de maniére naturelle au cas des vecteurs aléa-
toires a valeurs dans R™, ou I'espace R™ est muni de la tribu borélienne de R™, notée B(R™), qui
est la tribu engendrée par les pavés de la forme [} ] — oo, x;], avec z; € R, i =1,...,n. Nous
nous restreignons cependant au cas discret, car le cas général nécessite la théorie de 'intégration
& plusieurs variables, concept que vous étes entrain d’acquérir. Nous ferons une entorse & ceci
pour le calcul de la densité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes & densité
qui, aprés une preuve que nous omettrons, ne nécessite que l'integration uni-dimensionnelle.

5.1 VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS

5.1.1 DEFINITIONS ET PREMIER RESULTAT

Définition 5.1. Soit X = (X1,...,X,) : Q — E = E; X --- x E,, une application, ot pour tout
i €{1,...,n}, E; est dénombrable ou fini. On munit E de la tribu iP(E)EI Alors, si X est une
variable aléatoire de (€2, F) dans (E,P(E)), on dit que X est un vecteur aléatoire discret.

Lorsque n = 2, on parle de couple aléatoire discret ; on notera ce couple Z = (X,Y") et 'espace
d’arrivée E x F'.
Remarque 5.2.

1. On peut montrer que X = (Xi,...,X,) est un vecteur aléatoire discret si et seulement
si chacune de ses composantes est une variable aléatoire discréte.

1. Comme les (E;)7-; sont discrets et comme le produit Fy X --- x E,, est fini, la tribu P(E) est aussi la tribu
produit sur Eq x --- x E,. Remarquons aussi qu’en général P(E) # P(E1) X -+ x P(Ey).
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2. Remarquons que la définition de vecteur aléatoire discret rentre dans le cadre de la
définition de variable aléatoire discréte de la Section [3.2.]; en effet, l'espace d’arrivée
FE = Fq x --- x E,, est bien dénombrable ou fini car il est produit cartésien fini d’espaces
dénombrables ou finis.

Méme si les vecteurs aléatoires discrets sont un cas particulier de variables aléatoires discrétes
de la Section ils possédent une terminologie propre qui permet d’étudier les relations entre
le vecteur et ses composantes.

Définition 5.3 (Proposition).
1. Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire discret. Alors, la loi PX = P&X1-Xn) dy

vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,,) est appelée la loi jointe du vecteur aléatoire. Pour
tout 7 € {1,...,n}, on appelle loi marginale de X;, la loi P¥: de la variable aléatoire X;.

2. Comme application de la Proposition [3.5] caractérisant la loi des variables aléatoires dis-
crétes, on a que la loi jointe du vecteur aléatoire discret (X1, ..., X)) est caractérisée par
la donnée des nombres, pour tout (z1,...,x,) € Ey X -+ X Ep,

PG Xn) ({(zy, o a)) =P Xy =21, .., Xp =20)) =P Xy =21} N N {X, = 2,,}).

Voici comment se réécrit la définition ci-dessus dans le cas des couples aléatoires discrets. En
utilisant la formule des probabilités totales, on obtient un expression explicite pour les lois
marginales. A noter que 1’on pourrait aussi faire ceci dans le cas des vecteur aléatoires de taille
supérieure a 2; il y aurait simplement des notations plus compliquées au niveau des indices.

Définition 5.4 (Proposition).
1. Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire discret. Alors la loi P4 = P(X3Y) du couple aléatoire
Z = (X,Y) est appelée la loi jointe du couple aléatoire. On appelle loi marginale de X,
resp. Y, la loi PX, resp. PY, de la variable aléatoire X, resp. Y.

2. La loi jointe du couple aléatoire (X,Y') est caractérisée par la donnée des nombres, pour
tout (x,y) € E X F,

PEV{(z,9)}) =PU{X =2,V =y}) =P{X =z} n{Y =y}).

3. Connaissant la loi jointe du couple aléatoire discret (X, Y'), on retrouve les lois marginales
PX, resp. PY, des variables aléatoires discrétes X, resp. Y :

vee B, PX({a}) =P({X =2}) =) PO ({(z.y)}) =) PUX ==Y =y}),

yeF yeF
vye P, PY({y) =P{Y =y}) = Y PYV({(z.9)}) =Y PUX =2,Y =y}).
el ek

Comme dans le cas des variables aléatoires discrétes réelles, le théoréme de transfert est trés
utile en pratique pour calculer 'espérance d’une fonction d’un vecteur aléatoire. Nous énongons
la version pour les couples, la version pour les vecteurs de taille supérieure a 2 étant tout a fait
similaire.

Théoréme 5.5 (Théoréme de transfert). Soit (X,Y) un couple aléatoire discret, et soit h :
E x F — R une application telle que h est positive ou intégrable, c’est-a-dire telle que la série

> (w.y)€EXF \h(z, )| PEY)({(2,9)}) converge, alors :
Eh(X,Y) = > hzy) P {@nh= 3 hayP{X=2Y =y}).

(z,y)EEXF (z,y)EEXF
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EXEMPLE 5.6. Soit Z = (X,Y’) un couple aléatoire a valeurs dans

{*1’ 1}2 = {(*1’ *1)7 (*17 1)’ (1a *1)’ (17 1)}a

avec probabilités respectives % -, p, D, % —p,oul<p< % Calculons les lois marginales de
X et de Y. Remarquons que X et Y sont chacune a valeurs dans {—1,1}. De la Définition
nous déduisons :

P(X =1)=P(Z = (1L1) + BZ=(1,-1)) = - ~p+p=

2 2
P(X=—1)=P(Z=(-L,1)+ P(Z = (-1,~1)) =p+ 5 —p =

P(Y =1)=P(Z= (1) +B(Z=(-L1) = —p+p=
B(Y = —1) = P(Z = (1,-1) + B(Z = (-1,-1)) =p+ 5 —p= 3,

donc X et Y suivent la loi uniforme sur {—1,1}; cependant le couple (X,Y’) ne suit pas, en
général, la loi uniforme sur {—1,1}2.

Calculons maintenant la covariance de X et Y. On a
Cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y).

Comme X et Y suivent chacune la loi uniforme sur {—1,1}, on a E(X) = E(Y) = 0. De plus,
d’apreés le théoréeme de transfert,

E(XY)=1-1P(X =1,Y = 1)+ 1- (-1)P(X =1,Y = —1)+
(-1 1P(X =-1,Y = 1) + (1) - (-D)P(X = -1,V = —1)
:2(%—;9) —9p=1—dp.
Ainsi, Cov(X,Y) =1—4p.

5.1.2 LoOIS ET ESPERANCE CONDITIONNELLES

On peut de plus s’intéresser a la loi de la variable aléatoire X (ou Y') lorsque I'on a une informa-
tion supplémentaire sur les réalisations de la variable aléatoire Y (ou X). Il est donc naturel de
définir les lois conditionnelles. A nouveau, nous donnons les définitions dans le cas des couples,
le cas général étant facilement déductible.

Définition 5.7 (Proposition). Soit (X,Y) un couple aléatoire discret. Soit x € E tel que
P(X =z) > 0 et soit y € F tel que P(Y =y) > 0. Alors :
e la loi conditionnelle de Y sachant {X = x} est la probabilité PY (- |X = z) : P(F) — [0,1]
caractérisée par la donnée des nombres
P{Y =y, X =2}) _ PEYI({(z,9)})
VyeF, PHY =y}{X =z}) = = :
PH{X = z}) P ({x})
e la loi conditionnelle de X sachant {Y = y} est la probabilité PX (- |V = y) : P(E) — [0,1]
caractérisée par la donnée des nombres

Ly = (XY (4 (2
we B RX o)l = = gttt -
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Remarque 5.8.

1. La loi du couple aléatoire (X,Y’) permet de connaitre la loi des variables aléatoires X et
Y, mais la réciproque est fausse! La connaissance de chacune des lois X et Y n’entraine
pas la connaissance de la loi du couple. Voir I'exemple ci-dessous.

2. Comme conséquence de la Définition [5.7] on sait que si © € E et y € F sont tels que
P{X ==x}) >0et P{Y =y}) > 0, alors :

PIY({(2,9)}) = PUY = y}{X = 2})P({X = 2}) = PX = 2}[{Y = yhP{Y = y}).

Ainsi, dans ce cas, la connaissance de la loi de (X,Y) est équivalente a la connaissance
de celle de X et de la loi conditionnelle de Y sachant X, ou encore est équivalente & la
connaissance de la loi de Y et de la loi conditionnelle de X sachant Y.

Nous pouvons maintenant définir I’espérance conditionnelle.

Définition 5.9.

1. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes telle que Y est intégrable, et soit x € F
tel que P(X = z) > 0. L’espérance conditionnelle de Y sachant {X = x} est I'espérance
de la loi conditionnelle de Y sachant {X = x}, c’est-a-dire,

EY|X =x) = ZyP =y|X =2x).
yeF

2. On appelle espérance conditionnelle de Y sachant X la variable aléatoire

siP(X =z)>0et
sinon.

E(Y|X) = $(X), ot (x) = {IOW'X =)

Remarque 5.10. Attention, contrairement l’espérance qui est un nombre réelle, ’espérance condi-
tionnelle est une variable aléatoire, dépendant de 1’aléa & travers la variable aléatoire X.

L’espérance conditionnelle posséde la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 5.11. Si la variable aléatoire Y est intégrable, alors lespérance conditionnelle E(Y|X)
est intégrable et

E[E(Y]X)] = E(Y).

Démonstration. Nous ne démontrons pas 'intégrabilité qui découle du théoréme de Fubini pour
les séries. Posons U(X) = E(Y|X). Alors, d’aprés le théoréme de transfert,

=) $(@)P(X =)
el

= Z E(Y|X = 2)P(X = z), par définition de I’espérance conditionnelle
zeE

= Z Z yP(Y =y|X = 2)P(X = z), par définition de E(Y|X = x)
zel yeF

= Z Yy Z P(Y = y|X = 2)P(X = x), car les séries sont convergentes

yelF xzck

= Z yP(Y , d’aprés la formule des probabilités totales. ]
yeF
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L’espérance conditionnelle étant définie comme ’espérance de la loi conditionnelle, elle hérite
des propriétés de I'espérance.

Théoréme 5.12. Soit Y, Z des variables aléatoires intégrables. Alors,
1. Linéarité. Pour tout a,b € R,

E(aY + bZ|X) = aE(Y|X) + bE(Z] X).

2. Positivité. ¥ >0 — E(Y|X) >0
3. E(11X) =1.
4. Sig: E— R est telle que g(X) est intégrable, alors

E[Yg(X)|X] = g(X)E(Y]X),

c’est-a-dire que g(X) doit étre considérée comme une constante du point de vue de l’es-
pérance conditionnelle sachant X .

Démonstration. Démontrons uniquement le Point 3. Pour tout € E tel que P(X = z) > 0,
posons ¥ (X) =E(Yg(X)|X), et Uy(X) = g(X)E(Y|X). L’égalité & montrer revient & montrer
que ¥; et Wy sont égales en tout point. Par définition de I’espérance conditionnelle, on a

Uy (2) = E(Yg(X)|X = x)

= Z yg(q:’)IP’(X =12 Y = y|X = z), d’aprés le théoréme de transfert

s

, d’apreés la définition de probabilité conditionnelle
y)EEX
yg(z)P(Y =y|X =2), cr {X =2/, X =z} =0six #2

er

(2) S yP(Y = y|X = 2) = g(@E(Y|X = 2) = Us(a). O
yeF

EXEMPLE 5.13. Reprenons I’Exemple et calculons maintenant la loi conditionnelle de Y
sachant {X = 1}. De la Définition comme P(X =1) = % > 0, la loi conditionnelle est bien

définie et est caractérisée par :

_ _ _ 1 _
R = == sy = Ty =
P(Y=-1.X=1) P(Z
P =-1x=1)= (MX:U - (MX;UDZEZ%'

On peut également calculer 'espérance conditionnelle de Y sachant que {X = 1}. D’aprés la

Définition [5.9]
EYX=1)=1-PY=1X=1)-1-PY=-1X=1)=(1-2p)+(-1)(2p) =1 —4p.
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De maniére analogue, on peut montrer que
EY|X =-1)=4p— 1.

Ainsi, l'espérance conditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire U(X) = E(Y|X) qui

dp—1siz=—1.

On retrouve sur un exemple que E[E(Y|X)] = E(¥(X)) = (1 —4p)3 + (4p — 1)5 = 0 = E(Y),
ceci étant le contenu du Théoréme [B.11]

5.2 INDEPENDANCE

Pour aborder cette section, il faut se souvenir de la notion d’indépendance des événements
introduite a la Section

Définition 5.14.
e Soit X,Y deux variable aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes, si
pour tout A € P(E), B € P(F),

P({X € A,Y € B}) =P({X € A} n{Y € B}) = P({X € A})P{Y € B})
& PEY)(4 x B) = PX(A)PY(B).

e Soit (X;);cr une famille de variables aléatoires, avec I fini ou dénombrable. Alors les
variables aléatoires (X;);cr sont dites mutuellement indépendantes, ou simplement indé-
pendantes si, pour tout partie finie K de I, et pour tout 4; € P(E;), i € K,

P(Niex{X; € Ai}) = [[ P(Xi € 4)).
ieK
e Les variables aléatoires (X;);esr sont dites indépendantes et identiquement distribuées,

abrégé i.i.d, si elles sont indépendantes, et si toutes les variables aléatoires X; ont méme
loi.
Remarque 5.15. Comme conséquence de la définition d’indépendance, nous avons que si (X;)ier
est une famille de variables aléatoires indépendantes, alors il en est de méme pour :
1. toute famille (X;);es, avec J C I,
2. toute famille (Y;);er on, pour tout i € I, Y; = hi(X;) avec h; : E; — R et h; mesurable.
3. toute famille (Yj);cs obtenue en posant Y; = h;j(X; : i € I;), oit les (I;);cs sont des

parties 2-a-2 disjointes de I et o, pour tout j € J, h; : R — R est une fonction
mesurable.

Nous avons les propriétés fondamentales suivantes qui permettent de caractériser I'indépendance
de variables aléatoirs.

Théoréme 5.16. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes.
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1. Les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes.
2. Pour tout x € F,y € F,

P(X = 2,Y = y}) = B(LX = 2)B({Y = y)
& PE(2,y) =PY(2)PY (y)

3. Pour toutz € E,P(X =z2) >0 = PY(-[{X =2}) =PY(").

Pour tout y € F, P(Y =y) > 0 = PX(-|{Y = y}) = PX(").

5. Pour toutes fonction f et g définies respectivement sur E et F, telles que f(X) et g(Y)
sont bornées, alors

-.R

Remarque 5.17.

1. L’implication 1. = 5. reste vraie dés que les fonctions f, g sont telles que f(X), g(Y) et
f(X)g(Y) sont intégrables.

2. Dans le Point 5. du Théoréme [5.16] on peut remplacer ’ensemble des fonctions continues
bornées par I’ensemble des fonctions boréliennes positives par exemple.

Démonstration.
e Implication 1. = 2. Il suffit de prendre A = {z}, B = {y} dans la définition.
e Implication 2. = 1. Soit A € P(E), B € P(F). Alors,

P{Xe€AYeBh)= > P{X=zY=y}

(z,y)EAXB
= Z PH{X =z})P({Y = y}), d’aprés le Point 2.
(z,y)€AxB
= (X rdx =ah) (Do PUY =)
€A yeB

—P({X € ADP{Y € BY).

e Equivalence 2. < 3. < 4. Provient du Point 2. de la Remarque . Noter que si P({X =
0}), alors 0 < P{X = z,Y = z}) < P{X = z}) = 0, de sorte que 'on a bien
PH{X =2,V =2}) =P{X =2} )P{Y = y}).

e [mplication 2. = 5. D’aprés le théoréme de transfert

Ef (X)) = > [fl@g@P{X=2Y =y})

(z,y)EEXF
= > f@)gP{X =2}P{Y = y}) dapres le Point 2.
(z,y)EEXF
= (> r@PEx =2h) (- 9wPUY = y})
el yey

= E[f(X)E[g(Y)].

e Implication 5. = 2. Il suffit de prendre f = I;x_,, g = [{y—,}. A noter que comme nous
sommes dans le cas discret, nous ne devons pas nous soucier de la continuité de f et de
g, tel que c’était le cas dans la démonstration du Théoréme [ O
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5.3 CONSEQUENCES

L’indépendance a des conséquences sur le calcul de la variance et de la covariance.

Proposition 5.18. Soient X,Y deux variables aléatoires de carré intégrables indépendantes.
Alors,

1. E(XY) =E(X)E(Y).

2. Cov(X,Y)=0.

3. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires de carré intégrables indépendantes. Alors,

4. B(I[im Xi) = [Timy E(X0).

5. Vi, je{l,...,n}ti# 7, Cov(X;, Xx) = 0, autrement dit, la matrice de covariance Cov

est diagonale.

6. Var(Z?zl X,L) = E?:l Var(XZ)

Démonstration.

1. Conséquence directe du Théoréme [5.16] et de la Remarque [5.17]
2. Découle de la définition du fait que Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) et du Point 1.
3. Découle du Point 5. de la Proposition [£.21]
4.-6. Les Points 4. et 6. se montrent par récurrence sur le nombre de variables aléatoires
considérées. Le Point 5. est une conséquence du Point 2. O

Remarque 5.19.

1. A noter que la réciproque du Point 2. est fausse : si la covariance de X et Y est nulle,
ceci n’implique pas que X et Y sont indépendantes. Prenons par exemple une variable
aléatoire Z de loi uniforme sur {—1,0,1}, et posons X = Z, Y = Z2. Alors

Cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y) = E(Z%) - E(2)E(Z?) =0,

car Z3 = Z et E(Z) = —% + % = 0. Cependant X et Y ne sont pas indépendantes, car
on a
1
PX=-1,Y=1)=P(Z=-1,Z2°=1)=P(Z=-1) = 3
12 2
PX=-1)PY=1)=PZ=-1)P(Z*=1)=P(Z=-1)P(Zc{-1,1}) = 339

et ces quantités ne sont pas égales.

Une application utile en pratique est le calcul de la loi de la somme de variables aléatoires et sa
spécification lorsque X et Y sont indépendantes.

Proposition 5.20. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes réelles. Alors la variable
aléatoire X +Y est a valeurs dans G = {x+y : v € E,y € F} etlaloide S=X+Y est
caractérisée par

Vs eG, IP’S(S):IP’(X+Y:s):ZIP(X::U,Y:s—x):Z]P’(X:s—y,Y:y).
zel yeF
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Si de plus X et'Y sont indépendantes, on a

VseG, Ps)=P(X+Y =5 =) PX=2)P(Y =s-2)=)» PX=s5—yPY =y)
el yeF

Démonstration. On a, pour tout s € G,

PX+Y =s)= Z P(X 4+Y =s,X =), d’aprés la formule des probabilités totales
zeE
:Z]P’(st—a:,X:a:), car {X+Y=s5,X=z}={X=2Y=x—s}.
ek

Le raisonnement pour la deuxiéme égalité est symétrique. Le cas indépendant se déduit du cas
général et de la définition d’indépendance. O

Méme si nous n’avons pas étudié le cas des vecteurs aléatoires & densité, vous trouverez ci-dessous
la formule pour la densité de la somme de deux variables aléatoires & densité indépendantes.
En effet, cette formule est trés utile en pratique, et ne nécessite pas d’intégration & plusieurs
variables (méme si sa preuve oui). Commencons par donner la définition d’indépendance dans
le cas des variables aléatoires réelles.

Définition 5.21. Soit X,Y :  — R deux variables aléatoires réellesﬂ Alors X et Y sont dites
indépendantes si, pour tout A € B(R), B € B(R),

P({X € A,Y € B}) = P({X € ADP({Y € B}).

Voici maintenant le résultat sur la densité de la somme de deux variables aléatoires indépen-
dantes.

Proposition 5.22. Soient X,Y deuzx variables aléatoires réelles a densité indépendantes, de
densités respectives fX, f¥Y. Alors, la variable aléatoire Z = X +Y est aussi une variable
aléatoire réelle o densité, de densité f% donnée par

VzeR, fZ(z):/RfX(w)fY(zw)dw:/RfX(zw)fY(w)dw.

Démonstration. Hors programme. O

Définition 5.23. Les formules pour la loi de Z (cas discret) et la densité de Z (cas a densité)
s’appellent le produit de convolution des lois de X et de Y.

EXEMPLE 5.24. En utilisant les produits de convolution, vous montrerez en exercices que la
somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives :

e Bin(nq,p) et Bin(ng, p) suit une loi binomiale Bin(n; + ng, p),

e N(u,0?) et N(v, 72) suit une loi normale N(u + v, 0 + 72).

2. Souvenez-vous que cela veut dire que ’on munit R de la tribu borélienne B(R)
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5.4 LoOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

Le but de cette section est d’aborder un résultat fondamental concernant la somme de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, qui valide 'intuition de ’approche fré-
quentiste de la définition d’une probabilité.

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires considérées dans ce paragraphe
sont définies sur 2, & valeurs réelles, discrétes ou & densité.

Dans un premier temps, définissons deux modes de convergence de suites de variables aléatoires.
Vous en verrez d’autres dans votre cours de probabilités ’année prochaine.
Définition 5.25. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires. On dit que la suite (X,)p>1 :

1. converge presque strement vers la variable aléatoire X si,
PweQ: lim X,(w)=X(w)] =1.
n—oo

Dans ce cas, on note : X,, — X p.s.
2. converge en probabilité vers la variable aléatoire X si,

Ve >0, lim P[|X — X,|>¢]=0.
n—-+o0o

P
Dans ce cas, on note : X,, — X.

Remarque 5.26. La convergence presque-stire est la plus proche de la convergence simple des
fonctions mais, vu que I'on est dans un cadre probabiliste, on se permet d’exclure les ensembles
de probabilité nulle. Aussi, la convergence presque siire est plus forte que la convergence en
probabilité comme vous le verrez ’année prochaine.

Nous sommes maintenant préts pour la loi des grands nombres. Enoncons et prouvons sa version
faible, nous ferons ensuite une remarque sur sa version forte.

Théoréme 5.27 (Loi faible des grands nombres.). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, de carré intégrable, de moyenne p et de variance 2.

Pour tout n > 1, définissons la moyenne empirique, notée Z,, par

Xt Xy
T T

Zn

Alors, la suite (Zy,)n>1 des moyennes empiriques converge en probabilité vers p. Plus précisé-

ment, on a :
o2
Ve>0, P(Zn—pl>e) < o
€“n

Démonstration. D’aprés la linéarité de I'espérance on a

De plus, comme les variables aléatoires (X,,),>1 sont indépendantes, on a aussi

_ Var(Xy) 4 -+ Var(X,) o2

Var(Z,,)

n? n
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Comme les (X,,),>1 sont de carré intégrable, il en est de méme pour les (Z,)n>1. Ainsi, d’aprés
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

2
o
Ve>0, P(Zn—pl>e)< 2
e’n
La convergence en probabilité s’obtient en prenant la limite lorsque n tend vers 'infini. O

Remarque 5.28.

1. On peut démontrer que ce résultat reste vrai si on suppose seulement les variables aléa-
toires (X,)n>1 intégrables (au lieu de carré intégrable).

2. Il existe également une version forte de la loi des grands nombres, qui démontre la conver-
gence presque sire de la suite (Z,),>1 des moyennes empiriques vers pu, lorsque les va-
riables aléatoires (X,,),>1 sont supposées intégrables.

EXEMPLE 5.29. Considérons un schéma de Bernoulli de paramétre p ot 'expérience est répétée
indéfiniment. Soit A I’événement qui représente le succés, on a donc P(A4) = p. Par exemple,
on lance indéfiniment un dé non pipé, le succés est I’événement A “obtenir un 6”, de sorte que
p=1/6.

Soit (2, F,P) lespace probabilisé correspondant a une épreuve et, pour tout n > 1, soit A,
I’événement “obtenir un succes lors de la n-iéme répétition” ; alors P(A4,,) = p. Définissons X,, =
I4,. Alors la suite (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de paramétre p, de carré intégrable étant donné qu’elles ne prennent que deux valeurs.
De plus, pour tout n > 1, E(X,,) = P(A4,,) = p. D’aprés la loi des grands nombres :

N
1 P
—EjX — S E(Xy) =p.
N~ " Nostoo (X1)=»p

Interprétons ce résultat. Pour tout N > 1, la variable aléatoire Zivzl X = Z,]yzl T4, =nn(A)
représente le nombre de fois ou A est réalisé lors des N premiéres épreuves, et % Zﬁf:l X
représente donc la fréquence de A lors des N premiéres épreuves. Ainsi la loi des grands nombres
peut se réécrire :
nn(A) P
N N—+o00

Cela justifie 'approche intuitive dont nous avons parlé au début de ce cours (cf. chapitre 1).
Dans I'exemple du lancer de dé, cela signifie que la fréquence du nombre de 6 obtenus tend vers
1/6 en probabilité.
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CHAPITRE 6

INTRODUCTION A LA MARCHE ALEATOIRE

Le but de ce chapitre est de faire une introduction & la marche aléatoire. Il s’agit d’une suite de
variables aléatoires décrivant une marche au hasard sur un graphe. Elle revét une importance
capitale en probabilités car elle est sous-jacente & la modélisation de nombreux phénoménes tels
que : le déplacement d’une particule, les cours de la bourse, les réseaux électriques, 1’évolution
d’une population, et de nombreux autres phénoménes.

6.1 DEFINITION

Définition 6.1. Une marche aléatoire est une suite (S, )n>0 de variables aléatoires définie par :
n
Sn =+ Z Xk7
k=1

ou x = Sy est la position de la marche aléatoire & 'instant initial 0, et les variables aléatoires
(Xk)k>1 sont indépendantes et identiquement distribuées.

EXEMPLE 6.2. Un des exemples fameux est la marche aléatoire sur Z¢. Dans ce cas s’il on
note (eq,...,eq) la base canonique de Z?, les variables aléatoires X sont i.i.d. a valeurs dans
{e1,—e1,...,eq,—eq}. La marche aléatoire est dite symétrique si les variables aléatoires X}, sont
uniformes. Pour tout n > 1, S, représente la position de la marche aléatoire a 'instant n.

e Lorsque d = 1, les variables aléatoires X sont a valeurs dans {—1, 1} avec probabilités

PXy=1)=p, PXpx=-1)=1-—p, pel0,1].

Sip= %, (Sn)n>0 est la marche aléatoire symétrique sur Z.

e Lorsque d = 2, les variables aléatoires X}, sont a valeurs dans {(1,0), (—1,0), (0,1), (0,—1)}.
Sil'on a,

P(Xe = (1,0)) = B(Xi = (~1,0)) = P(Xg = (0,1)) = B(X, = (0, ~1)) = .

alors (Sy)n>0 est la marche aléatoire symétrique sur Z2.

Notation. On note aussi P, (S, = -) pour la loi de la marche aléatoire qui est en x lors de I’état
initial.
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6.2 RETOURS EN ZERO

Une des premiéres questions qui se pose est de savoir, si la marche aléatoire part de 0, quelle est
la probabilité qu’elle retourne en zéro. Une autre question est de calculer I’espérance du nombre
de visites en zéro. Ces notions sont sous-jacentes aux notions de récurrence/transience de la
marche aléatoire que vous reverrez plus tard.

La proposition suivante donne le calcul de la probabilité de retour en 0 dans le cas de la marche
aléatoire sur Z? lorsque d = 1, 2.

Proposition 6.3. Soit (Sy)n>0 la marche aléatoire symétrique sur 7%, avec d = 1,2. Alors, la
probabilité de retour en 0 est nulle si le nombre de pas est impair et, pour tout n > 1,

(2")22% sid=1

n

() sid=2

Po(S2n, =0) = {

Démonstration. Notons que si d = 1, pour que la marche aléatoire retourne en 0, elle doit
faire autant de pas vers la gauche que vers la droite, ainsi le nombre total de pas doit étre
pair. De maniére similaire, si d = 2, elle doit faire autant de pas vers le haut que vers le bas,
respectivement vers la droite que vers la gauche, ainsi le nombre de pas doit étre pair également.

Preuve pour d = 1. Remarquons que, pour tout k > 1, X =2Y;, —1 ot Yy ~ Ber(%). Comme
les (Xj)x>1 sont indépendantes, les (Y%)x>1 le sont aussi et ainsi, >, _, Y} suit une loi binomiale
de parameétres n, % En conséquence, pour tout n > 1,

Py (San = 0) = P(i X, = 0) - P(i(ﬂfk 1) = o) - P(i Y = n)
k=1 k=1 k=1

20\ 1 2 _
=\, )o car ZYk ~ Bin(2n, 1/2).
k=1

Preuve pour d = 2. La marche aléatoire (S,)n>0 sur 72 est en bijection avec la marche aléatoire
(gn)nzo sur Z2, out Z2 est le réseau Z2 tourné de 45° avec longueur des arétes multipliée par v/2.
Si la marche débute en 0 = (0,0) on a, pour tout n > 1, S, = py X, ot les couples aléatoires
(Xp)p>1 sont ii.d. a valeurs dans {(1,1),(=1,1), (1, —1),(=1,—1)} de loi uniforme.

Soit k > 1, alors X = ()N(%,Nf(,f), ot chacune des composantes est a valeurs dans {—1,1}.
Calculons la loi marginale de X ,1 On a,

P(X] = 1) = B(Xi = (1,1)) + B(Xi = (1,-1)) = .

B(X) = —1) = B(Xe = (-1,1) + B(%i = (-1,-1)) = 3,

et de maniére analogue pour X ,% Ainsi, X ,{1:, resp. X,%, suit une loi uniforme sur {—1, 1}. De plus,
pour tout (j,¢) € {—1,1}2,

P(Xy = (j,0) = P(X}, = )P(XE = £) =
et les composantes X ,i, X ,% sont donc indépendantes.
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Notons 5’7117 resp. 5’,2“ la premiére, resp. deuxiéme composante de S,,. Alors, pour tout n > 1,

S, = (52, 82) = (ZXkZXk)
k=1

Comme pour tout k > 1, X}, X2 ~ U({~1,1}), chacune des composantes S}, S? est une marche
aléatoire symétrique sur Z débutant en 0. De l'indépendance des (Xk)g>1 et de X é,X,f pour
tout k£ > 1, on déduit de plus que les composantes S}, S? sont indépendantes. Ainsi, pour tout
n>1,

= Po( S2n = O)IPO(S’Qn = 0), par indépendance de g}z, 5’,21

= < ) San d’aprés le calcul en dimension 1. O

Notons No =Y 07, I¢s,—0y le nombre de visite en 0 de la marche aléatoire. Le corollaire suivant
montre que U'espérance de Ny pour la marche aléatoire symétrique sur Z¢ est infinie lorsque
d = 1,2. A noter que cette espérance devient finie lorsque d > 3. L’intuition est la suivante :
lorsque la dimension augmente, il devient de plus en plus difficile pour la marche aléatoire de
revenir en 0, une fois qu’elle est partie.

Corollaire 6.4. On considére la marche aléatoire symétrique sur Z%, avec d = 1,2. Alors,
Uespérance du nombre de visites en O est infinie, autrement dit :

E(No) =

. . . 0 . l
Démonstration. Remarquons que No = limy_,o00 >, 4 I{s5,=0}- Or, lasuite (Ng)Ql =0 ]I{Sn:()})Ql
est une suite croissante de variables aléatoires positives, ainsi, d’aprés le théoréme de convergence

monotone,
l

Eo(No) = Jim Eo(N§) = ZE}TOZ]P’O(S,Z =0)=> Py(S, =
n=1 =

D’apres la Proposition [6.3] les probabilités de la somme sont nulles lorsque n est impair, d’ott
Eo(No) = > 021 Po(S2, = £). De plus, d’apreés la formule de Stirling, on a

n
nl ~ 27T’I’L(ﬁ),
e

d’ou

22n ~ pipl 2 2mn - n2ne2n 220 /mn’

(2n) 1 2n)! Varn(2n)?e?n 1 1

Ainsi lorsque d =1, le terme général Py(Sa, = ¢) de la série E(Np) est équivalent en Uinfini & :
f lorsque d =1, et -~ lorsque d = 2. Dans les deux cas, il s’agit de termes généraux de séries
divergentes, et on en dedult donc le résultat. O
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6.3 RUINE DE LA JOUEUSE

Voici un autre probléme classique qui utilise les marches aléatoires. Une joueuse A lance une
piéce de maniére répétée, la probabilité d’obtenir pile est p, p € [0, 1]. Quand la piéce tombe sur
pile, elle recoit 1 euro de son adversaire B, quand la piéce tombe sur face, elle donne 1 euro a
son adversaire B. La fortune initiale de la joueuse A est a, avec a € N*, celle de I'adversaire B
est b, avec b € N*. Le jeu s’arréte dés que 'une des joueuses n’a plus d’argent. Modélisons la
fortune S, de la joueuse A au temps n a ’aide d’une marche aléatoire. Pour tout n > 1, on a

Sn = a+iXk,
k=1

ou les (X%) sont i.i.d a valeurs dans {—1,1}, avec P(Xy = 1) =p, P(Xy =-1)=1—-p:=¢q. A
noter que cette formule n’est vraie que jusqu’a la fin du jeu, c’est-a-dire jusqu’a ce que S, =0
(la joueuse A est ruinée) ou S,, = a+b (’adversaire B est ruinée), aprés quoi S, reste constante.
On dit que les états 0 et a + b sont absorbants.

Notons R I’événement “la joueuse A est finalement ruinée”. Le but est de déterminer uy := P (R),
c’est-a-dire la probabilité pour la joueuse A d’étre ruinée lorsqu’elle commence avec une formule
initiale de k. D’aprés la formule des probabilités totales, on a :
=Prr1(RIXa =1)p + Prp1 (R X1 = —1)q.

En effet, si le premier jet donne pile, respectivement face, le jeu se déroule comme si elle était
partie de la fortune k41, respectivement k— 1. Ainsi, les probabilités (uy) satisfont la récurrence
linéaire suivante :

ug = pug1 +qug—1, 1<k<a+b-1

ug =1, Ugsp =0.
Afin de résoudre cette récurrence linéaire, considérons I’équation caractéristique associée :

pr? —r+q=0,

le discriminant vaut A = 1 —4pq = (2p — 1)? et les solutions sont 71 = 1,75 = ¢/p. On distingue
le cas ou
e pFgq, iecp# % Les solutions (uy) sont de la forme ug = arf + Brh. Les conditions au

bord impliquent a + =1, a + B(%)“H’ = 0. Ainsi on trouve,

N G N

1—(q/p)tt’ 1—(q/p)et?

(a/p)*** — (¢/p)"
= VO0<Ek<a+b wup=
(¢/p)ett -1

e p =gq, t.e.p = % Alors 1 = r9 := r = 1 et les solutions sont de la forme wu; =
r*(a + kfB) = o+ kf. Les conditions au bord impliquent o = 1, a + (a + b)3 = 0. Ainsi

B =—1/(a+0b) et la solution est

k
0<k< b =1— —-.
Sksath u a+b

A noter qu’une approche similaire permet de calculer I'espérance de la durée du jeu avant la
ruine d’une des deux joueuses.
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