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CHAPITRE 1

MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

1.1 INTRODUCTION

Une ezpérience (ou phénoméne) aléatoire consiste en une expérience pour laquelle toutes les
issues possibles sont connues, mais ot interviennent de nombreux facteurs, dont nous ne connais-
sons ou maitrisons qu’une petite partie. Dans ce cas, I'issue n’est pas prévisible avec certitude.
La théorie des probabilités consiste en I’étude de ces expériences aléatoires.

Citons quelques exemples : le résultat d’un jeu de hasard (pile ou face, jet de dé, roulette etc.);
durée de vie d'un atome radioactif, d’un individu, d’une ampoule; les instants de passage d’un
bus & un arrét donné; la promenade d’un ivrogne dans la rue; la trajectoire d’une poussiére a
la surface de ’eau etc.

Les applications de la théorie des probabilités sont nombreuses : base de la statistique, outil
puissant en finance, dans les assurances, théorie des jeux. Elle permet également de modéliser
de nombreux phénomeénes complexes en biologie, médecine, sciences humaines, climatologie. Elle
s’est aussi révélée utile dans de nombreux domaines des mathématiques pures. Mais surtout, elle
a acquis une place importante au sein des mathématiques en tant que discipline a part entiére,
de part son intérét intrinséque.

Historiquement, les jeux des hasards sont présents en Egypte, en Gréce et & Rome dés I’ Antiquité.
Il est cependant intéressant de constater qu’un traitement systématique n’est apparu qu’au XVI°©
siecle dans le livre Liber de Ludo Alea de Gerolamo Cardano (1501-1576). La véritable étincelle
se trouve dans la correspondance entre Blaise Pascal (1623-1662) et Pierre de Fermat (~1605-
1665), au sujet de problémes posés par le chevalier de Méré. Encouragé par Pascal, Christian
Huygens (1629-1695) publie De ratiocinis in ludo aleae (raisonnements sur les jeux de dés)
en 1657. Ce livre est le premier ouvrage important sur les probabilités. Il y définit la notion
d’espérance et y développe plusieurs problémes de partages de gains lors de jeux ou de tirages
dans des urnes. Deux ouvrages fondateurs sont également & noter : Ars Conjectandi de Jacques
Bernoulli (1654-1705) qui définit la notion de variable aléatoire et donne la premiére version
de la loi des grands nombres, et The Doctrine of Chance d’Abraham de Moivre (1668-1754)
qui généralise 'usage de la combinatoire. On mentionnera également Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), Leonhard Euler (1707-1783) et Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

La théorie des probabilités classique ne prend réellement son essor qu’avec les notions de mesure
et d’ensembles mesurables qu’Emile Borel (1871-1956) introduit en 1897. Cette notion de mesure
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est complétée par Henri Léon Lebesgue (1875-1941) et sa théorie de 'intégration. La premiére
version moderne du théoréme central limite est donnée par Alexandre Liapounov en 1901 et la
premiére preuve du théoréme moderne est due a Paul Lévy en 1910. Il faudra attendre 1933
pour que la théorie des probabilités sorte d’un ensemble de méthodes et d’exemples divers et
devienne une véritable théorie, axiomatisée par Andrel Nikolalevitch Kolmogorov (1903-1987).

1.2 L’ESPACE PROBABILISE (2, A, P)

Le but de la théorie des probabilités est de fournir un modéle mathématique pour décrire les
expériences aléatoires. Sous sa forme moderne, la formulation de cette théorie contient trois
ingrédients : ’espace des états, les événements, et la loi de probabilité ou simplement la probabilité.
Dans toute la suite, nous considérons une expérience aléatoire que nous cherchons & modéliser.

1.2.1 ESPACE DES ETATS

Définition. L’espace des états appelé aussi univers, noté €2, est I’ensemble des résultats possibles
de 'expérience.

Ezxzemple 1.1. Voici quelques exemples de choix d’univers.

Lancer d’une piéce de monnaie. = {P, F'}.
Deux lancers successifs d’'une méme piéce de monnaie. Q = { PP, PF, FP, FF}.

Lancer d'un dé. Q ={1,2,3,4,5,6}.

- W b

Deux lancers successifs d’un méme dé, et on s’intéresse a la somme des nombres obtenus.
Dans ce cas, il y a trois choix raisonnables :

O ={(,j) :ie{l,---,6},je{l,---,6}}={1,---,6}2
Q2:{233747"' 512})

5. Lancer d’un méme dé indéfiniment.
Q= {(un)n>1 : ¥n € N* u, € {1,--- ,6}} = {1,--- 6}V,

6. Durée de vie d'un individu. 2 = {z € RT : 0 <z < 120}.

7. Promenade d’un ivrogne dans une rue (un pas en avant, un pas en arriére).
Q= {(un)n>1 : ¥n € N*, u, € {-1,1}} = {~1,1}"".

8. Trajectoire d’une poussiére a la surface de l’eau pendant un intervalle de temps [0, 7.
Q= C([0,T];R?).
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1.2.2 EVENEMENTS

Définition 1.1. Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est réalisée ou non, une
fois I'issue de I'expérience connue. Un événement correspond un sous-ensemble A de I'univers €.

Un singleton, ¢’est-a-dire un événement réduit a un seul élément de €2, est appelé un événement
élémentaire, sinon on parle d’événement composite.

On note un événement par une lettre majuscule A, B, C'... et ’ensemble de tous les événements
de Q par A.

Remarque. Nous verrons au paragraphe suivant la définition (mathématique) d’un événement.
Pour l'instant, essayons de voir a quelles propriétés doivent satisfaire les événements.

Exemple 1.2. On reprend la numérotation de I'exemple 1.1. Voici quelques exemples d’événe-
ments écrits d’abord en mots, puis en tant que sous-ensembles de ’espace des états (2.

2. “Le premier jet donne pile” est le sous-ensemble { PP, PF'} de Q.

4. “La somme des résultats obtenus est égale a 4” est le sous-ensemble {(1,3),(2,2),(3,1)}
de Qy, au sous-ensemble {4} de Qa, et au sous-ensemble {{1,3},{2,2}} de Q3.

5. “Le premier 1 est obtenu au N-iéme lancer” est le sous-ensemble
{(Un)n>1 € Q2 ug >2, -+ Jun—1 > 2, uy = 1}.
6. “L’individu atteint au moins 50 ans” est le sous-ensemble :
{r e RT : 50 < z < 120}.
7. “L’ivrogne avance au N-iéme pas” est le sous-ensemble :

{(un)n>1 € Q1 un =1}

Remarque. Les événements, qui sont par définition des sous-ensembles de l'univers, sont en
général décrits a ’aide de phrases dans un premier temps. En effet, on commence par se poser
une question liée & une expérience aléatoire, puis on introduit un modéle probabiliste pour y
répondre. Par exemple, on cherche la probabilité que la somme de deux dés lancés au hasard

soit égale & 4; I’événement considéré est alors “la somme des dés est égale a 4”.

Une fois fixé le choix de l'univers, un événement correspond & un unique sous-ensemble de
ce dernier. Comme il n’y a pas forcément unicité du modéle et qu’alors les événements peuvent
s’écrire en termes de sous-ensembles sous des formes différentes, la phrase qui décrit un événement
permet de se comprendre, quel que soit le modéle choisi, voir par exemple les exemples 1.1 et
1.2 numéro 4. Remarquons aussi que, étant donné un sous-ensemble d’un univers, il est souvent
possible de le décrire par différentes phrases, qui représentent toutes le méme événement. Par
exemple I'événement {PF, FF} de 'exemple 1.2 numéro 2 peut se traduire par “le premier jet
donne pile” ou “le premier jet ne donne pas face”.

Puisque les événements sont des sous-ensembles, on peut effectuer les opérations habituelles,
avec la correspondance suivante entre les terminologies ensembliste et probabiliste.

7
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Notation Terminologie ensembliste | Terminologie probabiliste

Q ensemble entier espace des états, événement certain

w élément de 2 événement élémentaire

A sous-ensemble de €2 événement

weA w appartient & A A est réalisé si w est le résultat de I’expérience
ACB A est inclu dans B si A est réalisé alors B aussi

AUB réunion de A et B I'événement “A ou B” (ou non exclusif!)
ANB intersection de A et B I’événement “A et B”

A¢ complémentaire de A I’événement contraire de A

0 ensemble vide événement impossible

ANB =10 | A et B sont disjoints A et B sont incompatibles

Ezemple. Deux lancers successifs d’'une méme piéce de monnaie. Soient A = {PP}, B = {PF},
C = {FP,FF}. Alors,

— AUB ={PP,PF} = C°, est 'événement “le premier jet donne pile” ;

— AN B =0, est ’événement impossible, A et B sont incompatibles.

Propriété 1.2. Les opérations sur les événements satisfont auzr régles suivantes. Pour tout
événements A, B, C, on a

— commutativité : AUB =BUA;

— associativité : (AUB)UC =AU (BUC);

— distributivité : (AUB)NC =(ANC)U(BNC);

— lois de De Morgan : (AU B)¢ = A°N B¢, et (AN B)¢ = (A°U B°).

1.2.3 TRIBU

L’ensemble des événements A associés & une expérience aléatoire est donc un sous-ensemble des
parties de 2, A C P(Q2). Il semblerait naturel de prendre A = P(Q), mais il y a alors des exemples
ou il est impossible d’associer & chaque événement une probabilité de fagon cohérente. Dans ces
cas-1a, il est donc nécessaire de se restreindre & un sous-ensemble strict de P(€2) contenant les
événements “intéressants”.

L’ensemble des événements que ’on considére en probabilité doivent satisfaire & quelques pro-
priétés naturelles, ils doivent former une tribu, dont voici la définition.

Définition. Un ensemble A de parties de €2 est une tribu, ou o-algébre, s’il satisfait aux condi-
tions suivantes :

1. Qe A;
2.VAeP(Q),Ac A= A°c A,

3. A est stable par réunion finie ou dénombrable.

Exemple 1.3.
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— {0, 2} est une tribu et c’est la plus petite (au sens de I'inclusion).

— P(Q) est une tribu et c’est la plus grande.

— Soit € un ensemble arbitraire de parties de €2, alors la plus petite tribu contenant €, notée
o(C) est appelée la tribu engendrée par C. On admet I'existence de cette tribu.

— Soit A € P(Q), A#(, A+#Q, alors la tribu engendrée par A est o(A4) = {0, A, A°, Q}.

— Sur R, on utilise la tribu engendrée par les ouverts de R, appelée tribu borélienne de R.
On admet le fait qu’elle soit différente de P(R).

— Dans le cas o I'espace des états est fini ou dénombrable, on prend toujours A = P(2).

Exercice 1.1. Soit Q = {1,2,3}.
— Quelle est la tribu engendrée par A = {1,2} 7
— Quelle est la tribu engendrée par € = {{1},{2}}?

Solution de l’exercice 1.1.
— D’aprés 'Exemple 1.3, la tribu engendrée par A = {1,2} est {0,{1,2},{3},{1,2,3}}.
— La tribu engendrée par C est stable par réunion et complémentation, elle doit donc conte-
nir {1,2} et {3}; en particulier elle contient {1},{2},{3}. Il est alors facile de voir que
o(C) =P(Q).

Définition. L’ensemble des événements associé & une expérience est la tribu A choisie sur Q.

Remarque. Dans le cas ou l'espace des états est fini ou dénombrable, puisque A = P(), un
événement est donc simplement n’importe quel sous-ensemble de €.

1.2.4 PROBABILITE

Nous souhaitons maintenant associer a chacun des événements une probabilité, qui mesure la
vraisemblance que I'on accorde a priori & I’événement avant la réalisation de I'expérience. C’est
une des données du modeéle, que 'on peut comprendre intuitivement de différentes maniéres, en
voici deux.

Approche utilisant les symétries. On considére un dé non-pipé. Il est alors naturel de supposer que
chacune des issues possibles ait la méme probabilité égale & 1/6. Il faut cependant étre prudent
avec cette approche. En effet, supposons que nous souhaitions déterminer la probabilité du sexe
d’un nouveau né. Il n’y a aucune raison de penser qu’il y a plus de chances d’avoir un gargon
ou une fille, de sorte qu’il est naturel d’associer une probabilité 1/2 & chacun des événements
élémentaires. Cependant, les statistiques montrent que la proportion de garcons nouvellement
né est de 51,2% (INED, France métropolitaine).

Approche fréquentiste. On suppose qu'une expérience d’univers {2 est exécutée plusieurs fois sous
les mémes conditions. Pour chaque événement A de €2, on définit ny(A) comme le nombre de fois
ou ’événement A survient lors des N premiéres répétitions de I'expérience. Alors la probabilité
de l’événement A, notée P(A), est définie comme la limite, dans un sens a préciser, du quotient

ny(A)/N.

Cela veut dire que P(A) est définie comme la limite du pourcentage du nombre de fois ou A
survient par rapport au nombre total des répétitions. C’est donc la fréquence limite de A. Bien
que cette définition soit intuitivement commode, elle présente un sérieux inconvénient. En effet,
il faut justifier de I'existence de la limite, ce qui est difficile a priori.

9



CHAPITRE 1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

Il est plus raisonnable d’admettre que les probabilités satisfont a un ensemble d’axiomes simples
et intuitivement acceptables, pour ensuite démontrer qu’une telle fréquence limite existe dans
un certain sens (il s’agit de la loi des grands nombres).

Définition. Etant donnés un espace d’états Q et A 'ensemble des événements, une probabilité
P sur (€2, .A), est une application de A dans [0, 1], possédant les propriétés suivantes.

1. I’événement certain est de probabilité 1 : P(Q2) = 1.

2. Aziome de o-additivité : pour toute famille dénombrable (A;),>0 d’événements de A,
deux-a-deux disjoints, on a

]P’( U An) - iOP(An).
n=0

n>0

Le triplet (€2, A, P) est alors appelé un espace probabilisé.

On a les conséquences immédiates suivantes.

Proposition 1.3. Soit (2, A,P) un espace probabilisé et soient deuxr événements A € A, B € A.

1. Additivité. Si A et B sont disjoints, alors P(AU B) = P(A) + P(B). En particulier,
P(A¢) =1—-P(A), et P(0) = 0.

2. Si AC B, alors : P(A) <P(B).
3. P(AUB) =P(A) +P(B) - P(AN B).

4. Plus généralement, on a la formule de Poincaré : Soit (Ay)
de A, alors :

N

n—1 une famille d’événements

F(Ua)=co Y E(N4)
n=1 n=1 JcC {17 L ,N} keJ
card(J) =n

Voici une conséquence plus abstraite, qui est fréquemment utilisée.

Proposition 1.4. Soit (2, A,P) un espace probabilisé.
— Soit (Ap)n>1 une suite croissante d’événements de A, c’est-a-dire, pour tout n > 1,

400
Ay C Apyr. Soit A= |J Ay, alors :
1

n=

P(A) = lim P(A,).

n—-+o0o

— Soit (Bp)n>1 une suite décroissante d’événements de A, c’est-a-dire, pour tout n > 1,
“+o00

B, D Bpt1. Soit B= () By, alors :

1

n—=

P(B) = lim P(B,).

n—-+0o0o

10



CHAPITRE 1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

Remarque 1.5. Les suites réelles (P(A;,))n>1 et (P(By))n>1 sont respectivement croissante et
décroissante, bornées, donc convergentes, justifiant ainsi I’existence de la limite. Par ailleurs, la

N
suite ( U An> , égale & (AN)nN>1, est une suite croissante au sens de I'inclusion, et ’ensemble
n=1 N1 N

+oo
J A, est habituellement noté lim A,, de sorte que le résultat de la proposition précédente

n—1 n——+oo

peut encore s’écrire :

]P’( lim An> — lim P(A,).

n—-+4o0o n—-+00
N
De méme, la suite ( N Bn> , égale a (By)n>1, est une suite décroissante au sens de l'in-
net /N1 =

+oo
clusion, et 'ensemble [\ B, est habituellement noté lil}_l B,,, de sorte que le résultat de la
n=1 n—-+00

proposition précédente s’écrit :

IF’( lim Bn> — lim P(B,).

n—-+o00 n—-+o0o

11
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION D’ESPACES PROBABILISES

2.1 CARACTERISATION D’UNE PROBABILITE : CAS FINI OU DENOMBRABLE

On suppose que 'univers €2 est fini ou dénombrable. L’ensemble des événements est donc P(€2).

Avec la définition de probabilité du chapitre précédent, il est n’est pas si aisé de définir concréte-
ment une probabilité. Dans le cas ot € est fini ou dénombrable, on dispose de la caractérisation
suivante.

Proposition 2.1. Une probabilité sur (Q, P(Q2)) est caractérisée par sa valeur sur les singletons
{w}, pour tout w € Q. Réciproquement, a toute famille (p,)weq telle que :

1. pour tout w € Q, 0 < p, <1,

2. 3 pu=1,
weN

on peut associer une unique probabilité P sur (Q,P(Q)) définie par : P({w}) = pw. On étend
ensuite P a P(Q) par o-additivité : pour tout A € P(Q),

P(A) = po-

wEA

2.2 CAS OU L’UNIVERS EST FINI

Un exemple particulier et trés classique de choix de probabilité nous améne & toutes les questions
de dénombrements.

Définition. Une probabilité P sur (2, A) est dite uniforme, si P({w}) ne dépend pas dew € (.
On dit alors que 'on est en situation d’équiprobabilité.

Corollaire 2.2. Dans ce cas, pour tout w € Q, P{w}) = WI(Q), et, pour tout événement

AeP(Q), ona: "
card(A
P(4) = card(Q)’

13
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Ezxemple. Reprenons la question 4 des exemples 1.1 et 1.2 du Chapitre 1 et calculons la probabilité
de I’événement A “la somme des dés est égale & 4”.

Supposons que 'on ait choisi I'espace {2;. Alors, on est en situation d’équiprobabilité et la
probabilité Py sur §; est uniforme, de sorte que pour tout (i, ) € {1,---,6}? :

P9} = 55

L d(A
Ainsi, Py (A4) = P1[{(1,3),(2,2), (3,1)}] = 2l = 2.
Supposons maintenant que 1'on ait choisi ’espace 2. Alors, on n’est plus en situation d’équi-
probabilité. Au vu des conditions de I'expérience, on définit Py ainsi :

Pa((2) = Ba((12)) = o, Pa({8)) = Bo({11}) = o, Pa({4}) = Bo({10}) = =,
)

Ba((5) = Ba((9]) = 1. Pa({6)) = Ba({8)) = =, Pa({T}) = -

Ainsi, Pa(A) = Po({4}) = 5 mais Sl = &, d'on Pa(4) # S,

Remarquer que s’il on avait choisi I'univers 13, on ne serait pas non plus en situation d’équipro-
babilité.

Cet exemple montre qu’il est trés important de spécifier le choix d’univers et de probabilité.
Bien que les résultats finaux ne changent pas, les raisonnements pour y arriver sont différents
et doivent étre explicités.

Lorsque 'espace des états est fini, les calculs de probabilités se raménent essentiellement a des
problémes de dénombrement, sujet de la section suivante.

2.2.1 DENOMBREMENT, MODELE D’URNE

Définition. Une population de taille N est un ensemble 8 = {s1,--- , sy} de N éléments. Les
éléments de 8 sont les individus de la population 8. La taille N est le nombre d’éléments de S.

TIRAGES ORDONNES

Un échantillon de taille r est un r-uplet (s;,,---,s;.) d’éléments de 8. Deux procédures sont
possibles.

e Le tirage avec remise. Dans ce cas, chaque élément de ’ensemble peut étre choisi a plusieurs
reprises. On parle alors d’échantillon de taille r avec répétitions. Soit €2y I'ensemble de ces
échantillons, alors Q1 = {s1, -+ ,sny}", et :

card(2;) = N".
e Le tirage sans remise. Dans ce cas, chaque élément de I’ensemble peut étre choisi au plus une
fois. On parle alors d’échantillon de taille r sans répétition, ou d’arrangement des éléments de 8

pris r a r. Naturellement, on impose les conditions supplémentaires » < N, et Vj # k, i; # ij.
Soit 2 'ensemble de ces échantillons, on a alors :

card(Qz):N(N_l)"'(N_T+1):m
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Ce nombre a deux notations usuelles : A\ ou (), (symbole de Pochhammer).

Ezxemple. On considére une population de taille N et un échantillon aléatoire de taille r avec
répétition. On choisit alors comme univers €21 que ’on munit de la probabilité uniforme, notée
P. On g’intéresse a I’événement A “aucun individu n’a été choisi plus d’une fois” qui est la méme
chose que “tous les individus sont distincts”. Alors on a, A =€)y et :

card(Q2) Al

PA) = Gan ~ v

Donnons quelques applications de ce résultat.

1. On jette un dé six fois de suite. Alors la probabilité d’obtenir six nombres distincts est
6!
=5 ~ 0,015.
66 )

2. Supposons que dans une ville, il y ait sept accidents par semaine. Alors la probabilité
d’avoir exactement un accident chaque jour de la semaine est % ~ 0,00612.

TIRAGES NON ORDONNES

Une sous-population de taille r est un sous-ensemble {s;,,- - ,s;, } d’éléments de 8. De maniére
similaire aux tirages ordonnés, deux procédures sont possibles.

e Le tirage sans remise. On parle alors de sous-population de taille r sans répétition, ou de
combinaison de r éléments. On impose & nouveau les conditions supplémentaires, r < N, et
Vj #k, i; # ip. Soit 23 'ensemble de ces populations, on a alors :

N!

card(Q23) = N

Ce nombre, appelé coefficient binomial, a deux notations usuelles : C}; (notation qui n’est plus
tellement en vigueur) ou (17\,7 )

Démonstration. Chacun des sous-ensembles & r éléments fournit r! échantillons de taille r» sans

répétition, de sorte que card(Qg) = r!card(23). O

Ezemple 2.1.
1. On appelle main de poker I’ensemble des 5 cartes que chacun des quatre joueurs regoit
lors de la distribution d’un jeu qui en contient 32. Alors il existe (352) mains différentes.

Soit A I'événement “les hauteurs des 5 cartes sont différentes”, calculons card(A4). On peut
choisir ces hauteurs de (g) maniéres différentes. Il faut ensuite choisir la couleur (tréfle,
carreau, cceur, pique) de chacune des hauteurs. Ainsi :

card(A) = (i) 5.

Etant donné que toutes les mains sont supposées équiprobables, la probabilité d’obtenir
une main dont les 5 cartes ont une hauteur différente est :

pony— 07

(5)
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2. Une urne contient IV, boules blanches et IV,, boules noires. Posons N = Ny, + N,,. On tire
r boules avec remise dans 'urne, il y a alors N” tirages possibles. Soit Ay I’événement
“on a tiré exactement k boules blanches”, calculons card(Ag). L’événement Ay est réalisé
lorsque l’issue est constituée de k boules blanches et » — k boules noires. Il y a (Z) fagons
de choisir la position des boules blanches, la position des boules noires est ensuite fixée.
Pour chacune des positions de boule blanche, il y a ensuite N, choix de boules blanches
possibles, et pour chacune des positions de boule noire, il y a IV, choix possibles, ainsi :

card(Ay) = <1:> NENTF,

Etant donné que tous les tirages sont supposés équiprobables, la probabilité d’obtenir
exactement k boules blanches lors d’un tirage de r boules avec remise est :

pay = NN (o) (%) <z]vv>

Ceci est un exemple de la loi binomiale, que nous reverrons plus tard.

3. Soit 8 une population de taille N (ez. des étudiants), que 'on range en deux catégories
a et b incompatibles (ex. filles et gargons), de tailles respectives N, et N, = N — N,. On
choisit “au hasard" une sous-population de taille r sans répétition, il y a alors (]X ) choix
possibles. Soit Aj I’événement “on a choisi exactement k individus de la catégorie a”,
calculons card(Ay). L’événement est réalisé lorsque l'issue est constituée de k individus
de la catégorie a et r — k de la catégorie b. Il y a (]ia) fagons de choisir les k£ individus de

la catégorie a et pour chacune il y a (]\;:]]X“) fagons de choisir les individus restants dans

la catégorie b, ainsi :
N, N — N,
d(Ag) = “ “.

Remarquer que pour que ceci ait un sens, il faut que 0 < k < min{r, N,}. Etant donné
que tous les tirages sont supposés équiprobables, la probabilité d’obtenir £ individus de
la catégorie a lors de ce tirage est :

P(Ay) =

Ceci est un exemple de la loi hypergéométrique.

Remarque. Supposons que N, = N, (V) soit une fonction de N et que le nombre total
de boules tende vers I'infini, de sorte que la proportion % tende vers p (et donc que %
tende vers 1 —p), avec 0 < p < 1. Ainsi, N, et N, tendent vers +oc avec N. Fixons r > 0

et k compris entre 0 et 7. Alors, pour N assez grand, on a Ny > k, N, > r — k et P(Ay)
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peut s’écrire :

P(A 7Na(Naf1)...(Na*k+1)Nb(Nb71)...(N57T+k+1) r!
(Ae) = k! (r—k)! N(N-1)...(N—r+1)
i r! Na(Na—1)...(Na—k+1)Nb(Nb—1)...(Nb—T+k+1)
Ckl(r — k) N(N —1)...(N—r+1)
_ o MR R) Ge EHNT R ) (B
= k'(?”—k)! NT 1(1 _ %) (1 _ r;[l)
_<7“) oy S RE o) ()
k 1(1-%)...(1=5)

Ainsi, P(Ay) tend vers (})p"(1 — p)"~*. On a donc obtenu la loi binomiale comme limite
de lois hypergéométriques. Ce résultat est intuitif, car lorsque le nombre de boules est
trés grand, que le tirage s’effectue avec ou sans remise ne change pas grand chose : on a
peu de chance de tirer deux fois la méme boule.

o Partitionnement

Soient 71, -+ ,7) des entiers positifs (éventuellement nuls) tels que, r; +--- + rp = N. Le
nombre de facons de répartir N objets dans k£ familles de sorte que la i-iéme famille contienne

r; éléments est égal a :
N!

il

Ce nombre se note (T1 N rk) et s’appelle coefficient multinomial.

Démonstration. Pour remplir la premiére famille, il faut choisir 1 objets parmi N, ce qui peut
se faire de (7]‘\17 ) facons. Pour remplir la seconde famille, il faut choisir ro objets parmi N — rq,

soit (N r_le). En continuant ainsi, on obtient que le nombre de telles répartitions est de :
N N—Tl N—’r‘l—--'—T‘k_l _ N!
1 o Tk ol

Ezxemple. Le nombre d’anagrammes du mot CHERCHER est %&,2,

e Le tirage avec remise. On parle alors de sous-population de taille v avec répétitions. Soit 24
I’ensemble de ces populations, on a alors :

card(Qy) = (N;iz 1) _ <N +:_ 1>.

Démonstration. Ce probléme revient & placer r boules indistinguables dans N urnes. En effet,
le nombre de boules dans la i-iéme urne compte le nombre de répétitions de I'individu ¢ lors du
tirage. Représentons les r boules par r étoiles alignées, avec une cloison a chacune des extrémités.
Par exemple, lorsque r =7,

EXEEEEE
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Répartir les 7 boules dans N urnes revient a rajouter N — 1 cloisons formant les N urnes. Par
exemple, lorsque r =7, N =3,
EXIEEEEESF

représente le tirage : s1, 1, S3, S3, S3, S3, S3. Ainsi, ce probléme revient a placer N — 1 cloisons
sur N + r — 1 positions, les positions restantes étant occupées par des .
O

Ezxemple. Soient r € N* et n € N*. On cherche & compter le nombre de suites d’entiers naturels
1, , T, telles que :

rn+--+r,=r
Ce probléme revient a placer r boules indistinguables dans n urnes, ol le nombre de boules dans
la i-iéme urne représente r;. Ainsi, le nombre de ces suites est (":ﬁ;l) Par exemple, si r = 10,
n =3,

représente la partition (2,5, 3) de 10. Remarquer que ces suites sont naturellement ordonnées de
sorte que l'on distingue (2,5, 3) de (5,3,2).

2.3 CAS OU L’UNIVERS EST INFINI DENOMBRABLE

Lorsque €2 est infini dénombrable, on procéde de la méme maniére que dans le cas fini : on prend
A =P(Q), et on associe a chaque événement élémentaire w € €, sa probabilité, P({w}) = p,, €

[0, 1], avec :

Z Pw =1

weN
Ezxemple. On jette une piéce de monnaie jusqu’a l'obtention du premier pile. On peut choisir
Q) = N* U {oo} ou, pour tout k € N*, {k} représente I’événement “le premier pile est obtenu au
k-iéme jet”, et {oo} représente I’événement “pile ne sort jamais”. Si la piéce est équilibrée, on
aura, pour tout k € N* :

1
P({k}) = o1
Comme N* et {oo} sont disjoints, 1 = P[Q] = P[{oo}] —i—IF’[k UN {k}]. Ainsi, la probabilité que pile
e *
ne sorte jamais est donnée par :
P({oo}) =1-P| U {k}
€N

+oo
=1- ZIP’[{k}], car les événements sont disjoints
k=1

La probabilité que le premier pile sorte aprés un nombre pair de lancers est :

400 +oo
P({2,4,6,---}) = kzzjllp({zk}) = kzzjl 5% = 3
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2.4 CAS OU L’UNIVERS EST INFINI NON-DENOMBRABLE

Cette situation est beaucoup plus subtile que dans les cas précédents. On ne peut plus définir
une probabilité en définissant celle des singletons (événements élémentaires) car celle-ci est nulle.
La procédure est alors la suivante :
— on détermine une algébre ! d’événements intéressants sur laquelle on définit une probabi-
lité;
— on utilise un théoréme fondamental de la théorie de la mesure, le “théoréme d’extension
de Carathéodory”, qui affirme qu’une probabilité sur une algébre s’étend de fagon unique
en une probabilité sur la tribu engendrée par l'algébre.

Ezxemple. Souvenez-vous que lorsque 'espace des états est R, on prend comme tribu celle des
boréliens (la plus petite tribu engendrée par les ouverts de R). On admettra que cette tribu est
engendrée par les intervalles de la forme | — 0o, |, x € R, et qu’une mesure de probabilité P sur
R est entiérement caractérisée par la valeur qu’elle attribue aux intervalles de cette forme.

1. Un ensemble A de parties de €2 est une algébre, si €2 € A, A est stable par complémentation et par réunions
finies. A la différence d’une tribu on ne demande pas la stabilité par réunions dénombrables.
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EXERCICES

Exercice 2.1. Combien de menus différents peut-on composer si I’on a le choix entre 5 entrées,
2 plats et 4 desserts?

Solution de l’exercice 2.1. On peut composer 5 X 2 x 4 = 40 menus différents.

Exercice 2.2. Une femme a dans sa garde-robe 6 pantalons, 5 hauts et 3 vestes. Elle choisit au
hasard un pantalon, un haut et une veste. De combien de fagons différentes peut-elle s’habiller 7

Solution de l’exercice 2.2. Elle peut s’habiller de 6 x 5 x 3 = 90 fagons différentes.

Exercice 2.3. Un questionnaire a choix multiples, autorisant une seule réponse par question,
comprend 20 questions. Pour chaque question, on propose 4 réponses possibles. De combien de
fagons peut-on répondre & ce questionnaire ?

Solution de lexercice 2.3. 11y a 4?0 facons de répondre & ce questionnaire.

Exercice 2.4. Un clavier de 9 touches (A, B, C, 1,2, 3, 4, 5 et 6) permet de composer le code
d’entrée d’un immeuble, & ’aide d’une lettre suivie d’un nombre de 3 chiffres distincts ou non.

1. Combien de codes différents peut-on former ?

2. Combien y a-t-il de codes sans le chiffre 47

3. Combien y a-t-il de codes comportant au moins une fois le chiffre 4 7
4. Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres distincts ?

5. Combien y a-t-il de codes comportant au moins deux chiffres identiques ?

Solution de l’exercice 2.4.
1. Iy a 3 x 63 codes différents.
Il y a 3 x 5% codes différents sans le chiffre 4.
Iy a3x6%—3x53 codes contenant au moins une fois le chiffre 4.

Ilya3dx6x5x4codes comportant des chiffres distincts.

ANl S

IIya3x63—3x6x5x4 codes comportant au moins deux chiffres identiques.

Exercice 2.5. Au service du personnel, on compte 12 célibataires parmi les 30 employés. On
désire faire un sondage : pour cela on choisit un échantillon de quatre personnes dans ce service.

1. Quel est le nombre d’échantillons différents possibles ?

2. Quel est le nombre d’échantillons ne contenant aucun célibataire 7

3. Quel est le nombre d’échantillons contenant au moins un célibataire ?
Solution de l’exercice 2.5.

1. Le nombre d’échantillons différents possibles est (3210).

2. Le nombre d’échantillons ne contenant aucun célibataire est (148).
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3. Le nombre d’échantillons contenant au moins un célibataire est (3f) — (148).

Exercice 2.6. Soient A et B deux événements de probabilités, P(A) = 3/4 et P(B) = 1/3.
Montrer que

1
— < <
G <P(ANB) <

Wl

Solution de ’exercice 2.6. Montrons I'inégalité de gauche. Comme conséquence de la définition
d’une probabilité, on a :

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
Or P(AU B) <1, ce qui implique P(AN B) > P(A) + P(B) — 1. Dans notre cas cela donne

PANB)>S 4L -1

et montre la premiére inégalité. Pour la deuxiéme, on utilise que A N B C B, ce qui implique

P(ANB) < P(B) =

L =

Exercice 2.7. Supposons que 23 personnes sont dans une méme salle. Quelle est la probabilité
qu’au moins deux d’entre elles aient l’anniversaire le méme jour? (On ne considérera pas les
années bissextiles.)

Solution de 'exercice 2.7. L’univers €) est formé de tous les 23-uplets de jours d’anniversaire.
On a donc = {1,---,365}23 et card(Q2) = 36523. On suppose que les dates d’anniversaire sont
distribuées “au hasard" sur I’année, de sorte que 'on munit {2 de la probabilité uniforme, notée

P. Ainsi, si A € P(Q) est un événement, P(A) = zz;ggég

On considére I’'événement A “les personnes ont toutes leur anniversaire un jour différent”. L’évé-
nement A est formé de tous les échantillons de taille 23 sans répétition, donc card(A) = A3,
et

P( A) _ A§%5
(365)23°
La probabilité qu’au moins deux personnes aient leur anniversaire le méme jour est la probabilité
de 'événement complémentaire, et est donc égale a 1 — % = 0,507... Cette probabilité est

d’environ 0,97 s’il y a 50 personnes, et d’environ 0,999 s’il y en a 100.

Exercice 2.8. Dans une course, n chevaux sont au départ. On suppose qu’ils ont tous la méme
chance de gagner. Calculer la probabilité de gagner le tiercé avec un ticket :

1. dans l'ordre,
2. dans l'ordre ou dans un ordre différent,

3. dans un ordre différent ?
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Solution de l’exercice 2.8. L’univers est ’ensemble des tiercés possibles, soit

Q:{(Za.]:k) : i7j7k€{17"' 7n}7z7é.]7]7ékak7él}

Alors, card(Q) = A2 = n(n — 1)(n — 2). On suppose que tous les tiercés ont la méme chance
de se réaliser, de sorte q)ue I’on munit Q de la probabilité uniforme, notée IP. Ainsi, pour tout

A€ P(Q), P(4) = Sy,

1. Soit A I’événement “obtenir le tiercé gagnant dans 'ordre”. Comme il existe un unique
tiercé gagnant, card(A) = 1, d’ou la probabilité cherchée est :
1

P(4) = nn—1)(n—-2)

2. Soit B I’événement “obtenir le tiercé gagnant dans l'ordre ou dans un ordre différent”.
Comme il y a 3! maniéres d’ordonner le tiercé gagnant, card(B) = 6, d’ou la probabilité

cherchée est : 6

P(B) = .
(B) nin—1)(n—2)
3. Soit C I'événement “obtenir le tiercé gagnant dans un ordre différent”. Comme il y a

3! — 1 = 5 maniéres d’ordonner le tiercé gagnant dans un ordre différent, card(C) = 5,
d’ou la probabilité cherchée est :

Exercice 2.9. Un joueur de poker regoit une main de 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Quelle
est la probabilité qu’il recoive :

1. une seule paire (deux cartes de méme hauteur) ;

2. deux paires;

3. un brelan (trois cartes de méme hauteur et pas de paire ni de carré);

4. un carré (quatre cartes de méme hauteur) ;

5. un full (une paire et un brelan) ?

Solution de lexercice 2.9. L’univers ) est I’ensemble des mains de 5 cartes possibles, c’est-a-
dire ’ensemble des combinaisons de 5 éléments pris parmi 32, de sorte que, card(€2) = (352). On
suppose que toutes les mains sont équiprobables et on munit €2 de la probabilité uniforme, notée

P. Ainsi, si A € P(£2) est un événement, P(A) = zzgggg

1. Soit A I'événement “le joueur posséde une seule paire”, calculons card(A).
- Choix de la hauteur de la paire : (?)
- Choix de la couleur (tréfle, carreau, coeur, pique) de chacune des cartes de la paire : (;L)

- Choix des hauteurs des trois autres cartes : (;)
- Choix de la couleur de chacune des trois autres cartes : 43.

Ainsi, card(A) = (?) (;1) (;)43, et
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2. Soit B I'événement “le joueur posséde deux paires”, calculons card(B).
- Choix des hauteurs des deux paires : (g)

. . 2
- Choix de la couleur de chacune des cartes de chacune des paires : (;L) .

- Choix de la hauteur de la derniére carte : ((13)
- Choix de la couleur de la derniére carte : 4.

2
Ainsi, P(B) = () ) ()4
’ 32 .
(5)
3. Soit C' I’événement “le joueur posséde un brelan”.

- Choix de la hauteur du brelan : (f)

- Choix de la couleur de chacune des cartes du brelan : (3)
- Choix de la hauteur des deux cartes restantes : (;)
- Choix de la couleur de chacune des deux cartes restantes : 42.

BIHIGES
Ainsi, P(C) = %
()
4. Soit D I’événement “le joueur posséde un carré”.
- Choix de la hauteur du carré : (51;)
- Choix de la couleur de chacune des cartes du carré : (j) =1.

- Choix de la hauteur de la carte restante : 7.
- Choix de la couleur de la carte restante : 4.

Ainsi, P(D) = 83#
(5)
5. Soit F I'événement “le joueur posséde un full”.

- Choix de la hauteur de la paire : 8.

- Choix de la couleur de la paire : (3)

- Choix de la hauteur du brelan : 7.

- Choix de la couleur du brelan : (;l)

Exercice 2.10. (D’aprés C. Bouzitat et G. Pages, En passant par hasard... Chapitre XI. Ed.
Vuibert (1999)). Au loto, le joueur doit cocher 6 numéros dans une grille en comportant 49.
Un tirage consiste a extraire, sans remise, 6 boules numérotées d’'une urne, dont les numéros
sont dits gagnants, et une 7-iéme boule fournissant le numéro dit complémentaire. Est gagnant
du premier rang, toute grille sur laquelle sont cochés les 6 numéros gagnants. Est gagnante du
2-iéme rang, toute grille sur laquelle sont cochés 5 des 6 numéros gagnants et dont le 6-iéme
numéro est le numéro complémentaire. Est gagnant du 3-iéme rang, toute grille sur laquelle sont
exactement cochés 5 des 6 numéros gagnants.

Considérons une grille validée et notons

pr = P(la grille est gagnante au k-iéme rang).
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Calculer py pour k € {1,2,3}.

Solution de l'exercice 2.10. L’univers ) est ’ensemble des combinaisons de 6 numéros choisis
parmi 49, de sorte que, card(Q)) = (469). On suppose que toutes ces combinaisons sont équipro-
bables et on munit  de la probabilité uniforme, notée P. Ainsi, si A € P(Q2) est un événement,

card(A
P(A) = cardEQg‘

Pour k € {1,2,3}, soit Ay I’événement “la grille du joueur est une grille gagnante du k-iéme
rang’.

1. Aj est formé des grilles qui correspondent exactement au tirage, donc card(A;) =1 et :
P = (4—19) ~7,15.1078.

6
2. As est formé des grilles qui contiennent 5 des 6 numéros du tirage et exactement le numéro
6
complémentaire, donc : ps = ((459) ~4,29.1077.
6
3. As est formé des grilles qui contiennent 5 des 6 numéros du tirage et un numéro autre
(que les 7 tirés), donc :

6\ (49—-7 6
p3 = (5)( 1 ) — (5)42 ~ 1,8.1075.

(5) (5)

Exercice 2.11. On considére la distribution aléatoire de r boules dans n urnes. Quelle est la
probabilité qu'une urne donnée contienne exactement k boules? (k < r)

Solution de l'exercice 2.11. L’espace des états € est I'ensemble de toutes les maniéres de
distribuer 7 boules dans n urnes. Pour la premiére boule, il y a n choix d’urnes, pour la deuxiéme
également, etc., donc :

card(Q) = n".
Comme la distribution des boules est aléatoire, on munit 2 de la probabilité uniforme, de sorte
que si A est un événement de €, on a P(A) = ﬁiﬂé; Pour tout k£ € {0,---,r}, on introduit

A I'événement “une urne donnée contient k boules”. Alorsil y a (,:) choix possibles pour ces k
boules, et comme aucune autre boule ne peut étre dans 'urne donnée, chacune a le choix entre
(n — 1) urnes. Ainsi,

card(Ay) = (;) (n—1)r*,

= () (-3 ()

On retrouve un exemple de loi binomiale.

et

Exercice 2.12. Combien I'équation x1 + z9 + x3 = 15 a-t-elle de solutions entiéres et non
négatives 7

Solution de l'exzercice 2.12. On cherche ’ensemble des suites de 3 entiers naturels de somme

15. Il y a donc (127) solutions.
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Exercice 2.13. Un homme travaille & Manhattan, dans un quartier ot les avenues sont orientées
nord-sud et les rues est-ouest. Il travaille & 7 patés de maison a 'est et 8 patés de maisons au
nord de son domicile. Pour aller & son travail chaque jour il parcourt donc la longueur de 15 patés
de maison (il ne se dirige ni vers le sud, ni vers 'ouest). On suppose qu’il existe une voie le long
de chaque paté de maisons et qu’il peut prendre n’importe lesquelles de ce schéma rectangulaire.
La figure ci-dessous illustre la situation; un exemple de trajet est représenté en ligne grasse.

bureau

maison

1. Proposer un codage permettant de décrire le trajet représenté.
2. Combien de trajets différents I’homme peut-il emprunter ?

3. L’homme prétend que le nombre de trajets est aussi le nombre de suites de 8 entiers
naturels dont la somme est 8. A-t-il raison ?

Solution de l’exercice 2.13.

1. A tout chemin possible on peut associer la succession de choix que 'on fait & chaque
intersection rencontrée. Ces choix peuvent étre codés par “E” (est) et “N” (nord), ces
deux directions étant les seules répondant aux conditions proposées. Le chemin dessiné
devient par exemple,

FENNEENNEENNENN.

Il est évident que, vice-versa, la donnée de cette suite permet de connaitre sans ambiguité
le chemin correspondant puisqu’a chaque intersection, on saura ou se diriger.

2. Les chemins ayant le point de départ et d’arrivée donnés ont tous en commun qu’il faut
aller 8 fois vers le nord et 7 fois vers 'est. Dans ce codage, on trouvera nécessairement
7 fois le “E” et 8 fois le “N”. Donc tout codage est une suite de 15 symboles composée
de 7 “E” et 8 “N” et réciproquement. Il apparait donc une bijection entre l’ensemble
des chemins et I’ensemble des suites de 15 caractéres décrites ci-dessus. L.e nombre de

solutions est alors :
15\ (15
7) \8)

3. A chaque chemin on peut associer la longueur des parcours que I’on fait vers le nord dans
chacune des avenues que l'on rencontre. Il y a 8 avenues possibles, ce qui donnera, quel
que soit le chemin, une suite de 8 entiers naturels dont la somme est 8. Par exemple, pour
le chemin dessiné, on a :

0,0,2,0,2,0,2,2.
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A partir de ce nouveau codage, on retrouve ’ancien en remplagant k& par :

N..-NE,
k fois
Le dernier nombre est uniquement remplacé par la suite de k fois “N”. Dans ’exemple
ci-dessus, on remplace 0 par “E” et 2 par “N NE” (sauf, pour le dernier 2 qui est remplacé
par “NN”) et on retrouve le chemin codé en “N” et “E”. Nous avons donc explicité une
bijection entre I’ensemble des suites de 8 entiers naturels de somme 8 et celui des chemins.

Remarque. Les questions 1 et 3 sont deux interprétations de l'expérience qui consiste
a placer 8 boules indistinguables dans 8 urnes. Dans le premier codage les parois des
urnes (sauf la premiére et la derniére) sont remplacées par des “E” et les boules par
des “N”. Dans le deuxiéme codage, pour ¢ € {1,---,8}, r; représente le nombre de
boules dans la i-iéme urne. La distribution de boules qui correspond & la séquence
“EENNEENNEENNENN” ou“0,0,2,0,2,0,2,2” est :

[ ][] ] ]

Exercice 2.14. Un étudiant s’habille trés vite le matin et prend, au hasard dans la pile

d’habits, un pantalon, un tee-shirt, une paire de chaussettes; il y a ce jour-la dans ’armoire 5

pantalons dont 2 noirs, 6 tee-shirt dont 4 noirs, 8 paires de chaussettes, dont 5 paires noires.

Combien y-a-t-il de fagons de s’habiller 7 Quelles sont les probabilités des événements suivants :
1. il est tout en noir;

2. une seule piéce est noire sur les trois.

Solution de ’exercice 2.14. Ily a 5 x 6 x 8 fagons de s’habiller.
1. Soit A I’événement “il est tout en noir”.
_2x4x5

P(A) = ——
(4) 5 X6 x8

2. Soit B I’événement “une seule piéce est noire sur les trois”.
2x(6—-4)x(8=5)+(h—-2)x4x(8=5)+(5—-2)x(6—4) x5

P(B) =
(B) 5X6x8

Exercice 2.15. On lance un dé équilibré a six faces. Calculer les probabilités d’obtenir un
nombre pair, un multiple de 3, un nombre pair et supérieur a 3.

Solution de l’exercice 2.15. La probabilité d’obtenir un nombre pair est %. La probabilité
d’obtenir un multiple de 3 est %. La probabilité d’obtenir un nombre pair et supérieur a 3 est %.

Exercice 2.16. Lors d’une loterie de Noél, 300 billets sont vendus aux enfants de I’école; 4
billets sont gagnants. J’achéte 10 billets, quelle est la probabilité pour que je gagne au moins un
lot ?

Solution de ’ezercice 2.16. La réponse est 1 moins la probabilité de ne gagner aucun lot, soit :
296
1— ( 10 )
(300) '
10
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CHAPITRE 3

CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

3.1 PROBABILITE CONDITIONNELLE

3.1.1 DEFINITION

Motivons la définition de probabilité conditionnelle sur un exemple.

Soit €2 une population partitionnée en 2 = S U S¢ ou S représente I’ensemble des individus
fumeurs. Soit F' I’ensemble des femmes, de sorte que F'U F° représente une autre partition de 2.
On suppose que 'on choisit un individu “au hasard", de sorte que I’on munit €2 de la probabilité
uniforme, notée P. Ainsi, la probabilité que 'individu choisi soit fumeur est :

_ card(S)
() = card(2)’

Si maintenant on choisit un individu avec I'information supplémentaire qu’il s’agit d’une femme,
tout se passe comme si 'univers considéré est F', et que I'on a partitionné F' (et non plus 2) en
SNF et S°NF. Ainsi la probabilité que I'individu choisi soit fumeur, étant donné I'information
que c’est une femme, est égale a :

card(SNF)  card(SNF)/card(Q)
card(F) ~ card(F)/card(Q2)

quantité encore égale, avec les notations précédentes, a

P(SNF)
P(F)

Définition. Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et B un événement tel que P(B) > 0. Pour
tout A € A, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée Pp(A), par :

_ P(ANnB)

Pp(A) = P(B) (3.1)

Lemme 3.1. Sous les hypothéses de la définition ci-dessus, l'application Pp est une probabilité
sur (Q,A), ainsi (Q,A,Pp) est un espace probabilisé.

Démonstration. 1l faut montrer que Pp satisfait aux trois axiomes caractérisant une probabilité.
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— Par hypothése, P(B) > 0. De plus, pour tout A € A,ona ANB C B,dou 0 <P(AN B) <P(B),

et donc : P(ANB
0< ( N )<1.

< p@ °

— Comme QN B = B, onalPp() =1.
— Soit (Ap)p>1 une famille dénombrable d’événements deux a deux disjoints. Alors on a
Iégalité ( U A,)NB= U (A N B). Comme les événements (A,)n>1 sont deux a deux

disjoints, 11 en est de méme pour les événements (Ap N B)p>1. Ainsi la o-additivité de P

implique P ( L;l(An N B)) = > P(A, N B), et on conclut :
nz n>1

ERE : <<n§£; ) = P = S,

n>1 n>1

O]

Remarque.
— On utilise aussi la notation P(A|B). La notation Pg(A) met en valeur le fait que Pp soit
une probabilité sur (Q2,A).
— Comme (9, A,Pp) est un espace probabilisé, Pp satisfait & toutes les propriétés de la
proposition 1.3.
— SiP(A) > 0 et P(B) > 0, on peut réécrire 1’équation (3.1) sous la forme :

P(AN B) = PA(B)P(A) = P5(A) P(B).

n
— De maniére plus générale, si (Ay)1<k<n+1 sont des événements qui satisfont a P ( N Ak> >

0, alors :
n+1

ﬂ Ap) = P(A1)Pa, (A2) Pa,nay (A3) - Paynna, (Angr).

Ezxemple 3.1. On considére deux lancers successifs d’'un méme dé. Sachant que le premier jet
donne 3, on souhaite calculer la probabilité que la somme soit strictement supérieure a 6.

Supposons que l'on ait choisi 'univers Q@ = {(¢,7) : ¢ € {1,---,6}, j € {1,---,6}}, que 'on mu-
nit de la tribu A = P(2). On est alors en situation d’équiprobabilité, et on munit Q de la

probabilité uniforme, notée P. Ainsi, pour tout événement A de A, P(A) = (C:Zijgé; = CargéA).
Soit B I’événement “le premier jet donne 3”; B ebt le sous-ensemble {(3,7) : 7 €{1,---,6}}
de A, son cardinal est égal a 6, d’'ou P(B) = 366 > 0. La probabilité P(B) étant strictement

positive, on peut conditionner par I’événement B.

Soit A I'événement “la somme des dés est strictement supérieure & 6”; A est le sous-ensemble
{(i,j) €Q:i+j>6} de A, et ANB=1{(3,4),(3,5),(3,6)}, dot : P(ANB) = & = 5. On
conclut que :

P(ANB) 1

Pp(A) = —————~ = —.
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3.1.2 FORMULE DES PROBABILITES TOTALES ET FORMULE DE BAYES

Définition. Soit I une partie finie ou dénombrable de N. Une famille (B;);c; d’événements de
Q) forme un systéme complet d’événements de §2, si

Vi#j, BinB;j=0, et | /B =Q.
i€l

Autrement dit, la famille (B;);cr est une partition de €.

Théoréme 3.2. Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
— Formule des probabilités totales. Soit (B;)icr un systéme complet d’événements de
Q, telle que pour tout i € I, P(B;) > 0, et soit A € A. Alors :

P(A) =) P(ANB;) =) Pp(A)P(B).

iel i€l

Dans le cas particulier oo I = {1,--- ,n}, on a :
P(A) =) P(ANB;) =) Pp(A)P(B).
i=1 i=1

— Formule de Bayes. Soient A € A et B € A, tels que 0 <P(A) <1 et P(B) > 0, alors :

B PA(B)B(4)
" Pa(B)P(A) + Pac(B)P(A°)

Pp(A)

Démonstration. Comme (B;);cr est une partition de 2, on a :

A=ANQ=ANn(U B;) = U(ANBy),
el il

ot les événements (AN B;)er sont deux-a-deux disjoints. Ainsi, en utilisant la o-additivité de P :
P(A) =) P(ANB;) =) Pp(A)P(B).
icl i€l
Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

_ P(ANB) _PA(B)P(A)
Ps() = 55 = 5(B)

La formule de Bayes est obtenue en appliquant la formule des probabilités totales au dénomina-
teur avec la partition {A, A°} puisque P(A) # 0 et P(A°) # 0.
O

Ezemple 3.2. Un sondage est effectué dans une société comprenant 40% de cadres et 60% d’ou-
vriers. On sait que 20% des cadres et 10% des ouvriers de cette société savent parler anglais. On
interroge une personne “au hasard". Quelle est la probabilité que ce soit :

— un cadre sachant parler anglais ?

— un ouvrier sachant parler anglais?

— une personne sachant parler anglais?

29



CHAPITRE 3. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

L’individu interrogé sait parler anglais. Quelle est la probabilité que ce soit un ouvrier ?

On prend pour univers {2 I'ensemble des employés de la société, que 'on munit de la tribu
A = P(Q). Etant donné que I’on interroge une personne “au hasard", on munit € de la probabilité
uniforme, notée P.

Soit C' I’événement “I’employé est un cadre”, O “I'employé est un ouvrier”, A “I’employé parle
anglais”. Alors, la donnée du probléme nous dit que :

4 6
= = P(O) = 5.

Comme ces deux probabilités sont strictement positives, on peut conditionner par rapport aux
événements C' et O. D’apreés la donnée nous savons que :

2 1

Po(4) = =, Po(4) = 7.

A la premiére question, on cherche P(CNA). D’aprés la définition des probabilités conditionnelles,
on a :

2 4
P(CNA)=Pc(A)PC) = 010 = 0,08.
De maniére similaire pour la deuxiéme question :
PO N A) = Po(A)P(O) = —-> — 0,06
e 1010

Etant donné que {C, O} forme une partition de ©, d’aprés la formule des probabilités totales,
on a :

P(A) =P(ANC)+P(ANO)=0,08+0,06=0,14.
Pour répondre & la derniére question, on utilise la formule de Bayes :

Po(A)P(O) 1.6 100 3

P(A) 1010 14 7

PA(O) =

Ezemple 3.3. (Paradoxe de Simpson). Cet exemple réel! montre un paradoxe surprenant qui
s’explique grice aux probabilités conditionnelles et & la formule des probabilités totales. 11 vous
convaincra de l'importance de bien comprendre ce concept pour interpréter correctement les
résultats d’études statistiques. Il provient d’une étude médicale sur le succés de deux traite-
ments contre les calculs rénaux. Le traitement A a été effectué dans les années 1972-1980, et le
traitement B dans les années 1980-1985.

La premiére table montre le succés global et le nombre de traitements pour chaque méthode.

Sucees (taux de sucees)

Traitement A Traitement B
273/350 (78%) | 289/350 (83%)

Cela semble révéler que traitement B, qui est nouveau, est plus efficace. Maintenant, en ajoutant
des données concernant la taille des calculs, la comparaison prend une autre tournure :

1. Charig CR,; Webb DR, ; Payne SR, ; Wickham OE . Comparison of treatment of renal calculi by operative
surgery, percutaneous nephrolithotomy, and extracorporeal shock wave lithotripsy. BMJ 1986 ;292 : 879-82. 3
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Résultats en fonction de la taille des calculs

petits calculs

grands calculs

Traitement A

Traitement B

Traitement A

Traitement B

(81/87) 93%

(234/270) 87%

(192/263) 73%

(55,/80) 69%

L’information au sujet de la taille des calculs a inversé les conclusions concernant Uefficacité de
chaque traitement. Le traitement A est maintenant considéré comme plus efficace dans les deux
cas. Le rebroussement de cette inégalité, qui conduit au paradoxe, se produit a cause de deux

effets concurrents :

1. la variable supplémentaire (ici la taille) a un impact significatif sur les rapports;

2. les tailles des groupes qui sont combinés quand la variable supplémentaire est ignorée
sont trés différentes. (Les groupes utilisés pour le traitement A et B ont la méme taille,
mais n’ont pas la méme répartition de petits et grands calculs).

Vérifions les calculs pour le traitement A. On choisit comme univers 2 les 350 patients de
I'échantillon, que 'on munit de la tribu P(Q2). Appelons S I'événement “le traitement est un

succes”, P I'événement “les calculs sont petits”. Alors d’aprés le premier tableau, P(S)

d’aprés le deuxiéme, P(P) = &

— 350”

onaPp(S) =&, Ppe(5) = 12

P(S) = Pp(S)P(P) + Ppe(S)P(P)

3.2 INDEPENDANCE DES EVENEMENTS

263"

P(P°) = 263,

_ 8187
87350

Soit (2, A,P) un espace probabilisé.

_ 273
= 3500 ©t

Ces deux probabilités étant strictement positives,
on peut conditionner par les événements correspondants. D’apreés le deuxiéme tableau toujours,
Utilisons la formule des probabilités totales pour calculer P(.S).

192263 _ 273
263350 350"
On retrouve bien le résultat du premier tableau. Des calculs similaires permettent de vérifier

les résultats pour le traitement B. Ainsi, ces résultats apparemment contradictoires s’expliquent
aisément grace aux probabilités conditionnelles.

Définition. Deux événements A et B de A sont dits indépendants, si

Ezemple 3.4.

P(AN B) = P(A)P(B).

1. Les événements () et © sont indépendants. En effet,

PONQ)=P0) =0, et P(O)P(Q) =0.1 =0,

d’ot, P(D0 N Q) =P(0) P(Q).
2. On jette un dé parfaitement équilibré. Soit A I’événement “obtenir 1,2 ou 37, et B 1'évé-

nement “obtenir 1,2,4 ou 5”. On choisit comme espace des états, 2 =
I’on munit de la probabilité uniforme. On a alors,

1 2

P(A)

=5 B(B) =3, P

2’
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Ainsi, comme P(A N B) = P(A)P(B), on déduit que les événements A et B sont indé-
pendants.

Remarque.
— L’indépendance n’a rien & voir avec le fait que les événements soient disjoints ou non. Dans
I’ Exemple 2 ci-dessus, les événements sont indépendants, mais non disjoints (AN B # ().
— Si A et B sont deux événements de probabilité non nulle, alors :

A et B sont indépendants < P(A) = Pp(A4) & P(B) = P4(B).

Le fait d’avoir une information supplémentaire, & savoir que B est réalisé, ne modifie pas
la probabilité de A (de méme pour B lorsqu’on sait que A est réalisé) ce qui justifie la
terminologie d’indépendance. Ces critéres ne sont cependant pas utilisés comme définition
car ils nécessitent I'hypothése supplémentaire, P(A4) > 0 et P(B) > 0.

Proposition 3.3. Si les événements A et B sont indépendants, il en est de méme des événements

A€ et B, A et B¢, A€ et B€.

Démonstration. Démontrons que A¢ et B sont indépendants si A et B le sont.

P(A°N B) =P(B) —P(AN B), d’aprés la formule des probabilités totales
P(B) (1 —P(A)), car A et B sont indépendants
P(B)P(A°), donc A€ et B sont indépendants.

En remplacant A et B par B et A¢, I'implication que l'on vient de prouver entraine que si A€
et B sont indépendants (et donc B et A indépendants), alors B¢ et A€ sont indépendants. Et

ainsi de suite pour les autres cas. ]
Définition.
— Des événements Ay, --- , A, de A sont dits mutuellement indépendants, si pour tout entier
1 < k < n et tout k-uplet d’entiers (i1, -- ,ig), tels que, 1 <i3 <--- < 4 < n,

]P)(Ail ARl Aik) = ]P)(Ah) o 'P(Aik)-

— Les événements Ay, - - - , A, sont dits deuz-a-deuz indépendants, si pour tout i € {1,--- ,n},
je{l,---,n}, telsque i # j, on a :

3.2.1 NOMBRE INFINI DE JETS DE DES

Dans cette section, nous abordons de maniére approfondie un exemple classique qui utilise la
notion d’indépendance : la description mathématique d’une expérience aléatoire répétée, dans
les mémes conditions, et de maniére indépendante, un nombre fini ou infini de fois. Afin de fixer
les idées, nous prendrons comme exemple des jets indépendants d’un dé non pipé, mais vous
pourriez aussi imaginer prendre les jets d’'une piéce de monnaie, etc.

Un jet de dé
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On choisit comme espace des états, Q; = {1,---,6} et comme tribu A; = P(;). Etant donné
que le dé est non-pipé, on munit 2; de la probabilité uniforme, notée P, de sorte que :

vie{l, 6}, Pi({i}) = é

Deux jets de dés indépendants

On choisit comme espace des états,

QQ:{<i7j)’ie{1ﬂ”'76}7j€{17"'76}}:{1"'76}2'

Pour les mémes raisons que dans le cas d'un dé, on choisit comme tribu Ay = P(Q2) et 'on
munit 29 de la probabilité uniforme, notée Py, de sorte que :

. . 1
V(i 5) € Q2, Pa(1(0,9)}) = 5
Il y a une autre maniére de voir ceci qui est la suivante : nous souhaitons modéliser I'indépen-

dance des expériences successives, par conséquent deux événements portant I'un sur la premiére
expérience, 'autre sur la deuxiéme, doivent étre indépendants.

Pour k € {1,---,6}, £ € {1,2}, on considére 1"événement E£ “le ¢-iéme jet donne k". Lorsque
{ = 1, cet événement est le sous-ensemble A}g(Qg) = {k} x Q1 de Qq, et lorsque ¢ = 2, c’est
le sous-ensemble A%(Q2) = Q1 x {k} de Q. Remarquons de plus que I'événement élémentaire
{(,7)} de Qg s’écrit :

{(6,5)} = Aj (Q2) N AH(22).

Ainsi, on souhaite que :
Py ({(i,7)}) = P2[A; ()] N AF[(Q2)] = Po[A] (Q2)[P2[AF ()]

D’autre part, comme I'événement E} ne dépend que du premier jet et EJ2 que du deuxiéme,
on peut les écrire comme des sous-ensemble de € (représentant la premiére et la deuxiéme
expérience respectivement) : E! est le sous-ensemble A}(Q1) = {i} de O et EJ2 est le sous-

ensemble A?(Ql) = {j} de Q1. Dong, il est naturel de demander que :

Po({(i,4)}) = Pa[A; (Q2) N A3(Qa)] = Pa[A] (Q2)]P2[A3 ()]
= P1[A; ()] P1[AF ()] = P1({i}) P1({j})

n jets de dés indépendants

Ceci se généralise naturellement au cas de n jets.
Q, = {17 T 76}n’ An = (‘P(Qn)v

Pour tout (i1, ,in) € O, Pul{(i1, - ,in)}] = g

Répétition infinie de jets de dés indépendants

Ceci sort du programme & proprement parlé, cependant c¢’est un exemple qui apparait souvent
sous une forme déguisée. On choisit comme espace des états Qo = {1, - ,G}N*. Attention Q.
n’est pas dénombrable, donc on ne choisit pas comme tribu P(Qx).
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La tribu As sur €4 est la tribu engendrée par les événements ne dépendant que d’un nombre

fini de jets. Soit n > 1, et pour tout k € {1,--- ,n}, soit iy, € {1,---,6}. On définit 1“événement”
E;, .. i, ‘Vissue du premier tirage est i1,---, l'issue du n-iéme tirage est 7,,”. Alors Fj;, ... ;, est
le sous-ensemble A;, .. ; () = {i1} x -+ X {in} X Q1 x Qp--- de Q, et le sous-ensemble

Ah,---,in(Qn) = {(il, cee ,Zn)} de Qn

En utilisant le théoréme d’extension de Carthéodory, on montre qu’il existe une unique proba-
bilité Py sur (2o, A), telle que :

1

Poo[Aiy o jin (S00)] = Pr[Aiy iy, ()] = Pr({ (i1, -+ ,in)})
=Pi({in}) - Pi({in}) = -

Cette probabilité s’appelle la probabilité produit sur 0o,. Vous ne devez pas connaitre les détails
de la construction, cependant I'idée a retenir est la suivante : si I'univers est {2, la probabilité
choisie sur o, permet de calculer la probabilité de tous les événements qui ne dépendent que
d’un nombre fini de jets et cette probabilité est donnée par le produit des probabilités pour
chacun des jets.

Exercice 3.1. On lance un dé a 6 faces non-truqué, indéfiniment.
1. Décrire I'univers §2,, associé & cette expérience aléatoire.

2. Pour n € N*, soit A, I’événement “on obtient 1 pour la premiére fois au n-iéme jet”.
Calculer la probabilité de ’événement A,,.

3. Pour n € N*  soit B,, '’événement “on obtient 1 aux n premiers jets, et soit B 1’événement
“on obtient toujours 1”. Calculer la probabilité de B, et B.

Solution de ’exercice 3.1.

1. L’univers o choisi est
Qoo = {1, .6} ={(in)n>1 : Yn > 1,4, € {1,--,6}}.
2. Pour tout n > 1, I’événement A,, est le sous-ensemble
{ir > 2} x -+ x {in_1 > 2} x {i,, = 1},

de €, ainsi

P(An) =P({ir > 2}) - P({in—1 > 2)P({in = 1}) = (%)"‘1 . é

Ceci est un exemple de loi géométrigue que nous reverrons plus tard. Etant donné que la
mesure produit n’est pas au programme, on ne I’écrit pas Py, et on passe sous silence sa
construction (contrairement a ce qui se fait dans le cas ou  est fini ou dénombrable!)

3. Pour tout n > 1, I’événement B,, est ’élément
{1} X"'X{l}:(17"' 71)
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de €, ainsi, .
P(Ba) =P({1})---P({1}) = .

L’événement B est I'élément {(in)p>1 : Vn > 1,4, = 1} de Q. Remarquons que B

s’écrit aussi B = 91 By,. Or les (By)n>1 forment une suite décroissante d’événements,
n>

donc d’aprés la Proposition 1.4 :

P(B)=P( N By) = lim P(B,) = lim —

n>1 n—+oo n—-+oo 67

=0.
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EXERCICES

Exercice 3.2. On choisit une famille “au hasard" parmi toutes les familles ayant deux enfants.
1. Sachant que la famille choisie a au moins un garcon, quelle est la probabilité qu’elle ait
deux garcons ?
2. Sachant que I'ainé de la famille choisie est un garcon, quelle est la probabilité que le plus
jeune soit aussi un gargon ?

Solution de ’exercice 3.2. On choisit comme univers, Q = {(G, G), (G, F),(F,G), (F,F)}, oula
premiére coordonnée (resp. la deuxiéme) donne le sexe de I’ainé (du cadet) des enfants. On munit
Q2 de la tribu A = P(2). Comme la famille est choisie au “hasard”, on munit © de la probabilité

uniforme, notée P, de sorte que pour tout événement A de A, P(A) = zz;ggé; = Carj(A).

Soit A I’événement “la famille a au moins un gargon”, B “’ainé de la famille est un gargon, C
“les deux enfants sont des gargons”. Alors, ANC =C, BNC =C, et

P(4) = P{(G,G), (G, F), (F.G)} = 5 >0,
B(B) = BI{(G,G), (G, F)}] = 5 >0,
P(C) = PI{(C,C)}] = |

En particulier les probabilités conditionnées par rapport & A ou B sont bien définies. La proba-
bilité recherchée au Point 1. est :
P(ANC P(C 4 1
pyc) - BANC) _BC)_ 4 1
P(A) P(A) 12 3

La probabilité recherchée au Point 2. est :

_PBNC) RO 2 1
PO ="5m) TEB) a2

Exercice 3.3. Un exemple d’urne de Polya. Une urne contient au départ 5 boules blanches
et 7 noires. Chaque fois que 'on tire une boule, on la réintroduit en rajoutant deux nouvelles
boules de la méme couleur que celle tirée. Quelle est la probabilité que les deux premiéres boules
tirées soient noires ? Que la deuxiéme boule tirée soit noire ?

Remarque : les urnes de Polya peuvent servir pour modéliser la propagation de maladies in-
fectieuses. En effet, chaque réalisation d’un événement augmente la probabilité des réalisations
suivantes.

Solution de 'ezercice 3.3. On choisit comme univers = {(B, B), (B, N), (N, B), (N, N)}, ou
la premiére (resp. deuxiéme) coordonnée représente 'issue du premier (resp. deuxiéme) tirage.
On munit €2 de la tribu A = P(Q2). On note P la probabilité sur (£2,A) correspondant & cette
expérience. Soit k € {1,2}, on note By (resp. Nj) I'événement “la boule tirée au k-iéme tirage
est blanche (resp. noire)”. Alors, la donnée de I’exercice nous dit que :

5 7

P(B1) =5 P(V) =15
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Comme ces deux probabilités sont strictement positives, on peut conditionner par rapport aux
événements By et Nj. D’aprés ’énoncé, nous savons que :

7 7
Pp,(B2) = 7R Pp, (N2) = 7R

5 9
]P)N1 (BQ) = ﬁa IP)N1 (N2) = ﬁ

La réponse a la premiére question est P(N; N N2) et & la deuxiéme, P(N3). Calculons ces proba-
bilités. D’apreés la définition des probabilités conditionnelles, nous savons que :

9.7 3
P(N1 N Ng) =Py, (N2)P(Ny) = —— = —.
(NN N2) =B (M) BN = 7775 = 5
De maniére analogue, nous pouvons calculer :
7.5 5
P(Bl N NQ) =Pp, (NQ)P(Bl) SEVETIETS

Comme { By, N1 } forme une partition de 2, nous déduisons de la formule des probabilités totales :

9 5 7
]P)(NQ) = P(Nl N NQ) -f—P(Bl ﬂNQ) = ﬂ + ﬂ = E

Exercice 3.4. On considére trois cartes a jouer de méme forme. Les deux faces de la premiére
carte ont été colorées en noir, les deux faces de la deuxiéme en rouge tandis que la troisiéme
porte une face noire et une face rouge. On mélange les trois cartes au fond d’un chapeau puis
une carte est tirée au hasard et placée sur la table. Si la face apparente est rouge, quelle est la
probabilité que 'autre soit noire ?

Solution de l’exercice 3.4. Chaque carte posséde deux faces, que I’on va distinguer. Choisissons
I'univers 2 = {Ry, Re, N1, N3, R3, N3}, ou par exemple I'événement élémentaire R; est réalisé
si c’est la premiére face de la carte unicolore rouge qui est apparente. On munit 2 de la tribu

A = P(Q). Etant donné que la carte est tirée “au hasard", on munit Q de la probabilité uniforme,
card(A) _ card(A)
card(Q2) — 6

On souhaite calculer la probabilité conditionnelle de ’événement R3 sachant que I’événement R
ou Ry ou Rj3 est réalisé. Soit A = R; U Ry U R3, alors P(A) = %, et la probabilité conditionnelle
P4(R3) est bien définie. D’aprés la définition de la probabilité conditionnelle, nous avons :

notée P, de sorte que pour tout événement A de A, P(A) =

. P(AﬂRg) . P(Rg) . 1/6 . 1
PAR) = "8y “B(a) 1w

Sans faire attention, on pourrait penser que cette probabilité est de 1/2, pensant qu’a partir du
moment ol le coté rouge apparait, il reste deux situations équiprobables.

Exercice 3.5. Le test de dépistage d’un certain virus n’est pas infaillible :

— 1 fois sur 100, il est positif, alors que I'individu n’est pas contaminé,

— 2 fois sur 100, il est négatif alors que l'individu est contaminé.
D’autre part, on sait que sur la population totale, la fraction de porteurs est approximativement
de 1/1000.
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1. Etant donné que le test est positif, quelle est la probabilité que 'individu ne soit pas
porteur du virus ?

2. Etant donné que son test est négatif, quelle est la probabilité quun individu soit porteur
du virus?

Solution de l'exercice 3.5. On choisit comme espace des états ’ensemble des individus de la
population. On appelle V' I'événement “I'individu est contaminé”, et T' I’événement “le test est
positif”. D’aprés la donnée de ’exercice nous connaissons les probabilités suivantes :
1 1 999
PV)=——, doa P(V)=1— — = ——.

V) ’ V) 1000 1000
Ces deux probabilités étant strictement positives, on peut conditionner par les événements V et
Ve. D’apres ’énoncé, nous savons que :

1 2

On souhaite calculer Pr(V¢) et Pre(V). Comme 0 < P(V) < 1, nous pouvons utiliser la formule
de Bayes, de sorte que :

Pye(T)P(VC)
Pr(V€) = ~ 0,91.
"V = B RV + By (TR(Y)
Un calcul similaire montre que :
Py (T°)P(V
Pre(V) v(T)P(V) ~ 0,00002.

~ Pye(T)P(VC) + Py (T9)P(V)

Exercice 3.6. Un dé a six faces n’est pas bien équilibré, un échantillonnage a permis d’obtenir
le tableau suivant.

Score 1 2 3 4 5 6 | Total
Fréquence | 0,1 | 0,2 | 0,1 | 0,4 | 0,1 | 0,1 1

On cherche & savoir si, avec ce dé, il est plus probable de faire un score d’au moins 5 lorsque le
score est pair ou lorsque le score est impair.

1. Déterminer un choix d’espace probabilisé adapté & cette expérience.

2. Calculer la probabilité conditionnelle que le score soit d’au moins 5 sachant que le score
est pair. Calculer la probabilité conditionnelle que le score soit d’au moins 5 sachant que
le score est impair. Conclure.

3. Calculer la probabilité conditionnelle que le score soit impair sachant qu’il est d’au
moins 5. Calculer la probabilité conditionnelle que le score soit pair sachant qu’il est
d’au moins 5. Interpréter.

Solution de l’exercice 3.6.
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1. On choisit comme univers Q = {1,2,3,4,5,6}, que 'on munit de la tribu A = P(2). On
associe la probabilité P naturellement définie par le tableau, de sorte que :

P[{1}] = 0,1; P[{2}] = 0,2; P[{3}] = 0,1; P[{4}] = 0,4; P[{5}] = 0,1; = P[{6}] = 0, .
Soit, A I’événement “le score est pair”’, B ’événement “le score est impair”, C' “le score est
d’au moins 5”. Alors,

P[A] = P[{2,4,6}] = B[{2}] + B[{4}] + B[{6}] = 0,2+ 0,4+ 0,1 = 0,7

P[B] =P[A°] =1-P[4] =0,3

P[C] = P[{5,6}] = 0,1+ 0,1 = 0,2.
Ces trois probabilités étant strictement positives, il est possible de conditionner par les
événements A, B ou C.

2. On cherche P4[C]. D’aprés la formule des probabilités conditionnelles :

_P[AnC] P{6}] 0,1 1
Falcl= P[A] ~ P[4 0,7 T

On cherche ensuite Pg[C]. D’aprés la formule des probabilités conditionnelles :
PBnC] P[{5}] 0,1 1

P C = = = = .

5(C] P[B] P[B] 0,3 3

Ainsi il est plus probable de faire un score d’au moins 5 si le score est impair.

3. On cherche P¢[A]. D’apreés la formule de Bayes, on a :
PelA] =

On cherche ensuite Po[B] = Po[A¢]. Comme une probabilité conditionnelle est une pro-
babilité, on a en particulier :

Po[B] = PolA] =1 - Pol4] = 5.

S’il on sait que le score est d’au moins 5, alors il est aussi probable d’obtenir un score
pair qu’un score impair.

Exercice 3.7. Soit Q = {1,2,3,4} muni de la tribu A = P(Q) et de la probabilité uniforme,
notée P. On considére les événements A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1, 3}.

— Montrer que les événements A, B, C, sont deux-ad-deux indépendants,

— Montrer que les événements A, B, C, ne sont pas mutuellement indépendants.
Ainsi I'indépendance deux-a-deux est plus faible que I'indépendance mutuelle.

Solution de Uexercice 3.7. Comme (2, A) est munit de la probabilité uniforme, on a pour tout

événement A de A, P(A) = zzlrggég = Cari(A). Ainsi,

4 2
D’autre part, AN B ={2}, BNC ={3}, AnC={1}, AnBNC = {0}. Dou :

P(4) = B(B) = B(C) = - =

1
P(AmB):IP(BmC):P(AmC):Z, et PLANBNC) =0.
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— D’aprés les calculs ci-dessus, on a :
1 1 1
P(ANB) =P(A)P(B) = T P(BNC)=P(B)P(C) = T P(ANC)=PA)PC) = T
d’ou les événements A, B, C' sont deux-a-deux indépendants.
— D’apreés les caleuls ci-dessus, P(A)P(B)P(C) = § et P(ANBNC) = 0, d’otl les événements
A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.

Exercice 3.8. Une urne contient 9 boules indiscernables, numérotée de 1 a 9. On tire une
boule “au hasard". Les événements suivants sont-ils indépendants 7

1. A : “la boule tirée porte un numéro pair”,
2. B : “le numéro tiré est multiple de 3”.
Répondre a la méme question lorsque 1'urne contient 12 boules.

Solution de l’exercice 3.8. Soit k le nombre de boules contenues dans 1'urne, avec &k = 9 ou
k = 12. On choisit comme espace des états Q = {1,2,--- ,k}, et la tribu A = P(Q). Comme
la boule est tirée “au hasard", on munit € de la probabilité uniforme, notée Py, de sorte que
pour tout événement A de A,

card(A)  card(A)

Fi(d) = card(Qy)  k

Dans le cas ot k =9, les événements A, B, AN B s’écrivent :

A=1{2,4,6,8}, B=1{3,6,9}, AN B = {6}.
Ainsi, Pg(A) = 3, Py(B) = %, Py(AN B) = . Comme Py(AN B) # Py(A) Py(B), on en déduit
que les événements A et B ne sont pas indépendants.

Dans le cas ou k = 12, les événements A, B, AN B s’écrivent :
A={2,4,6,8,10,12}, B={3,6,9,12}, AnB = {6,12},

Ainsi, Plg(A) = %, Plg(B) = %, Plg(AﬂB) = % Comme Plg(AmB) = P12(A) Plg(B), on en
déduit que les événements A et B sont indépendants.

Exercice 3.9. Soit Q = {1,2,3,4} muni de la tribu A = P(2) et de la probabilité uniforme,
notée P. On considére les événements A = {1,2}, B = {2,3}, C = {1,3}.

— Montrer que les événements A, B, C, sont deux-a-deux indépendants,

— Montrer que les événements A, B, C, ne sont pas mutuellement indépendants.
Ainsi I'indépendance deux-a-deux est plus faible que I'indépendance mutuelle.

Solution de Uezercice 3.9. Comme (2, A) est munit de la probabilité uniforme, on a pour tout

événement A de A, P(A) = zzjgé; = Cari(A). Ainsi,

P(A) =P(B) = P(C) =
D’autre part, ANB={2}, BNC ={3}, AnC={1}, AnBNC = {0}. Dou :

1
P(AmB):IP(BmC):P(AmC):Z, et PLANBNC) =0.
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— D’aprés les calculs ci-dessus, on a :

P(AN B) = P(A)P(B) = % P(BNC) = P(B)P(C) = i P(ANC) = P(A)P(C) = -

d’oul les événements A, B, C sont deux-a-deux indépendants.
— D’aprés les calculs ci-dessus, P(A)P(B)P(C) = £ et P(ANBNC) = 0, d’ott les événements
A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.
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CHAPITRE 4

VARIABLES ALEATOIRES

4.1 DEFINITION ET LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Plutot que de travailler avec des événements de A, il est
souvent plus commode d’associer une valeur numérique aux résultats d’une expérience aléatoire.
Par exemple, lors de n jets de pile ou face, il sera intéressant d’étudier le nombre de piles obtenus.
Cela motive I'introduction de la notion de variable aléatoire, qui est une application X de €2 dans
un ensemble E qui sera typiquement, N¢, Z¢ ou R? (d > 1).

Lorsque X ne prend qu'un nombre dénombrable de valeurs X (Q) = {z; : j € J}, ot J est une
partie non-vide finie ou dénombrable de N, alors X est appelée une variable aléatoire discreéte.

Remarque.

— La terminologie de variable aléatoire peut étre trompeuse, car il s’agit en fait d’une
fonction de §2 dans FE.

— Afin de pouvoir définir une probabilité de maniére cohérente, il faut supposer de plus
que pour une classe importante de parties B de E, 'ensemble {w € Q : X(w) € B}
appartient & A. Formellement, on munit £ d’une tribu €. Une wvariable aléatoire X est
alors une application de (2, A) dans (F, €) telle que :

VBeé, {weQ: X(w) e B} eA.

Une variable aléatoire X est en fait une application mesurable de (2, A) dans (E, €).
Soit B un sous-ensemble de E. Rappelez-vous les notations :

X 'YB)={weQ: X(w)eB}={X e B}

{X € B} est I'événement “X prend une valeur appartenant & B”. Attention, X ~!(B)
désigne 'image réciproque de la partie B par ’application X. Cela ne sous-entend nulle-
ment que X est bijective!

Définition. Soient (€2, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur €2, a
valeurs dans E. On définit la loi de probabilité de X, notée PX de la maniére suivante. Pour tout
sous-ensemble B de E tel que {X € B} € A :

PX(B) =P({X € BY}).
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Remarque. Reprenons le cadre plus formel, ott 'on munit £ d’une tribu €. La loi de probabilité
de X est alors une probabilité sur (£, €). C’est la transposition de la structure abstraite (£2, A, P)
sur (E,€). L’espace £ muni de la tribu € et de la probabilité PX devient un espace probabilisé
(E, &,PX).

Proposition 4.1.

— Dans le cas ou X est une variable aléatoire discrete, X () = {z; : j € J}, ot J est une
partie non-vide, finie ou dénombrable de N, alors la loi de probabilité de X est caractérisée
par la donnée :

Vi€ J, P*({a;}) = P{X = z;}).
— Dans le cas ou X(Q2) =R, la loi de probabilité de X est caractérisée par la donnée de :
V(a,b) € R%, a < b, PX([a,b]) = P{X € [a,b[}).

Ezxemple 4.1.

1. On considére deux lancers successifs d’'un méme dé, et on note S la variable aléatoire cor-
respondant & la somme des valeurs obtenues, ainsi S prend ses valeurs dans {2, 3, - ,12}.
Calculons la loi de S. Choisissons comme univers = {1,---,6}?, que I'on munit de la
tribu A = P(R), et de la probabilité uniforme, notée P. Ainsi pour tout sous-ensemble

Ade P(Q), P(A) = ZZ?SEQ; Etant donné que S prend ses valeurs dans {2,---, 12}, pour

déterminer la loi de probabilité P de S, il suffit de calculer, pour tout i € {2,---,12},

P({i}) :

P*({2}) = P({S = 2})
=P{we: Sw)=2})=P({(1,1)}) = -,
1
P({3}) =P({w e Q : S(w) =3}) =P({(1,2),(2,1)}) = I
etc.
2. Soit (£2,A,P) un espace probabilisé, et A € A un événement. Alors l'indicatrice de A,
notée I 4, est la variable aléatoire définie sur €) par :
1 siweA,
0 sinon.

Vw e Q, Ty(w) = {

Ainsi 'indicatrice de A prend ses valeurs dans {0, 1}. En probabilité, il est important de
bien savoir manipuler cette notation. En particulier 'indicatrice satisfait aux conditions
suivantes. Si A et B sont deux événements de A, alors :
Tae =1—14, Iunp =1Ialp, ITaup=1a+1p—1Iuns.
Calculons la loi de l'indicatrice de A. Etant donné qu’elle prend ses valeurs dans {0, 1},
il suffit de déterminer, pour i € {0,1}, Pl ({s}) :
Pla({1}) =PI € {1}) =P({w € Q : Ix(w)
=PH{w e : we A}) =P(4),
Pla({0}) = P(I4 € {0}) = P({w € Q : T4(w) = 0})
=PH{weQ:w¢A})=PA°) =1-P(A).

1})
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4.2 FONCTION DE REPARTITION

Définition. Soit X une variable aléatoire de loi PX & valeurs dans R (ou une partie de R). On
appelle fonction de répartition de la loi PX ou encore, par abus, fonction de répartition de X,
I'application F'x définie sur R par :

Vt € R, Fx(t) =P¥(] —o00,t]) = P(X < t).

Propriété 4.2. La fonction de répartition de la loi PX satisfait aux propriétés suivantes :

1. Fx prend ses valeurs dans [0, 1],

2. Fx est une application croissante,

3. Fx est continue a droite et admet une limite & gauche,
4

. lim Fx(t) = lim Fx(t) =1.

tilfnoo X( ) 0’ tﬁzgloo X( )

La proposition suivante nous dit qu’une fonction de répartition caractérise la loi de la variable
aléatoire.

Proposition 4.3. Toute application définie de R dans [0, 1] qui posséde les propriétés 2,3,4, est
la fonction de répartition d’une unique loi de probabilité sur R.

La fonction de répartition permet de calculer les probabilités suivantes :

Propriété 4.4. Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire sur ) de fonction
de répartition Fx, alors :

— P(X >xz)=1- Fx(x),

— Plz <X <y) = Fx(y) — Fx(2),

— P(X <xz)=Fx(z7).

Pour ce cours, qui a pour but d’introduire les chaines de Markov, nous n’avons besoin que de
variables et vecteurs aléatoires discrets, nous nous restreignons donc a ces cas.

4.3 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

4.3.1 DEFINITIONS ET EXEMPLES CLASSIQUES

Voici une liste de lois discrétes classiques.

Loi uniforme. Soit n € N* et une variable aléatoire, X : Q — {x1,--- ,x,}, ot pour tout i # 7,
x; # ;. Supposons que la loi de probabilité de X est donnée par :

Vi€ (Lo n), BN (o)) =

Alors la loi de X est appelée la loi uniforme discréte sur {xy1, -+ ,x,}.
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Ezemple 4.2. On lance une piéce équilibrée. Soit Q = {P, F'} que 'on munit de la probabilité
uniforme P. On définit la variable aléatoire X : Q — {—1,1}, par X({P}) =1, X({F}) = —1.
Ainsi, la loi de probabilité de X est :

PX((1}) = P({(X =1}) = P({P}) = 5, PX({-1})) = P({X = ~1}) = P({F}) = .

et la variable aléatoire X suite une loi uniforme sur {—1,1}.

Loi de Bernoulli. Soit 0 < p < 1 et une variable aléatoire X : 2 — {0, 1} de loi de probabilité :

PX({1}) =p, PX{0}) =1 - p.

Alors la loi de X est appelée loi de Bernoulli de paramétre p.

Ezemple 4.3. Une épreuve de Bernoulli de paramétre p est une expérience aléatoire admettant
deux issues succes/échec, telle que p est la probabilité d’obtenir un succés. Soit €2 représentant les
issues de I’expérience, P une probabilité sur € et A I’événement représentant le succés. D’aprés
la description de I'expérience, on a P(A) = p. Dans ce cas, 'indicatrice de A, I 4, suit une loi de
Bernoulli de paramétre p. En effet, [4 est a valeurs dans {0, 1} et nous avons déja vu que :

Pi({1}) =P(4), P“({0})=1-P(4).

On conclut en utilisant le fait que P(A) = p.

Par exemple, on jette un dé équilibré une fois. On appelle “succés” I’événement A “obtenir
un nombre plus grand ou égal & 2”. On choisit comme univers Q = {1,---,6}, alors P(A) =
P({2,3,4,5,6}) = 2 et 14 suit une loi de Bernoulli de paramétre 5/6.

Loi binomiale. Soit n € N*, 0 < p < 1 et une variable aléatoire X : Q@ — {0,--- ,n} de loi de
probabilité :

Vk e {0, n}, PX({k}) = (Z)pku )k,

Alors la loi de X est appelée loi binomiale de paramétres n et p.

Exemple 4.4. On appelle schéma de Bernoulli de paramétres n et p 'expérience qui consiste
a répéter n fois de maniére indépendante une épreuve de Bernoulli de paramétre p. On choi-
sit comme univers Q", que l'on munit d’une probabilité P,,. Pour i € {1,--- ,n}, on note A;
I’événement “obtenir un succes lors de la i-iéme expérience”. Soit k € {0,--- ,n}, comme les ex-
périences sont indépendantes, la probabilité d’obtenir un succés lors des k premiéres expériences
et un échec lors des n — k derniéres est :

Po(Ar 0N AR N Ajyy - NAY) = P(AL) - P(AR)P(AL L) - (A7)
=p*(L—p)" "

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de succés dans un schéma de Bernoulli, alors
X suit une loi binomiale de paramétres n et p. En effet,

PX({k}) = P,(X = k) = P,,({obtenir k succés sur les n expériences}).

46



CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES

Ilya (Z) fagons d’obtenir ces succés, et pour chacune des facons la probabilité est pk(l —p)nk.
Ainsi,

PX({k}) = (Z)ﬁ(l —pt

Par exemple, si on jette n fois une piéce de monnaie équilibrée, et on appelle X la variable
aléatoire qui compte le nombre de fois ot ’on obtient un nombre plus grand ou égal a 2, alors
X suit une loi binomiale de paramétres n et 5/6.

Loi géométrique. Soit 0 < p < 1 et une variable aléatoire X : ) — N* de loi de probabilité :

vk € N°, PX({k}) = (1 - p)*'p.
Alors la loi de X est appelée loi géométrique de parameétre p. En translatant de 1 les valeurs de
la variable aléatoire, on obtient la loi géométrique sur N.

Ezxemple 4.5. Considérons un schéma de Bernoulli ou I'expérience est répétée indéfiniment. Si
X est la variable aléatoire égale au temps passé jusqu’'au premier succés, alors X suit une loi
géométrique de paramétre p. En effet, choisissons comme univers QY et calculons la loi de
probabilité de X. Pour tout k € N*,

PY({k}) = Pe(AT N - N Af_ N Ay)
=P(A])---P(A%_,)P(Ag), par indépendance
=(1-p*'p.

Loi de Poisson. Soit 6 > 0 et une variable aléatoire X : Q — N de loi :

0

VEk e N, PX({k}) =e ok

Alors la loi de X est appelée loi de Poisson de paramétre 6.

Exemple 4.6. La loi de Poisson modélise le nombre d’autobus passés & un arrét avant un instant
T donné, et 6 représente le nombre moyen d’arrivées dans cet intervalle.

EXERCICES

Exercice 4.1. Pour chacune des lois ci-dessus, montrer que la somme des probabilités des
événements élémentaires vaut 1.

Exercice 4.2. Soit Q = {w1,ws,ws,ws,ws} un espace fini a 5 éléments, de probabilités res-
pectives 1/4, 1/4, 1/6, 1/6, 1/6. On note X la variable aléatoire définie par :
X(wl) :X(WQ) :O, X(w;g) :X(w4) = 1, X(W5) = 2.

Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
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Solution de exercice 4.2. La variable aléatoire X est a valeurs dans {0,1,2}. Sa loi de proba-
bilité P¥X est caractérisée par :

P [{0}] = P{X = 0}] = P[{w,wa}] = P[{w1}] + P{wa}] = % i _1
PX[{1}] = P{X = 1}] = P[{ws,ws}] = é n é _ %

PX[{2)] = BI{X = 2}] = Pl{us)] = ;.

Exercice 4.3. Une urne contient n boules numérotées de 1 4 n, n > 3. On tire 3 boules d’un
seul coup. Soit X la variable aléatoire égale a 1 si on a tiré la boule no 1, égale a 0 dans le cas
contraire. Donner la loi de la variable aléatoire X.

Solution de ’exercice 4.3. On choisit comme univers €2, ’ensemble des tirages possibles. Il s’agit
d’un tirage non ordonné, sans remise de 3 boules parmi n, ainsi card({2) = (g) Etant donné que
Q est de cardinal fini, on le munit de la tribu A des parties de 2. Comme le tirage s’effectue “au
hasard", on munit (2, A) de la probabilité uniforme, notée P.

Soit A I’événement “on a tiré la boule numéro 1”. Il y a 1 maniére de choisir la boule numéro 1 dans
un tirage non ordonné, puis (";1) maniéres de choisir les 2 autres boules. Ainsi, card(A) = (";1),

et

Ccard(4) (") (n—1)(n-2)3.2 3
PlA] = card(Q)) (’z) T an—1)n-22 n

Remarquons que I'événement {X = 1} = A. Ainsi, la loi de la variable aléatoire X est donnée
par :

P¥[{1}] = P{X =1}] = P[4] = % PY[{0}] =1-P¥[{1}] =

n—3
—

Remarque. Si I'énoncé disait que les boules étaient tirées successivement, il aurait été naturel
de choisir le tirage comme étant ordonné. Dans ce cas, card(2) = n(n — 1)(n — 2). On au-
rait muni 2 de la probabilité uniforme et on aurait considéré le méme événement A. Alors,
card(A) = 3(n — 1)(n — 2), de sorte que P[A] = 3.

n

Exercice 4.4. On lance deux dés équilibrés. On note X le plus grand des numéros obtenus.
Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

Solution de l’ezercice 4.4. On choisit comme espace des états Q = {1,---,6}2. Comme § est

discret, on le munit de la tribu A des parties de Q. Etant donné que les dés sont équilibrés, on
munit © de la probabilité uniforme, notée P, de sorte que pour tout A € A, P[A] = iiﬁgég =
card(A)

36 -
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La variable aléatoire X prend ses valeurs dans {1,---,6}. La loi de X est donnée par :

PY[{1}] = PI(X = 1)) = P{(L DY) = 55,

PY[{2}] = P{X = 2}] = P[{(1,2);(2,1);(2,2)}] = %

PX[{3}] = BI{X = 3}] = P{(L,3): (3, 1); (2,3): (3.2); (3,3)}] = —

36’
PX[{4}] = BI{X = 4] = BI{(1,4); (4, 1); (2. 4); (4,2); (3,4)5 (4,3); (4,9)] = o1
P[5} = o
2GIEES

Exercice 4.5. Une urne contient /Ny boules blanches et NV,, boules noires. Posons N = N+ N,,.
On tire r boules avec remise dans 'urne. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches tirées. Déterminer la loi de la variable aléatoire X. Reconnaitre la loi de X.

Solution de l’exercice 4.5. On choisit comme univers 2 'ensemble des tirages possibles. 1l s’agit
d’un tirage ordonné avec remise de r boules parmi NV, ainsi card(2) = N". Etant donné que
est de cardinal fini, on le munit de la tribu A = P(2). Comme le tirage s’effectue au hasard, on

munit (2, A) de la probabilité uniforme, notée P, de sorte que pour tout A € A, P(A) = EZEE’S;
Pour k € {0,...,r}, on définit ’événement A “on a tiré exactement k boules blanches. D’aprés
exemple 4.4, nous savons que card(Ay) = () NFNIF, et que :
_ k —k
by - WNENIE ) ()
N7 k N N '
Remarquons que la variable aléatoire X est a valeurs dans {0,...,r}, et que pour tout k €
{0,...,7r}, Pévénement {X = k} = Aj. Ainsi, la loi de la variable aléatoire X est donnée, pour

tout k € {0,--- ,r}, par :

P[] =PI = 1) =Pl = () () k (%)k .

La variable aléatoire X suite une loi binomiale de paramétres r et %

Exercice 4.6. On lance un dé a 6 faces non truqué, indéfiniment. Soit X la variable aléatoire
égale au temps passé jusqu’a ce que le premier 1 soit obtenu. Déterminer la loi de la variable
aléatoire X. Reconnaitre la loi de X.

Solution de l’exercice 4.6. On choisit comme univers Q = {1,...,6}"". Souvenez-vous que 1’on
ne munit pas Q de la tribu P(Q) et que, exceptionnellement, on passe sous silence le choix de
la tribu. Soit n > 1 et soit (i1,...,4,) € {1,...,6}", notons B;, ... ;, I'événement ‘I'issue du
premier tirage est 71, ..., l'issue du n-iéme tirage est i,,”. Le dé étant non truqué et les jets étant
indépendants, on munit ) de la probabilité P, telle que :

1

P[Bi,... i,] = P[By]...P[B;,] = o
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Pour n > 1, définissons I’événement A, “on obtient pile pour la premiére fois au n-iéme jet”.
D’aprés ’Exercice 3.1, nous savons que :

= (5)"

Remarquons que la variable aléatoire X est & valeurs dans N*, et que pour tout n > 1, ’'événe-
ment {X =n} = A,. Ainsi, pour tout n > 1:

1 /5\n—1
PX[{n}] = PI{X = n}] = Pl4,] = £ (2)

On reconnait que la variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre %.

4.3.2 FONCTION DE REPARTITION

Dans le cas des variables aléatoires discrétes, la fonction de répartition vérifie les propriétés
suivantes.

Propriété 4.5. Soit (2, A,P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire discréte
réelle définie sur Q. Alors la fonction de répartition Fx de la loi PX, vérifie :

1. Fx(z) = > PY({y});

{yeX(Q):y<z}
2. stz ety sont deux points consécutifs de X (), alors Fx est constante sur [z,y];

3. la hauteur du saut en v € X(X2) est donnée par P~ ({z}).

Exercice 4.7. Calculer la fonction de répartition de :
1. la loi uniforme sur {1,--- ,n},
2. la loi de Bernoulli de paramétre p,
3. la loi binomiale de paramétres 4 et %,

4. la loi géométrique de paramétre p.

Solution de 'exercice 4.7.

1. Si X suit une loi uniforme sur {1,---,n}, alors pour tout k € {1,--- ,n}, PX({k}) = L.
Ainsi,
0 siy<l1
Fx(y)=<q% siyelkk+1,ke{l,-- ,n—1}
1 siy>n.
2. Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, alors PX({1}) = p, et PX({0}) = 1 — p.
Ainsi,
0 siy<0
Fx(y)=q1-p siyel0,1]
1 siy > 1.
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3. Si X suit une loi binomiale de paramétres 4 et %, alors pour tout k € {0,---,4},

()6 0~ O

D’ou,
PY((0)) = 1, BX({1) = - BX((2)) = = BN ((3)) = = PY({4)) = o
Ainsi,
(0 siy <0
& siye0,1]
)& siye[n2]
PO Gy eps
2 siye[3,4]
1 siy>4

4. Si X suit une loi géométrique de paramétre p, alors pour tout k € N*, PX ({k}) = (1 — p)*!p.
Ainsi,
0 siy <1

Fx(y) =4 & .
xw) Y(l=p)lp=1-(1-pF siyelkk+1] keN
=1

4.3.3 ESPERANCE

Soit (2, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte définie sur €.

L’espérance de la variable aléatoire X représente sa moyenne pondérée par la probabilité de
chacune des issues. Lors d’un jeu de hasard par exemple, elle permet de déterminer si le jeu est
équitable ou non.

Définition.
— La variable aléatoire discréte X est dite intégrable, si la série de terme général |z;|p;
converge.
— Si X est une variable aléatoire discréte intégrable, on définit son espérance, notée E(X),
par :
Z% ({z5})-
jed
Remarque.

— Lorsque 'univers € est fini, toute variable aléatoire définie sur {2 est intégrable.
— Si X n’est pas intégrable, elle n’admet pas d’espérance.

L’espérance satisfait aux propriétés suivantes.
Propriété 4.6.

1. Une variable aléatoire discréte X est intégrable si et seulement si |X| est intégrable.
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2. Si la variable aléatoire X est bornée, alors elle est intégrable.

3. (Linéarité). Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes intégrables, et si a, b sont
deuzx constantes réelles, alors aX + bY est intégrable et on a :

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

4. (Monotonie). Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes intégrables telles que
X <Y, alors E(X) < E(Y). En particulier si X est intégrable, alors |E(X)| < E(|X]).

5. Si X est une variable aléatoire constante, X = a, alors X est intégrable et E(X) = a.

6. (Théoréme de transfert). St X est une variable aléatoire discréte et si f est une application
définie sur X (Q) telle que la série de terme général | f(z;)|PX ({x;}) converge, alors f(X)
est une variable aléatoire discréte intégrable et

E(f(X)) = > fla)PX({z;}).

jed

Définition. Soit X une variable aléatoire discréte intégrable. Si X est d’espérance nulle, on dit
que X est centrée.

EXERCICES

Exercice 4.8. Soit X une variable aléatoire discréte intégrable. Montrer que la variable
aléatoire X — E(X) est centrée.

Solution de Uexercice 4.8. Si X est intégrable, alors par la propriété de linéarité de I'espérance,
X — E(X) est intégrable et,

E(X — E(X)) = E(X) — E(X) =0,

d’ott on déduit que la variable aléatoire X — E(X) est centrée.

Exercice 4.9. Calculer, si elle existe, I’'espérance des variables aléatoires ayant pour loi :
1. loi uniforme sur {1,--- ,n},

2. loi de Bernoulli de parameétre p. Soit A € A un événement de €2, déduire que
E(I4) =P(A).

3. loi binomiale de paramétres n et p,
4. loi géométrique de paramétre p, 0 < p < 1,

5. loi de Poisson de paramétre 6 > 0.

Solution de l’exercice 4.9.
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1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {1,--- ,n}. Comme X ne prend
qu’un nombre fini de valeurs, alors X est intégrable et admet donc une espérance. Par
définition :

Zn:/-cl n+1)_n+1
n 2
k=1

2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Comme X ne
prend qu’'un nombre fini de valeurs, alors X est intégrable et admet donc une espérance.
Par définition :

E(X)=1p+0.(1-p) =p.

Soit A une événement de 2, alors l'indicatrice de A, I4, suit une loi de Bernoulli de
paramétre P(A), ainsi [4 admet une espérance et

E(Ly) = P(A).

3. Soit X une variable aléatoire suivant un loi binomiale de paramétres n et p. Comme X ne
prend qu'un nombre fini de valeurs, alors X est intégrable et admet donc une espérance.
Nous allons calculer 'espérance de X de deux maniéres. Par définition de I’espérance,

= Z k (Z)pk(l -p)" = k!(:i!k)!pk(l -p""
k=1

(n—1)n _
_Z n—l)— G

n—1

1\ . .
= g n(n _ >p7+1(1 —p)" 771 (avec le changement d’indice j = k — 1)
- J
J=0

n—1
=np)_ (n ; 1>pj(1 —p)"
§=0

=np(p+1—p)" P =np, (en utilisant la formule du binéme de Newton).

n

D’autre part, la variable aléatoire X a méme loi que ) Xy, ot les (Xj)1<k<n sont des
k=1

variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de paramétre p. Ainsi, en utilisant la

linéarité de 'espérance et le Point 2, nous obtenons :

=E (ZXk> = E(Xp) =) p=np.
k=1 k=1

k=1

4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre p. Pour montrer
que X est intégrable, nous devons prouver que la série de terme général |k| PX ({k}) = kp(1 — p)
est convergente. Soit € R, considérons la série de terme général 2¥. On reconnait la série
géométrique, qui est absolument convergente pour tout x tel que |z| < 1, et vaut alors,
o(x) = ﬁ Par un théoréme du cours, la série est infiniment dérivable sur l'intérieur

k-1
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de son intervalle de convergence et les dérivées successives sont données par les dérivées
successives terme a terme. En particulier, pour tout z tel que |z| < 1,

/ _ 1 _+ook k—1
¢(I)_(1_$)2_kzl T .

Comme 0 < p < 1, on en déduit que la série de terme général p[k(1 — p)¥~!] est absolu-
ment convergente et qu’elle vaut p}%. Ainsi, si X suit une loi géométrique de paramétre p,
X admet une espérance et

. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre . Afin de montrer .
que X est intégrable, nous devons prouver que la série de terme général |k| PX ({k}) = k 6_9%

est convergente. Or pour tout k& > 1, ke*(’)% = 6*90%

e~ %0 pres, le développement en série de e?. Ainsi, si X suit une loi de Poisson de paramétre
f, X admet une espérance, et

. On reconnait, a la constante

E(X) = 0e %% = 0.

4.3.4 VARIANCE, MOMENTS D’ORDRES SUPERIEURS

Soient (2, A,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte définie sur €.

Définition. La variable aléatoire X et dite de carré intégrable, si X2 admet une espérance. La
quantité E(X?) est alors bien définie et est appelée moment d’ordre 2 de X.

Remarque.

1. Grace au théoréme de transfert, la variable aléatoire X est de carré intégrable si et

. L. ., 2 X
seulement si la série de terme général z7 P ({z;}) converge.

2. Si la variable aléatoire X est de carré intégrable, alors elle est intégrable.

En effet, supposons que la variable aléatoire X prenne les valeurs {x; : ¢ € N}. Fixons
n € N*, et notons I,, I’ensemble des entiers compris entre 0 et n. Alors,

ol PXmh) = > Jwl P @)+ Y [l PY({x))

i€ln {i€ly:|z;|<1} {i€ly:|x;|>1}
< > UPY({wh+ Y #iPY({w))
{i€ln:|x;|<1} {i€l,:|x;|>1}
<14 afPY({zi}).
i€,

On conclut en utilisant le critére de comparaison des séries & termes positifs.

3. Soit A € R. Si la variable aléatoire X est de carré intégrable, il en est de méme pour les

variables aléatoires (X + A) et (| X|+ A).

Propriété 4.7. Si X est une variable aléatoire discréte de carré intégrable, alors :

E(1X])* < E(X?).
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Démonstration. Soit A € R. Si la variable aléatoire X est de carré intégrable, alors il en est de
méme pour | X |+ A et nous posons : f(A) = E[(]X|+\)?] En utilisant la linéarité de I'espérance,

FO) =E(X?) + 2XE(|1X|) + A%

Ainsi, f est un polynéme de degré 2, positif ou nul. Son discriminant est donc négatif ou nul, ce
qui implique le résultat. O

Définition. Si X est une variable aléatoire discréte de carré intégrable, on définit sa variance,
notée Var(X), par :
Var(X) = E[(X — E(X))?.
L’ écart-type, noté o(X), est défini par o(X) = /Var(X).
Remarque.
— La variance de X mesure la facon dont X s’écarte de sa moyenne E(X).
— L’écart-type s’utilise surtout en statistique. Remarquer que si la variable aléatoire X a

une unité, alors ’écart-type a la méme unité, tandis que la variance a l'unité au carré,
d’ou 'intérét dans la pratique de travailler avec I’écart-type.

Propriété 4.8. Soit X une variable aléatoire discréte de carré intégrable, alors :
1. Var(X) >0,

Va e R, Var(X + a) = Var(X),

Va € R, Var(aX) = a? Var(X),

Var(X) = E(X?) - E(X)?,

Var(X) =0 & Vje J tel que PX({z;}) >0, z; = E[X].

AR NS

Démonstration.
1. Découle de la propriété de monotonie de 'espérance et du fait que (X — E(X))% > 0.
2. 3. et 4. En utilisant la définition de la variance et la linéarité de ’espérance, on a :

Var(X +a) = E[(X +a - E(X 4 a))?] = E[(X — E(X))?] = Var(X)
Var(aX) = E[(aX — E(aX))?] = E[a*(X — E(X))?] = a® Var(X)
Var(X) = E[(X ( ))?] = E[X? — 2E(X) X + E(X)?]
=E(X?) - 2E(X)? +E(X)? = E(X?) - E(X)2

5. D’aprés le théoréme de transfert,

Var(X) =) (z; — E(X))* P¥ ({2;}).

jeJ

C’est une somme de termes positifs. Ainsi, cette somme est nulle si et seulement si chacun
de ses termes l'est, c’est-a-dire si et seulement si,

Vj € J, tel que P*({x;}) >0, 2; = E(X).
O

Définition. Soit X une variable aléatoire discréte de carré intégrable. Si X est de variance égale
a 1, on dit que X est réduite.
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Définition. Soit X une variable aléatoire discréte, et soit n € N*. Si X™ est intégrable, la
quantité E(X™) est bien définie et on 'appelle moment d’ordre n de la variable aléatoire X.

Remarque. D’aprés le théoréme de transfert, la variable aléatoire X™ est intégrable si et seule-

ment si la série de terme général |z;|" PX ({z;}) converge.

EXERCICES

Exercice 4.10. Soit X une variable aléatoire discréte de carré intégrable et de variance non

nulle. Montrer que la variable aléatoire =5~ est réduite, et que la variable aléatoire X-EX) ogt
o(X) o(X)

centrée réduite.

Solution de [l'exercice 4.10.  Utilisant les propriétés de la variance et de l’espérance, nous
déduisons que :

Var <gf§(>> = oo v =1
X —-E(X
Var ( a(X(> )) -V <a<X>) B
5 (S ) = B B =0

Exercice 4.11. Calculer, si elle existe, la variance de chacune des lois discrétes classiques.

Solution de ’exercice 4.11. Pour les Points 1, 2, 3, comme X ne prend qu’un nombre fini de
valeurs, elle est de carré intégrable et admet donc une variance.

1. Calculons d’abord E(X?) en utilisant le théoréme de transfert.

E(X?) = ikzi _ Tlln(TH- 1)6(2n+ 1)  (n+ 1)é2n+ 1)7
k=1

d’ou

Var(X) = E(X?) — E(X)?
(n+1)(2n+1) (n+1)?

6 4
(n+1)(n—1) nz—l‘

2 6 12

2. Dans ce cas, E(X?) = p, d'ott Var(X) = E(X?) — E(X)? = p(1 — p).
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3. Calculons d’abord E[X (X — 1)] en utilisant le théoréme de transfert.

n

EX(X —1)] = k(k—1) <Z)pk(1 o

k=2
= n n—2 e
"2 PR

2
=n(n—1) <n] >p7+2( p)" 772, (en posant, j = k — 2)
2

— (- 1Y <” j‘ 2>pj(1 e

0
=n(n—1)p*(p+1—-p)" 2 =n(n—-1)p?,  (binéme de Newton).

Ainsi,
Var(X) = E(X?) — E(X)?
=E[X(X - 1)]+EX) - E(X)?
n(n — 1)p* + np — n*p?* = np(1 — p).

4. Soit X suivant une loi géométrique de paramétre p. Afin de montrer que X est de carré
intégrable, il suffit de montrer que X (X — 1) est intégrable. Ainsi, d’aprés le théoréme de
transfert, nous devons prouver que la série de terme général

[k(k = DPAX = k}) = k(k = Dp(1 — p)*~" = p(1 = p)[k(k — 1)(1 — p)*~2),

est convergente. En utilisant ce que nous avons fait pour le calcul de I'espérance, nous
savons que pour tout z, |z| <1 :

¢"(x) =

A ap Zk — 1)z

On en déduit que la série de terme général p(1 — p)[k(k — 1)(1 — p)*~2] est absolument
2p(1-p)

convergente, et vaut 2 p
admet une espérance et

. Ainsi, si X suit une loi géométrique de parameétre p, X (X —1)

E[X(x - 1)) = 2L-P)
p
d’ou :
Var(X) = E[X (X — 1)] + E(X) — E(X)? = 2(1]);1’) N ; _ p12 _1-»

5. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre 6. Afin de montrer
que X est de carré intégrable, il suffit de montrer que X (X — 1) est intégrable. Ainsi,
d’aprés le théoréme de transfert, nous devons montrer que la série de terme général,

k(k—1)P{X =k}) = k(k — 1)69‘2:,
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est convergente. Or, pour tout k > 2, k(k — 1)6_6% = 926_9%. On reconnait, a la

constante #%e~% prés, le développement en série de e?. Ainsi, si X suit une loi de Poisson
de parameétre 6, X (X — 1) admet une espérance et

E[X (X —1)] = 0% %% = ¢,

d’ott
Var(X) =E[X(X — 1)+ E(X) —E(X)2=6%+60 — 6> = 0.

4.3.5 INEGALITE DE MARKOV ET DE BIENAYME TCHEBYCHEV

Voici deux inégalités classiques.

Proposition 4.9 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire admettant un moment
d’ordre n > 1. Alors,
E[| X"
Va>0, P(|X|>a)< M
an

Démonstration. Une maniére courte d’écrire cette preuve est d’utiliser une variable aléatoire
indicatrice. Remarquer que l'on peut écrire la fonction constante égale a 1 sur € de la maniére
suivante : pour tout w € €2, pour tout réel a > 0,

Hw) = Iix|za) (W) + L x|<a} (W)

Ainsi, pour tout w € §2, pour tout a > 0, on a :

[ X (@)[" = [X (W) x>0} (@) + [ X ()" x)<a} (W)
> [ X ()" x |20 (W), car [X(w)]"Lfx|<aj(w) =0
> a"lf|x|>q}(w), car a est positif.
Autrement dit, on a l'inégalité |X|" > a"ljx|>4)- On conclut en utilisant la monotonie de

I’espérance :

E[|X["] > E[a"I{|x|>q}] = a"P[| X| > a].
]

Proposition 4.10 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une variable aléatoire discrete
de carré intégrable. Alors,

< Var(X).

- 2

Va >0, P[|X —E(X)|>d -

Démonstration. L’inégalité de Bienaymé-Tchébychev est une conséquence de 'inégalité de Mar-
kov. La variable aléatoire X étant de carré intégrable, il en est de méme pour la variable aléatoire
X —E(X). On applique 'inégalité de Markov avec la variable aléatoire Y = X —E(X), et n = 2.
Pour tout a > 0,

E[[Y]’]
a?

P(Y]>a) <

E[(X ~E(X))] _ Var(X)

& P(X -EX)| > a) < s

a? a
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4.4 VECTEURS ALEATOIRES DISCRETS

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et soient X, Y deux variables aléatoires définies sur 2. Alors
la loi de probabilité de X et Y encode toute 'information pour chacune des variables aléatoires,
par contre, elle n’encode aucune information sur les propriétés relativement I’une a 'autre. Une
facon de résoudre ce probléme est de considérer X et Y non pas comme deux variables aléatoires,
mais comme les composantes d’'un vecteur aléatoire (X,Y’) prenant ses valeurs dans R2.

4.4.1 DEFINITION ET LOIS DES VECTEURS ALEATOIRES

Soit (2, A,P) un espace probabilisé.

Définition. Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur ). Le couple aléatoire Z = (X,Y")
est dit discret si chacune des variables aléatoires X et Y est discréte. Plus généralement, soient
X1, -, X, des variables aléatoires définies sur 2. Le vecteur aléatoire X = (X1, -+, X,,) est
dit discret, si chacune des variables aléatoires X1, -, X, 'est.

Notations. Pour un couple de variable aléatoire (X,Y’), on note :
E=X(Q), F=Y(Q).
Pour un vecteur aléatoire X = (Xy,---,X,,), on note :
Vie{l,---,n}, E;=X;(Q).
Le vecteur X = (X1, -+, X,,) est donc un vecteur aléatoire défini sur 2, a valeurs dans ’ensemble
discret By X --- X E,,.

Proposition 4.11 (Définitions).
1. Loi des vecteurs aléatoires
— Si Z = (X,Y) est un couple aléatoire discret défini sur Q, alors la loi de probabilité
de Z est caractérisée par la donnée des nombres

P”({(2,9)})) @yyemxp, définis par ¥(z,y) € Ex F :
PZ({(z,9)}) =P({Z = (z,9)}) =PU{X =z} n{Y =y})
=P{we: X(w)=zetY(w)=y}).
— SiX = (X1, -, X,) est un vecteur aléatoire discret défini sur . Alors la loi de proba-

bilité de X est caractérisée par la donnée des nombres (PX({(x1, -+, 2n)})) (21, on)e Brxerox B
définis par :
V(zy, -+ ,xn) €EEL X -+ X Ep,
PX({(z1,-+,20)}) = P{ X1 =21} N+ N {Xy = 2}).
2. Lois marginales d’un couple aléatoire. Connaissant la loi du couple aléatoire Z = (X,Y),

on retrouve la loi des variables aléatoires X et'Y, dites lois marginales de Z, grice auz
formules suivantes :

Vo € B,P¥({z}) = P{X = 2}) = D_P?({(z,9)}) = D _P{X =2} n{Y =y}),

yeFr yeF
vy e F,PY ({y}) = PHY = y}) = Y P/({(z,9)}) = Y_PUX =z} n{Y =y}).
zeE ek
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3. Loi conditionnelle. Soit x € E tel que P({X = x}) > 0. La loi conditionnelle de Y sachant
que X prend la valeur x, est caractérisée par la donnée des nombres :

P{Y =y} n{X =a}) _P({(z.9)})
P{X =x}) PX({z})

Vy € F, Pix—y({Y =9}) =

Remarque.
— La loi du vecteur aléatoire Z permet de connaitre la loi des variables aléatoires X et Y,
mais la réciproque est fausse! La connaissance de chacune des lois X et Y n’entraine pas
la connaissance de la loi du couple. Voir ’exemple ci-dessous.

— Comme conséquence du Point 3. on sait que si z € F et y € F sont tels que P({X =
xz}) > 0et P{Y =y}) > 0, alors :

P?({(z,9)}) = Pix=)({Y = yhPH{X = 2}) = Py} ({X = 2})P({Y = ¢}).

Ainsi, dans ce cas, la connaissance de la loi de Z est équivalente & la connaissance de
celle de X et de la loi conditionnelle de Y sachant X, ou encore est équivalente & la
connaissance de la loi Y et de la loi conditionnelle de X sachant Y.

Ezemple 4.7. Soit Z = (X,Y’) un couple aléatoire a valeurs dans

{<_17 _1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (17 1)}7
respectivement avec les probabilités %— D, D, D, %— p,oul<p< % Calculons les lois marginales

du couple aléatoire Z et la loi conditionnelle de Y sachant {X = 1}. Remarquons que X et YV
sont a valeurs dans {—1,1}. De la Proposition 4.11, nous déduisons :

P(X=1)=P(Z= (1) +BZ=(1,-1)=; —p+p=

2 2
P(X = 1) =PB(Z=(-1,1) + B(Z = (-1,-1)) =p+ 5 ~p=
(Y =1)=B(Z = (L) +B(Z = (-L1) = ~ptp=1
B(Y = 1) =B(Z = (1,-1)) + B(Z = (-1,-1)) =p+ 5 ~p =3,

donc X et Y suivent une loi uniforme sur {—1, 1}. D’aprés la Proposition 4.11, comme P(X = 1)
la loi conditionnelle est bien définie et est donnée par :

P({Y =1} n{X = 1})

Pix—py(Y =1) = et
CP(Z=(,1) L-p
- P(X=1) 2% =1-2p.
Pix_pn(Y=-1)= PHY :P—()l(}j i)X =1})
CP(Z=(1,-1) p
T R(x=1) I 2p.
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4.4.2 ESPERANCE, COVARIANCE, MATRICE DE COVARIANCE

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires et vecteurs aléatoires que 'on
considére sont définis sur €.

Proposition 4.12.
— (Théoreéme de transfert pour les couples). Si Z = (X,Y) est un couple aléatoire discret et

que f est une application réelle définie sur ExF, telle que la série Y. |f(x,9)|P?({(z,y)})
(z,y)EEXF

converge, alors f(X,Y) est intégrable et :

EfLY) = Y flayP (=)

(z,y)eEXF

— (Théoréme de transfert pour les vecteurs). St X = (Xy,---, X,,) est un vecteur aléatoire
discret et que f est une application réelle définie sur Eq X --- X E,, telle que la série

Z |f(331, 7xn)’]P)X({(x17"‘ 71"71)})

(z1, yxn)EEL XX Ep,

converge, alors f(x1,--- ,xy,) est intégrable et :

E(f(Xla aXn)) = Z f(mla"' vwn)PX({(xlﬂ“' ,$n)})

(z1, ,zn)EE1 XX Enp

Remarque. Avec le théoréme de transfert pour les couples, nous avons les outils nécessaires pour
démontrer la propriété de linéarité de 'espérance.

Ezemple 4.8. Vérifions sur 'exemple que E(X +Y) = E(X) + E(Y). D’aprés le théoréme de
transfert :

EX+Y)=01+D)P(Z=(1,1)+(1-DP(Z=(1,-1))+
+(-1+1)P(Z=(-1,1))+ (-1 -1)P(Z = (-1,-1))

D’autre part, nous avons montré que X et Y suivent une loi uniforme sur {—1,1}, donc :

1 1

d'oit E(X) + E(Y) = 0.

Proposition 4.13 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soient X, Y deuzr variables aléatoires dis-
cretes. St X et Y sont de carré intégrable, alors XY est intégrable, et :

[E(XY)| < E(X?)2E(Y?)z.

Démonstration. L’idée de la preuve est la méme que pour montrer qu'une variable aléatoire de
carré intégrable est intégrable. O
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Définition. Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes de carré intégrable, alors on définit
la covariance de X et'Y, notée Cov(X,Y), par :

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

Ezxemple 4.9. Calculons la covariance des variables aléatoires X et Y de I'’exemple. Nous avons
déja calculé E(X) = E(Y) = 0. D’aprés le théoréme de transfert, nous savons que :

EXY)=11P(Z=(1,1)+1(-1)P(Z=(1,-1))+ (-1)(1)P(Z = (-1,1)) + (-1)(-1)P(Z = (—1,-1))
—2(1—p> —2p=1—A4p.

Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) = 1 — 4p.

Ainsi,

Propriété 4.14. Soient X, Y deuz variables aléatoires discrétes, de carré intégrable.
1. Cov(X,X) = Var(X) et Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

2. Sia, b, c, d, sont des constantes réelles, alors :
Cov(aX 4+ b,cY +d) = acCov(X,Y).
8. La variance et la covariance sont reliées par l’égalité :
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
4. La covariance vérifie l’inégalité :
| Cov(X,Y)| < o(X)a(Y).

Démonstration.

2. Par définition de la covariance, et en utilisant la linéarité de ’espérance,

Cov(aX +b,cY +d) =E[(aX +b)(cY + d)] — E[aX + b|E[cY + d]

= acE(XY) 4+ bcE(Y) 4+ adE(X) + bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y') — bd

= ac[E(XY) —E(X)E(Y)] = acCov(X,Y).
La covariance est une forme bilinéaire symétrique semi-définie positive sur les variables
aléatoires de carré intégrable.

3. Par définition de la variance, et en utilisant la linéarité de ’espérance,

Var(X +Y) =E[(X +Y)?] - [E(X +Y))?

E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — [E(X)? 4+ 2E(X)E(Y) + E(Y)?]
E(X?) — E(X)? + E(Y?) - E(Y)? + 2[E(XY) — E(X)E(Y)]
Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

4. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz avec X —E(X) et Y — E(Y).
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Définition. Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes de carré intégrable, de variances
non nulles. Alors, le coefficient de corrélation de X et Y, noté p(X,Y), est défini par :

Cov(X,Y)

PXY) = X))

Remarque. Le coefficient de corrélation est sans unité et est trés utilisé en statistique. Comme
conséquence de la Propriété 4. de la covariance, nous savons que :

—1<p(X,Y) < 1.

Définition. Si X = (Xi,---,X,,) est un vecteur aléatoire discret, telle que chacune des com-
posantes est une variable aléatoire de carré intégrable, alors on définit la matrice de covariance
du vecteur X, notée V(X), par ses coefficients :

V(Z,]) € {17 T 7n}27 (V(X))ZJ = COV(XZ" Xj)'

Propriété 4.15.
1. La matrice de covariance V(X) est une matrice réelle symétrique, dont la diagonale est

formée des variances des variables aléatoires X1, , Xp.

2 Var(3 X;) = S Var(X;) +2 Y Cov(Xy, X;).
i=1 =1

1<i<j<n

Démonstration. Le Point 1. est une conséquence directe de la Propriété 4.14. Le Point 2. se
démontre par récurrence sur le nombre de variables aléatoires considérées. O

4.4.3 VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires
que l'on considére sont définis sur €.

Définition.
— Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes. On dit que les variables aléatoires

X et Y sont indépendantes, si pour tout sous-ensemble A de E et tout sous-ensemble B

de Ftelsque {X € A} e Aet {Y € Bfe A:
P{X € A}n{Y € B}) =P({X € A})P({Y € B}).

— Soit X = (X4, -+, X,,) un vecteur aléatoire discret. On dit que (X1, -, X,,) est un n-
uplet de variables aléatoires indépendantes, ou un vecteur aléatoire indépendant si, pour
tout sous-ensemble (Aj,---,A,) de Ey X --- X E, tel que pour tout i € {1,---,n},
{Xi S Al} eEA:

P{X; € A1} N N{Xp € A,}) = P{X; € A1}) - P({X,, € An)).

Proposition 4.16. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.
1. Les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes.

2. V(z,y) € ExF, P{X =2} n{Y = y}) = P{X = 2})P{Y = y}).
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3 V(x,y) e Ex F,P{X =x}) >0 = Px_,, ({Y = y}) = P{Y = y}).
4-V(x,y) € EXF,P{Y =y}) >0 = Pry_,,({X =2}) =P({X ==z}).

5. Pour toutes fonctions f et g, respectivement définies sur E et F, telles que f(X) et g(Y)
soient intégrables et telles que le produit f(X)g(Y') est intégrable, et on a :

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)]-

Soit (X1,--+,Xp) un vecteur aléatoire discret. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. (X1, -+, Xp) est un n-uplet de variables aléatoires indépendantes.
2. ¥(x1, - ,xp) € By X -+ X By,

P({X1 = 21} M- N {Xn = 20}) = B({X1 = 21}) - P({X0 = 20}).

3. Pour toutes fonctions f1,--- , fn respectivement définies sur E1,--- , E,, telles que
f1(X1), -+, fu(Xy) soient intégrables et telles que le produit fi(X1)--- fu(Xy) est inté-
grable, et on a :

E[f1(X1) - fu(Xn)] = E[f1(X1)] - - - E[fn(Xn)].

Remarque 4.17. On déduit de la Proposition 4.16 le fait suivant : si les variables aléatoires X
et Y sont indépendantes, alors pour toutes fonctions f et g suffisament réguliéres, les variables
aléatoires f(X) et g(Y') sont aussi indépendantes.

Exemple 4.10. Etudions I'indépendance des variables aléatoires X et Y de l’exemple. Les va-
riables aléatoires X et Y sont indépendantes, si et seulement si :

P({X =1}N{Y =1}

) = B(
PU{X =1}n{Y =-1}) =P(X = DP(Y = —1), et
PUX =—1}n{Y =1}) =P(X = —~1)P(Y = 1), et
P{X =—1}n{Y =—1}) =P(X = —1)P(Y = —1),
1 1 1 1
< i—p:Zetpziép:Z.

Proposition 4.18.
— Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes de carré intégrable. Alors, si X et Y
sont indépendantes,

1. E(XY)=E(X)E(Y),
2. Cov(X,Y) =0,
3. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
— Soit (X1,--+,Xy) un n-uplet de variables aléatoires discrétes de carré intégrable et indé-
pendantes, alors :
1. E(l:[l X;) = 1:[1 E(X;),
2. V(i,j) € {1,--- ,n}?% i # j, Cov(X;, X;) = 0. Autrement dit, la matrice de covariance
est diagonale.

3. Var(>© X;) = > Var(X;).
= i=1

i=1
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Démonstration. Montrons la proposition dans le cas des couples de variables aléatoires. D’aprés

le théoréme de transfert,

EXY)= 3 ayP{X =z}n{y =y}
(z,y)EEXF

= Z zyP(X = 2)P(Y = y), (par indépendance)

(z,y)EEXF

= (X erx=a)) (D yr(r =)
= E(X)E(Y). '

Ainsi, si X et Y sont indépendantes,
Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y) =0,

et
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) = Var(X) + Var(Y).
0

Ezxemple 4.11. Recalculons la variance d’une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de

n
paramétres n et p. Alors X a méme loi que ) Xj, ot les (X})}_, sont des variables aléatoires
k=1

indépendantes de Bernoulli de paramétre p. Ainsi, par la Proposition 4.18 :

n
Var(X) = ZVar(Xk) =np(l —p).
k=1
Remarque. Attention, si Cov(X,Y) = 0, cela n’implique pas que les variables aléatoires X
et Y sont indépendantes. Par exemple, considérons le couple Z = (X,Y’) de loi uniforme sur
{(1,0),(—=1,0),(0,1),(0,—1)}. D’apres la Proposition 4.11, nous avons :

1 1 1
PX=1)=-,PX=-1)=—-,P(X=0)==
( ) 47 ( ) 47 ( ) 27
BY=1)= 5, BY =0)= 2, P(Y = —1) =
Ty Y B 4
Ainsi :
E(X)=0, E(Y)=0, E(XY)=0,
d’ot Cov(X,Y) =0.
Mais, X et Y ne sont pas indépendantes. En effet,
1 1
P(le,Y:O):ZetP(le)IP(Y:O):§,

dot P(X =1,V =0) #P(X = 1)P(Y = 0).

Définition. Soit (Xj)r>1 une suite de variables aléatoires discrétes. On dit que la suite (Xj)r>1
est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes, si pour tout entier n, (Xi,---, X},)

est un n-uplet de variables aléatoires indépendantes.
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EXERCICES

Exercice 4.12. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N.
1. Calculer laloide Z = X 4+ Y.
2. Calculer la loi de 7' = min(X,Y).

Solution de l’exercice 4.12.

1. La variable aléatoire Z est & valeurs dans N et la loi de Z est entiérement déterminée par
la donnée des nombres :

PZ({n})=P(Z=n)=P(X+Y =n),n eN.
Soit n un entier naturel. D’aprés la formule des probabilités totales :

P(Z:n):iP(X—FY:n,X:k)
k=0

=Y P(Y=n—kX=k)
k=0

= ZP(Y =n—k)P(X =k) car X et Y sont indépendantes.
k=0

2. La variable aléatoire T est & valeurs dans N et la loi de T' est entiérement déterminée par
la donnée des nombres :

PT({n}) =P(T =n) = P(min(X,Y) =n), n € N.
Soit n € N, calculons P(T" >n — 1) :

P(T>n—1)=Pmin(X,Y)>n—-1)
=PH{X >n—-1}n{Y >n—-1})
=P(X >n—-1)P(Y >n—1), car X et Y sont indépendantes

Ainsi, pour tout n € N :

P(T =n)=P(T >n—1)—P(T > n)
=PX>n—1)PY >n—-1)—-P(X >n)PY > n).

Exercice 4.13.

1. Montrer que la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de
paramétre p est une loi binomiale de paramétres n et p.

2. Montrer que la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de Poisson de
n

parameétres A, - - , Ay, respectivement est une loi de Poisson de paramétre > ;.
i=1
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3. Montrer que la variable aléatoire 7' = min(X,Y), ot X et Y sont indépendantes de
méme loi géométrique de paramétres p (p €]0,1[), suit une loi géométrique de paramétre
1—(1-p)>2

Solution de l’exercice 4.13.
n

1. Pour tout n € N*, on définit la propriété P(n) : “la somme Y,, = > X} de n variables
k=1
indépendantes de Bernoulli de paramétre p suit une loi binomiale de paramétres n et p”.

Si X7 suit une loi de Bernoulli de parameétre p, alors X; suit une loi binomiale de para-
métres 1 et p et la propriété P(1) est vérifice.

Supposons que pour un entier n € N*| la propriété P(n) soit vraie. La variable aléatoire
n+1

Y41 = > Xj prend ses valeurs dans {0,--- ,n+ 1}, et d’aprés 'exercice précédent nous
k=1

savons qt?e, pour tout k € {0,--- ,n+1}:

k
P(Yoi1=k)=> PYp=k—O)P(Xp41 =10)
=0
=PY,=k)(1-p)+PY,=k—1)p, car X,+1 €{0,1}

Z)pk(l —p)tih 4 <k; ﬁ 1)pk(l —p)"**L par hypothese

et la propriété P(n + 1) est vraie. On a donc montré que la propriété est vraie au rang

initial et héréditaire. Du principe de raisonnement par récurrence on en déduit que la

propriété P(n) est vraie pour tout n € N*.

2. Nous ne rédigerons pas la récurrence en détail cette fois-ci. La propriété est clairement

n+1

vraie au rang initial. Supposons qu’elle soit vraie pour un certain n, et soit Y41 = > X
k=1

comme dans I’énoncé. Alors, Y,,1+1 est a valeurs dans N et d’aprés l'exercice précédent,

pour tout k € N :

k
P(Yni1=k)=> P(Yn=k—P(Xp41 =10
£ GM

- (Ant1)’
:Ze i=1 %e*’\"“%, par hypothése

et la propriété est vraie au rang n + 1.
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3. A faire a la maison.

Exercice 4.14. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendants de loi uniforme sur
{1,--- ,n}. Calculer P[X =Y.

Solution de l’exercice 4.14. Nous avons :
PIX =Y]=P[ 0 {{X =k} n{Y = k}}]

=D PUX =k} n{Y = k)]

ol
—

car les événements ({X =k} N{Y = k};1 < k < n) sont incompatibles

3

P{X =k} P{Y = k}|, car les variables aléatoires X et Y sont indépendantes

£
Il
—

1
n2

I
M3

, car X et Y suivent la loi uniforme sur {1,--- ,n}

—_

S

Exercice 4.15. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Bernoulli
de paramétre p, 0 < p < 1. Onpose S=X+Y et D= XY.

1. Déterminer la loi du couple (S, D).
2. En déduire les lois marginales de S et D.
3. Calculer de trois maniéres différentes E(S) et E(D).

4. Calculer Cov(S, D). Les variables aléatoires S et D sont-elles indépendantes ?

Solution de lexercice 4.15.

1. La variable aléatoire S est a valeurs dans E = {0, 1,2} et la variable aléatoire D est a
valeurs dans F' = {0, 1}, ainsi le couple Z = (5, D) est a valeurs dans E x F. Sa loi est
caractérisée par la donnée des nombres :

V($1,:L‘2) € EXF, PZ[{($1,$2)H = P[{S = IL‘1} N {D = 1‘2}]
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Calculons. Pour tout xz € {0, 1},
PZ[{(0,22)}] = P{X +Y = 0} N{XY = p}],
=P{X =0} N{Y =0} N {XY = x3}]

{P{X—O}H{Y—O}] (1—p)?, sizy=0
sizg =1

PZ[{(1,29)}] = P{X + Y =1} N {XY = x5}],
=PUX =0} N{Y = 1} n{XY = 2}] + P{X = 1} N {V = 0} N {XY = 2,}]
{P{X_O}m{y_1}]+P[{X_1}m{y_0}]_2p(1— p), siaza=0

sizog =1

PZ[{(2> $2

P{X +Y =2} N{XY = x2}],

PU{X =1} n{Y =1} Nn{XY = 25}]

{IP[@] =0, sizg =0
PH{X =1}n{Y =1} =p?, siza=1.

2. D’aprés la formule des probabilités totales, la loi marginale de la variable aléatoire S est
donnée par :

Va1 € E, IP’S[acl] {S = .%'1} Z IP 1'1,.1'2 ]
T2€l

Ainsi, la loi marginale de S est :

P[{0}] = PZ[{(0,0)}] + PZ[{(0, 1)}] = (1 — p)?
P[{1}] = PZ[{(1,0)}] + P?[{(1, 1)}] = 2p(1 — p)
P[{2}] = PZ[{(2,0)}] + P[{(2, )}] = »".

Remarquons que S étant somme de deux variables aléatoires de Bernoulli indépendantes,
on sait d’aprés 'exercice précédent, qu’elle suit une loi binomiale de paramétres 2 et p.

De maniére analogue, la loi marginale de la variable aléatoire D est donnée par :

{1} Z IPZ {(z1,1 = p?

x1=0
PP{0}] =1-PP[{1}] =1~ p?

3. Les variables aléatoires S et D ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, elles admettent
une espérance.
Premiére méthode. A la question précédente, nous avons déterminé les lois des variables
aléatoires S et D. Ainsi, d’aprés la définition de ’espérance, nous avons :

E[S] = 0-PT[{0}] + 1 - PP[{1}] + 2 PP[{2}]
=2p(1 — p) + 2p* = 2p.
E[D] = 0-PP[{0}] + 1-P”[{1}]
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Deuxiéme méthode. D’aprés la linéarité de I'espérance,

E[S]=E[X + Y] =E[X] +E[Y] = 2p.
Les variables aléatoires étant indépendantes :
E[D] = E[XY] = E[X|E[Y] = p*.

Troisiéme méthode. D’apreés le théoréme de transfert appliqué au couple (X,Y), on a :

BX+Y]= Y (e+yPUX =a}n{y =y}

(z,y)€{0,1}2

= Z (x + y)P{X = 2}|P{Y = y}], car X et Y sont indépendantes
(z,y)€{0,1}2

= 0(1—p)* +1[p(1 = p) + (1 — p)p] + 2.p* = 2p

EXY]= > (ap)P{X =2}]P{Y = y}]

(z,y)€{0,1}2

=0(1—p)? +0.2p(1 —p) + 1.p* = p*.

4. Par définition,

Cov(S, D) = E[SD] — E[S|E[D]
=E[(X +Y)XY] - 2p®, d’aprés la question 2
= E[X?Y] +E[Y?X] — 2p°
= E[X?E[Y] + E[Y?|E[X] — 2p®, car X et Y sont indépendantes
=2p? — 2p® = 2p%(1 — p).

Pour que les variables aléatoires soient indépendantes, il faut (mais il ne suffit pas) que
Cov(S, D) = 0; il faut donc que p = 0 ou p = 1. Or par hypothése 0 < p < 1, les variables
aléatoires S et D ne sont donc pas indépendantes.

4.5 SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires considérées dans ce para-
graphe sont définies sur €2, & valeurs réelles, discrétes ou & densité.

Définition. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires. On dit que la suite (X, )n>1 converge
en probabilité vers la variable aléatoire X si :

Ve >0, lim P[|X — X,|>¢]=0.
n—-+o00

P
Dans ce cas, on note : X,, ——— X.
n——+o0o

Proposition 4.19. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité
vers X, et soit f une fonction continue définie sur R.

1. La suite (f(Xy)),~; converge en probabilité vers f(X).

2. Si de plus f est bornée, on a : nkTooE[f(X”)] = E[f(X)].
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4.5.1 LoOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

Théoréme 4.20 (Loi faible des grands nombres.). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. On suppose que ces variables sont de carré intégrable, d’espérance

n
commune m. Alors la suite (% > Xk> converge en probabilité vers m.
k=1 n=>1

Démonstration. Notons m 'espérance et o? la variance commune des variables aléatoires X,
k> 1.

Rappelons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Si Z est une variable aléatoire de carré inté-
grable, alors pour tout a > 0 :

P[Z —E[Z]] > a] < Va;g@

n
Soit € > 0 et définissons Z = % >~ Xj. Alors la variable aléatoire Z est de carré intégrable car
k=1
somme finie de variables aléatoires de carré intégrable. De plus :

E[Z] =E

1 1
— ZXk =— ZE[Xk] = m, par linéarité de I'espérance
"= [t

1 ¢ 1 -
" ZXk] = oz Va3 %)
k=1 k=1
1< o?
== Z Var[Xj| = —, car les variables X} sont indépendantes.
n
k=1

Var[Z] = Var

2

En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a Z, on obtient :

ogpl'@;)@)—m

~ ne?’

o2
> ] P
D’aprés le théoréme d’encadrement, pour tout € > 0 :

1n
lim P (f X)—
LS ” PR

>5] =0,

n
et on en déduit que la suite (111 > X k) converge en probabilité vers m. O
k=1 n>1

Remarque.

1. On peut démontrer que ce résultat reste vrai si on suppose seulement les variables aléa-
toires intégrables (au lieu de carré intégrable).

2. 1 existe également une version “forte” de la loi des grands nombres.

71



CHAPITRE 4. VARIABLES ALEATOIRES

Ezemple. Considérons ce que I'on pourrait appeler un schéma de Bernoulli de paramétres oo et
P, i.e. une expérience qui consiste a répéter indéfiniment une méme expérience admettant deux
issues : succés/échec, telle que p est la probabilité d’obtenir un succés. Si on note A I’événement
“obtenir un succes”, alors P(A) = p. Par exemple, on lance indéfiniment un dé non pipé et on
considére I’événement A “obtenir un 67, alors p = 1/6.

Pour k£ > 1, on définit Ay I'événement “A est réalisé lors de la k-iéme expérience” et X3, =14, .
Alors la suite (Xj)g>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Ber-
noulli de paramétre p, de carré intégrable étant donné qu’elles ne prennent que deux valeurs. De
plus, pour tout k > 1, E(Xy) = P(Ag) = P(A) = p. D’apreés la loi des grands nombres :

N
1 P
— X, —— E(Xy) =
N Z F N—+o0 ( 1) P
k=1
N N
Interprétons ce résultat. Pour tout N € N, la variable aléatoire Y X, = I4, = nn(A)
k=1 k=1
N
représente le nombre de fois ol A est réalisé lors des IV premiéres épreuves, et % X, représente
k=1
donc la fréquence de A lors des N premiéres épreuves. Ainsi la loi des grands nombres peut se
réécrire :
n N(A) P

N N—)-‘roo, P(A)
Cela justifie ainsi ’approche intuitive dont nous avons parlé au début de ce cours (cf. chapitre 1).
Dans I'exemple du lancer de dé, cela signifie que la fréquence du nombre de 6 obtenus tend vers
1/6 en probabilité.

4.5.2 THEOREME CENTRAL LIMITE

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi, de moyenne et variance
n

Xi. Alors d’aprés la loi des grands
=1

commune m et o? respectivement. On définit S, =
k=
nombres,
Sp—nm  p

0.

n n—-+00
Supposons que 'on divise par quelque chose de plus petit que n, peut-on alors obtenir une
limite ? La réponse est oui, si on normalise par une quantité proportionnelle & \/n. Cela précise
en particulier la vitesse de convergence dans la loi faible des grands nombres.

Théoréme 4.21 (Théoréme central limite). Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires de
carré intégrables, indépendantes, de méme loi, de moyenne et variance commune m et o2 res-
n

pectivement. On pose Sy, = Y Xi. Alors pour tout réel t :

k=1
_ t 22
Sy — E[Sy) < t] _ 1 / D .

lim P[S"_”mgt} — lm P
Var[S,]

n—-+00 o\/n

En posant Sy, = S”%Eg"}, cela peut s’écrire :
ar[Sy

VteR, lim Fg (t) =TI(t),

n—-+o00o
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ot IT est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Remarque.

1. On dit que la variable aléatoire S, converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne
centrée réduite.

2. De maniére équivalente, on a que pour tous réels a et b, a < b,

~ 1 2
lim Pla<$5,<bl=— [ e 2dx
n—+oo [ == ] \/277/(1
@nli)riloo an(b) — an(a) = T1(b) — II(a).

3. Ce théoréme a d’abord été démontré lorsque la loi commune des variables est une loi de
Bernoulli de paramétre p (le théoréme est dans ce cas connu sous le nom de théoréme de
Moivre-Laplace). Dans ce cas, la variable S,, suit une loi binomiale de paramétres n et
p. L’approximation de cette loi binomiale par la loi de Gauss est déja trés bonne lorsque
n > 10, et que np et n(1 — p) dépassent quelques unités.

Plus précisément dans ce cas, notons F), la fonction de répartition de la variable aléatoire
centrée réduite S, = Sn_ElSn] Alors, on a :

v/ Var[Sh]

)

2 2
sup |F(2) — ()| < -1
zeR np

3

o ¢ =1 —p; (cf. Shiryayev, Probability, Springer).
On a donc vu deux fagons d’approcher la loi binomiale : par la loi de Gauss, et par la loi
de Poisson.

4. Corrections de continuité (programme BTS).
Si a et b sont des nombres entiers compris entre 0 et n (avec a < b), la probabilité que la
variable S,, de loi binomiale de paramétres n et p soit comprise entre a et b est égale a
Pla — e < S, < b+ €] pour tout € €]0, 1] puisqu’elle ne prend que des valeurs entiéres. Il
se trouve que 'approximation que I'on obtient (pour les grandes valeurs de n) a l'aide du
théoréme central limite est la meilleure pour € = % On approchera donc Pla < S, < b)
par ’approximation de

1 1 a—%-np S,—E[S,] b+s—np
Pla—-<S, <b+;]=P 2 < == n< 2 :
a5 5] [ No7i /Var[S,] NG

> T b+%—np a—%—np
c’est-a-dire par II ( NG ) —1II ( N
to the binomial distribution, Ann. Math. Statist., vol. 16, p. 319-329, 1945).
5. Dans les programmes du secondaire, on trouve parfois ce théoréme sous le nom de théo-
reme de la limite centrée. Mais aucun probabiliste sérieux n’utilise cette dénomination
que 'on n’utilisera donc pas.

) (cf. Feller W., On the normal approximation

Exercice 4.16. |D’aprés le polycopié de cours de P. Priouret.] Un joueur pense qu'un dé (& six
faces) est pipé. Il le lance 720 fois, et obtient le six 150 fois. Quelle conclusion le joueur peut-il
en tirer ?
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Solution de l’exercice 4.16. Supposons que le dé ne soit pas pipé. Notons A I’événement “le
720

joueur obtient un six au k-iéme lancer”, et posons Xy = I4,. La variable S = " X, suit alors
k=1

la loi binomiale de paramétres n = 720 et p = % puisque le dé n’est pas pipé.

On a E[S] = np = 20 = 120 et Var[S] = np(1 — p) = 2% = 100. Evaluons la probabilité

de I'événement (qui s’est produit) : “on a obtenu au moins 150 fois le six”, i.e. P[S > 150] en

effectuant une correction de continuité. Puisqu’une variable de loi binomiale ne prend que des

valeurs entiéres :

S —E[S] _ 149,5 — 120

JVals © 10

> 2, 95] ~ 1 —1I(2,95) ~ 0,0016,

P[S > 150] = P[S > 149,5] = P

S —E[9]
Var[S]

d’aprés le théoréme central limite.

Ainsi, si le dé n’est pas pipé, il s’est produit un événement de probabilité trés faible. Il y a donc
de trés grandes chances pour que le dé soit pipé (mais on ne peut en étre certain!)
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Chaines de Markov
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CHAPITRE 5

INTRODUCTION ET DEFINITIONS

5.1 PROCESSUS STOCHASTIQUES

Trés souvent, lorsque que nous étudions un phénoméne qui dépend du hasard, il y a lieu de
prendre en compte 1’évolution de ce phénoméne au cours du temps. Nous avons vu que chaque
observation d’'un phénomeéne réel est modélisée par une variable aléatoire réelle; I'étude de
phénomeénes évoluant dans le temps va donc étre modélisée par une famille de variables aléatoires,
appelée processus stochastique.

Définition 5.1. Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et soit (E, ) un espace muni d’une tribu,
appelé espace des états. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires réelles,
(X¢)ter, définies sur (2, A, P) a valeurs dans (E, &).

L’ensemble T représente le temps. Par suite la variable aléatoire X; correspond & l’état du
phénomeéne & l'instant ¢. Si ’ensemble T est :

e dénombrable, le processus stochastique est dit discret; par exemple 7' = N ou tout
ensemble possédant un nombre fini d’éléments. Nous employons le terme de chaine et
indexons la variable aléatoire par la lettre n.

e continu, le processus stochastique est dit continu; par exemple T' = R*, [0, %] ou tout
sous-ensemble de réels positifs. Nous indexons la variable aléatoire par la lettre t.

Définition 5.2. Soit (X;);er un processus stochastique défini sur un espace probabilisé (2, A, P)
a valeurs dans (F, €) et soit w € Q un événement élémentaire. La trajectoire du processus associée
& w est 'application,

T—FE
t— Xt<(/.)).

Dans le cas particulier des chaines ol le temps est ’ensemble des entiers positifs N, la trajectoire
associée a w est I'application,

N—- FE
n— X, (w).
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5.2 A.A. MARKOV

Les premiers processus étudiés sont, bien-str, les suites de variables aléatoires indépendantes, ce
qui a conduit & la loi des grands nombres et au théoréme central limite. Le mathématicien russe
Andrei Andreievitch Markov ! poussé vers la théorie des probabilités par son maitre, Pafnouti
Lvovitch Tchebychev, qui démontra, sous des conditions assez générales, le théoréme central
limite, chercha & généraliser ce théoréme & des suites de variables aléatoires dépendantes, pour
répondre & une polémique entre lui et un mathématicien russe clérical et monarchiste. Il est
amené ainsi & considérer des variables faiblement dépendantes, c’est a dire que ’évolution future
ne dépend que de I'état présent, fondement de la théorie des processus auxquels fiit donné son
nom.

A.A. Markov est né 4 Riazan en 1856 et mort & Saint Petersbourg en 1922, o1 il devint professeur
en 1886 et ou il fut membre de I’Académie des Sciences a partir de 1896. Il succéda & son maitre,
dont il fut le meilleur étudiant, comme professeur de probabilités. Ses premiers travaux de
recherche se situent dans le domaine de la théorie des nombres et en analyse, ses recherches
concernent tout particuliérement les fractions continues, les limites d’intégrales, la convergence
des séries et la théorie de 'approximation.

En 2006 était célébré le centenaire? de D’article lancant I'idée de base des chaines dites de
Markov. A noter que, passionné de littérature, il développa en 1912 une application des chaines
a ’étude statistique des textes. Il montre que 'occurrence d’une voyelle immédiatement aprés
une consonne est un processus de Markov en étudiant les 20 000 premiéres lettres du roman de
Pouchkine : Eugéne Onéguine.

5.3 DEFINITIONS

Dans ce cours, nous allons étudier les processus de Markov, qui constituent les processus sto-
chastiques les plus simples une fois ’hypothése d’indépendance abandonnée. Nous supposons
que 'ensemble T' est ’ensemble des entiers naturels N; nous étudions donc les chaines de Mar-
kov. De plus, le maniement des probabilités discrétes étant plus simple que celui des probabilités
continues et les exemples étant déja trés riches, nous étudions exclusivement des chaines de
Markov a valeurs dans un espace des états E dénombrable (fini ou infini), c’est-a-dire discret.
L’espace E est muni de la tribu &€ = P(F) des parties de E, ce que nous ne précisons plus dans
la suite.

5.3.1 PROPRIETE DE MARKOV

Définition 5.3. Une suite de variables aléatoires (X,,),>0 définie sur 'espace probabilisé (€2, A, P),
a valeurs dans un espace F discret est appelée chaine de Markov si, pour tout n > 0 et pour toute

suite (T, X1y -y Ty Trg1) d’éléments de E, telle que la  probabilité
P[Xo = zo,...,Xn = x,) > 0, nous avons :
P[Xn+1 = a;n+1|Xn = Tny- .- ,Xo = .%'0] = P[Xn+1 = xn—i—l’Xn = :L'n] (51)

1. voir le site « http ://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history »
2. voir l'article de Laurent Mazliak « Markov et ses chaines »paru dans Pour la Science de février 2006
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L’indice de la variable aléatoire étant assimilé au temps, X, représente I’observation du processus
a l'instant n. L’indice 0 représente l'instant de départ, il est appelé ['instant initial et 1'état X
du processus en cet instant correspond & [’état initial.

L’égalité (5.1) est interprétée de la fagon suivante : I'état x,41 du processus a linstant n + 1
ne dépend pas du déroulement passé, g, ..., x,—1, mais seulement de ’état présent x,,. Ceci se
traduit encore par : le déroulement futur est le méme quel que soit le déroulement passé, s’il

se retrouve dans le méme état présent. Cette propriété est connue sous le nom de propriété de
Markov .

5.3.2 PROBABILITES ET MATRICES DE TRANSITION

Nous voyons qu'’il est fondamental de connaitre la probabilité d’étre dans un état y & l'instant
suivant sachant que ’on est dans un état = a I'instant présent. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 5.4. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov & valeurs dans un espace E. On appelle
probabilités de transition la donnée, pour tout n > 0, pour tout (z,y) € E?, des

P[Xn—H = y|Xn = m] = pn(xvy)‘
Une chaine de Markov (X,,),>0 est dite homogéne si p,(z,y) ne dépend pas de U'instant n :
vn >0,V (z,y) € B, pa(z,y) = plz,y). (5.2)

En mots cela signifie que la probabilité de transiter d’un état x & un état y ne dépend pas de
I'instant auquel la transition se fait.

Dans la suite nous supposons toujours que la chaine de Markov est homogéne et nous ne le men-
tionnons plus explicitement. Ceci n’est pas une restriction car, si une chaine n’est pas homogeéne,
nous pouvons toujours considérer le temps comme une dimension supplémentaire de I’espace des
états, en prenant comme nouvel espace des états : £/ = E x N, et se ramener ainsi a I’étude
d’une chaine homogéne.

Définition 5.5. Etant donné une chaine de Markov (Xn)n>0 & valeurs dans un espace dénom-
brable £ = {x1,x2,...}, nous lui associons une matrice appelée matrice de transition, notée
P = (p(xj,z;)), dont les coefficients,

p(xi, z5) = P[X1 = 25 Xo = 2],
sont les probabilités de transiter de I'état x; vers 'état x; :

p(x1,z1) p(ri,z2) p(zr,x3)
P =|p(x2,z1) p(r2,z2) p(z2,73)

Remarque. La matrice de transition est une matrice carrée de taille card(E) x card(E). Sil'espace
FE est fini, la matrice est de taille finie; si ’espace des états est dénombrable infini, elle est alors
infinie (voir par exemple le cas de la marche aléatoire ou I'espace des états est 'ensemble Z des
entiers relatifs). Cela ne pose pas de probléme supplémentaire, la raison étant que cette matrice
est a coeflicients positifs ou nuls.

Une matrice de transition, de par sa construction, posséde une propriété remarquable, qui est que
chaque ligne correspond & une loi de probabilité. Nous détaillons ceci dans la section suivante.

79



CHAPITRE 5. INTRODUCTION ET DEFINITIONS

5.3.3 MATRICES STOCHASTIQUES

Soit P une matrice de transition associée a une chaine de Markov. Etant donnée une ligne
correspondant & un état x, les valeurs des colonnes décrivent tous les états possibles a I’étape
suivante ; par suite chaque ligne est une probabilité discréte. De telles matrices ont une trés
grande importance, au dela du calcul des probabilités, d’otu l'introduction des définitions qui
suivent.

Définition 5.6. Une matrice carrée P = (p(z,y)), dont les lignes et colonnes sont indexées
par un ensemble d’états E dénombrable (fini ou infini), telle que toutes les lignes sont des
probabilités, s’appelle une matrice stochastique. Une matrice stochastique est donc caractérisée
par les propriétés suivantes,

e tous les coefficients sont positifs ou nuls : V (z,y) € E?, p(z,y) >0,

e les coefficients de chacune des lignes somment 4 1 : Vz € F, Z p(z,y) = 1.
yekE

Exercice 5.1. Montrer que la matrice de transition P = (p(x,y)) associée a une chaine de
Markov (X,)n>0 & valeurs dans E est une matrice stochastique.

Solution de l’exercice 5.1. Par définition de la matrice de transition P, pour tout (x,y) € E?,
p(z,y) = P[Xnt1 = y| Xy = z].

D’aprés le lemme 3.1, une probabilité conditionnelle est une probabilité. Ainsi, Prx, _,n =
P[ - |[{X, = x}] est une probabilité. Ceci implique immédiatement la positivité de p(z,y).
Aussi, nous avons que pour tout x € E,

D op(ry) =D PXpn =ylXp=2] =Y Prx,—oy[Xnp1 = 9] = 1.

yer yer yerR

Il est peut-étre utile de redémontrer cette partie du résultat :

Z Pyx,—a) [Xn+1=vy] = Z (X =90 { x}]’ par définition des probabilité conditionnelles

yerR yer P[Xn - :IZ]
P{Xpr1=ytn{X,=2
= ZyeE {Xni1 =y} O {Xa }], le dénominateur étant indépendant de y
PIX,, = 7]
PIX, =
= M, d’aprés la formule des probabilités totales au numérateur
PIX,, = z]
=1.

Ceci démontre que les coefficients de chacune des lignes somment a 1 et conclut la preuve.

Exercice 5.2. Montrer que toute matrice stochastique P = (p(x,y)) admet une valeur propre
égale & 1 et comme vecteur propre associé le vecteur, noté e, dont toutes les coordonnées sont
égales a 1.
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Solution de l'exercice 5.2. Soit P = (p(z,y)) une matrice stochastique définie sur E'; pour
établir que le vecteur e = (e(x)) est un vecteur propre associé¢ a la valeur propre 1, il suffit
d’établir 1'égalité :
Pe =e.
Or nous obtenons pour tout x :
(Pe)(z) = plw,yle(y) = Y p(r,y) =1,
yer yeE

la matrice P étant stochastique.

Exercice 5.3. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques indexées par le méme
ensemble E est encore une matrice stochastique.

Solution de l’exercice 5.3. Soit P = (p(z,y)) et Q = (q(z,y)) deux matrices stochastiques. Ap-
pelons R la matrice produit R = PQ = (r(x,y)). Nous voyons premiérement que les coefficients
de la matrice R sont positifs comme somme de produits de coefficients eux-mémes positifs.

De plus, en effectuant la somme sur la ligne x des coeflicients de la matrice R nous obtenons,
par définition du produit matriciel :

Y or@y)=> O plz,2)a(zy))

yeE yeE zeE

=Y O px.2)q(zp)),

zeE yek

en échangeant 'ordre des sommations, ce qui est possible en raison de la positivité

= Z p(x, z)(z q(z, y)), les coefficients p(x, z) ne dépendant pas de y

z€E yeR
= Z p(z,z) =1, P et @ étant deux matrices stochastiques.
z€FE

La matrice produit R est donc une matrice stochastique.

Nous pouvons en déduire immeédiatement par récurrence le corollaire suivant, ou P" est la
matrice P & la puissance n :

Corollaire 5.7. Soit P une matrice stochastique, alors pour tout n > 0, la matrice P™ est

encore une matrice stochastique.

Démonstration. La propriété est vraie & 'ordre 0 et 1, la matrice P étant une matrice stochas-
tique. Nous la supposons vraie & l'ordre n — 1, hypothése de récurrence. Or nous avons par
définition du produit matriciel & ’ordre n :

pr=ppr!

ce qui indique que la matrice P™ est une matrice stochastique comme produit de deux matrices
stochastiques : P et P" 1. ]

Le résultat précédent interviendra, lorsque que nous étudierons la dynamique des chaines de
Markov Section 6.
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5.3.4 GRAPHE ASSOCIE A UNE CHAINE DE MARKOV HOMOGENE

A partir de la matrice de transition d’une chaine de Markov, nous construisons un graphe. Il
donne les mémes informations que la matrice mais, comme toute représentation graphique, a
I’avantage d’étre plus parlant.

Définition 5.8. Etant donnée une chaine de Markov (X,,),>0 définie sur un espace d’états F,
le graphe de la chaine est le graphe construit a partir de la matrice de transition ainsi : les
sommets sont les états et les arétes (orientées) représentent les transitions possibles d’un état
vers un autre. Au dessus de chaque aréte on écrit la probabilité de transition correspondante.
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5.4 EXERCICES : INTRODUCTION AUX CHAINES DE M ARKOV

Exercice 5.4. [La marche aléatoire sur Z|

On considére une suite de variables aléatoires (Y,),>1 & valeurs dans Z indépendantes et de
méme loi, et Yy une variable aléatoire a valeurs dans Z, indépendante des (Y3,),>1. Posons

Xo =Y
{Xn+1 = X+ Yo =150 Yi, V>0,
1. Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov.
On suppose maintenant que Y7 est a valeurs dans {—1,1} de loi,
Plvi=1=p, Pl¥i=-1=1-p,

ou0<p<l.
2. Donner la matrice de transition et dessiner le graphe de cette chaine de Markov.

Définition. Sip=1—p= %, (Xn)n>0 s’appelle la marche aléatoire simple sur Z.

Solution de l’exercice 5.4.

1. La chaine (X,,),>0 est a valeurs dans E = Z. Pour tout xo,...,2n+1 € Z, on a :
P[Xn+1 = aj‘n+1,Xn = Tpy--- ,X() = 33‘0]
PX = X, = o Xo= =
[ n+1 $n+1| n Ly y 20 :EO] P[Xn = Zn,.... Xo= 1’0]
_ P[Yn+1 = Tn41 — xn,Xn =Tpy-.- ,XO = .CL‘()]

P[Xp = 2n, ..., Xo = x0]
= P[Y+1 = Tnt1 — Zy), (indépendance)
. P[Yn+1 = Tn4+1 — xn]]P’[Xn = ZCn]

PIX,, = x4)
P[YnJrl =Tpi1 — Tp, Xp = -rn} .
= indépendance
P[X,, = o] (indép )

= P[Xn—‘rl = xn—&-l‘Xn = xn]-
Ainsi (X;,)n>0 est une chaine de Markov. De plus, on a montré que pour tout (z,y) € 72,
PXpt1 =yl Xp =2] =PYpp1 =y — 2] =PlY1 =y — 1],

la suite (Y;,)n>0 étant identiquement distribuée. Cette quantité ne dépend pas de n et la
chaine est donc homogeéne.

2. La matrice de transition P = (p(z,y)) est de taille infinie. Les lignes et les colonnes sont
indexées par Z et on a

V(z,y) € 27, p(z,y) = P[Xnt1 = y|X, = 2] = P[V1 =y — z].
Ainsi, pour tout z € Z, la x-iéme ligne a pour seuls coefficients non nuls :
p(r,z—1)=1-p et p(z,z+1)=p.
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—2 -1 0 1 2

—2 0 p 0 0 0

~1 1-p 0 p 0 0
P=0 0 1—p 0 P 0
I-p 0 p

2 0 0 1-—p 0

FIGURE 5.1 — Matrice de transition de la marche aléatoire.

Le graphe associé a cette chaine de Markov est,

FIGURE 5.2 — Graphe de la marche aléatoire

Exercice 5.5. |Exemple générique|

On considére une suite de variables aléatoires (Y;,),>1 & valeurs dans E indépendantes et de
méme loi, et Yy une variable aléatoire & valeurs dans E, indépendante des (Y},)n>1. Posons,

Xo=Yo
Xn+1 = ¢(Xna Yn—l-l)a

ol ¢ est une application de E x E a valeurs dans E. Montrer que (Xp,)p>0 est une chaine de
Markov.

Solution de l’ezercice 5.5. La chaine (X,,),>0 est a valeurs dans E. Pour tout zg, ..., zp41 € E,
on a :
Pl X +1 = Tn+1 Xn=2Tp,... X(]:xo
IP)[AXnJrl:anrlpfn:fL'n,“'a‘XO:xO]: [ = e - : ]

PX,, = xn, ..., X0 = z]

_ }P’[d)(xn, Yn—H) = xn+1,Xn = Tpy-- -, XO = x()]
B P[X, = &n, ..., Xo = x0]

= Pl¢(xn, Yn+1) = Tnt1], par indépendance

= P[Xn—‘rl = xn—&-l‘Xn = xn]-

La suite (X,,)n>0 est donc une chaine de Markov. Les variables aléatoires (Y},)n>1 étant i.i.d. on
a pour tout (z,y) € E?,

PXni1 = y[Xn = 2] = Plo(x, Yni1) = y] = Plo(z, Y1) = 4],
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et la chaine de Markov est homogéne. L’équation ci-dessus permet également de trouver la
matrice de transition.

Exercice 5.6. |Le fort carré¢ / Marche aléatoire sur Z/47Z)|

Considérons un fort carré pourvu d’un poste de garde a chaque coin. Une seule sentinelle est de
garde ce jour-la. Elle a pour role de tromper I’ennemi et pour cela elle a 'ordre d’effectuer sa
ronde de la maniére aléatoire suivante.

Elle monte la garde 5 minutes dans un des quatre postes, puis elle tire a pile ou face une piéce
équilibrée ; si elle tire pile, elle se rend au premier poste sur sa gauche et si elle tire face, elle se
rend au premier poste sur sa droite. Elle y monte la garde 5 minutes et de nouveau elle tire a
pile ou face le nouveau poste de garde et ainsi de suite.

Le parcours de la sentinelle peut étre décrit & ’aide de la figure suivante :

(o 2(1)

FIGURE 5.3 — fort carré

Appelons Y le numéro du poste au départ, X,, le numéro du poste aprés n déplacements.

Montrer que (X,)n>0 est une chaine de Markov. Donner la matrice de transition et le graphe
associés.

Solution de l’exercice 5.6. La suite (X,,)n>0 est une chaine a quatre états, le numéro des postes
de garde : E = {0,1,2,3}. Il est utile d’identifier FE avec les entiers modulos 4 : Z/47Z. Soit
(Y3)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. et indépendante de Yp de loi,

La suite (Y,)n>1 représente l'issue des jets de la piéce. Alors, la suite (X,,),>0 peut s’écrire,

Xo =Y
Xnt1 = [Xp + Yog1]jmod(4).
D’apreés 'Exercice 5.5 il s’agit d’une chaine de Markov homogéne.

La matrice de transition P = (p(z,y)) est de taille 4 x 4 et pour tout (z,y) € E?,
p(z,y) = P[Xp41 = y| Xy = 2] =P[[z + Y1]mod 4 = y].
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Il s’agit de la matrice de la marche aléatoire simple sur Z/47 :

[t
w

w NN = O
= O N O (]
O Nk O NI
= O = O [N}
O = O Nl

FIGURE 5.4 — Matrice de transition du fort carré
Le graphe associé a cette chaine de Markov est,

1
2

N

1
2

FIGURE 5.5 — Graphe du fort carré.

Exercice 5.7. |Transmission d’un bit informatique]

Un bit informatique (qu’il sera plus utile de modéliser par un -1/1 plutét que 0/1) est transmis
a travers n intermédiaires. On suppose que chaque intermédiaire transmet le message de fagon
correcte avec une probabilité p et le déforme en son contraire avec une probabilité 1 —p, ou 0 <
p < 1. Le bit d’entrée est modélisé par une variable aléatoire Y; indépendante des intermédiaires.

Modeéliser cette situation par un processus stochastique (Xp,)n>0 et montrer qu'il s’agit d’une
chaine de Markov. Donner la matrice de transition et le graphe associé.

Solution de ’exercice 5.7. Soit (X, ),>0 une suite de variables aléatoires telles que X, représente
le bit informatique avant la (n + 1)-iéme transmission et X représente le bit initial. Cette suite
est & valeurs dans E = {—1,1}. Soit (Y;,),>1 une suite de variables aléatoires telle que, pour
tout n > 1,

v 1 si la transmission de l'intermédiaire n est correcte
n — . .. . L. . .
—1 sila transmission de 'intermédiaire n est incorrecte.

Les hypothéses nous disent que la suite (Y},),>1 est i.i.d. de loi,
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et indépendante de Y. Alors on a, pour tout n > 0,

Xo="Yo

Xn+1 = XnYn+1-
D’apres I’Exercice 5.5, il s’agit d’une chaine de Markov homogéne. La matrice de transition
P = (p(z,y)) est de taille 2 x 2 et pour tout (x,y) € E?,

p($7y) = P[XTH-I = y’Xn = l’] = IP)[.%'Yl = y] = P|:Y1 = %:| .

Ainsi, on obtient

p(=1,-1)=p(1,1)=PY1 =1 =p, et p(-1,1) =p(1l,-1) =P[Y1 =-1]=1—p,
P:( b 1_p>.
l=p p

L’exemple suivant, proposé par les époux Ehrenfest, sert a la modélisation de la diffusion de
molécules gazeuses entre deux compartiments séparés par une cloison poreuse. Deux urnes A et
B contiennent au total IV billes. Les urnes correspondent aux compartiments et les billes aux
molécules. A chaque instant il y a tirage au hasard d’une bille, qui est alors changée d’urne. La
distribution des billes au départ suit une loi Y; indépendante des tirages ultérieurs.

autrement dit,

Exercice 5.8. |Urne d’Ehrenfest|

Modéliser cette expérience par un processus stochastique. On admettra qu’il s’agit d’une chaine
de Markov. Donner sa matrice de transition et son graphe.

Solution de ’exercice 5.8. Soit (X, )n>0 le processus défini par Xo = Y{ et tel que, pour tout
n > 1, X, représente le nombre de billes dans I'urne A & I'instant n. On admet qu’il s’agit d’une
chaine de Markov (ce qui parait naturel au vu des conditions de 'expérience). Cette chaine est
a valeurs dans F = {0,..., N}. Les coefficients de la matrice de transition P = (p(z,y)) sont,
pour tout (z,y) € E?,

siy=x—1letxe{l,...,N}
~o siy=z+letze{0,...,N -1}

Zz 2l

p(z,y) =PXy1 =y Xy = 2] = {

Exercice 5.9. [Ruine du joueur|

Deux joueurs A et B disposent d’une fortune initiale de a et b euros respectivement, avec
a,b > 0. Ils jouent au jeu de hasard suivant : la mise est de 1 euro par partie; les parties sont
indépendantes et a chacune d’entre elle le joueur A a une probabilité p de gagner (et donc 1 —p
de perdre), avec 0 < p < 1. Le jeu se déroule jusqu’a la ruine d’un des deux joueurs.

Modéliser la fortune du premier joueur par un processus stochastique. Montrer qu’il s’agit d’une
chaine de Markov. Donner sa matrice de transition et le graphe associé.
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Solution de lexercice 5.9. Soit (X, )n>1 le processus modélisant la fortune du joueur A. Cette
suite est & valeurs dans £ = {0,...,N}, ot N = a + b. Soit (¥,),>1 la suite de variables
aléatoires a valeurs dans {—1, 1} telle que Y, représente le gain/perte du joueur A a l'instant n.
D’apres les conditions du jeu, cette suite est i.i.d. de loi

PY,=1]=p, P[Y,=-1=1-p,
et indépendante de ’état initial Xy = a. Alors on a, pour tout n > 0,

Xp+ Yoyr  si Xn & {0, N}
Xn+1 == .
X, si X, € {0, N}.

D’apres I’Exercice 5.5, il s’agit d’une chaine de Markov homogéne. La matrice de transition
P = (p(z,y)) est de taille (N + 1) x (N + 1) et pour tout (z,y) € E?,

P siy=z+1letxe{l,....N—1}
p(z,y) =P Xpt1=y|Xp=2]=¢1—p siy=x—letxec{l,...,N—-1}
1 siz=yetze{0,N}.

Le graphe associé a cette chaine de Markov est,
p p »
1@ OO )@
I-p
l-p 1—p

FIGURE 5.6 — Graphe de la ruine du joueur.

Exercice 5.10. [Le plagiste et ses voiliers|

Un plagiste posséde quatre voiliers qu’il peut louer chaque jour pour la journée. Nous supposons
que
— lorsqu’ils sortent, chaque voilier a, indépendamment les uns des autres, la probabilité p
de subir une avarie au cours de cette sortie;
— le plagiste ne peut faire les réparations nécessaires que le soir;
— le plagiste ne peut réparer le soir qu'un et seul voilier, qui est en état de marche le matin ;
— pour des raisons de sécurité, il ne laisse sortir ses bateaux que s’il en a au moins deux de
disponibles ;
— en cette période de I'année, il a assez de demandes pour sortir tous ses bateaux en état
de marche.
Notons X, le nombre de voiliers en état de marche le (n+ 1)-iéme matin — attention au décalage
de 'indice temps : le premier matin étant l'instant 0 —.

Justifier que (X;,)n>0 est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition et son graphe.

Solution de l’exercice 5.10. Remarquons qu’il y a de 1 & 4 voiliers en état de marche le matin,
car, si tous étaient en panne le soir, il y en a un et un seul qui est réparé le lendemain matin.
L’espace des états est donc E = {1,2,3,4}.
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S’il n” y a qu'un seul voilier en état de marche, il ne sort pas et donc nous nous retrouvons avec
deux voiliers en état de marche le lendemain.

Si les voiliers sortent, le nombre de voiliers en état de marche le lendemain ne dépendra que du
nombre de voiliers en marche ce matin 1a — donc de I’'état présent — et du nombre de voiliers
tombés en panne au cours de la journée, panne indépendante du passé de chacun des voiliers
considérés. Par suite le déroulement futur du processus ne dépend que du présent. Cette suite
est bien une chaine de Markov.

Etudions maintenant sa matrice de transition P = (p(x,%)) qui est de taille 4 x 4. Grace a la
premiére remarque, nous voyons que la premiére ligne est constituée d’un 1 en deuxiéme position
— probabilité de passe de 1 & 2 voiliers — et de 0 partout ailleurs.

Lorsque x voiliers sortent, avec x € {2,3,4}, chacun peut tomber en panne indépendamment
des autres et avec la méme probabilité p, par suite la loi du nombre de voiliers tombant en
panne est la loi binomiale de paramétres x et p. Nous retrouvons ainsi sur les lignes 2 et 3, la loi
binomiale respectivement de paramétres (2,p), (3,p). Pour la ligne 4, la méme chose est vraie
pour les coefficients p(4,1), p(4,2), p(4,3). Par contre, pour le coefficient p(4,4), sachant que
le matin il y a 4 voiliers sortis, il y a deux maniéres d’avoir de nouveau 4 voiliers en état de
marche le lendemain matin : soit 1 voilier tombe en panne et est réparé le soir, ce qui arrive avec

probabilité 4p(1 — p)3, soit aucun ne tombe en panne, ce qui arrive avec probabilité (1 — p)2.

1 2 3 4
1/0 1 0 0
p 2P 2(-p) (1-p)p 0
31 p® 3p*(1—p) 3p(1-—p)? (1-p)?
4 \p* 4p3(1-p) 6p*(1—p)* 4p(1—p)*+(1—p)!

FIGURE 5.7 — Matrice de transition du plagiste et ses voiliers.

Le graphe associé a cette chaine de Markov est,

FIGURE 5.8 — Graphe du plagiste et ses voiliers.
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CHAPITRE 6

DYNAMIQUE D’UNE CHAINE DE MARKOV

Dans ce chapitre, nous donnons une caractérisation d’une chaine de Markov et étudions sont
évolution dans le temps.

6.1 CARACTERISATION D’UNE CHAINE DE MARKOV
Le but de cette section est de caractériser une chaine de Markov (X,,),>0 & partir de sa matrice
de transition et de la loi initiale.

Définition 6.1. Soit une chaine de Markov (X, ),>0 & valeurs dans E, nous appelons loi initiale
la loi pugp de la variable aléatoire Xy :

Ve e E, po(z)=P[Xo=x]
Le théoréme suivant montre que la donnée de la loi initiale ug et de la matrice de transition P
caractérise une chaine de Markov.

Théoréme 6.2. Un processus (X,)n>0 @ valeurs dans E est une chaine de Markov de loi
wnitiale pg et de matrice de transition P si et seulement si, pour tout n > 0 et pour tout
(o, 21, ,2n) € B

P[Xo =z0,..., Xn-1 = Tn_1, Xn = zpn] = po(xo)p(xo, 1) ... p(Tp—1,Tp). (6.1)

Démonstration. Supposons que (X, ),>0 est une chaine de Markov et montrons 1'égalité (6.1).

En utilisant la formule,
P[AgNnA;N---NA,—1 NA,] =P[Ag]P[A1]|Ap] - - - P[A|Aog N -+ N Apq]
et la propriété de Markov. Nous avons :

P[XO =205+, Xp—1 = Tp—1,Xpn = xn] =
= ]P)[XO = xo]P[Xl = xl\XO = 1‘0] .. P[Xn = xn‘Xg =20y .- aXn—l = xn—l]
= ]P)[XO = xo]P[Xl = x’l‘Xo = xo] s P[Xn = xn‘Xn—l = xn—l]

= po(zo)p(zo, 1) ... P(Tn_1,Tn);
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d’on légalité (6.1).

Supposons maintenant que 1’équation (6.1) est vraie. En l'appliquant pour n = 0 on obtient,
pour tout xg € E, P[Xy = o] = po(xg). Pour tout n > 0, nous obtenons en utilisant la définition
de probabilité conditionnelle,

P[Xn+1 = xn+1,Xn =Tn,-.- ,XO = .2170]
P[X,, = zn, ..., Xo = 0]
(6.1) po(z0)p(0, 1) - - - P(Tn—1, Tn)P(Tn, Tnt1)
a po(zo)p(zo, 1) - .. p(Tn—1,2n)
= p(@n, Tpi1). (6.2)

P[Xn+1 = xn+1‘Xn =Tn,y.., X0 = 1'0] =

D’autre part, d’aprés la formule des probabilités totales et la définition des probabilités condi-
tionnelles,

Z P[XnJrl = 55n+17Xn = Tn, """ ,XO = I‘o]

zo, ,Tn—1€E
Z P[Xn:mTL?""XO::UO]
To, Tp—1€EE

Z ]P){Xn+1 = $n+1’Xn = Tn, """ 7X0 = xO]]P)[Xn =Tn, """ 7X0 = :L‘O]

z0, Tn—1€EH

[P[XnJrl = $n+1|Xn = Cﬂn] =

Z P[Xn:xTL?""XO:xO]

zo, ,Tn—1€E

Z p(wm x'thl)]P)[Xn =Tp, """ 7X0 = .’L'(]]
0, ,Tn—1€E
= , d’aprés (6.2),
S PX, =an, -, Xo = 0] prés (6.2)

xo, ,Tn—1€E

= p(Tp, Tnt1).
Ainsi,
P Xnt1 = Tnt1|Xn = @, ..., Xo = 20] = P[X 41 = 2p1| X = 20] = p(Tn, Tpg1)-
La propriété de Markov est vérifiée et la matrice de transition est P = (p(z,y)). O

Du Théoréme 6.2, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 6.3. La loi d’une chaine de Markov est invariante par translation dans le temps.

Autrement dit, pour tout (xg,. .., Tnim) € BT tels que P[Xo = o, ..., Xn = 2] > 0,
P[Xn—i-m = Tn+my - - - ,Xn+1 = xn+1‘Xn =Tn,-.. ,XO = IL'O] =
= P[Xm = Tn+my .- - ,Xl = .%'n+1|X(] = xn]

= p(wna xn+1) .- .p(xn+m,1, $ner)-
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Démonstration. D’aprés la définition des probabilités conditionnelles et le Théoréme 6.2 on a

P Xntm = Tntms - Xnt1 = Tnt+1|Xn = Tny ., Xo = x0] =
. P[Xn—l—m = Tp+my - - - 7)(0 = 1'0]
P[X,, = 2, ..., Xo = Z0)
B po(z0)p(wo, 1) - - - P(Tntm—1, Tntm)
— po(zo)p(wo, 1) - .. p(Tp—1, Tn)
=p(Tn, Tnt1) - - - P(Tntm—1, Tntm)

, d’aprés le Théoréme 6.2

P[Xm = Tn4+m, " " 7XO = xn]
= , d’aprés le Théoréme 6.2
]P’[XO = .%'n]
:P[Xm:l‘ner,.‘.,Xl :$n+1|X0:£En]. OJ

La question qui se pose a cette étape, est celle de ’existence d’une chaine de Markov, c’est a dire
de 'existence du processus (X,)n>0 dont les marginales sont données par (6.1). Le théoréme
suivant donne la réponse. Il se démontre en utilisant le théoréme d’extension de Kolmogorov.

Théoréme 6.4. Etant donné une probabilité jo sur un ensemble discret E et une matrice sto-
chastique P sur E, nous pouvons leur associer une chaine de Markov (Xy,)n>0 dont les marginales
sont données par (6.1).

6.2 TRANSITIONS D’ORDRE n ET LOI A L’INSTANT n

Nous pouvons maintenant étudier les transitions d’ordre n d’une chaine de Markov et en déduire
sa loi & 'instant n. Auparavant rappelons quelques faits sur le produit matriciel et introduisons
quelques notations.

Fonctions, vecteurs et matrices. La donnée d’une fonction f définie sur F est la donnée de
(f(x))zer. Silon écrit E = {x1,x2,...}, on peut identifier f avec un vecteur colonne, noté f
également :

f(z1)
f=1f(x2)

Soit maintenant A = (A(x,y)) une matrice dont les lignes et les colonnes sont indexées par F.
Le produit matriciel f*A définit un vecteur ligne dont la coordonnée y est :

(f'A)(y) =D flz)A(z,y).

zel

D’apres l'identification ci-dessus, le vecteur f'A est aussi une fonction ((f*A)(y))yer définie sur
E. De maniére analogue, le produit matriciel Af définit un vecteur colonne dont la coordonnée
T est :

(Af)(@) =Y Alz,9)f(y).

yelE
Le vecteur Af est également identifi¢ & une fonction ((Af)(z))zer définie sur E.

Notations. Soit (X,),>0 une chaine de Markov définie sur E.
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e Pour tout n > 0, notons p, la loi de (X,,)n>0 & l'instant n :
Ve e E, pp(r)=PX, =z
e Pour tout n > 0, notons P = (P™(z,y)) la matrice des transitions d’ordre n :
V(z,y) e B2, PW(x,y) =P[X, = y|Xo = z].

Proposition 6.5. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov de matrice de transition P.
e Pour tout k > 0, pour tout (z,y) € E?,

P[Xnir = y|Xi = 2] = PO (2,y) = P'(z,y).
e La loi a linstant n est donnée par

ph = ubP™,  autrement dit, Yy € E, Z P[Xy = z]P"(z,y).
zeE

Démonstration. Démontrons le premier point. Il suffit de montrer que pour tout k£ > 0, pour
tout (z,y) € E?,
PlXptk = y|Xp = 2] = P"(z,y).

D’apres la formule des probabilités totales,
P Xpih =y Xp = 2] = > P[Xntk = U Xniho1 = Tnph-1s- - - Xky1 = Tpp1 | Xp = 2]
Tpgk—1,-Tkt1E€EE

= Z (@, g 1)D(Tht1,k42) - - - P(@ntk—1,Y), d’aprés le Cor. 6.3

Th+1s9Tntk—1 €L

= P"(x,y), par définition du produit matriciel.

Pour le deuxiéme point, en utilisant & nouveau la formule des probabilités totales, pour tout
yek,

P[X, = y] = 3 B[X, = y|Xo = a]P[Xo = o]

zeE
= Z po(z) P (2, y),
zeE
en utilisant les notations introduites et le premier point. O

Nous pouvons en déduire les équations importantes suivantes.

Corollaire 6.6 (Equations de Chapman-Kolmogorov). Soit (X,),>0 une chaine de Markov de
matrice de transition P. Alors les matrices de transitions d’ordre n + m et n,m satisfont a la

relation suivante :
pntm) — p() pm) (6.3)

En explicitant les notations, ceci s’écrit ausst :

V(z,y) € E®, PXpym=ylXo=2]=) P[X,=2Xo=a|P[Xy, = y|Xo = 2].
zeE

Démonstration. L’égalité (6.3) découle immédiatement de la proposition précédente et de la
définition du produit matriciel. ]
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6.3 EXERCICES : DYNAMIQUE D’UNE CHAINE DE MARKOV

Exercice 6.1. [Transmission d’un bit informatique, suite] On reprend 1'Exercice 5.7. Calculer
la probabilité que le bit avant la transmission par le (n 4 1)-iéme intermédiaire soit égal au bit
initial. Que se passe-t-il lorsque n — oo ?

Solution de l'exercice 6.1. On cherche P[X,, = Xj]. On a,

P[X, = Xo] = P[Xn = 1, Xo = 1] + P[X, = —1, Xo = —1]
= [P[Xn = 1|X0 = 1]P[X0 = 1] + P[Xn = —1‘X0 = —1]P[X0 = —1].

D’aprés la Proposition 6.5, ceci est donné par :
PIX,, = Xo] = P"(1, 1)P[Xo = 1] + P"(~1, ~1)P[X = —1].

Nous devons calculer la puissance n-iéme de la matrice de transition P, o

1_
p=| 7 Py
1-p p

Cette matrice est symétrique donc diagonalisable dans une base orthonormée et ses valeurs
propres sont réelles. La somme des lignes étant constante égale & 1, on en déduit que 1 est valeur
propre et (1,1)" est vecteur propre associé. La trace étant égale a 2p, on déduit que la deuxiéme
valeur propre est 2p — 1. Le vecteur propre associé étant orthogonal au premier, on déduit que
(—1,1)! est vecteur propre associé a la valeur propre 2p — 1. Ainsi,

60
2\1 1 )\0 2p—1/\-1 1
pn_ L1 -1\ (1 0 11\ 1{14+@p-1" 1—(2p—1)"
201 1) \o @-1)\-1 1) 2\1—-@2p-1)" 1+@2p-1)")"
1+ (2p—1)"

PXn = Xo] = ————(BlXo = 1] + P[Xo = ~1]) =

et

1+ 2p—1)"

5 .
Comme 0 < p < 1, |2p — 1] < 1 et par suite, lim,,~ P[X,, = Xo] = % Asymptotiquement,
il y a une chance sur deux que le bit soit transmis sans erreur, ceci indépendamment de la
probabilité p.

Remarque. (En rapport avec le chapitre 8). La chaine est irréductible, récurrente positive et
apériodique. Donc convergence de la loi & I'instant n vers la mesure stationnaire.

Exercice 6.2. |Dépenses énergétiques, d’apres le livre “Exercices de probabilité” Cottrel & al.|
On dispose dans une maison individuelle de deux systémes de chauffage, 'un de base l'autre
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d’appoint. On dira que ’'on est dans I’état 1 si seul le chauffage de base fonctionne, dans I’état
2 si les deux systémes fonctionnent.

Si un jour on est dans 1’état 1, on estime qu’on y reste le lendemain avec probabilité %; par

contre si 'on est dans I’état 2, le lendemain la maison est chaude et 'on passe & 1’état 1 avec

probabilité %.

Soit X, Iétat du systéme au jour numéro n; on admet que (X,)p>0 est une chaine de Markov.
1. Déterminer la matrice de transition et son graphe.

2. On pose p, = P[X,, = 1]. Déterminer une relation de récurrence entre p, et p,41, puis
exprimer p, en fonction de pg. Que vaut limy, oo py 7

3. On suppose que l'on est dans I’état 1 un dimanche, trouver la probabilité d’étre dans le
méme état le dimanche suivant.

4. Montrer que si un jour on se retrouve dans I’état 1 avec probabilité g alors il en est de
meéme les jours qui suivent.

Solution de ’exercice 6.2.

1. La chaine de Markov (X,,)n,>0 est a valeurs dans E' = {1,2}. Sa matrice de transition
P = (p(z,y)) est de taille 2 x 2 et d’aprés les hypothéses de I’énoncé, elle est donnée par :

) |

2. D’apres la formule des probabilités totales et conditionnelles,

s

Il
VN
O DO
NN

Pn+1 = P[Xn—&-l = 1] = P[Xn—l-l =1,X,= 1] +]P)[Xn+1 =1,X,= 2]
=P[X,41 = 11X, = 1P[X,, = 1] + P[X,, 41 = 1| X, = 2|P[X,, = 2]
=p(1, Dp, +p(2,1)(1 — pp), car PX, =2] =1—-P[X, =1]
3 1
=1 P
On peut se ramener & une suite géométrique en soustrayant de ’équation ci-dessus la

solution de I’équation x = § — %ZL‘, soit x = 2

5-

3
4
DPn 5 4 Pn—1 5) 4 bo 5)

ot p = 5+ (=7)" (po = 3), et

lim p, =
n—o0

3. On cherche P[X, 17 = 1|X,, = 1] = P[X7 = 1| X = 1]. Supposer que l'on est dans I’état 1
le dimanche revient a supposer que P[Xp = 1] =1 = po (et donc P[Xy = 2] = 0). Donc,

3
5

pr = P[X7 = 1] = P[X7 = 1|Xo = 1]P[Xo = 1] + P[X7 = 1|X¢ = 2]P[X = 2]
—PIX; = 1|X, = 1].

On cherche donc p7. D’aprés la question précédente,
-2+ (1) ()~
PT=75 1) \5) 7§
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4. La relation de récurrence établie sur (py,) nous dit que si p,—1 = % alors p, = %

Remarque. (En rapport avec le chapitre 8). La chaine est irréductible, récurrente positive et
apériodique. Donc convergence de la loi & I'instant n vers la mesure stationnaire. Si on part de
la mesure stationnaire, on y reste.

Exercice 6.3. [Casino / Marche aléatoire sur Z/3Z| Un joueur fréquente 3 casinos numérotés

1, 2 et 3. Chaque jour il choisit I'un des deux casinos ou il n’est pas allé la veille suivant une

méme probabilité % Le premier jour, jour 0, il choisit 'un des trois casinos selon une loi g

sur F = {1,2,3}. On note X,, la variable aléatoire égale au numéro du casino fréquenté par le
joueur le jour n. On admet que (X,,),>0 est une chaine de Markov.

1. Déterminer la matrice de transition P et le graphe de la chaine de Markov.
2. Calculer les puissance P™ de la matrice P, puis lim,, o, P".
3. Calculer lim,,_,o, P[X,, = | pour = € {1,2,3}.

Solution de l’exercice 6.3.

1. La matrice de transition P = (p(z,y)) est de taille 3 x 3 et d’aprés 1’énoncé on a,

0 3 3
P=13 0 3
220
2. Posons
1 11
1 11
1 11

Alors pour tout k > 1, M¥ = 3¥=1M[. D’autre part, remarquons que P = %(M — I3),
ainsi,

D'ou, P"(x,y) = { '

On en déduit,

lim P" =

n—o0

Wl W= Wl
Ol Lol o=
Ol Lol o=
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3. D’aprés le cours,

Xn =yl =Y po(x)P"(z,y).

zeFE

Dong, limy, o0 P[ X, = y] = N erE po(z) = :1,)

Remarque. (En rapport avec le chapitre 8). La chaine est irréductible, récurrente positive et
apériodique. Donc convergence de la loi a l'instant n vers la mesure stationnaire.

Exercice 6.4. [Marche aléatoire sur Z, suite]

On reprend I’Exercice 5.4 sur la marche aléatoire.

1. Calculer la probabilite P(") (z,z) que le marcheur revienne en un point x au bout de n
pas, sachant qu’il est parti de ce méme point x.

2. Donner une formule exacte pour ano P(")(a:, x) lorsque p € (0,1) et p # %

3. En utilisant la formule de Stirling, donner un équivalent (n ~ oo) de P (z,z) lorsque
p= % En déduire que ), - PM(z,z) = cc.

Solution de ’exercice 6.4.

1. Remarquons que si n est impair, on ne pourra pas revenir au point de départ, donc
p™ (x,z) = 0 si n est impair. Supposons n = 2m pair. Pour revenir en x aprés 2m pas,
il faut et il suffit de faire m pas vers la droite et m pas vers la gauche; il y a (QHT) telles
marches. La probabilité de chacune est égale a p™ (1 — p)™ car les pas sont indépendants.

Ainsi,
P (4 2) = (27::) [p(1 —p)]™

2. On a la formule > >°_ (27;”) (5™ =(1- IL‘)_%, pour tout z, |x| < 1. (Généralisation de

m=0
la formule du binéme pour les puissances rationnelles).
Par ailleurs, 0 < 4p(1 — p) < 1 tant que p € (0,1) et p # % (variations d’un polynome de
degré 2). Ainsi,

o0 o 1

P (z,2) = PO™) (g :(1—4p1—p) = .
3P0 ae) = 32 P 1-p) " =g
3. D’apres la formule de Stirling, n! = n"e~"v/27n(1 + o(1)). Donc,

<2m> _ (2m)?me?m\/272m 22m

e (L o(1) = (14 o(1)).

N

b

m

Ainsi, lorsque p = %, et m — oo P2m) (z,x) ~ ﬁ La série de terme général \/—lﬁ étant
divergente, on en déduit que

S p S P (g, ) = o0,
> P )=



CHAPITRE 7

CLASSIFICATION DES ETATS

L’espace des états étant souvent de grande taille, il est utile de le partitionner en des sous-
ensembles dont les éléments ont les mémes comportements au regard de propriétés importantes.
Pour ce faire, nous introduisons une relation d’équivalence sur les états.

7.1 CLASSES DE COMMUNICATION

On considére une chaine de Markov (X,,),>0 définie sur un espace d’états E, de matrice de
transition P.

Définition 7.1.
e Soient deux états x et y. Nous dirons que x conduit ¢ y ou que y est accessible depuis x,

noté x — vy, si :
dneN, PM™(zy)=PX, =y/Xo=2z]>0. (7.1)
Cette relation signifie que partant de x nous avons une probabilité non nulle d’atteindre
1 a un certain temps n.
e Nous dirons que x communique avec y, noté x < y, si chacun des états x, y est accessible
depuis 'autre, c’est-a-dire z — y et y — x.

Proposition 7.2. La relation de communication <> est une relation d’équivalence.

Démonstration.
o Réflexivité : x <» z. Immédiat en observant que

POz, 2) =P[Xy=2|Xo=2] = 1.

e Symétrie : x < y = y < x. Evident par définition.

e Transitivité : x <> y et y <> 2 = x < z. Pour cela il suffit de montrer la transitivité de la
relation d’accessibilité. Supposons que = — y et y — z. Alors il existe m,n € N tels quel
p™ (x,y) >0 pm) (y,z) > 0. Or d’aprés les équations de Chapman-Kolmogorov, on a

PO (g, 2) = 37 PO 2,y ) PO (g 2) > PO)(2,y) P (y, 2) > 0.
y' ek

La premiére inégalité provient du fait que tous les termes de la somme sont positifs ou
nuls. En conséquence x — z. O
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Définition 7.3.
e Les états F de la chaine peuvent étre partitionnés en classes d’équivalence appelées classes
irréductibles. Si ' est réduit & une seule classe, la chaine de Markov est dite irréductible.
e La relation d’accessibilité s’étend aux classes : une classe d’équivalence C’ est accessible
depuis une classe C, noté C' — C’, si

V(z,2')eCxC', v — 2.
A noter ’équivalence :
V(z,2)eCxC', z—2 & F@2)eCxC, z—2a.

La relation d’accessibilité définit une relation d’ordre partiel entre les classes d’équiva-
lence.

e Une classe d’équivalence C est dite fermée si, pour tout z,y tels que (x € C et x — y =
y € C). Autrement dit, Vz € C,Vn €N, 3 - P (z,y) = 1, autrement dit encore C
est une classe dont on ne peut pas sortir.

e Une classe fermée réduite a un point C' = {x} est appelée un état absorbant. Un état x
est absorbant ssi p(z,z) = 1.

7.2 PERIODE

Dans cette partie, nous étudions la période associée & une classe.

Définition 7.4. Etant donné un état x € E, la période de I'état x, notée d(x), est le plus grand
commun diviseur des entiers n tels que P (z,z) est strictement positif :

d(z) = PGCD{n > 1| P™(z,2) > 0}. (7.2)
Par convention d(x) = 0 si 'ensemble des n > 1 tels que P (x,z) > 0 est vide.

Nous avons le résultat suivant, qui montre que la notion de période est une notion de classe.

Théoréme 7.5. Si deux états communiquent alors ils ont méme période.

Démonstration. Soient x et y deux états qui communiquent, z <> y. Montrons que d(y) divise
d(x). Ceci revient a prouver que d(y) divise tout n > 1 tel que P (x, z) > 0; soit donc un
tel n. Comme x et y communiquent, il existe deux entiers k,£ > 1 tels que pk) (z,y) > 0 et
PO (y,x) > 0. De plus, d’aprés les équations de Chapman-Kolmogorov :

POy ) > PO (y, 2) P™ (2, 2) P®) (2, ) > 0, et PR (y,4) > PO (y,2) PP (2, y) > 0.

Ainsi, d(y) divise n + k + £ et k + £; et par suite divise la différence n. On a donc montré que
d(y) divise d(z). En intervertissant les roles de x et y nous prouvons que d(z) divise d(y), ce qui
entraine que d(z) = d(y). O

Définition 7.6. La période d’une classe est la période de chacun de ses éléments. Une classe
est dite apériodique si sa période est 1.
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7.3 EXERCICES : CLASSES DE COMMUNICATION, PERIODE

Exercice 7.1.

Considérons une chaine de Markov définie sur un espace E = {0,...,9} formé de 10 états, dont
la matrice de transition est :

o
N |
o
w

_ O O O O o = O o ©
S O O O O O o o O

S O O O O O O O~ O
O O O O O o o+~ O O
S O O O O o o o O

O O O O O = O O O O
o O O O = O O O O O
S O O B O O O O O O
S O B O O O O O O O
SO B O O O O O O o O

1. Tracer son graphe.

2. Déterminer les classes de la chaine et leurs périodes.

Solution de l’exercice 7.1.

1. Tragons son graphe :

2. Nous constatons qu’il y a deux cycles donc les états de chacun des deux cycles com-
muniquent. De plus, ces deux cycles contiennent le méme état 0, ce qui implique qu’ils
communiquent. Il n’y a donc qu’une seule classe ; la chaine est irréductible.

Afin de déterminer la période de cette chaine de Markov, il suffit de déterminer celle d’un
de ses états; prenons x = 0. Partant de 0 nous sommes de nouveau en 0 au bout de 4
transitions en passant par le petit cycle et au bout de 7 transitions en passant par le
grande cycle, nous avons :

PW(0,0) = 0.7 et P(D(0,0) =0.3.

Nous en déduisons que le PGCD ne peut étre que 1; la chaine est donc apériodique. En
résumé, cette chaine est formée d’une seule classe apériodique.
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Exercice 7.2. Reprenons la chaine précédente avec un état de moins dans le second cycle.
C’est-a-dire, considérons la chaine de Markov définie sur un espace E = {0,...,8} formé de 9
états, dont la matrice de transition est :

o
N
o
w

I
_ o O O O = O O Oo
o O O O O o o+~ O
o O O O O o~ O O
O O O O = O O O O
S O O B O O O O O
S O B O O O O O O
o R O O O O O O O

o O O O O o o O
o O O O O o o O

1. Tracer son graphe.

2. Déterminer les classes de la chaine et leurs périodes.

Solution de 'exercice 7.2.

1. Tragons son graphe :

2. Comme précédemment cette chaine de Markov ne contient qu’une seule classe et est
donc irréductible. Etudions la période en étudiant celle du sommet 0. Partant de 0, nous
sommes de nouveau en 0 au bout de 4 transitions en passant par le petit cycle et au
bout de 6 transitions en passant par le grand cycle. De plus, pour revenir en 0 on est
obligé de passer par le petit ou par le grand cycle (“ou” non exclusif). Ainsi, nous avons
P(™(0,0) > 0 si et seulement si n = 4k + 6¢ pour (k, £) # (0,0). Donc

d(0) = PGCD{n > 1| P(™(0,0) > 0} = PGCD{4k+6¢| (k,¢) # (0,0)} = PGCD{4,6} = 2.

La chaine est périodique de période 2. Il existe donc deux sous-classes,

1
1 0 0
1 0 3
1 2 3 2 2
o— — — — —4—2— — —4— —---
4 5 6 7 4 5 5
8 5 6
6 7 7
8

FIGURE 7.1 — sous-classes
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qui sont {0,2,5,7} et {1,3,4,6,8}.

Exercice 7.3.

Soit la chaine de Markov & 10 états {0,...,9} de matrice de transition :
1 00000O0TO0TO0O
0 £ 000Z% 0000
0003 002000
000O0O0OOCOT*+X0 2
1 1 1
p_ |2 0000350030
020003210000
0000O0OO0OO0OTZO0 2
0010000O0TO0O
2 1 1 1
2 po00¢:tLfooto
0010000O0O0TO0O

1. Tracer son graphe.

2. Déterminer les classes de la chaine et leurs périodes.

Solution de l’exercice 7.3.

1. Le graphe associé est :

[N

=
1~

(S

L
1

N[ =
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2. Nous constatons ’existence de 4 classes :

— la classe {0} qui est fermée et réduite & un point, et forme donc un état absorbant 0;

— la classe {1,5} qui est fermée et apériodique en raison des boucles en 1 et 5;

— la classe {2,3,6,7,9} qui est fermée et de période 3, les 3 sous-classes étant dans
Vordre {2}, {3,6} et {7,9};

— enfin la classe {4,8}, que nous pouvons quitter vers les classes {0} et {1,5} et qui
n’est donc pas fermée.

Nous pouvons voir que nous quittons la classe non-fermée {4, 8} vers les classes fermées
{0} et {1,5}. Il serait intéressant de savoir avec quelle probabilité nous nous retrouvons
dans chacune des deux classes terminales. Or, nous voyons que nous quittons la classe
{4,8} de 4 ou de 8, et que nous avons toujours deux fois plus de chance de nous retrouver
en 0 que dans la classe {1,5}. Par suite la probabilité de se retrouver en 0 est de % et en

1
{1, 5} de 3

Exercice 7.4. Déterminer les classes et périodes des exercices suivants du Chapitre 5 : Exer-
cice 5.4 (marche aléatoire sur Z), Exercice 5.6 (fort carré), Exercice 5.7 (transmission d’un bit
informatique), Exercice 5.9 (ruine du joueur), Exercice 5.10 (plagiste et ses voiliers).

Solution de lexercice 7.4.

e Exercice 5.4 (marche aléatoire sur Z). Chaine irréductible de période 2.

e Exercice 5.6 (fort carré). Chaine irréductible de période 2, avec comme sous-classes : {0, 2}
et {1,3}. De maniére générale, la marche aléatoire sur Z/nZ est irréductible, apériodique
si n est impair, et périodique de période 2 si n est pair.

e Exercice 5.7 (transmission d’un bit informatique). Chaine irréductible apériodique (car
contient des boucles).

e Exercice 5.9 (ruine du joueur). Trois classes : {0}, {N},{1,..., N —1}. Les classes {0} et
{N} consistent en un seul sommet et sont fermées, il s’agit d’états absorbants. La classe
{1,..., N —1} n’est pas fermée car les classes {0} et { N} sont accessibles depuis elle. Les
deux états absorbants sont de période 1 chacun. La classe non-fermée {1,..., N — 1} est
de période 2.

e Exercice 5.10 (plagiste et ses voiliers). Chaine irréductible apériodique (car contient des
boucles).
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7.4 RECURRENCE ET TRANSIENCE

Nous allons étudier une seconde classification des états dépendant du type de comportement de
la chaine. Dans toute cette section, nous considérons une chaine de Markov (X,,),>0 a valeurs
dans un espace F, de matrice de transition P.

Etant donné un état = € E, tel que P[Xy = 2] > 0, nous notons simplement P, la probabilité
conditionnelle Pyx, _,}[] sachant I'événement {Xo = '} réalisé.

7.4.1 DEFINITIONS

Définition 7.7. Soit x € E un état. Le temps d’atteinte de =, noté T, est le premier instant
ou x est visité aprés le départ. Par convention, le temps d’atteinte est infini si nous n’atteignons
jamais x :

inf{n > 0| X,(w) =z} siun tel entier existe

+o00 sinon.

VweQ, Tp(w)= {

Si la chaine part de I’état = lui-méme, nous employons plutdt le terme de temps de retour.

Définition 7.8. Un état x € F est dit récurrent si
Py [Ty < +o00] = 1.
L’état x est dit transient ou transitoire sinon, c’est-a-dire quand

P [T, < +o00] < 1, autrement dit, P,[T, = oo] > 0.

Un état est récurrent si nous sommes siir d’y revenir, il est transient s’il existe une probabilité
non nulle de ne jamais y revenir, et donc de le quitter définitivement.

7.4.2 CRITERES DE RECURRENCE/TRANSIENCE

Une maniére de caractériser la récurrence/transience d'un état est d’utiliser le nombre de visites,
notion que nous introduisons maintenant.

Définition 7.9. Le nombre de visites en un état x est la variable aléatoire N, définie par :
oo
Ne=> Lix,—a-
n=0

La quantité, G(z,y) := E;[N,] est lespérance du nombre de visites en y partant de x. G s’appelle
le noyau de Green, le noyau potentiel ou simplement la fonction de Green.

Lemme 7.10. Nous avons [’égalité suivante :

V(z,y) € B>, G(z,y) =Y P™(x,y). (7.3)
n=0
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Démonstration. Par définition de la fonction de Green,

G(:L'a y) = ]Ex[Ny]

=E, {Z 1, Xn:y}] (par définition du nombre de visites en y)
n>0

= Z]Ex [1{ Xn:y}] (par inversion de la sommation et de I’espérance (Fubini))

n>0

- Z P.[X, =] (espérance de l'indicatrice)
n>0

Y Py, O
n>0

Le théoréme suivant caractérise la récurrence/transience en utilisant le nombre de visites.

Théoréme 7.11. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’état x € E est récurrent, i.e., Py[T, < oo] = 1.
2. P[N, =o0] = 1.
3. G(x,z) = o0.
De maniere analogue, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’état x € E est transient, i.e., Py[T, < co] < 1.
2. P,[N, = 0] = 0.
1

3. G(z,x) < o0 et G(z,x) = BT, = oo

Dans ce cas, la loi conditionnelle de N, sachant que I’on part de l’état x est une loi géométrique
de parameétre Py [T, = oo].

Avant de démontrer le Théoréme 7.11, nous prouvons le résultat préliminaire suivant.

Lemme 7.12. Pour tout (z,y) € E?,

e pour tout n € N¥,
Py [Ny > n+ 1] = P, [T, < oo]P, [N, > nl;

cette égalité est aussi vraie pour n =0 si x # y.
e pour la fonction de Green,

G(x,y) = dggeyy + Po[Ty < 0]G(y,y).

Démonstration. Démontrons la premiére égalité. Soit n € N*; d’aprés la formule des probabilités
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totales,
Py[Ny >n+1] =Py[Ny >n+1,T, < oo] +Py[Ny >n+1,T, = o0
=P,[Ny >n+1,T, < o0
= Z P,[Ny > n+1,T, = /], (formule des probabilités totales)
(=1
= pr[( Z ]I{Xk:y}) > n,Ty = £:|
=1 k=041
= ZIP’K Z H{Xk:y}> >n ‘Ty =4, Xy = CL‘} P.[Ty = ¢], (proba. cond.).
=1 = k=t+1
Or,

PK i H{X’“:y}) 2 ”‘Ty =(,Xo= w}

k=(+1

00
:]P)|:( Z ]I{Xk:y}> 2 TL‘Xg = y7X€—1 ?é Y- 'aXl ?é vaO = 113':|
k=0+1

= P[(i ]I{Xk:y}) >n ‘Xo = y} =Py[Ny, > n| (d’aprés le Corollaire 6.3).
k=1

Ainsi on conclut,
[o¢]
Po[Ny > n+1] =Py[N, > n] Y Pu[T, = {] = Py[N, > n|P,[T, < oc].
/=1

Démontrons 1’égalité pour la fonction de Green.

G(z,y) = ZP(") (z,y), d’apres le Lemme 7.10
n=0
= Oy + 3 PO (@) = Opomyy + Y Pa[ X, =]

n=1 n=1

= Ofp—y} T Z ZIP’QD [Xn =vy,Ty = {], (formule des probabilités totales)

n=1 /(=1
o n

= Ofp—y} + Z ZIP’[Xn =y|T, = ¢, Xo = z|P,[T, = {], (formule probas cond.)
n=1 /=1
Or d’apreés le Corollaire 6.3, on a pour tout £ € {1,...,n}
PX, =y|T, =4, Xo =2] =PX, =yl Xy =y] =Py[Xs,—r = 1]
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En remplagant et en inversant les sommes sur n et £, on obtient,

G(2,y) = Opumyy + Y D Py [Xpp = y|P[T}, = ]

{=1 n={
i + 3BT = (3R =)
(=1 n=¢
= 0p—y} + Pa[Tyy < 0]G(y,y). O
Démonstration du Théoréme 7.11. Puisque Pz[N, > 1] = 1, le Lemme 7.12 et une récurrence

immeédiate nous disent que, pour tout n € N*,
P.[N, > n] = P,[T, < oo]" L.
La suite d’événement ({N; > n}),>1 étant décroissante, on a aussi
Py[Ny = 0] = Po[nz1{No > n}] = lim Po[{N; > n}] = lim Py[T; < o]
Ceci montre I’équivalence entre les points 2 et 1. En effet, on a soit

Py[Ny =o0] =1 & Py[Ty < oo] =1, ou bien
Py[Ny =00] =0 < P, [T, < 0] < 1.

Montrons maintenant ’équivalence entre les points 1 et 3. D’aprés la deuxiéme égalité du
Lemme 7.12, la fonction de Green G(x,x) satisfait a I’égalité,

G(z,x)(1 —Pg[Ty < o0]) = 1.
Ainsi,
1

1 —P [Ty < 9]
G(zr,z) =00 & P, <oo]=1.

G(z,z) = <o < P,T, < oo] <1 ou bien

et cela démontre ’équivalence entre le point 1 et 3 et termine la preuve des équivalences. Mon-
trons encore que dans le cas transient, la loi conditionnelle de N, sachant {Xy = x} est géo-
métrique de paramétre P, [T, = oo]. Pour cela on utilise & nouveau le Lemme 7.12. Pour tout
n>1,

P.[N, = n] = Py[Ny > n] — Po[N, > n + 1] = P.[T, < 00" 11 — P, [T}, < o0]). O

7.4.3 CLASSES RECURRENTES/TRANSIENTES

Nous allons établir que la notion de récurrence/transience est une propriété de classes.

Proposition 7.13. Soient deux états x et y qui communiquent, alors x et y sont soit tous les
deuz récurrents soit tous les deux transients.
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Démonstration. D’aprés le Théoréme 7.11 il suffit de montrer que G(z,x) et G(y,y) sont de
méme nature (soit finies, soit infinies). D’aprés le Lemme 7.10, pour tout = € E, G(z,x) =
5S> o PM™(z,z), donc cela revient a montrer que les séries de terme général P (z,z) e
p )(y y) sont de méme nature. Comme et yy communiquent, il existe k, £ tels que P*) (z,y) > O
et PO (y,z) > 0. Ainsi, pour tout n > k + £,

P™ (2, ) > PW (2, y) Pui—o(y, ) P (y,z) et P" (y,y) > POy, 2) Pyj_s(w,2) PP (2, ),
ce qui démontre que les deux séries convergent et divergent en méme temps. ]

Définition 7.14. Une classe d’équivalence est dite récurrente, resp. transiente, si un de ses
sommets est récurrent, resp. transient.

Allons un peu plus loin dans la description des classes.

Proposition 7.15. Une classe récurrente est fermée, autrement dit, la probabilité de sortir d’une
classe récurrente est nulle.

Démonstration. Soit x un état quelconque appartenant a la classe de récurrence C. Supposons
qu'il existe y ¢ C' tel que x — y et montrons que 'on a une contradiction. Remarquons d’abord
que y ne conduit & aucun sommet de C, car sinon on aurait y — x et donc z <> y et y € C. De
plus, on a :

=y & PyT, <oo]>0.

Or, la probabilité P,[T,, = cco] de ne pas revenir en x est bornée inférieurement par la probabilité
d’aller en y en temps fini (vu que y ne conduit & aucun état de C'). Ainsi,

P, [Ty = oo] > P[Ty, < oo] >0,

d’ot P,[T, < o] < 1, ce qui est une contradiction avec = récurrent. O

Nous voyons qu’une classe récurrente est fermée, mais la réciproque est fausse en général (voir
lexemple de la marche aléatoire non-symétrique, Exercice 7.7, qui est fermée et transiente),
malgré tout elle est vérifiée si cette classe est de cardinal fini.

Proposition 7.16. Toute classe fermée et de cardinal fini est récurrente.

Démonstration. Soit C' cette classe fermée, et soit © € C, alors,

Y Glzy)=> ) P(x,y)

yeC yeCn>0

=3 Y P =

n>0 yeC

car pour tout n € N, - P (x,y) = P,[X, € C] = 1; puisque la classe C' est fermée nous
ne la quittons pas.

Supposons que pour tout y € C, y est transient, alors d’aprés 'Exercice 7.5, G(z,y) < co. Par
hypotheése la classe C est de cardinal fini, ce qui implique que Zyec G(z,y) < 0o et on obtient
une contradiction. En conséquence, il existe un état y € C récurrent et la classe C' est donc
récurrente. O
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Comme corollaire, nous déduisons,

Corollaire 7.17. Une chaine de Markov définie sur un espace d’états fini admet au moins un
état récurrent.

Démonstration. Ceci découle du fait que si I'espace d’état est fini, il doit y avoir au moins une
classe fermée. O
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7.5 EXERCICES : RECURRENCE /TRANSIENCE

Exercice 7.5. [Fonction de Green)|

Allons un peu plus loin dans I’étude de la fonction de Green. Soit z,y € E deux états. Montrer
que :

1. Si z » y, alors G(z,y) = 0.

2. Sixz—yet
e y est transient, alors G(z,y) < oo
e y est récurrent, alors G(x,y) = 0o

3. La fonction de Green satisfait & I’équation,

G=PG+I & VY(zy) eFE% G = p(x,2)G(2,) + Sy
zeE

Solution de l’exercice 7.5.
1. Siz - y, alors pour tout n > 0, P(”)(:v, y) = 0. Ainsi, d’aprés le Lemme 7.10, G(z,y) = 0.
2. On a,
r—=y & P[T, <oo] >0,

(Preuve dans I’Exercice 9.6. de “Exercices de Probabilités”, Cottrell & al.)
De plus, si y est transient, G(y,y) < oo et si y est récurrent G(y,y) = oo. En utilisant la
deuxiéme égalité du Lemme 7.12, ceci démontre le point 2.

3. D’aprés le Lemme 7.10,

ZP ()xy+ZP(” (z,9)
n=1

= Ofp=y} + Z Zp(x, z)P(”*l)(z, y), d’aprés Chapman-Kolmogorov

n=1zeFE

= 5{z:y} + ZP(% Z) Z P(nil)(z’y) = 5{:p:y} + Zp(xa Z) Z P(n)(zvy)
zeE n=1 z€E n=0

= 6{r:y} + Zp(x7 Z)G(Za y)
zeE

Exercice 7.6. On considére une chaine de Markov (X,,),>0 d’espace d’état E = {1,2,3} et
de matrice de transition

P:

W= Nl= O
W= N[= =
w= O O

1. Dessiner le graphe associé a cette chaine de Markov et classifier les états (récurrents/transients).

2. Calculer la fonction de Green pour toutes les paires de points (z,y) € E?. En déduire la
probabilité de ne jamais revenir en 3 sachant que 'on est parti de 3.
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Solution de ’exercice 7.6.

1. Graphe a faire. Les classes d’équivalence sont {1,2} et {3}. La classe {1,2} est fermée
et finie, donc récurrente. La classe {3} permet d’atteindre la classe {1,2}; elle n’est pas
fermée, donc transiente.

2. D’aprés les points 1 et 2 de I’Exercice 7.5, on a que la matrice des coefficients de la
fonction de Green est de la forme,

00 00 0
G=]oo o 0
oo oo (G(3,3)

Pour déterminer G(3,3) on utilise le Point 3 de 1'Exercice 7.5 :

3
G(3,3) =1+ p(2,3)G(2,3) =1+ éG(& 3).

z=1

Ainsi, %G (3,3) = 1, autrement dit G(3,3) = % On en déduit la probabilité de ne jamais revenir
en 3 sachant que 'on est parti de 3 :

P3[Ts = oc] = —Z

Exercice 7.7. Classifier les états (récurrent / transient) des exercices du Chapitre 5.3 : Exer-
cice 5.4 (marche aléatoire sur Z), Exercice 5.6 (fort carré), Exercice 5.7 (transmission d’un bit
informatique), Exercice 5.9 (ruine du joueur), Exercice 5.10 (plagiste et ses voiliers).

Solution de lexercice 7.7.
e Exercice 5.4 (marche aléatoire sur Z). Chaine irréductible. Il suffit donc de considérer un
état. Dans I’Exercice 6.4 on a montré que

oo

1
Sip# 2 G(z,z) = ZP(")(x,x) < 0
n=0

. 1 n
Sip= 3 G(z,x) = ZP( Nz, 2) = oo.

Ainsi, la marche aléatoire est récurrente dans le cas symétrique et transiente sinon. Re-
marquer que dans le cas non-symétrique, on a un exemple de classe fermée (infinie) et
non-récurrente.

e Exercice 5.6 (fort carré) ou marche aléatoire sur Z/nZ. Chaine irréductible. Elle est
récurrente car finie.

e Exercice 5.7 (transmission d’un bit informatique). Chaine irréductible. Elle est récurrente
car finie.

e Exercice 5.9 (ruine du joueur). Trois classes : {0}, { N}, {1,..., N—1}. Les classes {0}, { N}
consistent en un seul sommet et sont fermées, il s’agit d’états absorbants. La classe
{1,..., N —1} n’est pas fermée car les classes {0}, { IV} sont accessibles depuis elle. Ainsi
les états absorbants sont récurrents et la classe {1,..., N — 1} est transiente.
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e Exercice 5.10 (plagiste et ses voiliers). Chaine irréductible. Elle est récurrente car finie.

Exercice 7.8. [Qui perd, perd tout]

Nous considérons un joueur dont la probabilité de donner une bonne réponse est p quelle que
soit la question posée et la probabilité de donner une réponse fausse est 1 — p, avec 0 < p < 1.
Nous supposons que les réponses sont indépendantes les unes des autres et que s’il donne une
bonne réponse, il gagne 1 et s’il donne une mauvaise réponse, il perd tout. La richesse de départ
est Xo = 0 et, pour tout n > 1, on note X,, sa fortune a I'instant n.

1. Montrer qu’il s’agit d’une chaine de Markov. Donner son graphe et sa matrice de transi-
tion.

2. Montrer que cette chaine de Markov est irréductible.

3. Soit Ty = inf{n > 0/X,, = 0} le temps d’atteinte de 0. Pour tout n € N*, calculer
Po[To = n).

4. En déduire que la chaine est récurrente.
Solution de ’exercice 7.8.

1. Le processus (X,,)n>0 est a valeurs dans E = N. Soit Y;, la variable aléatoire valant 1 si
le joueur répond juste a la m-iéme question, et 0 sinon. Alors (Y;,),>1 est une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre p, indépendante de Xy. Pour
tout n > 0, la fortune du joueur a l'instant n + 1 est :

Xp+1 siYp1=1
Xn+l = .
0 si Y41 =0

= (Xn + ]‘)H{Yn+1:1}'

Ainsi d’aprés 'Exercice 5.5, (X,,)n>0 est une chaine de Markov.

La matrice de transition P = (p(«x,y)) a pour coefficients non nuls,

VzeN, plx,z+1)=p p(x,0)=1-—p.

0 1 2 3
Of1l—p p 0 O
1{1—p 0 p O

P=2|1—-p 0 0 p
3 0 0 0

FIGURE 7.2 — Matrice de transition du jeu.

Le graphe associé a cette chaine de Markov est,
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1-p 0

FIGURE 7.3 — Graphe de la ruine du joueur.

2. Nous constatons que tous les points communiquent entre eux. En effet, soient deux états
Tety:
e Si y > x, alors partant de z nous pouvons atteindre y en y — x étapes en gagnant
successivement y — x fois : P~ (x,y) = p¥=% > 0.
e Si y < x, alors partant de x nous pouvons perdre immédiatement et gagner y fois
pour atteindre la fortune y : PU+9) (z, ) = (1 — p)p¥ > 0.
Il n’y a donc qu’une seule classe et la chaine est irréductible.

3. Soit n € N*. Alors,

Py[Th = n] = P[{le joueur répond juste aux (n — 1) premiéres questions et faux a la n-iéme}]
= PO[{Yi = 1> 7YTL71 = 17Yn = 0}]
= p""1(1 — p), par indépendance.
Ainsi la loi conditionnelle de Tp sachant { Xy = 0} est une loi géométrique de parameétre
(1 —p) sur N*.
4. On a,
0[To < o] ; o[To = n] = ( P)nz::lp -

et la chaine est donc récurrente.

Exercice 7.9. [Ruine du joueur, suite]

On reprend I’Exercice 5.9 de la ruine du joueur : deux joueurs A et B disposent d’une fortune
initiale de a et b euros respectivement, avec a,b > 0. Ils jouent au jeu de hasard suivant :
la mise est de 1 euro par partie; les parties sont indépendantes et & chacune d’entre elle le
joueur A a une probabilité p de gagner (et donc 1 — p de perdre), avec 0 < p < 1. Le jeu se
déroule jusqu’a la ruine d’un des deux joueurs. Notons N = a + b, alors le durée du jeu est
T = inf{n > 0|X,, € {0, N}}. Calculer la probabilité que le joueur A gagne.

Solution de l'exercice 7.9. Notons u(z) = P;[X7 = NJ, c’est-a-dire la probabilité que le joueur
gagne sachant que sa fortune initiale est x, avec x € {0,..., N}. Finalement, on sera intéressé
par la probabilité u(a) mais on verra qu'il est utile d’élargir le probléme pour le résoudre.

Montrons que pour tout x € {1,..., N — 1}, en écrivant ¢ = 1 — p, u(x) satisfait a I’équation :
u(z) = pu(z +1) + qu(z — 1).
En effet, comme a,b > 0, on sait que 7' > 1. En décomposant sur toutes les valeurs possibles de
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la chaine a l'instant 1, on obtient,

u(z) =Pu[Xp = N = Y P[X7 = N|X; = y[P[X; =y
yeE

= Z Py [ X7 = N]P,[X1 =y, (en utilisant la propriété de Markov)
yer
=pu(z+1)+ (1 — p)u(z — 1) (car les autres termes P[X1 = y|] = p(x,y) sont nuls).

On a les conditions au bord suivantes,

Il s’agit de résoudre une récurrence linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est :

pz? — 24+ q=0.

Ce polynome a deux racines 212 = 1, % si p # q et une racine double z1 = 1sip=¢q = % Ainsi,
e Si p # ¢, la solution générale est de la forme

u(z) = A2y + pzg = )\+,u<]%> :

En tenant compte des conditions initiales, on résout pour A, i et on trouve,

-y
ATl

p

e Sip=gq= %, la solution générale est de la forme
w() = A+ )28 = (A + ).

En tenant compte des conditions initiales, on résout pour A, p et on trouve,
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CHAPITRE 8

MESURES STATIONNAIRES

Notre but est ici d’étudier des mesures particuliéres pour les chaines de Markov : les mesures
stationnaires. Elles interviennent dans 1’étude de 1’équilibre et du comportement en temps long
des chaines.

Dans tout ce chapitre, nous considérons une chaine de Markov (X,,),>0, définie sur un espace
des états E et de matrice de transition P = (p(z,y)).

8.1 MESURES STATIONNAIRES ET REVERSIBLES

Définition 8.1. Soit 4 une mesure positive sur F, telle que pu(z) < oo pour tout x € E et
1 # 0. On dit que p est une mesure invariante ou stationnaire si :

pt = ptP,  autrement dit, Vy € E, u(y) = Z w(x)p(x,y).
zeE

Remarque 8.2.
e Si p est de masse finie, i.e., p(E) = Y, cpp(r) < 0o, on peut associer & p une unique
probabilité 7 telle que p et 7 soient proportionnelles :

Vee E, w(x)= H(JU)

e Si p est une mesure stationnaire alors, pour tout n > 0,
Mt — Iutpn
En particulier, en utilisant la Proposition 6.5, si la loi initiale g est stationnaire, alors la
loi a l'instant n, m,, est égale a la loi initiale :

t
n’

o =moP" =7 autrement dit, Vy € E, P[X,=y]=PX, =yl

Proposition 8.3. Si la loi initiale est stationnaire, alors la chaine de Markov est stationnaire,
c’est-a-dire que, pour tout (xq,...,zx) € EFL et pour tout n > 0,

PIX, = xo,..., Xptr = k) = P[Xo = z0, ..., X = zi].
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Démonstration. En utilisant un argument similaire & celui de la preuve du Théoréme 6.2 on
obtient,

PX,, = x0, ..., Xpik = 2] = P[X,, = xo|p(zo, 21) . . . p(T)—1, Tk)

= P[Xo = xolp(z0, 1) - .. p(Th—1, Tk)
= ]P)[XO = X0y -- 7Xk: = 33]{;],
ol dans la deuxiéme égalité on a utilisé la Remarque 8.2. O

Certaines mesures satisfont & une propriété plus forte, la réversibilité, qui implique la station-
narité. Cette condition a 'avantage d’étre en général plus simple & vérifier; elle est adaptée
aux chaines de Markov qui sont réversibles dans le temps. Cependant attention, si une chaine de
Markov n’a pas de mesure réversible, cela ne veut pas dire qu’elle n’a pas de mesure stationnaire.

Définition 8.4. Soit p une mesure positive sur F, telle que pu(z) < oo pour tout =z € E et
p # 0. On dit que u est une mesure réversible si, pour tout (z,y) € E?,

w(@)p(z,y) = p(y)p(y, ).

Proposition 8.5. Toute mesure réversible est stationnaire.

Démonstration. Pour tout y € E,

> w@pe,y) =Y np(y, ) = py) > ply, x) = uly),

zeE zeFE zeFE

ou dans la derniére égalité on a utilisé que la matrice P est stochastique. Donc la mesure p est
stationnaire. ]

Proposition 8.6. Si la loi initiale 7o est réversible, alors pour tout n > 0, pour tout (z,y) € E?,
PIX;, = y[Xn+1 = 2] = P[Xp 1 = y[Xpn = 2].

Démonstration. Puisque la loi initiale est réversible elle est stationnaire et on a, pour tout n > 0,

pour tout = € E, P[X,, = z] = P[Xy = z] = mo(x). De plus, d’apreés la formule de Bayes,

PIX, = 5| Xps1 = 2] = Lnt1 = 21 Xn = yIPIXn = 3] _ py, 2)mo(y)

P[Xp41 = ] 7o()
= w car la mesure est réversible
mo ()
=p(z,y) = P[Xnp1 = y| Xy = a]. =

Remarque. Puisque qu’une chaine de Markov est entiérement déterminée par sa loi initiale et sa
matrice de transition, ceci signifie que la chaine de Markov et celle retournée dans le temps ont
la méme loi.
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8.2 EXISTENCE

Nous allons établir ’existence d’une mesure invariante dans le cas d’une chaine irréductible et
récurrente. Si la chaine n’est pas irréductible, des résultats analogues s’appliquent a la chaine
restreinte a chacune des classes récurrentes.

Pour tout z € E, définissons une mesure positive p, sur E telle que, pour tout y € E, 1, (y) est
I’espérance du nombre de visites en y partant de z jusqu’au premier retour en x :

pa(y) = Ey (i H{Xn=y}> :
n=1

Nous allons montrer que la mesure i, est stationnaire et strictement positive.

Théoréme 8.7. Soit une chaine de Markov irréductible et récurrente, alors la mesure . est
stattonnaire et strictement positive.

Démonstration. Pour montrer la stationnarité, nous devons établir ’égalité suivante,

VyeE, Y u(2)p(29) = ma(y).
zelE

Nous avons :

pa(y) = By (i H{any}> =E; <i H{Tzzn}H{Xn=y}>
n=1 n=1

= Z E, (H{TIZn}ﬂ{Xn:y}) = sz [Tx >n,Xp = y]
n=1

n=1

Orsin=1,P,[T, >n, X, =y| =P, [T, > 1, X; =y] =p(z,y), et sin > 2,

]PSU[TJ»‘ 2 naXn = y] = ]P)JI[XTL = van—l 7é Ty .- 7X1 7é JZ]
= Z P, X, =y, Xpn-1=2,--+,X; # x|, formule des probabilités totales
z€E\{z}

= Z Pm[Xn:y’Xn—lzzv'”7X17éx]]P>-1’[XTL—1:Z7”'7X17ém]
z€E\{z}

= Z p(z,y)Px[Xpn_1=2,---, X1 # x|, propriété de Markov et homogénéité
zeEE\{z}

= >, PP >n—1,X, 1 =2]
z€E\{z}

Ainsi, en mettant ceci dans la définition de p,(y), on obtient :

pae(y) =p(@,y) + > Y PPl >n—1,X, 1 = 2]
n=2zeE\{z}
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Nous avons,

Z Z PT,>n—-1,X,-1=2] = Z p(z,y)Z]P’[TxZn,Xn:z]

n=2zeFE\{z} z€E\{z} n=1
= Z p(z, y)ufb(’z)
z€E\{z}
De plus,
Ty
o) = B (3" Tixmay ) = PulXo = 2] =
n=1

Ainsi, on conclut que

pe(y) =p(@,y) -1+ Y p(zyua(z) = Y plz,y)pa(2)

z€E\{z} z€E

Etablissons maintenant que, pour tout y € E, 0 < 1z (y) < oo. Puisque la chaine de Markov est
irréductible il existe m,n > 0 tels que P (z,y) = P™(z,y) > 0 et P (y,z) = P™(y,z) > 0.
De plus, la mesure y, étant stationnaire on a, pour tout n > 0, ul P = ut. Ainsi,

L= () = Y ()P, 2) > pa(y) P (y,2) = paly) < o0
y' ek
=3 pe(2)P(2,y) > pa(2) P (2,y) = P™(2,9) >0 = pa(y) > 0. O
z€E

8.3 UNICITE

Montrons maintenant que cette mesure stationnaire est unique & une constante multiplicative
pres.

Théoréme 8.8. Soit une chaine de Markov irréductible et récurrente. Alors, la mesure station-
naire est unique a une constante multiplicative pres.

Afin de prouver ce théoréme, nous démontrons d’abord quelques lemmes.

Lemme 8.9. Soit une chaine de Markov irréductible et récurrente. Si une mesure positive sa-
tisfait,
Ve e B, u(x)> (u'P)(x),

alors p est une mesure stationnaire.

Démonstration. Soity € E. Pour tout n > 0, on définit u, (y) = > p_,(u!—ut P)P*(y). Montrons
que la suite (un(y))n>0 est croissante et bornée supérieurement, donc convergente.

Unt1(y) — un(y) = (u' — p'PYP" T (y) = Z(M(x) — (u'P)(z))P" Y (x,y) > 0, par hypothése
zeE

= (u' = p'P)PF(y) =D (W' P*)(y) — (WP ()] = uly) — (WP )(y) < u(y),
k=0

k=0
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ou dans la troisiéme égalité de la deuxiéme ligne on remarque que les termes s’annulent par
télescopage et dans la derniére égalité on utilise que la mesure est positive. Ainsi (un(y))n>0
converge vers,

> (' = p PYPR(y) =) (Z(u — p'P)(x) P*(x, y)) = ((u — p'P)(x) Y PM(x, y)) :
- k=0

k=0 k=0 \z€FE zeFE

La chaine étant irréductible récurrente, > 3> P¥(z,y) = G(z,y) = 0o. De plus, tous les termes
de la somme sont positifs par hypothése. Ainsi, pour que cette suite converge il faut que, pour
tout z € E, (u— p'P)(x) = 0, c’est-a-dire que la mesure p soit stationnaire. O

Corollaire 8.10. Soit une chaine de Markov et p,v deur mesures satisfaisant la condition de
stationnarité, alors le minimum p A v des deux mesures :

VeeE, pAv(r)=min(u(x),v(x)),
est encore une mesure stationnaire.

Démonstration. En utilisant le lemme précédent, il suffit de montrer que, pour tout = € F,
(uAV)P(x) < (nAv)(z). On a,

(nA)'Plx) = (uAv)(y)Py,z) < min<z p(y)P(y,x), > v(y)Py, x)) = min(u(z), v(2)),

yekr yeE yeE
les mesures p, v étant invariantes. O

Lemme 8.11. Soit une chaine de Markov irréductible et récurrente et u une mesure stationnaire
non identiquement nulle. Alors u est une mesure strictement positive.

Démonstration. Par définition une mesure stationnaire est positive ; nous devons donc montrer
que p est strictement positive. Si g est non identiquement nulle, il existe z € E tel que p(x) > 0.
Supposons qu'il existe y € E tel que u(y) = 0. Comme la chaine est irréductible récurrente, il
existe n tel que P™(z,y) > 0. Ainsi, utilisant la stationnarité,

0=p(y) = Y wla") P y) > p(z)P"(x,y) >0,
el

ce qui est une contradiction. On conclut que la mesure u est strictement positive. ]

Démonstration du Théoréme 8.8. Soit v une mesure stationnaire (non-identiquement nulle). Mon-
trons que v est égale, & une constante multiplicative prés, a la mesure stationnaire u,. D’aprés
le lemme ci-dessus, les mesures v et u, sont strictement positives. On définit la mesure 7 = Cv
ou C = ‘:fé%) pour un état y € E. Alors, U(y) = px(y). On considére la mesure o A pi; ; elle est
stationnaire d’apres le corollaire ci-dessus et il en est de méme pour la mesure 7 — 7 A i, (comme
différence de deux mesures stationnaires). La mesure 7 — o A i, est aussi positive et nulle en
y; ainsi d’apreés le lemme ci-dessus elle est identiquement nulle, d’ot1 7 < p,. Par un argument

symétrique, on montre que u; < 7 et donc que Cv = U = . [

Corollaire 8.12. Soit une chaine de Markov irréductible et récurrente. Alors,
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e Soit, pour tout x € E, B (T,) < oo et il existe une unique probabilité stationnaire 7
donnée par,
1

VeeE, wn(r)= BTy

e Soit, pour tout x € E, E,(T,) = oo et toute mesure stationnaire a une masse totale
mfinie.

Démonstration. Si la chaine de Markov est irréductible et récurrente, d’aprés le Théoréme 8.8
toutes les mesures stationnaires sont proportionnelles : elles ont toutes soit masse finie, soit
masse infinie. Fixons donc z € E et considérons la mesure stationnaire p,. Alors,

paz(E) = Z pa(y) = Z Eq (i H{xnzy})

yer yeE n=1
Ty

=E (3 Y i) = EalT).

n=1yek

Ainsi, si E;(T,) < 0o, on est dans le premier cas et 'unique probabilité stationnaire 7 satisfait,

pour tout x € E, pour tout y € E, 7(y) = ]E’i””(%)). En prenant x = y, on obtient pour tout

reF,

_ o pa(x) 1
") = BT T BT
Si E;(T;) = oo, on est dans le deuxiéme cas. O

Définition 8.13. Soit une chaine de Markov et z un état récurrent. Alors x est dit récurrent
positif si Ey(Ty) < 0o, il est dit récurrent nul si E,(T,) = oc.

Proposition 8.14. Soient x et y deux états récurrents qui communiquent. Alors ils sont tous
les deux soit récurrents positifs, soit récurrents nuls.

Démonstration. Si la chaine de Markov est irréductible, cela découle du Corollaire 8.12. Si ce
n’est pas le cas, on applique le méme raisonnement & chacune des classes récurrentes. ]

Définition 8.15. Une classe d’équivalence récurrente est dite récurrente positive si un de ses
états est récurrent positif; elle est dite récurrente nulle sinon.

8.4 CARACTERISATION DES CHAINES DE MARKOV RECURRENTES POSITIVES

La proposition suivante permet de caractériser les chaines de Markov irréductibles et récurrentes
positives.

Proposition 8.16. Une chaine de Markov irréductible est récurrente positive si et seulement
st elle admet une probabilité stationnaire. En particulier, toute chaine de Markov irréductible
définie sur un espace d’états de cardinal fini est récurrente positive.
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Démonstration. Démontrons la premiére partie. Le sens direct provient du Corollaire 8.12. Pour
la réciproque, supposons qu’il existe une probabilité stationnaire 7 et soit x € E tel que mw(x) > 0.
D’apres le Lemme 7.12, on a pour tout z,y € E, G(z,y) < G(y,y), autrement dit,

> P(z,y) < G(y,y).

n>0

En multipliant par 7(z), en sommant sur z, en utilisant le théoréme de Fubini et le fait que la
probabilité 7 soit stationnaire, on obtient pour le membre de gauche,

S w@) Y P ay) = 3 S w(@) P e, y) = 3 wly) = o

zeFE n>0 n>0zxzelk n>0

En multipliant par 7(x) et en sommant sur z, le membre de droite devient,

T(E)G(y,y) = G(y,y)-

Ainsi, d’aprés 'inégalité, G(y,y) = oo et on déduit que ’état y est récurrent et donc récurrent
positif puisqu’il existe une probabilité stationnaire.

La deuxiéme partie découle du fait que toute chaine de Markov irréductible défini sur un espace
d’état fini est récurrente, ce qui implique l'existence d’une mesure stationnaire ; et que puisque
I’'espace des états est fini, toute mesure stationnaire a forcément une masse finie. ]

Remarque. L’existence d’une mesure invariante infinie ne permet pas de conclure quand a la
récurrence de la marche. Voir par exemple ’Exercice 8.5 ot I’on montre que la marche aléatoire
sur Z non-symétrique admet une mesure invariante (de masse infinie) et pourtant cette marche
est irréductible et transiente.

123



CHAPITRE 8. MESURES STATIONNAIRES

8.5 EXERCICES : MESURES STATIONNAIRES ET INVARIANTES

Exercice 8.1. On considére une chaine de Markov (X,,)n>0 & valeurs dans E = {1, 2}, dont la
matrice de transition P est donnée par

oul<p,qg<l.
1. Classifier les états de cette chaine.
2. Déterminer la probabilité stationnaire.
3. En déduire l'espérance du temps de retour dans I'état 1 sachant qu’elle est partie de
létat 1.
Solution de ’exercice 8.1.

1. Cette chaine posséde une seule classe, elle est donc irréductible. L’espace des états étant
fini, on déduit en utilisant un résultat du cours que la chaine est récurrente positive ; elle
admet donc une unique probabilité stationnaire.

2. La probabilit¢ stationnaire satisfait aux équations 7 = 7P et > _p7w(2z) = 1. Autre-
ment dit, en notant 7* = (7(1),7(2)), on a

(1)1 = p) + m(2) = 7(1) - L
{w<1>q+7r<2><1—q>=7r<2> e m)=m@ e W)=

7(1) +7(2) = 1, d'ou (1 + ];) r(1) =1

. . 1oy . . . t q p
Ainsi, la probabilité stationnaire est m* = (p—Jrq, 5ra +q>.

3. D’aprés un résultat du cours, 7(1) = m, ainsi l'espérance du temps de retour en 1

sachant que ’on est parti de 1 est p%;q_

Exercice 8.2. [Urne d’Ehrenfest, suite] On reprend I’Exercice 5.8.

1. Classifier les états de la chaine.
2. Déterminer une probabilité réversible pour cette chaine. En déduire la probabilité sta-
tionnaire.

3. En supposant que Xg = %, calculer ’espérance du temps pour revenir dans cet état.
Méme question si Xg = IV, c’est-a-dire si toutes les billes sont dans 'urne A. Application :
N =12.

Solution de ’exercice 8.2.

1. Tous les états de la chaine communiquent, elle est donc irréductible. L’espace des états
étant fini, on en déduit d’aprés un résultat du cours que la chaine est récurrente positive ;
elle admet donc une unique probabilité stationnaire.
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2. Une probabilité réversible 7 satisfait aux équations,

V(x,y) € E?, w(a)p(z,y) = n(y)ply, ) et Y _w(x) = 1.
el

Dans le cas de I'urne d’Ehrenfest, la condition de réversibilité donne,

Vee{0,...,N -1}, =w(x)p(z,z+1)=n(z+ 1p(z+1,z)

@W(x)N—a: :ﬂ($+1)x+1
o r(@t+1) = ZZ:“"W(J;) - WW(O) _ <xfl)w(0).

La condition d’étre une probabilité donne,

W(O)i <N> =1 < =02V =1

x
=0

Ainsi, la probabilité réversible est égale &,

N
Ve e{0,...,N}, mw(zx)= (2‘?\,)

D’aprés le cours, il s’agit aussi de la probabilité stationnaire qui suit donc la loi binomiale
de paramétres (IV, 3).
3. D’apres le cours, pour tout z € {0,..., N},

Ainsi, on a Ey/a(Thy/2) = % ~ /Y et En(Ty) = 2V.
N/2
Application N =12 : En/o(Tya) = g ~ 4.43, et Ey(Tn) = 4096.

Exercice 8.3. [Qui perd, perd tout, suite]
On reprend la chaine de Markov de ’Exercice 7.8.
1. Trouver une probabilité stationnaire pour cette chaine de Markov.

2. En déduire que cette chaine est récurrente positive et donner ’espérance du temps de
retour en 0 sachant qu’elle est partie de 0.

3. Retrouver ces résultats en utilisant les réponses aux questions de I’Exercice 7.8.

Solution de l’exercice 8.3.

1. Rappelons que I'espace des états est N. Une probabilité stationnaire 7 satisfait a 7t = 7t P

et Y o2 m(z) = 1. Ceci donne :

Vy=1, w(y—1p=m(y) Vy =1, 7(y) =m(0)p?
(Z27(@) (1= p) = (0)

Ainsi, pour tout y > 0, 7(y) = (1 — p)pY. On vérifie qu’il s’agit bien d’une probabilité (loi
géométrique de paramétre 1 — p sur N).

(1 —p) =m(0), car 7 est une probabilité.
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2. Cette chaine de Markov est irréductible. Comme elle admet une probabilité stationnaire,
d’aprés la Proposition 8.16, on en déduit qu’elle est récurrente positive. D’aprés le Corol-
laire 8.12, on déduit aussi que :

1 1

Eo(To) = 0 1—p

3. Dans I’Exercice 7.8, on a montré que cette chaine de Markov est irréductible et récurrente.
D’aprés le Corollaire 8.12, pour montrer qu’elle est récurrente nulle il suffit de voir que
Eo(Tp) < oo. Or nous avons montré que la loi conditionnelle de Ty sachant que 1’on part
de I'état 0 est géométrique sur N* de paramétre 1 — p. Ainsi, on a Ey(Tp) = ﬁ < 00.

Exercice 8.4. [Marche aléatoire sur un graphe]

On considére un graphe G = (V, F) fini, simple et connexe. A partir du graphe G, on définit
un graphe orienté G’ ot les sommets de G’ sont ceux de G, et chaque aréte est remplacée dans
G’ par deux arétes orientées. A chaque aréte orientée (z,y) de G’, on associe une probabilité de
transition p(z,y) = i, ou d est le degré du sommet = dans G. Le graphe G’ pondéré est alors
celui d’une chaine de Markov (X,,),>0 définie sur I'espace des états V', de matrice de transition

P = (p(z,y)). Il s’agit de la marche aléatoire sur le graphe G.
1. Classifier les états de cette chaine.
2. Montrer que ),y dy = 2card(E).

3. Montrer que la mesure p définie par, pour tout = € V', u(x) = d, est une mesure réversible.
En déduire la probabilité stationnaire de cette chaine.

Solution de ’exercice 8.4.

1. Le graphe étant connexe, la chaine de Markov est irréductible. L’espace des états est
I’ensemble V' des sommets du graphe, il donc de cardinal fini. On en déduit, d’aprés un
résultat du cours, que la chaine est récurrente positive.

2. Pour tout sommet x, le degré d, du sommet = représente le nombre d’arétes incidentes
& x. En remarquant que chaque aréte est formée de deux sommets, on a qu’en sommant
d, sur tous les sommets, on compte chaque aréte deux fois exactement, d’ou 1’égalité.

3. La mesure p est clairement positive et pu(x) < oo pour tout sommet z. Elle est réversible :

1 1
V(z,y) €V o~y pl@)p(z,y) =pwy)ply,z), ca do—=d

d, Vd,
La mesure p étant réversible, elle est stationnaire. Il faut la normaliser & 1 pour en
faire une probabilité (qui existe et est unique car la chaine est récurrente positive). Pour
cela, on divise p par sa masse. En utilisant, la question 2, on déduit que la probabilité
stationnaire 7 est donnée par,

p(z) dy

vzeV, mle)= Y pey () - 2card(E)’

Exercice 8.5. [Marche aléatoire sur Z, suite|

On reprend I’Exercice 5.4. On se rappelle que la chaine est irréductible. Dans les questions 1-4,
on n’utilise pas les résultats montrés dans I’Exercice 7.7.
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. Montrer que la mesure p définie par, pour tout = € Z, u(zr) = (ﬁ)x est réversible. En

déduire une mesure stationnaire.

. Montrer que la mesure v = 1 est stationnaire.

Montrer que les mesures p et v sont égales & une constante multiplicative prés si et

ip=1
seulement si p = 3.
En déduire que si p # %, la marche aléatoire sur Z est transiente. On retrouve le résultat

montré dans ’Exercice 7.7.

. En utilisant le fait, démontré dans I’Exercice 7.7, que la marche aléatoire est récurrente

sip= %, montrer qu’elle est récurrente nulle.

Solution de l’exercice 8.5.

1.

8.6

La mesure ( est clairement positive et u(x) < oo pour tout sommet z. Elle est réversible :

VeeZ, plx)plz,z+1l)=plz+)plz+1,z) car <1P%p>xp = <1fp>$+1(1 —p).

D’aprés un résultat du cours, cette mesure étant réversible elle est stationnaire.

La mesure v est positive et finie pour tout sommet. Pour montrer la stationnarité de v,
nous devons voir que v = ! P autrement dit que v = P'v. Comme v = 1, ceci revient &
voir que la matrice P est bi-stochastique, autrement dit que ses colonnes somment aussi
a 1. Chaque colonne a comme seuls termes non-nuls p et 1 — p donc c’est bien le cas.

Les mesures @ et v sont égales & une constante multiplicative C' prés ssi

Ve ez, (1%))3” —C.

Ceci est vrai ssi p =1 — p et alors C = 1, autrement dit ssi p = %

Sip# %, il y a deux mesures stationnaires qui ne sont pas égales & une constante prés.
Ceci implique que la marche aléatoire est transiente, sinon on aurait une contradiction

avec le Théoréme 8.8.

Comme la marche aléatoire est irréductible et récurrente, d’aprés le Théoréme 8.8, elle a
une unique mesure stationnaire & constante prés. Pour montrer que la marche aléatoire
est récurrente nulle, il suffit de voir qu'une mesure stationnaire a masse totale infinie.
Ceci est bien le cas pour la mesure v = 1 ci-dessus (égale & la mesure p dans ce cas) car
le graphe Z est infini.

CONVERGENCE VERS L’EQUILIBRE

On considére une chaine de Markov (X,,),>0 irréductible et récurrente positive, elle posséde donc
une unique probabilité invariante 7. On a vu que si la loi initiale de la chaine est la probabilité
stationnaire 7, alors la loi reste la méme & chaque instant n. La chaine est en régime d’équilibre,
autrement dit en régime stationnaire. Si maintenant la loi initiale n’est pas la probabilité sta-
tionnaire, que se passe-t-il 7 Le théoréme suivant montre que si la chaine est de plus apériodique,
alors asymptotiquement la loi de la chaine de Markov est la loi stationnaire.
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Théoréme 8.17. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov irréductible, récurrente positive et apé-
riodique. Alors pour tout état x € E, et toute loi initiale g,

lim P[X, = z] = n(z),

n—oo

ot 7 est la probabilité stationnaire de la chaine.

Afin de démontrer ce théoréme, nous montrons d’abord un lemme.

Lemme 8.18. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov irréductible et apériodique. Alors, pour tout
(z,y) € E?, il existe N € N tel que Vn > N, P™(z,y) > 0.

Démonstration. Etant donné que la chaine est irréductible, il suffit de montrer que, pour tout
z € E, il existe N € N tel que Vn > N, P (z,z) > 0.

La chaine étant apériodique, il existe £ > 1 et ny,...,ny > 1, tels que pged(ny,...,ng) = 1 et
P™)(z,2) >0,..., P")(z,z) > 0.

D’aprés le Théoréme de Bezout, si pged(ni,...,ng) = d, pour tout n > nj...ny, il existe
ai,-...,ap € N tels que

aini + ...amy = nd.

Dans notre cas on a d = 1. Posons N = nq...ny, alors pour tout n > N, il existe a1,...,ay € N
tel que a1ny + ... apng = n. On conclut en utilisant les équations de Chapman Kolmogorov qui
impliquent que :

P (z, ) > [P (2, 2)]* ... [P")(z, 2)]" > 0. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme.

Démonstration du Théoréme 8.17. Supposons démontré que
V(z,y) € B, lim P,[X, =] = n(y). (8.1)
n—oo

Alors, pour tout y € E, et pour toute loi initiale pg,

zelk zeE

Montrons donc 'Equation (8.1). Pour cela nous utilisons un argument de couplage. On introduit
une chaine de Markov (Y;, = (X, X/,))n>0 définie sur I'espace des états E2, formée de deux copies
indépendantes X,,, X, de X,. Montrons que la chaine (Y;,),>0 est irréductible et récurrente
positive. Etant donné (z, ') € E?, notons P(; »n) la probabilité conditionnelle de Y;, sachant que

{(Xo, Xg) = (z,2")}.
(Y,)n>0 est irréductible. En utilisant 'indépendance de X,, et X/, les transitions de la chaine

(Y3)n>0 sont données par, pour tout (z,2'), (y,y’) € E?,
Ploar)(Yo = (4,9) = Puo[Xn = y|Pu[X], = /] = PU (2, 9) P (', 1f).

Ainsi, en utilisant le Lemme 8.18 pour chacune des chaines X;,, X}, on a P(, ,\ (Y, = (y,7)) > 0
pour tout n > max{N, N'}. Ainsi, la chaine (Y},),,>0 est bien irréductible.
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(Y)n>0 est récurrente positive. D’apreés la Proposition 8.16, il suffit de voir que la chaine posséde
une probabilité stationnaire. La chaine (X,,),>0 étant récurrente positive, elle a une probabilité
stationnaire, notée 7. Définissons la probabilité produit 7 sur E? par :

V(x,2') € B2, 7(zx,2') =w(x)n(a)).
Alors, par indépendance de X, et X, et par stationnarité de 7 pour (X,,)n>o0,

> w@a) PVt = 0.9)] = (D 7@ PlX = ]) (3 7(a)Pur (X = o)

(z,2")EE? z€E z'eE
=r(y)r(y) =7y, y).
Comme la chaine (Y},),,>0 est irréductible et récurrente positive on a, pour tout (x,z'), (y,y') € E?,
P(%x/)[T(y?y/) < OO] =1, d’ont limnﬁoo ]P(x’x/)[T(y’y/) > n] =0.

Argument de couplage. On fixe ¢ € E et on considére,

T:=Te e =inf{n>0:Y, = (¢c,¢)} =inf{n > 0: X,, = X =c}.

Remarquons que, pour tout n > 0, les deux chaines (X7.4y,)n>0 €t (X%Jrn)nzo ont méme loi car
elles ont le méme état initial ¢ et la méme matrice de transitions. On peut donc écrire, pour tout
r,x',y € E,

P.[Xn = 9] P(z,x’)[Xn =y
= P(:p,x’)[Xn =y, T <n]+ P(m :Jc’)[Xn =y, T >n]
Ploon [ X5, = 4, T < 0] + P on[Xn =y, T > n]
< Plaon[Xn =yl + Proan[T > n]
=Pu[X), =y + Pu [T > n]
Ainsi,
P2 (X5 = y] — Pur[X, = y]| < Plg [T >n] =50

On en déduit que, pour tout (z,y) € E?,

ek

<D wla) [Par[X, = y] — ol Xy =
ek

< D @ )P [T > 0] =50, =
el

8.7 EXERCICES : CONVERGENCE VERS L’EQUILIBRE

Exercice 8.6. On reprend les Exercices 6.2 (dépenses énergétiques) et 6.3 (Casino/marche
aléatoire sur Z/3Z). Sans calculer les puissances n-iéme de la matrice de transition, déterminer
la limite de la loi a 'instant n de la chaine de Markov associée a chacun de ces deux exemples.
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Solution de exercice 8.6. Les chaines de Markov de ces deux exercices sont irréductibles et
récurrentes positives; elles ont donc chacune une unique probabilité stationnaire w. Elles sont
de plus apériodiques, d’ott d’aprés le Théoréeme 8.17, on a

YV, nh_{goP[X” = z] = w(z).

e (Dépenses énergétiques). On est dans le cas particulier de I’Exercice 8.1 avec p = % et
3 . .
q = §. Ainsi,

T ptq 5

3 2
7(1) a (2) = Pz
p+q 5
On a donc, lim, o P[X, = 1] = 7(1) = £ et on retrouve le Point 2. de I'Exercice 6.2
(sans calculer P™).
e (Casino/marche aléatoire). On est dans le cas particulier de I’Exercice 8.4 ou le graphe

G = (V, E) est un triangle. Ainsi, pour tout z € V, d, = 2, card(E) = 3, et

dy 1

On retrouve le Point 3. de I’Exercice 6.3 (sans calculer P™).
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