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I. INTRODUCTION



MECANIQUE STATISTIQUE

Compréhension des propriétés macroscopiques d'un systeme physique
dont les interactions sont décrites au niveau microscopique

Modgele :

» Structure représentée par un graphe G = (V, E), fini.
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MECANIQUE STATISTIQUE

Compréhension des propriétés macroscopiques d'un systeme physique
dont les interactions sont décrites au niveau microscopique

Modgele :

» Structure représentée par un graphe G = (V, E), fini.

» Ensemble de configurations sur G : C(G).



MECANIQUE STATISTIQUE

» Parametres : intensité des interactions entre les composants
microscopiques, température extérieure.

Fonction de poids w = (Wg)ecg positive sur les arétes.

X
e=xy

We y

» A une configuration C, on associe une énergie €,/(C).

» Probabilité de Boltzmann sur les configurations :

eEw(C)
YCelCG), PC)=——7m0,
@), BC)= o
ot Z(G,w)= Y e O estla fonction de partition.

CeC(G)



LLE MODELE D’ISING

Modele de ferromagnétisme, dalliages binaires

Wilhelm Lenz (1888-1957) Ernst Ising (1900-1998)

» Graphe G = (V,E).

» Une configuration de spins o associe a chaque sommet X du
graphe G un spin oy € {—1,1}.

= C(G) = {-1,1}V = ensemble des configurations de spins.



LLE MODELE D’ISING

» Une configuration de spins

PO 6 e S0 0O

0 660 06 66



LLE MODELE D’ISING

» Une configuration de spins / deux interprétations.

Moments magnétiques :
+1/—, =1/«



LLE MODELE D’ISING

» Une configuration de spins / deux interprétations.

Moments magnétiques : Meélange de deux matériaux :
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MobELE D’ISING

» Fonction de poids positive : constantes de couplage J = (Jg)ecE-

» Energie d'une configuration de spins : E;(0) = - 3 JxyOx0y.
e=xyeE

» Probabilité de Boltzmann d’Ising :
e—Ci(@)

Voe{-1,1}V, P =
o€ } Ismg(o') ZIs'mg(G,J)

» Deux spins voisins oy, oy ont tendance a s’aligner.
» Plus le couplage Jyy est €levé, plus cette tendance est forte.



LE MODELE DE DIMERES

Répartition de molécules di-atomiques sur la surface d'un cristal

Sir Ralph H. Fowler (1889-1944) George S. Rushbrooke (1915-1995)

Congres Solvay 1927.
» Graphe G = (V,E).

» Une configuration de dimeres ou couplage parfait : sous-ensemble
d’arétes tel que chaque sommet touche exactement une aréte.

= C(G) = M(G) = ensemble des configurations de dimeres.



LE MODELE DE DIMERES

» Une configuration de dimeres.
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LE MODELE DE DIMERES

» Une configuration de dimeres.
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LE MODELE DE DIMERES

» Une configuration de dimeres.
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]LE MODELE DE DIMERES

» Une configuration de dimeres.

N NN NN NN NN
\I//// NN NN NN
I/ \\\\I//////
7 I//// NN NNNDN
7z 7 I////// NN\
Y NN NN\
\I//////////

» Fonction de poids positive : v = (Vg)ecE.
» Energie d'une configuration M : &,(M) = — Yooy log ve.
» Probabilité de Boltzmann des dimeres :
YMeM(G), Pamere(M) = ——— .
( ) dLmere( ) Zdim‘ere (G, V)

» Les arétes avec un poids élevé ont plus de chance d’€tre présentes.



ARBRES COUVRANTS

Liés aux réseaux électriques

Gustav Kirchhoff (1824-1887)

» Graphe G = (V,E).
» Un arbre couvrant : sous-ensemble d’arétes touchant tous les
sommets du graphe, connexe et ne contenant pas de cycle.

= C(G) = T7(G) = ensemble des arbres couvrants.



ARBRES COUVRANTS

» Un arbre couvrant
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ARBRES COUVRANTS

» Un arbre couvrant

» Fonction de poids positive : p = (0¢)ecE-
» Energie dun arbre T : ,(T) = — Yeet lOg pe.
» Probabilité de Boltzmann des arbres :

[TeeT e

VT eT(G), Papre(T) = ————.
( ) ° ( ) Zarbre(G,p)

» Les arétes avec un poids élevé ont plus de chance d’étre présentes.



COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

Faire tendre la longueur des arétes vers zéro
Regarder une configuration “typique’.

» Modele dIsing (Illustrations de R. Cerf)

J petit J critique J grand



COMPORTEMENT MACROSCOPIQUE

» Modele de dimeres (Illustration de R. Kenyon)

DA



MODELES EXACTEMENT SOLUBLES

» Probabilité de Boltzmann sur les configurations :

_EW(C)

VCeC@G). PQC)= ﬁ

ot Z(G,w)= Y e O et la fonction de partition.
CeC(GQ)

» Le modele est exactement soluble s’il existe une formule exacte,
explicite pour la fonction de partition.
» Trois modeles exactement solubles :
> Ising-2d : Onsager (1944) - Fisher (1966) : Zino(G,J) = Vdet(Kgr).
» Dimeres-2d : Kasteleyn, Temperley-Fisher (1961) :
Zgimere(G, V) = \/m
» Arbres couvrants : Kirchhoff (1848) : Z,(G, p) = det(Ag)).



II. BOUCLES DANS LE MODELE
DE DIMERES SUR LE TORE

» Des boucles apparaissent naturellement dans le modeéle de dimeres.

» Etude de la distribution de 'enroulement des boucles sur le tore.
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» Soit G un graphe hexagonal plongé sur le tore.
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BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

» Soit G un graphe hexagonal plongé sur le tore.

» Configuration de dimeres de base My fixée.
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BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

» Configuration de dimeres M prise au hasard dans M(G).
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BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

» Superposition My UM des configurations My et M :
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BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

» Superposition My UM des configurations My et M :
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BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

» Superposition My UM des configurations Mg et M :

P N N N N NN
¢|'¢¢ &O .
2142202 c
Q ' \O O

&@5 . &O Wind(M) = (2,0).
j sas s

i s C:)C
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» Le nombre d’enroulements de la configuration de dimeres M, noté
Wind(M), est le nombre de tours (signés) de la superposition
My U M dans les directions horizontales et verticales du tore.



BOUCLES DANS LE MODELE DE DIMERES SUR LE TORE

¢J¢¢ ¢ 2
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THEOREME (BOUTILLIER, DT (2006))
n
V3m
aléatoires (Wind,, ,) converge en loi vers une variable aléatoire

gaussienne discrete Wind,, dont la loi est donnée par :

Lorsque n,m — o et — p, avec p > 0, la suite de variables

1 _x2
V (k) € 72, P[Wind, = (k,0)] = e 550l
P



III. LE MODELE DISING Z-INVARIANT
CRITIQUE VIA LES DIMERES

» Fisher établit une correspondance entre le modele d’Ising sur un
graphe G et le modéle de diméres sur un graphe décoré GF.

= Outils puissants des dimeres pour étudier le modele d’Ising.

» Etude du modele de dimeres correspondant au modele d’Ising
Z-invariant critique.



CORRESPONDANCE DE FISHER

» Modele dTsing sur graphe G.




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Représentation en contours : développement basse température
(Kramers-Wannier).




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Représentation en contours : développement basse température
(Kramers-Wannier).




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Modele de contours polygonaux sur le graphe dual G*.




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Des contours aux configurations de dimeres : prendre le
complémentaire.




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Des contours aux configurations de dimeres : prendre le
complémentaire.




CORRESPONDANCE DE FISHER

» Décorer le graphe — graphe de Fisher GY. Garder le négatif.



CORRESPONDANCE DE FISHER

» Compléter en une configuration de dimeres :

1 LA
I

o
1

2Vl maniéres.



CORRESPONDANCE DE FISHER

N

2Vl maniéres.

imeres :

» Compléter en une configuration de d
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» En fonction des constantes de couplage, le comportement du
modele d’Ising évolue :

- J petit : spins mélangés,
- J grand : majorité de spins + ou -,
- J critique : transition de phase.
> Si le graphe G est 72, Kramers et Wannier déterminent les
constantes de couplage critiques :

1
VecE. Jo=glog(l+ V2).

» Baxter généralise le modeéle d’Ising critique sur Z? & une grande
famille de graphes : les graphes isoradiaux.



GRAPHES ISORADIAUX

» Un graphe G est isoradial s'il est planaire et s’il peut étre plongé
dans le plan de sorte que toutes ses faces soient inscrites dans un
cercle de rayon 1 et que les centres des cercles soient a l'intérieur
des faces (Duffin-Mercat-Kenyon).
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GRAPHES ISORADIAUX

» Un graphe G est isoradial s’il est planaire et s’il peut étre plongé
dans le plan de sorte que toutes ses faces soient inscrites dans un
cercle de rayon 1 et que les centres des cercles soient a lintérieur
des faces (Duffin-Mercat-Kenyon).




GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On prend les centres des cercles circonscrits.



GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On relie les centres des cercles aux sommets du graphe G.
= Graphe de losanges associé G°.




GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On relie les centres des cercles aux sommets du graphe G.
= Graphe de losanges associé G°.




GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On associe a chaque aréte e, le demi-angle 6, du losange
rrrrr spondant.




MODELE D’ISING Z-INVARIANT CRITIQUE

» Le modele d’Ising est Z-invariant critique si les constantes de
couplage sont égales a :

1 1+ siné,
VecekE, Jezélog(&).

cos B¢

» Baxter les déterminent en utilisant :
» la Z-invariance (invariance par transformation A —Y),
> une forme généralisée d’auto-dualité,
» I'hypothese d’unicité du point critique.
» Li et Duminil-Copin - Cimasoni, montrent que le modele est bien
critique.

> SiG=7%Ve€kE, =%, doit Jo = & log(1 + V2).



» On considere donc le modeéle de dimeres sur un graphe de
Fisher GY, correspondant & un modeéle d’Ising Z-invariant critique
défini sur un graphe isoradial G.

» La correspondance de Fisher nous donne aussi la transformation
des poids.

506 0. V
€
5 .

Ising critique : Ve € E, Dimeéres correspondant : Ve € EF
1(1+sin6e cot %e si aréte commune,
Jo==-|—— Ve = ] .
2\ cosb 1 si nouvelle aréte.

» On souhaite déterminer le comportement macroscopique du
modele de dimeres critique.



MODELE DE DIMERES CRITIQUE SUR UN GRAPHE DE FISHER
Z2-PERIODIQUE

» Soit G un graphe isoradial infini, Z2-périodique.

» Constantes de couplage (Jo)ect critiques sur les arétes de G.
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» Soit G un graphe isoradial infini, Z2-périodique.
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MODELE DE DIMERES CRITIQUE SUR UN GRAPHE DE FISHER
Z2-PERIODIQUE

» Soit GF le graphe de Fisher correspondant, aussi Z2-périodique.
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MODELE DE DIMERES CRITIQUE SUR UN GRAPHE DE FISHER
Z2-PERIODIQUE

» Soit GF le graphe de Fisher correspondant, aussi Z2-périodique.

» Poids critiques (ve)ecgr correspondants, sur les arétes de GF.



EXHAUSTION DE GF PAR DES GRAPHES TORIQUES

» Exhaustion de GY par des graphes toriques : (GE) = (GY/nZ?).

n=4 n=1

Glf : Domaine fondamental

n

» Pour tout n € N*, modéle de dimeres sur G :

[Teem ve

YMeM@GH, P,M)=—"°2_
€ ( n) n( ) Zdimére(Gg’V)



LES QUESTIONS QUE L'ON SE POSE

» Calcul de lénergie libre :
1 F
f=-1lim — log Zgimere (G, v).
n—oo 1

» Obtenir une expression explicite pour une mesure de Gibbs
naturelle, qui est une mesure de probabilité P telle que :
> si lon fixe un couplage parfait dans une région annulaire, les
couplages parfaits a l'intérieur et a Uextérieur de l'anneau sont
indépendants,
» si M est un couplage parfait a l'intérieur de l'anneau,

P(M) o ]_[ Ve.
eeM

(Conditions DLR)



THEOREME (BOUTILLIER, DT (2010-201T1))

» L'énergie libre du modéle de diméres critique sur G est égale a :

dw
K =
2(2m)2 H log(det Ki(z, W)) W’ et aussi a

f =C+ X [% log tan fe—5 log cot ——f(L(Qe)+L(Z—9e))]
eeEy

f=-

ou L est la fonction de Lobatchevski, L(x)=- [ log2sintd.

» La limite faible des mesures de Boltzmann P, définit une mesure
de Gibbs P sur GF. La probabilité quun sous-ensemble darétes

{e1 = x3y1, - -+ , €k = XYk}, appartienne a une configuration de
dimeres de GY est donnée par :

k

P(eh ) ek) = l_[ Vx,-yi Pf((K_I){lel,-“ ,xkyk}), ol
i=1

K1 _ 1 ff Com(Kl(Z,W))‘X,yan_nwm/_m@ dw
x.nm)(y,n’,m’) — (2mi)2 JJT?2  detKi(z,w) z w’



POLYNOME CARACTERISTIQUE : det Ki(z, w)

» Soit le domaine fondamental Gf, contenant k sommets.

« . k=12



POLYNOME CARACTERISTIQUE : det Ki(z, w)

» Soit le domaine fondamental Gf , contenant k sommets.

> Orientation des arétes
» Soit K la matrice définie par :

Vxy SiX~Y, X—>Y,
VX, y eV, (Kxy =43-1y six~y, y—x
0 sinon.
Pf(Ky) = Z sg(0 1) Kir1)2(2) - - - Kin(k-1),x(k)»

{r: appariement de {1,...,k}}

J. F. Pfaff (1765-1825) = y/det(Ky).

£l 41 contribution config. dimeres



POLYNOME CARACTERISTIQUE : det Ki(z, w)

» Soit le domaine fondamental Gf , contenant k sommets.

> Orientation des arétes : orientation de Kasteleyn.
» Soit K la matrice définie par :

Vxy SLX~Y, XY,
VX, y eV, (Kxy =43-1y six~y, y—x
0 sinon.
Pf(Ky) = Z sg(0 1) Kir1)2(2) - - - Kin(k-1),x(k)»

{r: appariement de {1,...,k}}

J. F. Pfaff (1765-1825) = y/det(Ky).

£l 41 contribution config. dimeres



POLYNOME CARACTERISTIQUE

» Ne suffit pas. On rajoute des poids z,w — Kj(z,w).
w,1/w

. v Z,1/z

Le polynome caractéristique est : det(Ki(z, w)).

TuforEME (KASTELEYN,T., G.-L.,C.-R.)

1
Zanere(G)) = 5 ), £ detKi(z,w)).

(z,w)e{-1,1}2

» Pour GE, grace a linvariance par translation, tout s’exprime en
fonction de Ki(z,w) et det Kj(z, w) [Cohn-Kenyon-Propp].

» Problemes de convergence.

» Analyse des zéros de det Ki(z, w).



IV. DOUBLE MODELE DISING CRITIQUE ET

FORETS COUVRANTES ENRACINEES

SUR DES CYCLES1

» Analyse des zéros du polyndéme caractéristique det Ki(z, w) en le
reliant au polynéme caractéristique du Laplacien critique
det(A1(z, w)) de Gy.

ICRSFs



DouBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs

det Ki(z, w) BAT o det Ay(z,w)



DouBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs
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z,1/z

det Ki(z, w) BAT o det Ay(z,w)

THEOREME (FORMAN)

detAy(z,w) = Z (l_l tan 06) l_[(l — MDDy,

FeF(G;) ecF TeF



DouBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs

wliw wliw wliw wllw wliw

C;)IOOO 'Zl/z

N

Se

W
e

det Ki(z,w)

THEOREME (FORMAN)

det Ai(z,w) = Z (l_l tan 06)

FeF(Gy) ecF

z,1/z

wiliw wliw wliw wliw  wliw

z,1/z

z,1/z

z,1/z

BATl 0 det Ay(z, w)

1_[(1 — ZDyD)y,

TeF

z,1/z



DouBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs

z,1/z

2 wliw wliw wliw wllw wliw
1 wiliw wliw wliw wliw  wl/w
0=0 O Ot
l I . s z,1/z

Se

z,1/z

z,1/z

o o o o ° [F] O O_ — ﬁ:?“/z
4

o o o o O > O Sl

[Zising (G, )T det K(z, w) BAT o detAy(z,w)

THEOREME (FORMAN)

detAy(z,w) = Z (l_l tan 06) l_[(l — MDDy,

FeF(G;) ecF TeF

z,1/z



DouBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs

2 wllw wliw wllw wlw wl/w
1 wiliw wliw wliw wliw  wl/w
o o o o o -0-0C O O e 2k
L
e o o o o = " &R 2l
I 1 ‘
® L (] @ ® — 1= Zl/Z? 7,1z
m QO 2
e o o o o O <> <> (e iz
F 2 ,dT
[Z1sing(GY D] detKi(zow) £ e detAizw)

THEOREME (FORMAN)

detAy(z,w) = Z (l_l tan 06) l_[(l — MDDy,

FeF(G;) ecF TeF



DoUBLE MODELE D’ISING CRITIQUE ET CRSFs

TuEOREME (DT (2013))

Soit un modele d’'Ising critique défini sur un graphe G isoradial, infini,
Z2-périodique. Alors, il existe une “correspondance” explicite entre les
configurations de “doubles dimeres” de Gf avec poids critiques,
comptées par le polynome caractéristique det(Ki(z,w)) et les CRSFs
de Gy avec poids critiques, comptés par le polynéme caractéristique du
Laplacien det(Ai(z, w)).

Ceci démontre une “correspondance” explicite et inattendue entre deux
modeles classiques de mécanique statistique au point critique.



CORRESPONDANCE EXPLICITE

1. Théoreme “matrix-tree” pour le polyndome caractéristique :

wliw wliw wllw wliw wliw
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Le polyndome caractéristique des dimeres det(Ki(z,w))...



CORRESPONDANCE EXPLICITE

1. Théoreme “matrix-tree” pour le polynome caractéristique :

w,l/w w,1/w w,l/w wl/w wl/w

z1/z
z1/z
z1/z

z1/z

Le polyndme caractéristique des dimeres det(Ki(z,w))... compte
des CRSFs de Gf :

detkizwy= > ( [] wy)| [a=7"Tw D).

FeF(GF) e=(x.y)eF TeF



CORRESPONDANCE EXPLICITE

1. Théoreme “matrix-tree” pour le polyndome caractéristique :

Le polynéme caractéristique des dimeres det(Kj(z,w))... compte
des CRSFs de Gf :

det Ky(z, w) = Z ( ]_[ vxy)]—[(1—zh<T>wV<T>).

Fe?(Gf) e=(x,y)eF TeF



CORRESPONDANCE EXPLICITE

» Rentre dans le cadre général du théoreme “matrix-tree” (Tutte,
Forman), car le modele est au point critique.

» Preuves classiques n'expliquent pas comment les CRSFs sont
construits a partir des doubles dimeres.

Comment construire des demi-arbres a partir de configurations de
dimeres ?

> PFAFFIAN HALF-TREE THEOREM (DT, 2012)



CORRESPONDANCE EXPLICITE

2. Caractérisation des CRSFs de GIF qui contribuent a det(Ki(z, w)).
3. “Correspondance” entre les CRSFs de G; et les CRSFs de Gf :

wlw wliw wlw wliw wliw wl/w wl/w wl/w wl/w wl/w
z,1/z zl/z
z,lz zl/z
z,1/z z1/z
z,1/z zl/z




CORRESPONDANCE EXPLICITE

2. Caractérisation des CRSFs de GIF qui contribuent a det(Ki(z, w)).
3. “Correspondance” entre les CRSFs de G et les CRSFs de Gf :

wlw wliw wlw wliw wliw wl/w wl/w wl/w wl/w wl/w
z,1/z zl/z
z,1/z z1/z
= zl/z
z,1/z zl/z
CRSF F de G Famille S(F) de CRSFs de Gf

» si F; # Fy, alors 8(F;) N 8(Fs) =0,
> Urera) 8(F) = { CRSFs qui contribuent a det(Ki(z,w)) },
» Contrib. de F a det(A(z,w)) = C- Contrib. de S(F) a det(Ki(z, w)).



ConstrucTION DE S(F)

wliw wilw wlw wliw wlw

CRSF F de Gy



ConstrucTION DE S(F)
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ConstrucTION DE S(F)

wliw wliw wlw wliw wliw w,l/w wl/w wl/w wl/w wl/w
z,1/z zl/z
z,1/z 21z
z,1/z
z1/z
z,1/z
z1/z
ECE\F Famille (F,&) de CRSFs de G qui,

» contiennent les arétes FU &,
» ont la méme classe d’homol. que F,
» contribuent a det Ki(z, w).

» Construction de F(F, &) par récurrence sur Card(&E) avec des
mouvements licites.

S(F) = U F(F, &).
SCEl\F



PERSPECTIVES

\{

Modele dTsing dans le plan et arbres/foréts couvrantes :

» Fonction de partition,
> Corrélations de spins.

» Extension au “Random cluster model”.

» Invariance conforme de la fonction de hauteur du modele de
dimeres correspondant au double modele dIsing.

v

Modele d’Ising Z-invariant en dehors du point critique : localité ?



