
Constants

S@d_D :=
2 p

d
ÅÅÅÅ2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Gamma@ dÅÅÅ

2
D

FullSimplifyAS@dD IntegrateAH1 + t2L
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅm-1  td-1, 8t, 0, ¶<,
Assumptions Ø Re@dD > 0 && ReA 2 + d H-1 + mL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 - 2 m

E > -1 && ReA 1 + d H-1 + mL + m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1 - m
E > -1 &&

ReA d H-1 + mL + 2 m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

-1 + m
E < 2 && ReA -3 + d + m - d m

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1 + m

E > 1 && ReA -5 + d + 3 m - d m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

-1 + m
E > 1 &&

ReA 8 - d - 6 m + d m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 - 2 m
E > 1 && ReA 6 - d - 4 m + d m

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 - 2 m

E > 1 && ReA 4 - d - 2 m + d m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 - 2 m
E > 1EE

pdê2 Gamma@- dÅÅÅ2 + 1ÅÅÅÅÅÅÅ1-m D
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Gamma@ 1ÅÅÅÅÅÅÅ1-m D

FullSimplifyAS@dD 

IntegrateAH1 + t2L
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅm-1  td+1, 8t, 0, ¶<, Assumptions Ø m < 1 && Re@dD > 0 &&
Re@dD

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 + Re@dD < mEE

d pdê2 Gamma@- dÅÅÅ2 - mÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
-1+m D

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 Gamma@ 1ÅÅÅÅÅÅÅ1-m D

RangeEig@l_, k_D :=

SolveA2 Hl + 2 kL - 4 k ik
jjjl + k +

d
ÅÅÅÅ
2

- 1y{
zzz H1 - mL == H1 - mL ik

jjj d
ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

, mE
RangeEig@l, kD
m ê. RangeEig@1, 0D@@2DD
m ê. RangeEig@0, 2D@@2DD
m ê. RangeEig@2, 0D@@2DD

99m Ø
8 - 6 d + d2 - 24 k + 8 d k + 16 k2 - 4 l + 16 k l - 4è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-2 l + d l + l2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 - 4 d + d2 - 16 k + 8 d k + 16 k2 + 16 k l =,

9m Ø
8 - 6 d + d2 - 24 k + 8 d k + 16 k2 - 4 l + 16 k l + 4è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-2 l + d l + l2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4 - 4 d + d2 - 16 k + 8 d k + 16 k2 + 16 k l
==

4 + 4 è!!!!!!!!!!!!!!
-1 + d - 6 d + d2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 - 4 d + d2

4 + d
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ6 + d

4 è!!!2 è!!!d - 6 d + d2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 - 4 d + d2

Figure 1
9.52

90.25

amin = -12;
size = 12;
hmax = 65;
iindexmax = 10;
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LowerAlpha@k_, l_, d_D :=

a ê. SolveA-2 a Hl + 2 kL - 4 k ik
jjjl + k +

d
ÅÅÅÅ
2

- 1y{
zzz == i

k
jjj d + 2 a - 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

y
{
zzz
2

, aE@@1DD

LambdaDot@k_, l_, d_D := 9a, -2 a Hl + 2 kL - 4 k ik
jjjl + k +

d
ÅÅÅÅ
2

- 1y{
zzz= ê. a -> LowerAlpha@k, l, dD

LambdaCont@d_D := PlotAik
jjj d + 2 a - 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

y
{
zzz
2

, 8a, amin, 0<, DisplayFunction Ø IdentityE;

Lambda@k_, l_, d_D :=

IfA8k, l< != 80, 0< && Im@LowerAlpha@k, l, dDD == 0, PlotA-2 a Hl + 2 kL - 4 k ik
jjjl + k +

d
ÅÅÅÅ
2

- 1y{
zzz,

8a, amin, LowerAlpha@k, l, dD<, DisplayFunction Ø IdentityE, 8<E

Figure@d_, DF_D :=
Show@LambdaCont@dD, Table@Lambda@k, l, dD, 8k, 0, size - 1<, 8l, 0, size - 1<D,
PlotRange Ø 88amin, 0<, 80, hmax<<, AspectRatio Ø 2, DisplayFunction Ø DFD

AddPoints@d_, DF_D := ListPlot@
8LambdaDot@0, 1, dD, LambdaDot@1, 0, dD, LambdaDot@1, 1, dD, LambdaDot@2, 0, dD,
LambdaDot@0, 2, dD, LambdaDot@0, 3, dD, LambdaDot@1, 2, dD, LambdaDot@2, 1, dD,
LambdaDot@3, 0, dD<, DisplayFunction Ø DF, PlotStyle Ø PointSize@0.02DD

Essential = Show@Graphics@
8GrayLevel@0.9D, Polygon@Join@Table@8-i, H-i + 1.5L2<, 8i, 0, iindexmax, 0.1<D,

880, Hiindexmax - 1.5L2<<, 880, 0<<DD<D, DisplayFunction Ø IdentityD;
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Show@Figure@5, IdentityD, Essential, AddPoints@5, IdentityD,
Figure@5, IdentityD, DisplayFunction Ø $DisplayFunction, Ticks Ø NoneD;
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Figure 2
size = 7;

StartM@k_, l_, d_D := MaxAI8 - 6 d + d2 - 24 k + 8 d k + 16 k2 - 4 l + 16 k l - 4
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-2 l + d l + l2 M ë
H4 - 4 d + d2 - 16 k + 8 d k + 16 k2 + 16 k lL,

I8 - 6 d + d2 - 24 k + 8 d k + 16 k2 - 4 l + 16 k l + 4
è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-2 l + d l + l2 M ë
H4 - 4 d + d2 - 16 k + 8 d k + 16 k2 + 16 k lLE

StartPts@k_, l_, d_D := 99m, H1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

= ê. m -> StartM@k, l, dD=

F0@d_, DF_D := PlotAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

, 8m, -5, 1<,
PlotRange Ø 8All, 80, 10<<, DisplayFunction Ø DF, PlotPoints Ø 400E;

Essential = ShowAGraphicsA9GrayLevel@0.9D,

PolygonAJoinATableA9m, H1 - mL ik
jjj1.5 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

y
{
zzz
2

=, 8m, -5, 0.93, 0.01<E,
88-0.2, 9.68<<EE=E, DisplayFunction Ø IdentityE;

RectEnl = ListPlotA99 1
ÅÅÅÅ
3
, 0=, 9 1

ÅÅÅÅ
3
, 9.6= 81, 9.6<, 81, 0<=,

PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø IdentityE;
TblPts@d_D := Table@ListPlot@StartPts@k, l, dD, PlotStyle Ø PointSize@0.02D,

DisplayFunction Ø IdentityD, 8k, 0, size - 1<, 8l, 0, size - 1<D;
F1@k_, l_, d_, DF_D := ModuleA8mcalcmin = StartM@k, l, dD<,
PlotA2 Hl + 2 kL - 4 k ik

jjjl + k +
d
ÅÅÅÅ
2

- 1y{
zzz H1 - mL, 8m, mcalcmin, 1<,

PlotRange Ø 8All, 80, 10<<, DisplayFunction Ø DFEE
Tbl@d_D := Table@F1@k, l, d, IdentityD, 8k, 0, size - 1<, 8l, 0, size - 1<D;
Essential =

ShowAGraphicsA9GrayLevel@0.9D, PolygonAJoinATableA9m, H1 - mL ik
jjj1.5 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

y
{
zzz
2

=,

9m, 1
ÅÅÅÅ
3
, 0.93, 0.01=E, 88-0.2, 9.68<<EE=E, DisplayFunction Ø IdentityE;

VAxe = ListPlot@880, 0<, 81, 0<, 81, 10<<, PlotJoined Ø True,
DisplayFunction Ø IdentityD;

ShowAF0@5, IdentityD, Tbl@5D, Essential, TblPts@5D, F0@5, IdentityD, VAxe,

DisplayFunction Ø $DisplayFunction, PlotRange Ø 99 3
ÅÅÅÅ
5
, 1.02=, 80, 6.9<=,

AspectRatio Ø 2, Ticks Ø None, Axes Ø TrueE;
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Figure 3
size = 5; eps = 0.02; Thk = 4;
GreenCurve@d_D :=

ShowAPlotAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- 2 eps, 9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

=, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 1, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 0.7<, 80.91, 0.7<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 1, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<D,
ListPlotA99 d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- 2 eps ê. m ->
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

E=,

9 d - 1 + eps
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

d
, 2=, 81, 2<=, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 1, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<E, PlotRange Ø AllE

GreenCurve@5D; BlueCurve@d_D := ShowAPlotAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- eps,

9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

=, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 0, 1D, AbsoluteThickness@ThkD<E,

ListPlotA99 d
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- eps ê. m ->
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

E=, 81, 4 - eps<=,
PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 0, 1D, AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 1<, 80.91, 1<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8RGBColor@0, 0, 1D, AbsoluteThickness@ThkD<D, PlotRange Ø AllE

BlueCurve@5D;
RedCurve@d_D :=

ShowAPlotAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

, 9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

=, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8RGBColor@1, 0, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<E,

ListPlotA99 d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

ê. m ->
d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

E=, 9 d + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, 4=, 81, 4<=,
PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8RGBColor@1, 0, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 1.3<, 80.91, 1.3<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8RGBColor@1, 0, 0D, AbsoluteThickness@ThkD<D, PlotRange Ø AllE

RedCurve@5D;
ShowAF0@5, IdentityD, Tbl@5D, Essential, TblPts@5D, F0@5, IdentityD, VAxe,
GreenCurve@5D, BlueCurve@5D, RedCurve@5D, DisplayFunction Ø $DisplayFunction,

PlotRange Ø 99 3
ÅÅÅÅ
5
, 1.02=, 80, 4.7<=, AspectRatio Ø 0.7, Ticks Ø None, Axes Ø TrueE;
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Figure 3 - black and white
size = 5; eps = 0.02; Thk = 1; D1 = 80.005, 0.01<; D2 = 80.01, 0.01<;
GreenCurve@d_D := ShowAPlotAH1 - mL ik

jjj d
ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- 2 eps, 9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

=,
DisplayFunction Ø Identity, PlotStyle Ø 8Dashing@D1D, AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 0.7<, 80.91, 0.7<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8Dashing@D1D, AbsoluteThickness@ThkD<D,
ListPlotA99 d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- 2 eps ê. m ->
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

E=,

9 d - 1 + eps
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

d
, 2=, 81, 2<=, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8Dashing@D1D, AbsoluteThickness@ThkD<E, PlotRange Ø AllE

GreenCurve@5D; BlueCurve@d_D := ShowAPlotAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- eps,

9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

=, DisplayFunction Ø Identity,

PlotStyle Ø 8Dashing@D2D, AbsoluteThickness@ThkD<E,

ListPlotA99 d
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

- eps ê. m ->
d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

E=, 81, 4 - eps<=,
PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8Dashing@D2D, AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 1<, 80.91, 1<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8Dashing@D2D, AbsoluteThickness@ThkD<D, PlotRange Ø AllE

BlueCurve@5D;
RedCurve@d_D := ShowAPlotAH1 - mL ik

jjj d
ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

, 9m, d - 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d

,
d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

=,
DisplayFunction Ø Identity, PlotStyle Ø 8AbsoluteThickness@ThkD<E,

ListPlotA99 d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

, EvaluateAH1 - mL ik
jjj d

ÅÅÅÅ
2

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m - 1

- 1y{
zzz
2

ê. m ->
d + 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 6

E=, 9 d + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d + 2

, 4=, 81, 4<=,
PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8AbsoluteThickness@ThkD<E,
ListPlot@880.88, 1.3<, 80.91, 1.3<<, PlotJoined Ø True, DisplayFunction Ø Identity,
PlotStyle Ø 8AbsoluteThickness@ThkD<D, PlotRange Ø AllE

RedCurve@5D;
ShowAF0@5, IdentityD, Tbl@5D, Essential, TblPts@5D, F0@5, IdentityD, VAxe,

GreenCurve@5D, BlueCurve@5D, RedCurve@5D, DisplayFunction Ø $DisplayFunction,

PlotRange Ø 99 3
ÅÅÅÅ
5
, 1.02=, 80, 4.7<=, AspectRatio Ø 0.7, Ticks Ø None, Axes Ø TrueE;
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