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Résumé Dans cet article, nous étudions le modele proposé par Adkins et Nappi pour décrire des configura-
tions statiques de champs de mésons. Sous une hypothése de symétrie, nous donnons une formulation précise
d’un probleme de minimisation avec contrainte de type degré topologique, et nous montrons l'existence de
fonctions minimisantes. Nous présentons aussi le probléme de minimisation sans hypothese de symétrie.
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I. Introduction

Pour étudier I'interaction forte dans la limite de basse énergie, plusieurs approches sont possibles ; 'une
d’elles consiste & construire des modeles de champs de mésons, et en particulier de pions (les pions sont les
plus légeres des particules soumises & l'interaction forte). Dans ces modeles, les baryons (en premier lieu, les
nucléons : protons et neutrons) sont représentés a ’aide de solutions, dites solutions soliton, du champ des
pions ; ces solutions sont obtenues en minimisant 1’énergie associée au champ des pions, avec une contrainte
de type degré topologique (physiquement, cette contrainte n’est autre que le nombre de baryons). Pour
mener a bien les calculs numériques, on introduit en physique une hypothese de symétrie, traditionnellement
appelée ansatz de Skyrme.



Un premier modele a été présenté par Skyrme (voir [S], [A,N,W] : dans ce modele, I’énergie comporte
un terme d’interaction non linéaire que ’on interpréte comme un terme d’interaction du champ des pions
avec un champ supplémentaire (ou plus exactement, comme la limite d’un terme d’interaction lorsque 'on
fait tendre vers l'infini la masse des particules associées au champ supplémentaire). Le modele de Skyrme
a été étudié du point de vue mathématique par Esteban dans [E1-4] et par Esteban et Lions dans [E,L].
Ultérieurement au modele de Skyrme, de nombreux autres modeles (voir [A,N], [M,K,W,W], [M,Z], [V,M])
pour lesquels le couplage avec des champs supplémentaires est explicite, ont été introduits a la suite d’Adkins
et Nappi. Cet article a pour objet ’étude, du point de vue mathématique, du modele proposé par Adkins et
Nappi dans [A,N] : on montrera I'existence d’une solution lorsque ’on se restreint au modele avec hypothese
de symétrie (ansatz de Skyrme) et on indiquera quelques unes des difficultés qui apparaissent si on ne fait
pas cette hypothese.

Les champs du modele d’Adkins et Nappi sont des fonctions ¢ = (¢°, ¢!, @2, ¢3) définies sur IR? et &
valeurs dans la spheére unité S® de IR*, couplées & un champ scalaire  défini sur IR?, pour lesquelles I’énergie
est donnée par :

Blg] = VoL + 0% (1)

et ou le couplage est défini par I’équation :

—AQ+Q = det(¢, Vo) . (2)

En négligeant pour I'instant le probleme délicat et important du choix d’ un espace fonctionnel approprié
pour ¢ (et pour ), on voit que  est défini de maniére unique par I’équation (2), en supposant par exemple
qu’a 'infini 2 est assez petit dans un sens faible : E est donc une fonctionnelle portant sur ¢ uniquement.

On définit aussi :

dl¢] = 3det(qS,qu)alsc . (3)
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Nous verrons dans I'appendice que lorsque ¢ est de classe C', constante en dehors d’un compact,
d[¢] coincide avec le degré usuel (proposition A2), et que, plus généralement, si V¢ est L2, I'inégalité de
Poincaré-Wirtinger montre que ¢ est constante au voisinage de I'infini dans un sens faible (proposition A1)
: la définition (3) fournit alors - sous réserve qu’elle ait un sens - un moyen d’étendre la notion de degré.

Le probleme qui se pose alors est de savoir si I'infimum suivant est atteint :
I, = inf{E[¢] | ¢ € X et d[p] =k} (k €)

ou X désigne un espace fonctionnel convenable sur le choix duquel nous reviendrons plus loin, et on dira
qu’une fonction ¢ de X est solution du modele d’Adkins et Nappi si :

dgl=k et Elg] =1y

En fait, nous allons reformuler le modéle d’Adkins et Nappi dans le cadre de 'ansatz de Skyrme et nous
ne répondrons tout d’abord aux questions soulevées par le modele que dans ce cadre.
L’ansatz de Skyrme consiste a ne prendre en compte que des fonctions de la forme :

VeeR®  ¢x) = (cos@(r),%sinﬁ(r)) (4)



ou on a utilisé la notation :
r o= |z|

On notera une telle fonction ¢y, et nous parlerons de modele symétrique des lors que nous nous restreindrons
a des fonctions de ce type.

La fonction ¢y sera solution du modele d’Adkins et Nappi symétrique lorsqu’elle réalisera, sur I’ensemble
des fonctions vérifiant ansatz de Skyrme, l'infimum de E[¢] pour d[¢] = k.

Notations

Suivant le contexte, |-| désigne la valeur absolue, la norme euclidienne usuelle, ou la mesure de Lebesgue.
On notera B(x, R) et B(R) = B(0, R) les boules ouvertes de IR3. En général, on désignera les espaces
fonctionnels usuels simplement par : H'(IR3), LP(IR®), L9(]0,0[), ... et on notera : ||« ||z, || - e, || |24, -
leurs normes respectives. On notera r = |x| pour tout point = de IR3.

(€i)i=123.4 est la base canonique de IR* .

Les dérivées seront souvent désignées, de maniere simplifiée par :

_ 99 _
ot = 5= (a=123)
. do
0(r) = ar

Enfin, on notera § la distribution de Dirac en z = 0 € IR3.

I1. Formulation du modeéle symétrique
et choix d’un espace fonctionnel

Nous allons étudier I’ansatz de Skyrme, puis énoncer quelques propriétés des fonctions vérifiant cet
ansatz et formuler le probleme de minimisation associé au modele symétrique de maniere précise.

Considérons une fonction 6 définie sur [0, oo[, & valeurs réelles, que nous supposerons pour l'instant de
classe C'! sur [0, 0o, & support compact, telle que :

6(0) € -

et définissons la fonction ¢y sur IR3 par :

VeeR®  ¢o(z) = (cosG(r),%sinG(r)) . (4)



Définissons maintenant les fonctionnelles E* et d* par :

6] = 1~ Flo]

d*[0] = dl¢o]
On montre aisément que :
1 .
Ve R det(¢o, Vpg)(x) = 3 sin? 0(r) - 6(r)
en désignant la dérivée de 6 par . On obtient en particulier :
* 2 > .2 4
ae) = —— sin“ 0 - 0 dr
T Jo
* 2 oo
d’0] = —— [P(O(r)lg

ou P est la fonction réelle (continue, inversible, d’inverse continue) définie par :

1 1

Par ailleurs I’équation (2) peut étre réécrite pour ¢ = ¢y sous la forme

1 )
—AQ+Q = ——sin®6-0
r
et il est naturel de chercher des solutions sous la forme :

Qz) = w(r) (Vx e R, avecr = ||

L’équation (2) devient alors, sur |0, oo] :

d , 5dw

do
—a(r %) +r%w +sin?0. — = 0

dr
En remarquant que :

2
|V o |*(x) :92+723m29 (Vo e R*—{0}) ,

on obtient I'expression :
© .
E*[0] = / {r26% 4 25in? 0 + 2 (w?* 4+ &?) Y dr
0
et comme précédemment, on peut poser le probleme de minimisation :

I} = inf{E*]] |0 X* et d*[0] =k} (K €)

ou X* est un espace fonctionnel convenable, défini plus loin.

Lemme 1 Soit ¢ € H} _(]0,00]) tel que : r¢ € L?(]0, 00[). Notons :

1/2

I = (fooo r2p2 dr . Alors il existe une fonction @, continue sur |0, 0], possédant une limite :

p(00) = lim, 400 (), qui vérifie les propriétés suivantes :
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(i) Pour presque tout r >0 ) ;p(r) = @(r)
(i) [5() = @(s)] < T+ (52D (7 (t5) €]0,00]%)

Preuve Considérons la fonction ¢ définie par :
-
Vrel0,0]  ¢(r) = / pds
1
11 existe un réel a tel que ¢(r) = p(r) + o presque partout.

¢ € L} (]0,00]) : ¢ est continue sur ]0, col.

loc

Soit 0 <t <s:
566 = o] = | [ (o
t
s s 1

< ‘/ T2(p2d7" . / 7‘1/2

t ¢ T
par l'inégalité de Cauchy — Schwarz

s—t

< .

- ts

De plus :

s—t S 1
ts ~ ts t’

ce qui assure, par le critere de Cauchy, I'existence de :

lim (5(r) — @) = (c0)

r—00

Le lemme est alors démontré, en définissant la fonction ¢ par :

Remarque 1 Avec les notations utilisées dans I'introduction, le lemme 1 s’applique aussi bien au cas ¢ = 6
. [o N .
qu’au cas : ¢ = w. Dans le premier cas, on suppose que : fo sin? 6(r) dr converge, ce qui assure que :

f(o0) € - . (12)

Dans le second cas, on suppose que : fooo r?w?(r) dr converge, ce qui assure que :
w(o) =0 . (13)
Dans la suite, aussi bien pour ¢ = 6 que pour ¢ = w, nous confondrons ¢ et ¢, ce qui revient a

choisir le représentant continu dans la classe de fonctions considérée. Par contre, les équations différentielles
continueront d’étre écrites au sens presque partout.

Proposition 1 Soit § € H (]0,00[) N C?(]0, 00[) tel que :

0 € L*(]0, <) et sinf € L*(]0, oo[)

Supposons que 6 est continue en r = 0+. Alors d*[0] vaut :
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d*[6] = = - P(6(0)) — =0(c0) . (14)
Preuve Compte-tenu du lemme 1 et de la remarque 1, la limite :

lim 6(r) = 6(c0)

r—00

existe et :
O(c0) € m
donc : ) 1
P(O(c0)) = 59(00) - 15111(29(00))
1
= 59(00)

ce qui démontre immédiatement la proposition 1.

Remarque 2 Soit # une fonction vérifiant les hypotheses de la proposition 1. Sil’on suppose que la fonction
¢p définie par (4) est continue en x = 0 € IR3, alors 6(0) est multiple de 7 et d*[¢] est entier : d*[f] est en
fait le degré, au sens usuel, de ¢y (voir la proposition A3 de I'appendice). Dans la suite, on choisira un cadre
fonctionnel plus large, et on supposera simplement, comme dans les hypotheses de la proposition 1, que 6
est continue en r = 0+.

Proposition 2 Soit § € H, .(]0,00[) N C?(]0, 00[) tel que :

r € L*(]0, o0l)
Alors :
(i) Toute solution de :
d a. 205
—%(r W) +rw+sin“00 = 0 (10)
s’écrit sous la forme : B
w(r) = wo(r) + Aer + B% (r €]0,00[ p.p.) (15)
ol A et B sont des constantes réelles et ot :
e’ " . shs
wo(r) = —— |PO(r))+ [ sin“0(s)0(s)(— —1)dx
T s
. 0 . (16)
- sin? 9(5)9(3)6 ds
r T
(i) wo est de classe C? et :
. e " 1 Ty . shs
wo(r) = " (1+ ;) Pé(r))+ | sin 9(3)9(5)(T —1)ds
0
(17)

—S

_M/ sin? 0(s)0(s) <
r S

r2

ds

(iii) les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) 6 est continue en: r = 0+ et %[P(G(r)) — P(0(0))] € L*(]0, o0).
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(b) II existe une solution w de (10) telle que :
rw € L*(]0,00[) et rw € L2(]0,00])

(iv) Si I'une des deux assertions (a) ou (b) de (iii) est vérifide, alors il existe une solution unique w de
(10), qui s’écrit :

e—T’

w(r) =wo(r)+ A .

(r €]0, [ p.p.) avec A = P(6(0)) . (18)

La remarque 2, sur le choix du représentant de la classe de fonctions, s’applique encore, et aussi bien
pour (15) que pour (18), nous supposerons que w est continue.

Preuve Soit 6 une fonction vérifiant les hypotheses de la proprosition 2. Remarquons pour commencer que
wp est bien définie pour tout réel r > 0. En effet, pour tout réel s > 0, on a :

s.|sin?0(s)0(s)| < |s.0(s)]

L (k2 — 1) et en utilisant I'in’egalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

En définissant g par : g(s) =

{/Orsinze(s)é(s)(m—l)dsr < /OTSQéQ(s)dS./OTSQQQ(S)dS (194)

S

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient également :

[/:o sin29(5)é(8)essdsr < /:Q 26 (s) ds~/roo(es)2ds (190)

Les inégalités (19a) et (19b) assurent que wg est définie sur ]0, col.

On vérifie aisément qu’au sens des distributions, wy s’écrit sous la forme (17), et donc que wy est de
classe C'!; en fait, comme wy est solution de (10), wp est de classe C? sur |0, oo, ce qui démontre (ii).
L’équation différentielle homogene associée a (10) s’écrit :

d
—d—(r2w)—|—r2w =0 ,
r

et l'on vérifie aisément que ses solutions sont de la forme :

-r T

+BS
.

w(r) = Aer

ou A et B sont deux constantes réelles, ce qui démontre (i).

Nous allons maintenant considérer les équivalences de wy au voisinage de r = 04 et au voisinage de
r = —+00.

Au voisinage de r = 0+:

/T s2g%(s)ds = 0(r°/?)
0



ce qui assure par (19a) que:

/OT sin? 9(5)9(3)(% C1)ds = 05/
/ h sin29(s)9(s)e;5ds _ —P(Q(r))e;r + Oop(a(s))e:(u é)ds,
en intégrant par parties. Si (a) est vérifiée :
/Oo PO() (1 + )ds = 0(13(9:0))) ,
ce qui assure que : . . P60
/ sin? 0(3)9(5)68 ds = 0( (r( )))
Finalement, si (a) est vérifiée, on a :
wo(r) + e;rp(e(r)) = 0(1"1/4)+O<P(9r(0))> ,
Go(r) = S50+ DPE() = 06 +0(P(E(0)
Au voisinage de r = 400 :
JECLCIC-
= P(G(s))(srﬂ ~1) - Orp(o(s))s'C’l;_m ds
S%(s - chs — shs) < er: pour s > r,donc :
/OT sin? 0(s) a’(s)(i;s “1)ds = 0(%)
[ PO(s) - (1+1)ds = 0(<) , donc :

o0
/ sin? 6( )é(s)e ds = O(e )
, r
Finalement : )
wo(r) = 0(772) )
1
Soit w une solution de (10) :
w(r) = wo(r)—|—AeT +Be7

Au voisinage de r = 400, w(r) ~ B% si B # 0, donc rw € L2(]0, 00]) si et seulement si :
B =0
Supposons maintenant que (a) est vérifiée. En écrivant :
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PO +4) = ;

r r r

on voit, en utilisant les équivalents obtenus au voisinage de r = 0+,

que : 7w(r) € L?(]0,00]) si et seulement si :

et donc :
w(r) = wolr) + POO) "~ (18)

ce qui démontre (iv), et aussi 'implication : (a) = (b) de 'assertion (iii).

11 reste donc & montrer 'implication : (b) =>(a).

Supposons qu’il existe une solution w de (10), telle que :

rw € L*(]0, 00) et ré € L*(]0, 00[)

Par (15) et (20), w s’écrit sous la forme :

Montrons que :

Soit deux réels r1 et ro tels que : 0 < ry <

2

r2
[(P(O(r) — AP]72] = I/T (P(6(r)) = A) - P'(9) - (r)dr|

= </ (w)%' / T292(T)dr>1/2

par l'inégalité de Cauchy — Schwarz.

Au voisinage de r = 0+, on a :

e—?"

= [rir) = (rio(r) = PO

(a+2))°

or :
ré € L*(]0, 00|)
et :
. e " 1
rio(r) — POG) (14 1)
_ r-chr —shr <, .oe T
= /7 sin” 6(s) 6(s) . ds
Comme :

r- chrr— shr _ 0(7,2)



et :

A

% ) . e 00 )i 0 ,—2s 1/2
| sin” 0(s) 0(s) ds| < s°0%ds - T ds
T s 0 T s
= 0(r—%/%) |

on est assuré que :

Le critere de Cauchy assure ’existence de :

i [P(0(r) — A

et la convergence de :

r

[T,

démontre (21). La fonction P(f) est donc continue en r = 0+, et P(f) étant inversible, d’inverse continue,
0 est continue en r = 0+, ce qui achéve la démonstration de (iii).
Les propositions 1 et 2 justifient 'introduction de I'espace fonctionnel suivant :

X = {9 e H}, (10, 00]) N C°([0, 00} | rf € Z2(10, 0]) .

(22)
1
sing € L2(J0,00]) , ~[P(0(r)) — P(6(0))] € L2(]0700D}
En effet, les fonctionnelles E* et d* sont bien définies sur X™*, au sens suivant :
* 2 oo
arle) = Z[PO);
E*[0] = / {2602 + 2sin? 0 + 2 (w2 + & }dr
0
le couplage entre 6 et w étant assuré par ’équation (10) :
—i(r%) + 72w +sin?60 = 0
dr
que 'on résoud par :
w = wo+ P(Q(O))er (18)
avec : . . "
wo(r) = — % {P(G(r)) +/ sin20(s) 6(s) (222 — 1) ds
e T (16)
_shr % 2 6(s) d(s)C
. sin® 0(s) 0(s) 8 ds

T

Comme nous l'avons remarqué précédemment, la fonctionnelle d* n’est pas nécessairement a valeurs
entieres. En fait, d* peut prendre n’importe quelle valeur « réelle. Considérons en effet une fonction :

0 € C°([0, 00]) N C>°(]0, 00[) ,

a support compact, telle que :
O(r) = 6o YV re|0,1]

6(r) =0 Vre[2 ]

fp étant I'unique réel tel que P(fy) = &F. Il est aisé de montrer que : § € X* et d*[0] = a.
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Nous sommes donc en mesure de considérer 'infimum suivant :

X = inf{E*[0] | 0 € X* et d*[0] = a} (23)

ITI. Minimisation pour le modeéle symétrique

Nous allons montrer le principal résultat de cet article : I'infimum I} est atteint pour tout réel a.
Commencgons par la remarque suivante : si 0 € X*, alors :

(0+2km) € X~ VEke
De plus :

E*[0+ 2krn] = E*[6)]
&[0 + 2kn] = d*[6)]

ce qui permet de réécrire I} sous la forme :
I = inf{E*[0] | § € X*, 0(c0) = 0, P(6(0)) = %} . (24)

La condition sur le degré d* se réduit en fait - dans le cadre de 'ansatz de Skyrme - a une condition sur
les limites de 0 en 0+ et en +o0.

En utilisant I’équation (10), on peut réécrire I’énergie sous la forme :

E*[0] = e*[f,w] (25)

e*f,w] = / {r262 + 2sin? 0 — 2wsin? 00 — r?(w? 4+ &?)}dr (26)
0

et sous cette forme, il est clair que le minimum de P’énergie E*[6], lorsque 6 et w sont couplés par I’équation
(10), est en fait un point critique de la fonctionnelle e*[f,w]. Comme la condition sur le degré est une
condition aux limites, il est possible d’écrire un systeme d’équations d’Euler-Lagrange :

- di(r%) +r?w+sin?00 = 0 (10)
; ()

— —(r2%6) + sin(20) +sin20w = 0 27
dr

pour toute fonction 6 minimisante pour I.
Nous pouvons résumer ces quelques remarques dans le :

Lemme 2

(i) I* = inf{E*[0] | 0 € X*,0(c0) = 0, P(6(0)) = £} (a € IR).

(ii) Toute fonction § de X* minimisante pour I est solution du systéme :
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- i(r%ﬁ;) +r2w+sin?6 = 0 (10)

- (5)
- a(7029) +sin(20) +sin*0w = 0 (27)
que I'on résoud en w par :
w(r) = e;r {P(G(O)) — P(O(r)) — /OT sin? 0(s) 0( )(S—Zs —1)ds
i (18)
- # sin? 0(s) () 68 ds

Enongons maintenant le résultat principal :

Théoréme Pour tout réel , il existe une fonction § € X* N C(]0,00|) telle que :

B0 =1I* et d*[0] =a

[0}

Preuve Soit a € IR. Considérons une suite (6, )nen , minimisante pour I} :

are,) = a

lim E*[0,] = I

n—oo «
Gréce & assertion (i) du lemme 2, il n’est pas restrictif de supposer que
am
2

Soit (wn)nemw la suite associée & (6,,)nenv par (18) avec 6 = 6,,. Par la proposition 2, w, est 'unique
solution de (10) avec 0 = 0, telle que : 7w, € L?(]0,00[) et rw, € L*(]0,00]) et :

0,(00) =0 et  P(0,(0) =

o) = |G - PO, - [ s 099 (2 - 1) as
_shr [T e 0,,(5) 0 (s) <

r

ds

T

De plus, (6,,)nev étant une suite minimisante :

o0
limsup/ (w2 +&2)dr < I
0

n—oo

Des arguments de minimisation classiques montrent qu’il existe deux fonctions 6 et w de H} (]0,oc])
telles que :

rd, — r0
TWy — TW
W — TW

au sens de la topologie L?(]0, oo[)-faible.

Quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que :
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0, — 0
Wp — W

au sens presque partout sur |0, c0[, et méme pour tout r €]0, 0], en choisissant les représentants continus
(voir remarque 2). D’ol en particulier :

sinf,, — sin6

au sens de la topologie L (]0, oco[)-forte, ce qui assure :

—r r _ L
wir) = & [O”T — P(0(r)) —/ sin 0(s) 6(s) (2= — 1) ds
r |2 0 s
shr [ ., Looe s
- — sin® 0(s) 0(s) ds
r T
Sous cette forme, w est solution de (10), et par la proposition 2 :
beX* et  POO)= 0‘2—”

L’estimation :

1 * .
0u) < =1 2R ds )
obtenue par le lemme 1, passe a la limite :

f(c0) = 0

On a donc démontré que 6 est minimisante pour I} :
fe X, d'fl=a e E*[§]=1I

Il reste & montrer que 6 est de classe C* sur |0, 00[. Pour cela, il suffit de remarquer (assertion (ii) du
lemme 2) que # et w sont solutions du systéme (S), que w est de classe C? sur ]0, 00| (assertion (ii) de la
proposition 2), et que @ est continue sur |0, co[ (lemme 1).

Par 1’équation (27) :

d .
—(r%0) = sin(20) +sin® 6w
dr
on obtient que T29(r) est de classe C'!, donc que 6 est de classe C? sur ]0, 00[. En reportant dans I’équation
(10) :

d o 2 294
r‘w) = r‘w+sin“060
dr (r'w)
on obtient que w est de classe C? sur ]0, oo[. II suffit alors d’itérer le procédé pour montrer que 6 et w sont

de classe C*° sur ]0, ool.

Remarque 3 Le théoréme montre que toute solution minimisante est de classe C*° sur ]0, co[. C’est pourquoi
il aurait été possible de définir le probléeme de minimisation non pas dans I’espace fonctionnel X*, mais dans
le sous-espace de X* suivant : Y* = X* N C*(]0, o0o).
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IV. Le modeéle non symétrique

Nous allons maintenant essayer d’indiquer quelques-unes des difficultés qui apparaissent lorsque 1’on ne
fait pas ’hypothese de symétrie (4).

Introduisons ’espace fonctionnel :

Xo = {¢ € L®(R*,5°) | Vo € L*(IR*)} (28)

Sur X, définissons les fonctionnelles A et B par :

Alg] = (a9 N 0pd)a,p=1,2,3 (29)

Bl¢] = 019 N 020 N O30 (30)
Pour toute fonction ¢ de X, A[@] et B[¢] sont des distributions définies au sens suivant : soit F' € D(IR?)

/ FOu¢ NOgo- € Aejdr = / F(0a0'05¢" — a9’ 03¢") du
R3 3

(31)
(i, =1,2,34; o, =1,2,3)
/JRg(F “€i) - (O1d N D2 N O39) da
= ‘%/JRA(&F-ei)wAazwasab (32)

+(02F - €;) - 016 N ¢ A D3¢
+ (83F . 6i) - 010 N\ 020 N ¢) dzx

avec 1 = 1,2, 3,4 et toutes ces quantités sont bien définies car :
Vo € L*(IR?)

Intéressons-nous en premier lieu a 'hypothese de symétrie de maniere plus précise, et pour cela, revenons
sur les calculs de l'introduction. Soit # € X* N C1([0,00[), et ¢ la fonction qui lui est associée par (4) :

Ve R ¢g(xz) = (cosb, L sin 0)
r
Pour tout € > 0, définissons 6° par :

#r) = ()b + (- 206 - 20 sire o
6°(r) = 0(r) sir € [g,+00]

6% est de classe O sur [0, 00| et la fonction ¢° = ¢pe qui lui est associée par (4) est de classe C! sur IR3. De
plus, quand € — 0+ :

/ r2(6° —0)2 dr — 0
0

/ (sin@® —sin@)* dr — 0
0
Or: V¢ € L3(IR%) et : [|[V¢©|[2, = [77(r?(6°)% + 25sin” 6°) dr.
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A Dextraction d'une sous-suite preés, V¢ converge pour la topologie L?(IR?)-faible, et comme :
o° — ¢o P
Vg € L?(IR3), donc : ¢p € X et B[pg] est défini au sens des distributions. De plus :
. 112  __ 2
i 963 = Vol

donc :
V¢* — Vg au sens de  L*(IR®) ,

et la définition de B montre que :

B[¢®] — Blde] au sens des distributions.

Il est facile de démontrer que :
5 1. 2 pe . pe e L s pe
B[¢®](z) = — gsin 0% - 6° - (cosf ,;smﬂ ) . (33)

Définissons B par :

1 .
Bloo)(z) = 3 sin29~0-(cosﬁ,§sin9) ) (34)
Soit F € D(IR?) :
/ F-B[¢fldz-e' = 0  pouri=2,34
R3

/ F - B[¢°]|dz - €'
R3
~ 47 F(0) - / (sin® 6 cos 6° 65 — sin” @ cos 0 §)dr
0

— —4nF(0)sin® 6(0) quand € — 0+

d’otr : )
Bl¢gg] = Blpg] — 27sin®0(0)5 -e; . (35)

Remarquons que pour toute fonction ¢ de X , ¢ est & valeurs dans S presque partout, donc :

¢-0ap =0 pp. (a=1,2,3) (36

Par conséquent, pour que :

det(¢g, Vo) = ¢o - Bloo] (37)
appartienne & L*(IR?), il faut et il suffit que ,
| det(¢o, Voo| = |Bleo]| € L' (IR),

c’est-a-dire :
0(0) e 7. (38)

La proposition A3 de 'appendice montre qu’alors d*[0] est le degré au sens usuel de ¢p. Résumons ces
quelques propriétés dans la :

Proposition 3 Soit § € X* N C*([0, 00]), et ¢y la fonction qui lui est associée par (4). Alors :
(i) ¢ € Xo.
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(ii)  Blpg] = Blpg] — 4msin® 0(0)5 - 1 (35) avec :

Blgg)(x) = —%2 sin? 0 §(cos 6, % sin 6) (34)

(iii)  (det(¢g, Vp) € L1(IR?)) < (6(0) € 7).

Intéressons-nous maintenant a la formulation du probleme sans hypothese de symétrie et remarquons
que l'on ne peut pas définir E[¢] et d[¢] pour toute fonction ¢ de Xy. Car si la propriété : ¢ € X, suffit
a définir B[¢] au sens des distributions, elle n’assure pas a priori - comme nous venons de le voir - que :
det(p, Vo) € LY(IR?), ce qui est nécessaire pour définir d[@], ni méme : det(¢, Vo) € D'(IR?), ce qui est
nécessaire pour que ’équation (2) ait un sens : considérons en effet ’exemple suivant :

Soit § € C°(]0,0[) et (6 )nenv une suite de fonctions de X*, définies par :

0(t) =Int site€]0,1]
0(t) =0 site[l,o0f

et:
On(t) = —nm site[0,e "]
0,(t) =1Int sitele " 1]
0,(t) =0 site[l, oo

On note : ¢y et " = ¢gn les fonctions associées par (4) a 0 et 0, respectivement. Vo™ € X, et : Vo™ — Vg
pour la topologie L?(IR?) : ¢ € Xo. Pourtant, étant donnée f € D(IR?), on montre que :

f(z)det(¢™,Vo™)dt ~ —%mr £(0) (quand n — )
R3

ce qui ne permet pas de définir det(¢pg, Vdp) au sens des distributions.
Pour définir le probléeme de minimisation associé au modele d’Adkins et Nappi sans hypothése de
symétrie, on est donc amené a considérer un sous-espace de Xy, par exemple :

X = {¢€Xo|Blg] € L(IR*)} , (39)
X = {p € L™(IR* S®) | V¢ € L*(IR?) et B[¢] € L*(IR*)} . (40)

L’équation (2) :
—AQ+Q = det(¢, Vo)

possede une solution unique dans H'(IR?) pour tout ¢ € X, car :

| det(¢, V)| = |6~ Blgll < |Bl¢]l € L*(IR?)

La fonctionnelle E est donc bien définie sur X.

En utilisant les inégalités de Holder, on montre que :

| Jaet@,o)lds = [ (ol ds
IR3 IR3

Vo137 - |Blg]5%

(41)

A

La fonctionnelle d est donc bien définie sur X.
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Nous allons voir que 1’ espace fonctionnel X n’ est pourtant pas un espace approprié pour définir le
probléme de minimisation.

Commencons par étudier 1’ effet des dilatations : considérons la fonction ¢* € X, définie par :

o) = o(7) Vee R’ (42)
Soit Q* la fonction associée & ¢* par :
—AQN + Q* = det(¢, Vo) (43)
On peut montrer que quand A — 400 :
1
193 ~ F”B[qb]niﬂ = |BlMI7: - (44)

Ceci ne suffit pourtant pas & controler le terme: ||B[d]|| 2.
Etudions maintenant de plus pres la fonction Q lorsque ¢ € X. Par transformation de Fourier, on
obtient pour 2 I’ expression suivante :

1 e i iz
ou encore :
1 e~ ezl
o) = o /R T e Vo) i (46)

Il est alors facile de voir que: AQ € L?(IR3) (d’olt en particulier 2 € L>(IR?)) et que :

IAQ|IZ: +2[VQUZ2 + Q7. = IBlglIZ: - (47)

Finalement, au vu de (44) et (47), il est facile de montrer que pour poser le probleme de minimisation
dans X, il faut pouvoir contréler le terme : ||B[¢]||12, ce qui revient & modifier la fonctionnelle énergie en
lui ajoutant un terme du type :

1AQ1Z

ou du type :
1B]172

Ceci modifie completement la structure du probleme. Par ailleurs, il serait naturel de demander que la
fonctionnelle degré soit a valeurs entieres uniquement, ce qui n’est pas assuré a priori (on ne connait pas de
résultat de densité de fonctions régulieres dans X : voir [E4]).

X n’est donc pas un espace fonctionnel adapté au probléme, et le choix d’un espace fonctionnel approprié
X reste donc un probléeme ouvert.

Appendice : degré et champs de mésons
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Nous allons pour finir donner quelques résultats simples relatifs au degré pour ’espace fonctionnel
suivant (X est le plus grand espace fonctionnel sur lequel on peut définir les champs de pions utilisés en
physique de la matiere hadronique) :

Xo = {¢p € L™(R?,S%) | Vo € L*(IR?)} . (A1)

Voici tout d’abord un résultat concernant le comportement a 'infini :

Proposition A1l Il existe une constante C, positive, telle que, pour toute fonction ¢ de X, il existe un point
unique P de S® pour lequel on a :

¢ = Pllorsy < C-IVollLams) - (42)
En particulier : (¢ — P) € L°(IR?).

Preuve Par I'inégalité de Poincaré-Wirtinger appliquée & la boule unité B delR?, il existe une constante C
positive telle que I'on ait:

Ve W (B) |l —dlsm) < C-[IVYlla (43)
ol : )
o= — - s)dx
0= e
Soit ¢ € X. Pour tout réel R > 0, on applique (A3) a ¢(-) = ¢(R-)
lo = P(B)llzeary < ClIVEll2am) (A4)
ou :

— 1
P(R) = % = o /B G

|P(R)| < ||¢llz(msy = 1, et par conséquent, la suite (P(R))r>o possede un point d’accumulation, que I'on
notera P. Du lemme de Fatou, on déduit que :

¢ = Plleorsy < C-IVOll2mre) - (42)
L’unicité de P est évidente et P € S3, sinon on aurait :
VeeR® |¢p(x)—P| >1—|P] >0 , (A5)
ce qui serait contradictoire avec la propriété :
(¢ —P) € LO(IR?)

La proposition A1 montre que toute fonction de X est constante — dans un sens faible — au voisinage
de l'infini. Ceci suggere d’étendre la notion de degré a l'aide, par exemple, d’une formule intégrale : nous
montrons ci-dessous que l'expression de d possede la forme requise.

Proposition A2 Soit ¢ une fonction de Xy, de classe C', constante en dehors d’un compact, telle que :
det(¢, Vo) € L1(IR?). Alors :

1
27T2 R

dl¢] = . det(¢, Vo) dx (3)
est égal au degré de ¢. En particulier, d[¢] est entier.
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Preuve Soit ¢ une fonction vérifiant les hypotheses de la proposition A2 et P le point S3 qui lui est associé
par la proposition Al. Considérons les fonctions :

Y : BY - R*
¢ : R*x[0,1] —» R
(ot B* désigne la boule unité ouverte de IR*) définies par :

Yyt iyt yt) = olat 2?2t at)  siyt £ |yl

A6
$(0,0,0,y") = P siy*>0 (0
o(at 2% 2% at) = (a")? ¢(a', 2%, 2%) (A7)
ou le changement de variable z(y) est défini par :
i 2y' ; : i
ot = w (i=1,2,3) pourtouty = (y',y% >, y*) € B* tel quey* # |y (48)
at = y|
1 est de classe C' sur B*, continue sur B%, & valeurs dans B4 et :
W(BY) —(S* = 0B") = (B (A9)

est étoilé par rapport a l'origine de IR*, donc connexe. Le degré de 1) est donc constant sur 1(B*) et vaut :

A WL T TAY
|B4| Ja Ayl’ 0y’ Oy3’ Oyt Yy

- 96 96 96 DN, iua s g
| BY| R3x[0,1] det(axl’ 0x?’ dx3’ 3:174>dx dz” dz” - dz
= 3 2(x4)7 det(¢,8¢ % a¢>d$ dxt

7T2 R3x(0,1] 8x1 ’ 8962 ’ 8$3

= 1272 / det(¢, Vo) do
IR3

Dans le cadre de 'ansatz de Skyrme, nous pouvons énoncer un résultat plus précis encore. Considérons
une fonction de la forme :

VaoelR? ¢o(x) = (cosB,zrsinb) (4)

ou # vérifie les conditions usuelles, a savoir

0 € H.(]0,00)) N CY([0,00[) , sinf € L2(]0,00])

Lorsque : 6(0) € m, ¢ est continue sur IR?, et comme ¢y posséde une limite au voisinage de I'infini (par le
lemme 1), le degré est défini au sens usuel et il est égal & : d*[f)].

Proposition A3 Soit 6 € H}. (]0,00[) N C?([0, o0[), telle que 6(0) € 7 et :
r € L*(]0, o0l

sin@ € L?(]0, oo

Alors d*[0] est le degré, au sens usuel, de la fonction ¢y définie par (4).
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Preuve Par troncature, on se raméne au cas ol 6 est & support compact (sans changer le degré de ¢y, grace
& la proposition Al) ; de méme, on peut supposer que 6 est constante dans un voisinage de r = 0+. Soit ¢
la, fonction définie sur IR? par :

Vae R w(x) =0(r) avec r=|z

et (¢%)e>0 une suite de fonctions régularisante pour ¢, obtenue par convolution avec une fonction radiale de
classe C*. 1l est facile de voir que pour tout & > 0, ¢ est radiale : définissons sur [0, oo| la fonction 6% par:

Ve R 0% (r) = o (z)

$p- converge vers ¢y uniformément, et ¢g- est de classe C! (car 6° est constante dans un voisinage de
r = 0+4) pour ¢ assez petit. Par la proposition A2, le degré de ¢g- est égal & d[pg-] = d*[0°] et d*[6°] = d*[0],
ce qui démontre la proposition.
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