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Résumé. Dans cette note, nous présentons des résultats de symétrie et de monotonie correspondant
a deux cas ou le théoreme classique de B. Gidas, W.-M. Ni et L. Nirenberg ne s’applique
pas. Lorsque I’équation est non-autonome, nous introduisons une comparaison avec un
probléme linéaire. Lorsque la nonlinéarité n’est pas Lipschitz, nous utilisons des méthodes
locales d’hyperplans mobiles, d’inversion locale et de continuation unique. La symétrie
usuelle est alors remplacée par une notion de symétrie radiale locale.

Symmetry of the solutions of semilinear elliptic equations

Abstract. In this note, we present symmetry and monotonicity results corresponding to two cases
where the classical theorem by B. Gidas, W.-M. Ni and L. Nirenberg does not apply.
When the equation is non-autonomous, we introduce a comparison with a linear problem.
When the nonlinearity is non Lipschitz, we use local moving hyperplanes, local inversion
and unique continuation methods. The usual notion of symmetry is then replaced by a
notion of local radial symmetry.

Abridged English Version

Consider the unit ball B = B(0,1) in IR? and a solution in C2(B) of Au+ g(|z|)+Af(|z|,u) = 0,
uw>01in B, ujgp = 0. If g(r) = 2d and f(r,u) =r®* = 14w, u=1— |z[* + ew > 0 for € > 0 small
enough is a non-radial strictly positive solution provided A is an eigenvalue of the operator (—A)
in Hi(B) bigger than \y. However, if A is small enough, the symmetry results of the B. Gidas,
W.-M. Ni et L. Nirenberg theorem in [7] still hold.

PROPOSITION — Let g be a continuous function on B and f a function which is globally Lipschitz
in u uniformly in r. Then there exists a constant Ao > 0 such that for any A €] — Ao, Ao[, if u is
a solution, then it is radially symmetric. If moreover f is increasing in u and if the solution v of
Av+g(|z|) + f(|z[,0) in B, vjsp = 0 is nonnegative, then there exists a constant Ay €]0, Ao such
that for any A €]0, A1[, u — v is positive and strictly decreasing along any radius of B.

When the nonlinearity f is continuous but non-Lipschitz, it is possible to build non-radial positive
solutions of Au + f(u) = 0, u > 0 dans B, ujpp = 0. In that case, the appropriate notion
of symmetry is a notion of local radial symmetry. A solution u is said to be locally radially
symmetric if and only if there exists a set of balls (B;)i=12,..~, Bi C B = B(0,1) such that
u is constant on dB; and the functions u; defined by u° = u, u'tl = 'UJiXB\Bi + ufaBiXBi are
still solutions, u — u**! is radially symmetric on the ball B; and uy is radially symmetric. This
notion of symmetry can easily be generalized to the case where the set of the balls B; is infinite
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but enumerable, for a nonlinearity which is continuous but not very smooth and has an infinite
number of zeros. In the following, we shall call a radially symmetric core any ball on which the
solution is radially symmetric and monotone.

PROPOSITION. — Consider a continuous function f on IRT and a locally radially symmetric
solution u of Au+ f(u) =0, u >0 dans B, ujgp = 0. If d > 2, then with the above notations the
functions u® — u*tt and uyn are radially symmetric (up to a translation), positive and decreasing.

Let D be a smooth bounded domain in R? and assume that D is x1-convex, symmetric with
respect to the hyperplane T = {(z1,2') € IR x R*™" : z; = 0} and such that for any e > 0, there
exists a § > 0 for which

VeSS VA>e iflv—el| <d, then DY ={z—2\—z-v)v : 2 €D,z -v>A} CD. (%)

THEOREM 1. — Let f : R™ — IR be a continuous function having the following property: for
any ug > 0, there exists a n > 0 such that on theinterval Jug — n,uo + n[NIRT, f is either strictly
decreasing or the sum of a Lipschitz and of an increasing function. If D is a smooth bounded
domain in R® satisfying Condition (*),then any solution in C?(D) N CY(D) of Au + f(u) = 0,
u > 01in D, ugp = 0 is the sum of a symmetric with respect to T  function, decreasing with
respect to x1 > 0 and of a locally radially symmetric function whose support is contained in
{z € D : us(x) = |[us||p=(p)}, which is a solution of Au+ f(u + ||us||r~(p)) = 0 and has at
most a finite number of radially symmetric cores.

Analogous results also hold for an unbounded domain for which there exists an entering cone
of directions attached to any point of the boundary: any solution is monotonous with respect to
these directions up to locally radially symmetric functions. The method is valid for fully nonlinear
elliptic operators as well (see [6] for a proof and more detailed results).

The method is based on the generalization of the argument due to C. Cortazar, M. Elgueta & P.
Felmer in [4] to any of the level sets of u corresponding to values for which f is strictly decreasing
(no regularity is required on the boundary), which allows — using a sufficient number of directions
— to build a radially symmetric core. Then the generalization of a trick introduced by L.A. Peletier
and J. Serrin in [9] and a unique continuation method provides the proof of Theorem 1.

A careful analysis of the radial solutions gives a sufficient condition for locally radially symmetric
solutions to be (globally) radially symmetric in the case of a ball, using a continuous Steiner
symmetrization developed by F. Brock in [3]. The moving hyperplane method gives (in dimension
d = 2 only) an alternative method which can be generalized to unbounded domains (providing
monotonicity results) as well as to fully nonlinear elliptic operators. In this spirit, we may state
the following result (see [5] for more details).

THEOREM 2. — Let f € CO(IR™) be such that either f(0) >0 or liminf, o, f(u)/u > —o0, and
such that for any u €]0,+oc[, if f(u) = 0, iminfy ,—q, uto(f(v) — f(u))/(v —u) > —o0. Then
any solution u of of Au+ f(u) =0, u > 0 dans D, wpp = 0 in C'(D) N C?(D) is symmetric
with respect to T if D is a smooth bounded domain in IR* such that Condition (*) is satisfied, and
Ou

5o (z1,2") <0 for any z1 > 0.

The strict decay property is also true for any « € D and for any direction v close to e; if
x-y>sup{y-v : y € 0D, v(y) -y = 0} where v(y) is the outgoing normal at y € 9D. The
local inversion argument of Theorem 1, Hopf’s lemma and the Maximum Principle show that if
A =sup{r; : 32’ € IR such that (z1,2") € D and Vu(x1,2') = 0}, then 6‘9—;(171,:1:’) < 0, as soon
as 21 > A\ At Z = (), @) € D such that %(i) = 0, Vu(z) = 0, a blow-up method shows that

2

(z) =0, and since d = 2, we get 0 = —Au(zZ) = f(u(Z)), which gives the conclusion.
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1. Introduction

Le théoreme de B. Gidas, W.-M. Ni et L. Nirenberg (voir [7]) affirme que toute solution stricte-
ment positive de classe C? de Au+ f(|x|,u) =0, u > 0 dans B, ujpp = 0, ot B est la boule unité
de IR?, est & symétrie radiale, c’est & dire ne dépend que de |z|, et strictement décroissante en |z|
sur lintervalle 10, 1], dés lors que f est une fonction décroissante en |z|, et somme d’une fonction
Lipschitz et d’une fonction croissante en wu.

Le but de cette note est d’illustrer le role des différentes hypotheses de ce théoreme et d’annoncer
plusieurs résultats nouveaux. Sauf dans la derniére partie, nous traiterons de résultats de symétrie
dans la boule.

Exemple 1. Si w € C?(B) est une fonction propre donné par Aw + Aw = 0, correspondant &
un \ plus grand que la seconde valeur propre A, alors, avec g(r) = 2d et f(r,u) = r> — 1+ u,
u=1—|z|> + ew > 0 pour € > 0 assez petit est une solution non radiale de

Au+g(|z|) + Af(|z[,u) =0, w>0dans B, wupp=0. (1)

Exemple 2. Soit € > 0, petit, et « une fonction de classe C3, positive, telle que

(i) u(0) =up > 0, v/ (0) =0, v/(r) < 0 pour r compris entre 0 et €, u(e) = a et v'(e) =0
(ii) u(r) = a pour r compris entre € et 1 — €

(ili) w'(r) < 0 pour r €]1 —¢,1], u(1) = 0.

Pour tout v € [0, ug], on peut donc définir f(v) = —u”(r)— =2/ (r), r étant choisi tel que u(r) = v:
f € C%([0,u0)) N €' (10, a[U]a, uo[), f(a) =0et lim f'(u) = —oc0, (2)

et u est solution de
Au+ f(u)=0, wu>0dans B, upp=0. (3)

Cette équation étant invariante par translation, @ = (1 — Zi\il XB(ci,e) U + Ei\il XB(ei,o)u(- — €i)
est encore une solution, non radiale, strictement positive, de classe C3 de (3) des lors que pour
tout i = 1,2,...N, ¢; appartient & B(0, 1) et € > 0 est choisi suffisamment petit pour que les boules
B(c;, €) soient contenues dans B(0, 1) et deux & deux disjointes.

Réciproquement, on montre que (voir [6]) si f vérifie la propriété (2), alors pour toute solution u
de classe C, il existe un nombre fini de boules B(c;, €;) telles que UWOB(cire;) = Gy VUBB(c;,ei) = 0,
car ¢; > (inf{u >a : f(u) >0} - ||Vu||zio(B(ci7€i)). De plus, si u|p(c,,e,) est radiale, alors u est de
classe C? sur B(c;, €;).

Cet exemple peut étre généralisé des lors que f admet plusieurs zéros ayant la propriété (2). On
peut ainsi construire des solutions non radiales ayant pour niveau critiques de tels zéros de f, mais
possédant encore une symétrie radiale locale (voir [3]), au sens ol il existe un ensemble de boules
(Bi)i=1,2,..N, Bi C B = B(0,1) telles que u est constante sur dB; et les fonctions u; définies par
u =u, u' =u""xp\p, + U\i(;;;iXBi sont encore solutions de (3), u*~! — u® est radiale sur la boule
B; et uy est radiale. La notion de solution localement radiale se généralise facilement au cas ou
I’ensemble des boules B; est infini, dénombrable, pour une nonlinéarité f continue, peu réguliére,
et possédant un nombre infini de zéros. Dans la suite, nous appelerons cceur de symétrie radiale
toute boule sur laquelle la solution est radiale et monotone (au sens large).

2. Positivité, monotonie et solutions localement a symétrie radiale

PROPOSITION 1. — Soit f une fonction continue sur IRT, et u > 0 une solution localement a
symétrie radiale de (3) a N fini, avec les notations de Uintroduction. Si d > 2, alors les fonctions
ut —uitt (i =0,1,2,...N — 1) et un sont positives, radiales (a translation prés) et décroissantes.
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En d’autres termes, si u est globalement positive ou nulle, alors sur un coeur de symétrie radiale,
u est nécessairement décroissante (ce qui entraine en particulier: u® — u”’l > 0). L’idée principale

réside dans le calcul suivant. Considérons u* et u~ des solutions de & T g N1, ;f/ +f(u(r))=0

définies respectivement sur les intervalles I~ =|r 7y [ et IT =lrd, rf[ (avec 0<ry <7y £

+
rd < 1)), telles que u(ry) = a, du”(15) = 0, u(r) < a ot @ > 0 est bien entendu choisi tel

que f(a) = 0. u™ est croissante sur I~ et u™ décroissante sur I+, au moins aussi longtemps que

% ne s’annulle pas. Conformément & la méthode de L.A. Peletier et J. Serrin dans [9], il est

. , . s . + . T — R
possible d’étendre ces solutions de maniere unique tant que ddLT # 0. Quitte a diminuer r; et a

augmenter rf, nous pouvons supposer que I~ et I sont les intervalles maximaux dans IR' pour

lesquels cette propriété est vérifiée. Alors pour tout r € I~ dg—;(r) = 0 est impossible & moins
que u_( ) < infyer+ ut(s). En effet, les fonctions 7+ (¢) telles que t = u®(r*(¢)) sont solutions

de W = f(t)+(d— 1)@ En multipliant par (r*)'(t) et en intégrant de u*(r) & a, on
obtient effectivement pour tout r € I+

0< %(Ci;‘—*u) AR Ly o

< /uim flo) do+(d=1) /ujm ~oeTw -3t _W’””))z '

Le calcul ci-dessus est encore valide si du™ /dr(ry ) > 0, du™ /dr(rd) = 0 et I'on étend sans diffficulté
le raisonnement au cas ot dut/dr s’annule sur I+ en définissant r+ par r*(t) = inf{s > rJ
ut(s) = t}. La Proposition 1 se démontre alors par contradiction en utilisant la définition de la
symétrie radiale locale.

3. Cas ou la dépendance dans la variable d’espace n’est pas décroissante

PROPOSITION 2. — Soit g une fonction continue sur B et f une fonction globalement Lipschitz
en u uniformément en r. Alors il existe une constante Ay > 0 telle que pour tout A €] — Ao, As|,
si u est une solution de (1), alors u est radiale. Si de plus f est croissante en u et si la solution v
de classe C* de Av + g(|z]) + f(|z|,0) dans B, vjgp = 0, est positive ou nulle, alors il existe une
constante A1 €]0, Az telle que pour tout A €]0, A1, si u est une solution de (1), alors uw — Av est
strictement positive, décroissante le long d’un rayon de B.

Remarquons que le résultat de symétrie est indépendant du signe de u, ce qui est cohérent avec
I’Exemple 1: la positivité et 1'unicité sont des propriétés de premiere valeur propre, la symétrie
étant liée a la seconde valeur propre. La premiere partie de la Proposition 2 est essentiellement
connue (voir [1], [8], [10]). La preuve en est assez simple et s’inspire de méthodes de comparaison
pour des branches de solutions (voir par exemple [2]). Pour tout (z1,2') € R x R* ' N B, on
considere (z1,2') = u(—z1,2’) et w =4 — u qui est solution de

Aw + Agr(z)w = 0dans B, wjpp =0, (4)

ou ga(z) = (f(l,a) — f(lz|,w)/(@ = u) si a(z) # u(z), gr(x) = 0 sinon. On note (gx)+ =
max(0, gx) et (ga)— = min(0, gx). Soit Ay1(A) la premiére valeur propre positive (resp. négative)
de Vopérateur —A dans l'espace & poids gx: A+1(A) = +inf [ [Vv|? dz ou Vinfimum est pris
sur 'ensemble des fonctions v de H{j(B) telles que [5(gx)+[v]* dz = £1, et Aip(A) la deuxitme
valeur propre (avec la convention \y; = +00 si g est négative, A\_; = —o0 si gy est positive). Il
est clair que [AL2(A)] > A1 (V)] > M (=A)/K = A*, ol A\ (—A) est la premiere valeur propre
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du Laplacien dans la boule (avec poids 1) et K la constante de Lipschitz de f. On peut ainsi
définir Ay = infyer [A12(A)| > A* > 0, et donc, si A € (—Az, Az), les seules solutions non triviales
de (4) sont celles qui correspondent & A = A11(\). De telles solutions ne changent pas de signe,
ce qui est en contradiction avec le fait que w(zq,2") = —w(—=z1,2") pour tout (z1,2’) € B. Par
conséquent, u est symétrique par rapport & Uhyperplan T = {(z1,2') € R x R*™" : z; = 0}, et
plus généralement par rapport a tout hyperplan passant par Uorigine: u est a symétrie radiale.

Considérons maintenant w = u — Av, qui est solution de Aw + Mhyw + ky = 0, ol hy(z) =
(f (=], w) = f(lz], Av))/(w = Mv) si u(z) # Av(z), ha(x) = 0 sinon, et kx(z) = A[f(|z], Av(z)) —
f(Jz|,0)] > 0. De méme que ci-dessus, on peut considérer () la premiére valeur propre positive
de Popérateur —A dans ’espace & poids hy. D’une part, on a lestimation Ay = infyep p1(A) >
A* > 0, et d’autre part, pour A €]0, A1[, —A — Ahy obéit & un principe du maximum, ce qui montre
que w est positive ou nulle. Quitte a diminuer A;, on peut supposer que A; < Ag, u et v sont
alors radiales, —j—:z(u —Av)(0) = Akx > 0 (des lors que f est non constante en u), ce qui démontre
que %(u — Aw) est strictement négatif dans un voisinage de r = 04, et le lemme de Hopf permet
de conclure que (u — A\v) est strictement décroissante sur I'intervalle |0, 1]. Remarquons pour finir
que si |[A| < Ay, la solution est unique (voir [2]).

4. Cas ou la nonlinéarité n’est pas réguliéere

Soit D un domaine borné, régulier de R et supposons que D est xi-convexe, symétrique par
rapport & Phyperplan T = {(x1,2') € R x R*™" : x; = 0} et tel que pour tout e > 0, il existe un
& > 0 pour lequel

Ve ST VA>e silv—e| <6, alorssD{ ={x—(2\—z-v)v : x €D,z -v>A CD. (5

THEOREME 1. — Soit f : RY — IR une fonction continue ayant la propriété suivante: pour
tout ug > 0, il existe un réel n > 0 tel que sur Uintervalle Jug — n,ug + n[NIRT, f est soit
strictement décroissante, soit somme d’une fonction Lipschitz et d’une fonction croissante. Si D
est un domaine borné de IR® de bord de classe C* vérifiant la condition (5), alors toute solution
de classe C*(D)NCY (D) de Au+ f(u) =0, u>0 dans D, ujgp = 0 est la somme d’une fonction
symétrique us par rapport a T, décroissante au sens large en x1 > 0 (ainsi que, dans le domaine
DY, dans toute direction v pour laquelle la condition (5) est vérifiée) et d’une fonction localement a
symétrie radiale, dont le support est contenu dans {x € D : us(x) = |[us||p (D)}, qui est solution
de Au+ f(u+ [|us||p=(p)y) = 0 et posséde au plus un nombre fini de ceurs a symétrie radiale.

Un résultat analogue peut étre énoncé dans le cas d’un domaine non borné pour lequel il existe
un cone de directions entrantes en tout point du bord: on montre alors la monotonie de la solution
dans ces directions, & des fonctions localement & symétrie radiale prés (voir [6]).

La décroissance stricte de f a permis a C. Cortazar, M. Elgueta & P. Felmer dans [4] de traiter
le cas d’une nonlinéarité non Lipschitz en uv = 0. Nous étendons cette approche a tout ensemble
de niveau de u correspondant & une valeur pour laquelle f est strictement décroissante (aucune
régularité n’est requise au bord) et construisons ainsi une suite finie de sous-domaines a 1’aide
d’un méthode locale d’hyperplans mobiles. En prenant un nombre suffisant de directions, on
montre l'existence d’un cceur a symétrie radiale, puis en généralisant un argument de L.A. Peletier
et J. Serrin donné dans [9] et en utilisant une méthode de continuation unique, on montre le
Théoreme 1. La méthode peut aussi étre utilisée dans le cadre d’opérateurs plus généraux, y
compris completement non linéaires.

Une analyse fine des solutions radiales montre que si Vu s’annulle, alors il existe un réel u > 0
et deux suites (u; Jnenv et (u))new telles que u, < @ < u}t pour tout n € IV, lim,_ o0 Ui = 4,

f(@) =0 et lim, 4o f(ul))/(ul — @) = —co. A I'aide d’une méthode de symétrisation de Steiner

5



J. Dolbeault, P Felmer

continue, F. Brock a récemment démontré — entre autres résultats — dans [3] qu’a Uinverse, si
cette condition était violée en tout zéro de f, u était strictement monotone en z; > 0. Dans
le cas d’une boule, il a de plus prouvé qu’'une solution positive correspondant a une nonlinéarité
continue était localement & symétrie radiale (avec au plus un nombre dénombrable de cceurs &
symétrie radiale). La méthode des hyperplans mobiles fournit, en dimension d = 2 seulement, une
approche alternative qui peut étre généralisée aussi bien a des opérateurs elliptiques completement
non linéaires qu’a des domaines non bornés (pour lesquels on prouve un résultat de monotonie).

THEOREME 2. — Soit f € CO(IRT) telle que f(0) > 0 ou liminf, o, f(u)/u > —oo, et telle
que pour tout u €]0, +oo[, si f(u) =0, liminf, g, uro(f(v) — f(w))/(v —u) > —o0. Alors toute
solution u de Au+ f(u) =0, u > 0 dans D, upp = 0 dans C*(D) N C*(D) est symétrique par
rapport & T si D est un domaine borné régulier de IR* vérifiant (5), et g—;l(xl,x’) < 0 dés que
x1 > 0.

Bien entendu, la propriété de décroissance stricte reste vraie en x € D pour toute direction
proche de e; pour autant que -y > sup{y-vy : y € 9D, v(y) -y = 0} ou v(y) est la normale
sortante en y € 0D, et de maniére analogue, on montre des résultats de monotonie pour des
domaines non bornés (voir [5]).

L’argument d’inversion locale utilisé dans la preuve du Théoreme 1, le lemme de Hopf et le
principe du maximum appliqués a l'opérateur obtenu apres inversion locale permettgnt de montrer

U

que pour tout 1 > A = sup{z1 : 3z’ € R tel que (z1,2') € D et Vu(w1,2') = 0}, 52 (z1,2") <0.
82

Enz = (A7) € D tel que 68—;1(:6) = 0, on montre que Vu(z) = 0, 3-5(Z) = 0 par un argument de
1
blow-up et, du fait de la dimension d = 2, on obtient 0 = —Au(Z) = f(u(Z)), d’ou le résultat.
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