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Une théorie de Morse
pour les systémes hamiltoniens convexes

par

Ivar EKELAND
Ceremade, Université Paris-Dauphine, 75775 Paris Cedex 16, France

RESUME. — On s’intéresse a des systémes hamiltoniens convexes. On
démontre que, sur une surface d’énergie donnée, ou bien les trajectoires
fermées sont en nombre infini, ou bien elles vérifient une relation de réso-
nance. On en déduit que génériquement, les trajectoires fermées sont en
nombre infini. La démonstration repose sur une forme duale du principe
de moindre action, sur la théorie de Morse, sur une formule d’itération
pour l'index, et sur le théoréme de transversalité de Thom.

ABSTRACT. — This paper deals with convex Hamiltonian systems. It
1s shown that, on any prescribed energy level, either the closed trajectories
are infinitely many, or they fulfil a resonance condition. It follows that,
generically, there are infinitely many closed trajectories on a prescribed
energy level. A dual form of the least action principle, Morse theory, an
iteration formula for the index, and Thom’s transversality theorem, are
used to obtain these results.
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0. INTRODUCTION

Dans cet article, on s’intéresse aux équations de Hamilton :

. oH
qi=a—(p,q)
(1) b l<i<n
pi= — 6—(13961)
q;

ou H: R" x R" —» R est une fonction convexe, tendant vers + cc quand
lpll +1lgll = co. Plus précisément, on s’intéresse aux trajectoires du
systéme (1) qui restent sur un niveau d’énergie donné, 1 par exemple :

) H(p(t), qt)) =1 vt

On désire savoir combien le probléme (1) (2) posséde de trajectoires
fermées distinctes. En d’autres termes, combien le systeme (1) (2) a-t-il
de solutions périodiques qui ne se raménent pas I'une a ’autre par chan-
gement de phase? Le meilleur résultat en ce sens est di a Lasry et 'auteur,
qui montrent que, moyennant une condition métrique sur I’hypersurface

d’équation H(p, q) = 1 dans R?", le probléme (1) (2) a au moins n tra-
jectoires fermées.

Dans cet article, on démontre deux théorémes :

THEOREME A. — Si n = 3, si le probléme (1) (2) n’a quun nombre fini
de trajectoires fermées, il existe entre elles une relation de résonance. |

THEOREME B. — Sin > 3, pour presque tous les hamiltoniens convexes H,
le probléme (1) (2) a une infinité de trajectoires fermées. [ ]

Des énoncés précis sont donnés dans le courant de Iarticle : il s’agit des
théorémes 5.3 et 6.2.

L’auteur ne connait pas d’analogue du théoréme A dans la littérature.
Certes, la notion de trajectoire résonante est tout a fait classique : elle
apparait lorsqu’on cherche a réduire un systéeme hamiltonien, au voisi-
nage d’un point fixe ou d’une orbite périodique, a une « forme normale ».
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UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 21

Nous renvoyons pour cela aux beaux livres d’Arnold ([4], appendice 7
et [3], chapitre 5), et aux références qu’ils contiennent aux travaux origi-
naux de Poincaré [26] et de Birkhoff [7]. La notion de tore résonant est
plus tardive, et est centrale pour le fameux théoréme de Kolmogorov,
Arnold et Moser (voir [20] pour des présentations approfondies).

Mais tous ces résultats classiques concernent des systémes dépendant
d’un petit paramétre ¢, le systéme obtenu pour ¢ = 0 étant complétement
intégrable. Il n’en est pas de méme ici, ou nous étudions un systéme non
linéaire tout a fait général, qui peut étre fort éloigné d’un systéme complé-
tement intégrable.

Par ailleurs, la notion de « famille résonante » de trajectoires périodiques
semble nouvelle. Si la famille se réduit a une seule trajectoire, elle se réduit
bien shir a la notion classique, c’est-a-dire que certains des exposants carac-
téristiques de la trajectoire considérée doivent étre imaginaires purs, donc
de la forme + ioy, 1 < k < p, et satisfaire de maniére non triviale une rela-
tion a coefficients entiers :

noy + ...+ R, = ng, ou me”Z.

Dans le cas ou la famille comprend plusieurs trajectoires, il faudra pon-
dérer les exposants caractéristiques de chacune par un coefficient appro-
prié (définition V.2). La condition de non-résonance sera alors une géné-
ralisation de la précédente aux exposants normalisés (définition V.3).
Elle implique en particulier que chaque trajectoire de la famille est non-
résonante au sens précédent.

Dans les systémes linéaires a coefficients constants, obtenus a partir
d’un hamiltonien quadratique défini positif, toute famille de n trajectoires
fermées de méme énergie est résonante. Ceci explique que certains de
ces systémes, de la forme

n

W; 2 2
H(p, q) = zj(pi + q7)

i=1

les w; étant linéairement indépendants sur @, n’ont pas plus de n solutions
périodiques sur chaque niveau d’énergie.

A. Weinstein m’a communiqué une interprétation géométrique du théo-
réme A, dans le cas ou le systéme serait complétement intégrable. Les tra-
jectoires fermées apparaissent alors comme des tores invariants dégénérés.
Si elles sont en nombre fini, aucun des autres tores ne peut étre résonant.
Ceci implique que les fréquences fondamentales sur chacun d’eux sont
de la forme aQ, ou Q = (w,, ..., »,) € R" est un vecteur constant et a € R
un facteur scalaire dépendant du tore. Le vecteur Q transporte en quelque
sorte les exposants caractéristiques d’une solution périodique sur I'autre.

Le théoréme B se rapproche de résultats connus. Pugh et Robinson [27]
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22 1. EKELAND

ont démontré que, pour presque tout Hamiltonien H (convexe ou non)
les trajectoires périodiques remplissent une partie dense de I’espace. Tou-
tefois, le mot « presque tout » n’a pas le méme sens dans ces deux résultats.
Il est dans les deux cas a prendre au sens de Baire (vrai sur G, dense),
mais pour Pugh et Robinson il s’agit exclusivement de la topologie C?,
tandis que pour le théoréme B il s’agit de n’importe quelle topologie C¥,
3 < k < o0. Passer de la topologie C? a une topologie plus fine dans le
théoréme de Pugh et Robinson reléve du « closing lemma », qui est une
des difficultés majeures de la théorie des systémes dynamiques.

Par ailleurs, le théoreme de Birkhoff-Lewis (démonstration par Moser
dans [2!]) affirme en substance que si une orbite périodique est elliptique,
c’est-a-dire si elle admet au moins un exposant caractéristique imaginaire
pur et non nul, non résonante, et si elle satisfait une condition de non-
dégénérescence portant sur les termes d’ordre supérieur, alors il existe
une suite infinie de trajectoires fermées, de période de plus en plus grande,
tendant vers la trajectoire considérée.

Pour démontrer I'existence d’une infinité d’orbites périodiques, il suffirait
donc de démontrer I'existence d’une seule, pourvu quelle soit elliptique
et non dégénérée au sens de Birkhoff-Lewis. Malheureusement, nous ne
savons pas si le probleme (1), (2) posséde nécessairement une solution
périodique elliptique, et le présent travail n’apporte pas de réponse a cette
question.

Si on est dans la situation du théoréme de Kolmogorov, Arnold et Moser,
c’est-a-dire si le systeme (1) est proche d’un systéme complétement inté-
grable, on sait bien que les orbites elliptiques et hyperboliques coexistent,
les unes n’apparaissant pas sans les autres. Plus généralement, on peut
espérer étendre le récent travail de Ballmann, Thobergsson et Ziller [5]
sur les géodésiques fermées au cas qui nous occupe, et démontrer I’existence
d’une solution périodique elliptique moyennant des restrictions sur H”.
Mais cela ne résoudrait pas la question de savoir s’il existe des systémes
hamiltoniens convexes sans orbites elliptiques.

Nous ne savons pas si ’hypothése n > 3 est essentielle aux théorémes A
et B. Elle apparait tardivement, dans la démonstration du théoréme 5.3,
pour éviter quune orbite hyperbolique ne puisse voir 'index de ses itérés
croitre de deux en deux, et garnir ainsi a elle seule les cases prévues par la
théorie de Morse (théoréme III1.8). Bien entendu le cas n = 1 est trivial,
ce qui ne laisse ouvert que le cas n = 2.

Le § I montre que le probléme (1), (2) est de nature géométrique plutot
qu’analytique, puisqu’il ne dépend du Hamiltonien H que par l'intermé-
diaire de la surface de niveau H(p, q) = 1 dans R?".

Au §1I, on se raméne a un Hamiltonien homogene. Cette réduction
tout a fait classique, mais popularisée par Rabinowitz, est essentielle pour
la suite des opérations. Elle permet de déplacer le probléme, en imposant
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UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 23

la période des trajectoires fermées plutot que leur énergie. On peut alors
limiter le cadre fonctionnel aux fonctions T-périodiques. Les itérés d’une
méme orbite T-périodique, c’est-a-dire les solutions kT-périodiques
obtenues en la parcourant k fois, ne sont plus génantes, mais sont rem-
placées par leurs homothétiques T-périodiques sur des niveaux d’énergie
inférieurs.

Le § III est consacré a la théorie de Morse. Nous définissons I'index et
la nullit¢ d’une solution périodique du probléme (1) (2), et nous mon-
trons qu’il doit y avoir au moins une solution périodique pour chaque
index pair.

Bott le premier [9], suivi par Duistermaat [/5], a défini 'index d’une
solution d’un systéme hamiltonien. Leur définition n’est pas la notre,
et surtout, il ne semble pas qu’il s’agisse 1a d’un index de Morse, c’est-a-dire
permettant d’aboutir a des résultats d’existence de solutions périodiques
par le biais de relations de Morse. De tels résultats d’existence sont en tout
cas absents de leurs articles.

Il n’en est pas de méme des articles plus récents d’Amann et Zehnder [2],
ou de Conley et Zehnder [/3], qui utilisent I'un et 'autre 'index de Conley,
qui est une extension de la théorie de Morse aux systémes dynamiques.
Ils obtiennent des résultats de multiplicité, le premier pour des systémes
asymptotiquement linéaires, le second pour des systémes hamiltoniens
non autonomes. La encore, leur index n’est pas le notre : c’est que ces
auteurs travaillent sur la fonctionnelle associée au principe de moindre
action, alors que nous travaillons sur une fonctionnelle duale, introduite
par [11]et [12].

Les avantages de cette approche sont multiples : la fonctionnelle duale
est bornée inférieurement et vérifie la condition (C) de Palais-Smale, ce
qui évite les réductions en dimension finie a la Liapounov-Schmidt. Mal-
heureusement les insuffisances actuelles de la théorie de Morse en dimen-
sion infinie (que Struwe [28] a surmontées autrement) ont amené l'auteur
a construire un modeéle en dimension finie, dans la ligne de [/0]. On remar-
quera la simplicité des relations de Morse obtenues a la fin du § IT1. Cette
simplicité est due au cadre linéaire dans lequel on se place (la fonction
étudiée est définie sur un espace vectoriel et tend vers + oo a I'infini),
cadre qui fait défaut a I'étude des géodésiques fermées sur une variété
riemannienne.

Au § IV, on compare 'index d’une trajectoire fermée a celui de ses itérées.
Une étude de ce genre est évidemment centrale au probléme des géodé-
siques fermées, et nous lui avons pris I'idée de départ, un lemme de décom-
position dit a Bott (lemme IV .2). La encore, les résultats obtenus sont
difficilement comparables.

Au § V, nous définissons la résonance, et nous démontrons le théoréme A.
Cette démonstration sépare les orbites hyperboliques (pour lesquelles elle
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24 I. EKELAND

est simple) des orbites elliptiques (pour lesquelles elle est compliquée).
On pourrait envisager une démonstration courte, basée sur 'alternative :

. ou bien toutes les trajectoires fermées sont hyperboliques, auquel cas
elles sont automatiquement non résonantes, et on conclut aisément qu’il y en
a une infinité,

. ou bien il y a au moins une trajectoire fermée elliptique non résonante,
auquel cas on tenterait d’appliquer Birkhoff-Lewis pour conclure a
I’existence d’une infinité de trajectoires fermées dans son voisinage.

Malheureusement, pour appliquer le théoréme de Birkhoff-Lewis, la
non-résonance ne suffit pas ; une condition de non-dégénérescence portant
sur les termes d’ordre supérieur, doit étre satisfaite. Peut-&tre découle-t-elle

de la convexité du Hamiltonien H? L’auteur en doute, et en tout cas a été
incapable de le démontrer.

Le § VI démontre le théoréme B : c’est une simple application du théo-
réme de transversalité de Thom. Enfin, le § VII donne une application a
I’étude de la stabilité, propose une conjecture.

L’auteur remercie A. Weinstein, G. Thorbergsson et un rapporteur ano-
nyme pour leur intérét et leurs critiques.

I. FORMULATION GEOMETRIQUE

Considérons I'espace R?" = R" x R" Il est muni de la structure eucli-
dienne standard ; le produit intérieur de deux vecteurs ¢ et { sera noté (¢, {).

On le munit également de la structure symplectique standard. 1l s’agit
d’une 2-forme non dégénérée o, définie par :

(1) a(& () = Z(iiCn+i — &urild)

Introduisons la matrice 2n x 2n :

2 J—(O I">
(2 =1 o

La structure symplectique est donnée par :
() a(&, ) = (510

Considérons dans R?” une hypersurface S, c’est-a-dire une sous-variété
de dimension (2n — 1) et de classe C*, k > 3. Soit og la 2-forme induite
par o sur S :

4) as(x)& () =08, () VxeS, L (eTS

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 25

Comme S est de dimension impaire, toutes les 2-formes sur S dégénérent.
Ceci signifie que le noyau Ker og(x), défini par :

) Ker og(x) = { e TS |as(x)(, ) =0 V(eT,S}.
est non-trivial quel que soit x dans S.
En fait, ce noyau est partout de dimension un. On voit immédiatement
qu’il s’écrit :
6) Ker og(x) = J(N,S) VxeS
ou N,S est ’espace normal a S en x :
(7 N,S = (T,S)*

On a bien J(N,S) = T.S, et on obtient ainsi un feuilletage de S. Les
courbes intégrales sont appelées caractéristiques de o sur S.

DEFINITION 1. — Une courbe x : R — S, de classe C!, est une carac-
téristique de o sur S si elle vérifie : '
(8) X(t) € Ker ag(x(1)) Vi

Dans toute la suite, S sera compacte, et nous nous intéresserons aux
caractéristiques fermées sur S. Le mot « fermé » peut vouloir dire, soit
que la trajectoire { x(t)|t € R} est topologiquement fermée dans S, soit
que lapplication x :R — S est périodique. Comme S est compacte,
ces deux interprétations sont équivalentes (voir [25]).

II. FORMULATION
COMME EQUATION DIFFERENTIELLE

On suppose dorénavant que S est le bord d'un convexe compact C de
R2", d’intérieur non vide. En outre, S sera de classe C¥, avec k > 3, et de
courbure gaussienne strictement positive.

Par translation, ce qui n’affecte pas les caractéristiques, on peut toujours
se ramener au cas ou : '

(1) 0elInt (O)
Soit H : R?" — R une fonction qui soit C* au voisinage de S et qui
vérifie :
@ S={x|Hx =1}
(3) VxeS, H'(x) #0

Trouver les caractéristiques fermées sur S revient a trouver les solu-
tions périodiques du systéme hamiltonien x = JH’(x) sur le niveau H = 1.

Vol. 1, n® 1-1984.



26 1. EKELAND

Le probléme se formule donc ainsi :

x = JH'(x)
(4) 3 x(0) = x(T)
H(x) =1

Ici T, comme x, est une inconnue.

Dans cette formulation, nous sommes libres de choisir la fonction H,
pourvu quelle vérifie (2) et (3).

DEFINITION 1. — Nous dirons que le hamiltonien H : R*" — R est
fidéle a S si :
(5) H(ix) = o(1)H(x) Vi =0, VxeS
ou ¢ : [0,00) — R vérifie les propriétés suivantes :
(6) e0)=0, 1) =1, @(t) =t pour t =1
7 ¢ est de classe C®, convexe, strictement croissante .
(®) @0 =0, ¢"(0)>0
) t — t[p(t)]”*/? est strictement croissante .
LEMME 2. — Donnons-nous un nombre a > 15/4. Alors il existe un

hamiltonien fidéle H tel que ¢”(0) = a. La fonction H est alors convexe,
et de classe C* sur R*"\ {0 }.

Démonstration. — Définissons la fonction ¢ comme suit :
(10) ot) = t3? pour t>¢
m r a
11 pt) = — 14+ -1 + - 1* our 0<t<e
(11) o(t) 0 c > p

La valeur du paramétre a étant imposée, cherchons a déterminer m, r
et ¢ de maniére a ce que la fonction ¢ ainsi définie soit de classe C%. Le
raccord au point t = ¢ impose que : :

E84+%£3+582=£\/;
m 3
(12) §s3+gg2+a£:§\/;

S
me* +reta=-—
4 \/}
On multiplie la premiére équation par 12¢~ 2, la deuxiéme par — 6¢~!
et on les ajoute a la troisieme, ce qui donne :

15 1
(13) -2

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 27

En utilisant cette valeur, on trouve :
9 1 15 1

=——), r = —_—
2 82\/;2 2 8\/5
L’équation (13) détermine ¢ ; les équations (14) donnent alors les valeurs

de metder. 15
Sie < 1,cest-a-diresia > T il est clair que la fonction ¢ est de classe C?

(14) m

et vérifie les conditions (6) et (8), avec ¢”(0) = a.
Par ailleurs, on vérifie que :

(15) in {376, ]0<t<¢e)} =" Se 45 1
min RS < &€ = —_— ) = —
@) % 6 7 \/g
Ceci prouve que @” est strictement positive partout, et donc que @
est convexe et strictement croissante.
Reste la condition (9). Elle est vérifiée sur lintervalle [¢, +00), ou
@(t) = %, Calculons la dérivée de la fonction t[@(t)]”'/? sur Pinter-
valle [0, ¢]; elle s’écrit :

~—1/21 1 ~ ~7
[to ] :W(z(P—t(P)

_ 1 mt rt3
2932 6 6

(16) >0 pour 0<r<e

La fonction t(t)~ '/? est bien strictement croissante. Les conditions (6)
A (9) sont donc satisfaites, a 'exception de celle qui porte sur la régularité
de la fonction ¢ : celle-ci est seulement C? au point ¢ = &.

On prend alors une suite ¢, de fonctions C® telles que :

~ 1
a7 I @ — & llce < =
n

~ 1 1

(18) (pn(t) = (P(f) pour t<eg——- ou t=e+—

n n

Comme ¢” >0, ¢’ > O et [tp~>]" > 0, on aura, pour n assez grand :
(19) Qi) > 0, Put) > 0, [t&,(t)"1*] > 0

La fonction ¢ = ¢, vérifiera donc toutes les conditions (6) a (9).
Le hamiltonien H est alors défini par :

(20) H(x) = ¢ ¢ j(x)
(1) j(x) =inf { 2| x€ C}

Vol. 1, n° 1-1984. 2



28 ' I. EKELAND

La fonction j (jauge du convexe C) est convexe sur R2?", et de classe
C* sur R?"\ {0 }. Comme ¢ est convexe croissante, et de classe C*, la fonc-
tion H = ¢ o j sera convexe et C*, sauf a I'origine. [ ]

Dans toute la suite, on prendra pour H un hamiltonien fidéle. Il ne sera
pas C? a I'origine, & moins que S ne soit un ellipsoide de centre 0. On peut
toutefois préciser 'allure de H au voisinage de 'origine :

LemMME 3. — Soient r, R et y trois nombres positifs tels que, pour tout
xeS:
(22) r< x|l <R
(23) PIvIP <Gy, y) VyeR*

ou j est la jauge du convexe C. Alors il existe ¢ > 0 tel que, pour tout x # 0
tel que || x || < &, on ait :

a a

(24) TR I < H(x) < 57

X112

(25) NI < @)

Démonstration. — En confrontant les formules (21) et (22), on obtient :
(26) Ix[IR™Y <jo) < lx[[r™"  Vx#0

Comme H = ¢ o, avec ¢”(0) =a et ¢’(0) =0, on a :

Hx) a

2 =
7 0 jx)? 2

D’ou l’existence d’un ¢ > 0 tel que :

(28) Ixll<e = sopllxl? < H) < gl x P2
= 2R? = 22
Par ailleurs, d’aprés la condition (9), la fonction t — ¢~ /2 est stricte-

ment croissante. L’expression jH™!/? doit donc croitre avec j, de méme
que j2/H, et le quotient H/j? doit décroitre. D’ou :

H(x) < H(x) 4

29 < <
*) P iR 2 S 2

Pour Pl'inégalité (25), on procéde de la méme maniere, en remarquant
que H”(Jx) = ()2~ 2H"(x) pour tout x € S et tout A > 0. Tous les hamil-
toniens fidéles ont méme H”(x) en chaque point x € S. Cette matrice dépend
uniquement de la courbure de S au point x, et est non dégénérée si la cour-
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UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 29

bure totale est non nulle. On peut appeler y(x) sa plus petite valeur propre,
et prendre pour y la valeur minimum de y(x) pour x € S. |

La définition d’un hamiltonien fidéle, et plus particulierement la rela-
tion (5), assure que toutes les surfaces de niveau H(x) = h sont homo-
thétiques de S. Les caractéristiques sur différents niveaux se correspondent
par homothétie.

LEMME 4. — La courbe x(t) est une solution du probléme :
(30) x = JH'(x), x(0) = x(T), H(x) =1
si et seulement si la courbe

h

31 t)y =@ Yhx|t——
(31) xt) w(k<¢%W>
est une solution du probléme :
(32) Xp = JH'(xp), xXi(0) = x4(Tp), H(x;) = h
ou : 2
(33) 12 "

En outre, les solutions x et x;, ont les mémes multiplicateurs caractéris-
tiques.

Démonstration. — 11 suffit de poser y(t) = Ax(ut) et de déterminer A
et p par les conditions H(y) = h et y = JH'(y). La premiére donne :
(34) h = H(Ax(ut)) = ¢(4)

D’ou A = ¢~ !(h). Pour la seconde, il faut commencer par prendre le
gradient des deux membres de I’équation (5), ce qui donne :

35) H'(Jx) = @ H(x) Vxe$

En reportant dans I’équation y = JH'(y), on tire u = ¢(4)/42, d’ou les
formules (31) et (33).
En ce qui concerne les multiplicateurs caractéristiques de x et x;, rap-

pelons que ce sont les valeurs propres de R(T) et R(T,) ou R et R, sont les
résolvantes des équations linéarisées autour de x et x,.
L’équation linéarisée autour de x s’écrit :

(36) y=TH"(x(t)y, 0<t<T
L’équation linéarisée autour de x, s’écrit :

(37) E=IH (o) 0<t<T,
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On vérifie comme ci-dessus que H”(4x) = @(1)A~*H(x). L’équation pré-
cédente devient :

() = —" JH"( (t R )> )
Z = — X 1 5 Z
(38) o~ '(h)? @~ '(h)

=—JH"{ x| t— ) )z(t)
T, T,

Le changement de variable s = tTT, ! raméne 1’équation (38) a I’équa-
tion (36); si y(t) est solution de (36) sur [0, T], alors z(t) = y(tTT, ') est
solution de (38) sur [0, T, ], et réciproquement. Les applications :

39) R(T) : y(0) — ¥(T)
(40) Ry(Ty) : 20) — =(T,)
coincident donc, et leurs valeurs propres sont les mémes. ]

On remarquera que, grace a I’hypothése (9), la fonction ¢ '(h)h™'?
est strictement croissante. Donc T, croit strictement d’une limite Ty & + oo
quand h eroit de 0 a I'infini.

Cette limite T, se calcule aisément :

@~ (hy?

T, = l}inol T
2
=lmT—=T -
#=0  q(h) a
On est donc conduit au diagramme suivant :
h ‘ 0 1 » 4w
42) T

2
T, — T » +©
a

On peut déduire de cette analyse que le systéme x = JH’(x) n’a pas
de solution de période arbitrairement petite. Plus précisément :

ProrosITION 5. — Soit H un hamiltonien fidéle, avec a = ¢”(0) et r
défini par (22). Si
2n
(43) T<—r?
a

~ le probléme :
(44) x = JH'(x), x(0) = x(T)
n’a que la solution x = 0.

Démonstration. — Ceci découle de I'estimation (24) et d’un théoréme
de Croke-Weinstein ([/4]; voir une démonstration simple dans [6]).
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On en déduit une relation entre I’énergie & et la période T :

COROLLAIRE 6. — Posons h = H(x(t)), ou x vérifie (44). Alors :
T 3
45) h < Max<1, 7)
nr
Démonstration. — Si h > 1, la solution T-périodique sur le niveau h

correspond 4 une solution Th~ Y3-périodique sur le niveau 1 et 3 une
solution de période voisine de 2Th~Y3a~! sur des niveaux voisins de 0.
La condition 2Th~'3a~! > 2nr?a™! donne le résultat.

III. FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans toute la suite, H sera un hamiltonien fidéle a S. On se donne un
nombre T > 0 et on recherche les solutions T-périodiques de I’équa-
tion x = JH'(x). Ce probléme s’écrit :

{ x = JH'(x)

@) x(0) = x(T)

On introduit la fonction convexe conjuguée G de H, définie par :

(2) G(y)=Sup { (x, ») —H(x) | xeR*" } ={ (x, y) —H(x) | y=H'(x) }

Des hypothéses faites sur H (définition II.1 et lemme II.3) découlent
certaines propriétés de G :

LEMME 1. — La fonction G : R*® — R est convexe, de classe C! sur
R*"et C¥~ ! sur R*"\{0}.Ona :
3) G(y)=x < y=H(x = H'XG"(y) =1
4 G(0) =0 et G'(0)=0
2
r
(5) G(y) = 5| yiIE vy
a 2
(6) In>0: I|y||<11:G(y)<ZI|yII2
7 G(iy) = 23G(y) Viz1 Yy e H'(S)
(8) G'(ly) = A2G'(y) Vix1 Vy e H'(S)
) G"(Ay) = AG"(y) Viz1 Yy e H'(S)
1
(10) >0, O<|lyll<n = (G"(y)z2) < 27;;“2”2
Démonstration. — Ce sont, soit des propriétés classiques de la conju-

Vol. 1, n° 1-1984.



32 1. EKELAND

gaison (la formule (3) par exemple), soit des exercices sur la définition (2).
On renvoie & [/8] pour les détails. A titre d’exemple, démontrons la for-
mule (7) ; les formules (8) et (9) en découlent par dérivation en y.

Soit y e H(S). 1l existe x € S tel que y = H'(x), et P'on a H(Ax) = 23?H(x)
pour tout A > 1. On en tire Ay = H’(A%x), et donc :

G(Ay) = {(Ay,z) — H(2) |H'(z) = y }
= (Ay, A>x) — H(A%x)
= 22((y, x) — H(x))

(11) = A3G(y) |
~ On introduit alors I'espace de Sobolev :
(12) E ={yeW"3([0,T]; R*")| 0) = ¥(T) }
et la fonctionnelle ¢ : E — R définie par :
Tt .
(13) P(y) = f [2 Iy, y) + G(- Jy)]dt
0

La fonctionnelle ¢, duale du principe de moindre action, a été introduite
dans T'article [/2] (voir aussi [//]). On y démontre entre autres la :

PROPOSITION 2. — La fonction ¢ est de classe C' sur E. Si x est solu-
tion du probléme (1), alors ¢’(x) = 0. Réciproquement, si ¢'(y) =0 il
existe un vecteur ¢ e R?" et un seul tel que x(t) = y(t) + ¢ soit solution
du probléme (1).

Démonstration. — La fonction ¢ sur E est la somme d’une forme quadra-
tique continue, donc C™, et de la fonctionnelle :

(14) y — j G(— Jy)dt
0

qui est C! puisque la fonction G est C! et satisfait les estimations (7) et (8)
(voir [18], §X.4.3).
L’équation ¢’(y) = O se raméne aux équations d’Euler-Lagrange :

(15) %JG’(— Iy) =1y

D’ou lexistence d'un & e R?" tel que :
(16) G(=Iyn=y+¢

En utilisant la formule de réciprocité (3), ceci donne :
(17) —Jy=H({H+9

qui est I’équation désirée, avec x = y + £ Comme y est T-périodique,
il en est de méme pour x.
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S’il y avait deux vecteurs &; et £, associés & un méme y, et donnant
naissance a deux solutions x; = y + &; et x, = y + £,, on obtiendrait
par soustraction :

(18) 0=JH'(y + &) — JH'(y + &)
et donc, faisant le produit scalaire par J(&; — &) :
0 =H(y+¢&)—Hy+E&)8 —¢)
=MH"(y +t& + 1 =)&) — & (€ — &)

pour un certain t entre 0 et 1. Puisque H” est partout défini-positif, ¢; =&,.

(19)

Les groupes R?" et S! agissent sur E suivant les formules : .
(20) (Tyft) = yt) + &, EeR™
21 (Goy)t) = (t + 0T),  OeS!

La fonction ¢ est invariante par ces deux actions, et si y est un point
critique de ¢ il en sera de méme de 7.y et oy y.

Il est commode de passer au quotient par I'action de R?". Cela revient
a prendre y comme unique variable, en oubliant y, qui n’est défini qu’a

une translation 1. prés.
Considérons donc I’espace :
T
f u(t)dt =0 }

0

et la fonction ¥ : L3(0, T) — R*>" définie par :
T

(23) Y(u) = f [5 (Ju, Mu) + G(— Ju)}dt

0

(22) L300, T; R?") = { uel?

Ici Mu est 'unique primitive de u dont la moyenne s’annule :

T
(24) ﬁ Mu =0 et f Mu(t)dt = 0
dt 0
PrOPOSITION 3. — La fonction  est de classe C! sur L3(0, T). Si x est
solution du probléme (1), alors u = x est un point critique de . Récipro-
quement, si u est un point critique de ¥, il existe une primitive x de u et
une seule qui soit solution de (1).

Ceci n’est que la traduction de la proposition 2.

ProprosITION 4. — La fonction y satisfait la condition (C) de Palais-
Smale sur L§(0, T). .
Démonstration. — Considérons une suite u, € L3(0, T) telle que :

(25) V() - 0 dans (Lo
(26) W) <C
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Il s’agit d’extraire de u, une sous-suite qui converge dans L3(0, T) vers
un point critique de .
Pour cela, il nous faut remarquer que, grace a la condition (7), on a :

27 Gy zml|ylP—r VyeR™

oum = min { G(y)| y € H(S) } et r est une certaine constante. En reportant
cette inégalité dans I’expression (23) de ¥, on obtient :

W(u) = J

0

I:%(Ju, Mu) + m|ul]® — r}dt
(28)

T
1
> j E(Ju, Mu)dt + m||u|]3 —rT

0

Le premier terme est quadratique et continu. Il existe donc une autre
constante b telle que :

(29) W) = mllull3 —bllulli —rT

L’hypothése (26) nous permet alors d’affirmer que la suite u, est bornée
dans L3(0, T). Nous pouvons donc extraire une sous-suite v, convergeant
faiblement vers un certain v :

(30) v, — v faiblement dans L3(0,T)

On en déduit que My, converge vers Mo, uniformément sur [0, T].
Utilisons maintenant ’hypothése (25). Elle s’écrit, pour la sous-suite v,, :
(31) — Mo, + IG'(— Jv,) = ¢, + &,
avec £, e R*™ et g, — 0 dans L2,
La condition (8) nous permet d’affirmer que :
(32) G <m | yIP+7r, VyeR™

ou m’ =max {||G(y)||| yeH(S)} et # est une certaine constante. La
suite v, étant bornée dans L3(0, T), on en déduit que la suite G'(— Jv,)
est bornée dans L*?(0, T).

Le premier membre de 'équation (31) est donc borné dans L*¥%(0, T).
On en déduit que la suite ¢, doit étre bornée dans R?”, et on peut donc,
par extraction de sous-suite, se ramener au cas ou elle converge :

(33) ¢, — ¢ dans R2"
L’équation (31) sécrit encore, grace a la formule de réciprocité (3) :
(34 —Jv, = HMv, — Je, — JE,).

Gréace a lestimation (II.35), Papplication non linéaire x — H’ox
envoie L3%0, T) dans L3(0, T). D’aprés un théoréme de Krasnoselski [22];
voir aussi [/8], proposition IV.1.1), cela suffit pour qu’elle soit continue.
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La parenthése, dans ’équation (34), converge vers Mv — J¢& dans L*2(0, T).
Le second membre converge donc vers H'(Mv —J¢) dans L3O, T). Il doit
en étre de méme du premier :

(35) —Jv, > HMv—-J¢) dans L30, T)

Or on savait déja que v, convergeait faiblement vers v. D’ou, par uni-
cité de la limite :

(36) — Jv = H(Mv — J§)
Finalement v, — v dans L3(0, T) et v, qui vérifie I’équation (36), doit
étre un point critique de . ]
Soit u un point critique non trivial de  :
(37 Y'(u) =0 et u#0

Il est facile de voir que u est de classe C¥~ 1, et que u(t) # O pour tout t.
Comme la fonction G est C* sur R*"\{ 0}, et grace a I'estimation (9), on
peut montrer que Iapplication v — G’ov de L3(0, T) dans L*%0, T)
est Gateaux-différentiable au point u :

(38) 11_{18 STHIG o (u 4 sw) — G ou — (G” cuyw |[3)5
, { J T G'(u(t) +sw(t)) — G'(u(t)) 3 }2’3
= 111‘1(‘)1 dt
Rind 0

S
T 2/3
= lim { f | G”(u(t)+ 0 )sw(t )w(t) — G” (u(t)w(t) |>2dt }

0

— G"(u(t))w(t)

< £g101 1G” o (u+0sw)—G" cullz || wlls

avec 0 < 0(r) < 1, et en utilisant I'inégalité de Holder. D’aprés le théoréme
de Krasnoselskii déja cité, G” o (u+0sw) — G” ou dans L30, T) quand
s — 0,etles deux membres de I’expression tendent donc vers zéro.

Il faut remarquer que l'application v — G’ o v ne saurait étre C!, car
tout voisinage de u dans L3(0, T) contient une fonction qui s’annule sur
un intervalle de longueur positive et G” n’est pas défini en 0. Donc la fonc-
tion ¢ est deux fois Gateaux-différentiable en u, mais non C2.

On peut toutefois définir le hessien de  au point u. C’est la forme qua-
dratique sur L3(0, T) donnée par :

1 T
(39) 5 W7 ww, w) = J

5 [, M) — (IG"(— T, w) Jdt

L’index de u est la dimension maximale d’un sous-espace sur lequel
le hessien est défini négatif. La nullité de u est la dimension du noyau de

W (u).
ProPOSITION 5. — L’index et la nullité d’un point critique u # 0 sont
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toujours finis. Ce sont respectivement I'index et la nullit¢ de la forme
quadratique Q(u) sur L3(0, T) donnée par :

T
(40) Qu)(w) = J 3 [Aw, Mw) — JG"(— Ju)Iw, w)]dt
0
Démonstration. — On commence par se ramener de L3(0, T) a I'espace
L3(0, T) défini par :
T
41) uel30,T) < uelL?*0,T) et f udt =0
0

Il est clair que L3(0, T) est contenu dans L3(0, T), et donc que I'index de u
est au plus égal a I'index de Q(u).

Réciproquement, si I'index de Q(u) est = i, il existera un sous-espace
F < L(0, T), de-dimension i, tel que la restriction de Q(u) & F soit définie
négative. Il est alors facile d’approcher les fonctions de F par des fonc-
tions C®, et d’obtenir un sous-espace F’ = L3(0, T), de dimension i, sur
lequel le hessien (39) sera défini négatif. Donc I'index de u sera aussi > i.

Quant a la nullité, il suffit de remarquer que le noyau des formes qua-
dratiques (39) et (40) est constitué des fonctions v qui vérifient les équations :

(42) J Tv(t)dt =0

0

(43) IMv + JG”(— Ju)Jv = Ee R

Comme u est de classe C*, avec u(t) # O pour tout t, la fonction
t — G”(— Ju(t)) est continue, et v est donc continue. Ainsi le noyau est
constitué de fonctions continues, et est contenu dans L3(0, T) comme
dans L3(0, T).

Reste & montrer que I'index est fini.

Ecrivons Q(u) sous la forme :

1 1
(44) Qu)(v) = E(KD’ v) + E(AU’ v),
ou les opérateurs K et A de L*0, T) dans lui-méme sont donnés par :
(45) Kv = JMv
1 T
(46) Av(t) = — JG"(u(t))Ju(t) — T j JG”(u)Jvdt
0

Il est clair que K et A sont autoadjoints, que K est compact, et que A est
défini positif et inversible. L’équation :

47 B2=A
définit donc un nouvel opérateur autoadjoint B, défini positif et inversible.
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L’opérateur B~ 'KB ™!, étant compact et autoadjoint, posséde une base
orthonormée de vecteurs propres e;. Soient A; les valeurs propres cor-
respondantes ; elles sont réelles et tendent vers zéro.

Posons f; = B~ le;. Les f; constituent une base de L3(0, T), et I'on a,
en posant v = Zv'f; :

1
Q)(v) = E(KU + Av, v)
1
= 5((B“KB‘1 + I)Bv, Bo)
1 S
=3 Z Vo (B™'KB™! + I)e;, e))
i,j
1 i\2
(48) =3 @)1 + 2)
Comme 4; — 0, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de carrés négatifs :
c’est I'index de Q(u). [ ]

Nous avons omis de démontrer que la nullité était finie. Cela découlera
du résultat suivant, beaucoup plus précis :

PROPOSITION 6. — Soit u # 0 un point critique de ¥ sur L3(0, T) et x
I'unique solution de x = JH'(x) telle que x = u. La nullité de u est le nombre
de solutions linéairement indépendantes du probléme aux limites :

{ y = JH"(x(t))y

(49)
¥0) = »(T)
Démonstration. — Reprenons les équations (42) et (43), caractérisant le

noyau des formes quadratiques (39) et (40). On sait que u et x sont liés par
la relation G’(— Ju) = x. La formule de réciprocité (3) permet alors de

transformer 1’équation (43) comme suit :
(50) —Jv = H"(x)Mv + J¢)

Ceci signifie que y = Mv + J¢ est une solution du probléme (49). On
vérifie aisément que le vecteur M¢ est déterminé de maniere unique. et
donc que la relation y = v met en correspondance biunivoque les élé-
ments du noyau avec les solutions de (49).

COROLLAIRE 7. — La nullité de u est au plus égale 4 2n et au moins
égale a 1.
Démonstration. — Les solutions du probléme (49) forment un sous-

espace de 'espace de toutes les solutions de ’équation différentielle linéaire
y = JH"”(x(¢))y, qui est de dimension 2n.
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Par ailleurs, le probléme (49) a toujours la solution y = x, puisque x est
T-périodique. [ |

Le fait que la nullité soit toujours > 1 n’est pas surprenant : il traduit
l'invariance de la fonction y par I'action de S* :

(51) Ylogu) = Y(u)  VOeS!

Si u # 0 est un point critique de , son orbite X(u) sous l'action de S*
est entierement constituée de points critiques :

(52) Lu) = { ogu|OeS}

Comme u est de classe C*, il en est de méme de I'application 0 — o,
dont la dérivée n’est autre que gy # 0. Par ailleurs, on ne saurait avoir
09, = 0p,u que si (0, — 0;)T est une période de u. Soit T/p la période
minimale de u. L’orbite X(u) est 'image du cercle S'/p dans L3(0, T) par
une immersion de classe C*. Ce sera donc une sous-variété de dimension un.

On appellera X(u) une orbite critiqgue. On dira qu’elle est non dégénérée
si la nullité de chacun de ses points est égale a un.

L’origine, u = 0, est un point critique de nature différente. Il est inva-
riant par laction de S, et ne fait donc pas partie d’une orbite critique.
La fonction y n’a pas de dérivée seconde en ce point. Donnons une condi-
tion suffisante pour que 'origine soit un point critique isolé.

LemMmE 7. — Soit T > T on lui associe la fonctionnelle ¥ sur L3(0, T)
définie par Tr
(53) W) = j [E (Ju, Mu) + G(— Ju)]dt
0

Si les orbites critiques de i sont toutes non dégénérées, l'origine sera
un point critique isolé de .

Démonstration. — Supposons que l'origine n’est pas un point critique
isolé de y. Il existe alors une suite u, — 0 dans L3(0, T) de points critiques
de Y, a laquelle correspond par x, = u, une suite x, — 0 de solutions
T-périodiques de x = JH'(x).

D’aprés le paragraphe II, particulierement le tableau (42), les x, sont
homothétiques de solutions Ta/2-périodiques dont le niveau tend vers 1.
Une seconde homothétie pour ramener la période a T, et on trouve que les
x, sont homothétiques de solutions y,, de période T et de niveau :
e~ Yh?* T2 2

= — — > —
h Ta a

Donc h > 0. Les y, sont deux a deux distinctes puisque les x, le sont.
Par compacité, on voit facilement que y, converge uniformément vers un
certain y, qui vérifie :

(55) y=TH(x), y0)=xT), Hy =h.

(54) H(y,) — h,
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Donc y = v # 0 est un point critique de 1, ainsi que les v, = y,. Comme
les v, convergent vers v, ce dernier n’est pas un point critique isolé, et doit
donc étre dégénéreé. |

Nous arrivons maintenant au résultat principal.

THEOREME 8. — Supposons que les orbites critiques de Y soient toutes
non dégénérées, et que I'origine soit un point critique isolé. Alors Y a au
moins une orbite critique de chaque index pair plus petit que

i 1
2nE( a-— Min | —, .
< 2n <R2 ))

Ici E(x) désigne la partie entiere du réel a.

La démonstration comporte deux étapes : une réduction a la dimension
finie, puis une utilisation de la théorie de Morse en dimension finie. Des
difficultés techniques, en particulier le fait que la fonction ¥ n’est nulle part
C?, empéchent de travailler directement en dimension infinie.

LEMME 9. — Associons & & e R?" et ¢ > 0 le probléme

Min r [; (Ju, M) + G(— Ju):ldt
0

(gs,é)

&

uel?0,g) et f ut)dt = &

0

ou M,u(t) = J r u(s)ds .

0

Il existe & > O tel que, pour tout & < ¢, et tout £ € R?” le probléme (2, ;)
ait une solution unique u(e, &), de classe C*~! en t. On a u(e, 0) = 0 pour
tout ¢, et si & # 0 on a u(e, &)(t) # 0 pour tout .

Démonstration. — 1l ressort du lemme 1 que 'on peut trouver une cons-
tante ¢ > O telle que :

(56) Vyi, Y2 € R?", (G'(y)—=G'(y2), yi—y2)=cllyi—y2 II?

Notons V¥, (u) I'intégrale a minimiser dans (2, ;). Quels que soient u,
et u,, on a :

(57)  (Wiu) —ri(us), uy —uy), =(Mu; —Mu,, Ju, —Ju,), +

+ J (G'(=Ju)+G'(=Juy), —Ju; +Ju,)dt
0
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On a ||[Mul|l, < ellullz/\/i d’apreés Cauchy-Schwartz. On en tire :

€
(58) (Yiluy) —Yilus), ug —uy), = (C - —) luy — uy I13
NG
Donc ), est strictement convexe dés que ¢ < cﬁ.
11 est facile de voir que y, est continue, C' méme, et que ¥,(u) — + oo
quand ||u|| — oo. JE

Appelons F le sous-espace affine de L*(0, ¢) défini par I'équation
0
11 est de codimension finie, donc fermé. La fonction y, doit atteindre son

minimum sur F en un point unique u(e, £), et la restriction de Y, a F ne sau-
rait avoir d’autre point critique.

Au point u(e, &), Y, doit posséder un sous-gradient orthogonal a F.
Il faut noter que lopérateur JM, n’est pas autoadjoint, et que le sous-
différentiel de yr, est donné par la formule :

=¢.

T

(59) o (u) = —IM,u + %JJ udt + JOG(— Ju)

0

Lespace normal a F dans L? est I'espace des fonctions constantes.
Ainsi, u(e, &) doit vérifier ’équation :

1
(60) — M+ SI0+ (= Ju) = ¢

pour une certaine constante { € R*". On a donc u(e, £) = X, ol x est une
solution de x = JH'(x). D’ou le résultat ]

Soit N un entier tel que TN™! < ¢,. Posons e=TN™L

5o}

Soit Q = {(&;, ..., ¢ (RN & 0 Vz ).
Soit py : L3O, T) — (R*")Y l'application définie par :

61) PNU = <J udt, J j udt).
(N-1),

Soit ry : (R*Y — L3(0, T) l'application définie par :

Soit (R2")Y = {(él, o Ee RN

(62) INErs 5 ENE) = ule, &) + (K — D)e)
sur intervalle (k — 1)e <t < ke
La fonction ry(&y, . . ., &y) sera C*~1 sur chaque intervalle [ke, (k+1)e],

et en général discontinue aux points k,.

LemMME 10. — La fonction ¥ < ry est de classe C! sur (R?")} et C? sur Q.
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Si(&y,...,¢N) # 0 est un point critique de ¥ o ry, alors ry(&y, ..., En) # 0
est un point critique de  sur L3(0, T). Réciproquement, si u # 0 est un
point critique de ), alors pyu appartient a Q et est un point critique de
WYory.

Démonstration. — Par abus de notation, nous désignerons par ry I'appli-
cation de (R?")N dans L3(0, T) définie par les formules (62). Nous cherchons

une expression explicite de ¥ o ry.
t

Soit u = ry(&y, ..., En). Notons Mu = J u(s)ds. Remplacer Mu par
(0]

M u dans Pexpression (23) pour y(u) ne change pas sa valeur. On a :

(64) J S B (Ju, Mqu) + G(— Ju)]dt -
(

k—1)e

ef1 1
= f |:§ (Jug, M) + G(— J“k)]dt + E(Jék’ x)
0
avec ©
(65) wu(t) = u(t + (k — 1)g)
3 ke
(65 bis) &= J wdt = J udt
0 1)z
(65 ter) Sp=Mu—Mu, =& + ... +&,

L’intégrale qui figure dans le membre de droite de l'expression (64)
est le minimum réalisé¢ dans le probléme (Z, ;) : notons le V(). Cette fonc-
tion est bien connue en analyse convexe (fonction de performance). On
sait qu’elle est convexe, continue sur R?”, et que son sous-différentiel OV(&)
n’est autre que 'ensemble des multiplicateurs de Lagrange associés a la

contrainte J u = ¢ dans le probléme (Z,,). Dans le cas present, le mul-
tiplicateur de Lagrange est le vecteur {eR?" tel que :

1
(66) — M u + EJé +JG(—Ju)=¢ sur [0,¢]

On vérifie qu’il est unique. La fonction V est donc C* sur R?”, avec V/(&)={.
On obtient ainsi I'expression cherchée pour Y ory :

N

(67) Yornéy, ..., ¢ = Z(V(ék) +%(Jék7 S+ oo+ ék-l)

Supposons maintenant que (&4, ..., &y) soit un point critique de la
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restriction de o ry au sous-espace (R?")) défini par ¢, = 0. Ceci signifie
que :

68 g .0
(63) T@¢°VN(51""’5N)“""

7SN
Notons w € R?" cette commune valeur, et dérivons I’expression (67)
par rapport a &. On doit donc avoir, pour chaque k :

Yornéy, ..., EN)

(69) — M, + %Jék +)G(=Ju)=¢  sur [0, €]

(70) ck—%J(51+...+ék_1—ék+1—...—éN)zw
Posons & = (&, + ... + &1 — & — ... — &n). On obtient

(71) (Msuk + ;Zk> — G'(—Ju) =Jo  sur [0, &]

On vérifie alors que la fonction y définie par :
1-
(72) W) = Ma (1) + 3 & sur [(k — 1), ke]

est une primitive de u sur [0, T] tout entier. On a donc y=Mu+ w’, avec
o’ € R?", et les équations (69) se raménent 3 :

(73) Mu — G'(—= Ju) = Jo — o’ e R*",

ce qui signifie que u est un point critique de  sur L3(0, T).

Si maintenant u est un point critique de , il doit vérifier ’équation (73)
sur [0, T], donc u, doit vérifier I'équation (71) pour des valeurs appropriées
des constantes. Cela signifie que u, est la solution du probléme (Z, ;) pour

¢ = Juk. En d’autres termes, rypat = u. On en déduit que pyu # 0 si

u # 0, et que pyu est un point critique de Y o ry.

Reste a démontrer que o r est C? sur Q. L’application qui a ¢ associe
I'unique solution u(g, &) du probléme (Z, ;) est visiblement continue de R2"
dans L0, T). Mais u(e, &) = x(s, &), ou x(g, £) est une solution de I'équa-
tion x = JH’(x), ne s’annulant pas si ¢ # 0. Comme H est C*sur R*" — {0},
on conclut par un argument de bootstrap que s o ry est C*.

LemMME 11. — Soit u # 0 un point critique de  sur L3O, T), et
paut = (&, ..., EN) le point critique correspondant de Y ory. Alors u
et pyu ont méme index et méme nullité.

Démonstration. — Comme y’(u) = 0, on a :
(74) (Yo ry)"(pru) = rid prt)* Y (wri(pru)
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Le calcul montre que ri(pau)(&y, ..., ¢N) est la fonction ve L3O, T)
donnée par :
(75) ut) = vt — (k — 1)g) pour (k —De<t<ke

ot v € L3(0, ¢) est la solution du probléme « tangent » & (%, ) :

Min J B (Jo, M,p) + (G"(— Ju)Jv, Jv):|dt
(76) °

&

vel?0,8) et J v(t)dt = &

0

Soit wy # 0 un €lément du noyau de ¥/”(u). On sait que w, vérifie I’équa-
tion :

(77) IMw, + JIG”(— Ju)w, = { e R*"

qui est la condition d’optimalité dans le probléme (76). Si donc on pose :
ke

(78) & = J wolt)dt
(k- e

dans (76), la solution obtenue sera wv(t) = wo(t+(k—1)¢) avec 0<t<e.
Ceci revient a dire que :

(79) (PPN = Wo
Pour tout (&4, ..., &) e (R*™)Y, on aura donc :

(80) (Y orn)"(PauN&1s, - - - Ens Do) = (" (Wri(pn)&ys - - -5 Cn)s Wo) =0

Donc pyw, est dans le noyau de ( o ry)”(pnt). On vérifie aisément que
la restriction de py au noyau de y/”(u) est injective. La nullité de " (u)
est donc au plus égale a la nullité de (¥ o ry)"(pxt)-

Soit maintenant w € L3(0, T) tel que (y”(u)w, w) < 0. En remplagant "(u)
par sa valeur, on obtient I'inégalité :

M1
(81) J [5 Iw, Mw) + (G”(— Ju)Iw, Jw)]dt < 0.
0
Si on remplace w par ri(pnu)(pnw), obtenue sur chaque intervalle
k4
[(k —1)e, ke] en résolvant le probléme (76) avec &, = w, il est clair qu’on

k- 1y
diminuera le premier membre de I'inégalité (81). On obtient finalement;

82) (W o )" (Pat)(PwW, Pw) < 0.

Soit E = L3(0, T) un sous-espace vectoriel maximal ou y”(u) est définie
négative. La propriété (82) entraine que py est injective sur E, et que
(Y o r)"(pnu) est définie négative sur pn(E). Réciproquement, si (&, . . ., &y)
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rend (y o rn)"(pnu) négative, alors, d’aprés la formule (74), rn(éqs - - -5 EN)

rendra " (u) négative. On conclut que I'index de u pour  est égal a l'index

de pyu pour ¥ o ry.
Enfin, prenons (&, .

.., €N) quelconque dans le noyau de (¥ o rn)"(pntt).
11 doit vérifier :

(83) (W ora" (pa)&r, -, En) Ers -, EN) = 0
(84) (Y or) (pan)Ees -, &), pav) = 0

pour tout ve E. En utilisant de nouveau la formule (74), ces formules
deviennent :

(85) W @r(psys, - -, Ens IPNE s - - -, EN) = 0

(86) Wiy, - . -, En)s TR(pat)pY) =0

Il ressort de la définition de ri(p\u) par le probléme (76) que

(87 (W (Wr(pau)pno, rii(pa)pwe) < 0

Donc I'image de E dans L3(0, T) par l'application injective ri(pxt)pn
est un autre sous-espace maximal F sur lequel y/"(u) est définie négative.

Les équations (85) et (86) montrent alors que ry(pat)(&y, . . -, &) est ortho-
gonal a lui-méme et a F. Cest donc un élément w, du noyau de y""(u) :
(88) IPNu)Ers -5 En) = Wo

Compte tenu de la relation (79), ceci donne :

(89) NN -5 EN) = rdp)PNwo
Comme ry(pnu) est injectif, on en tire enfin :

(90) (€15 -, EN) = PxWo-

Donc tous les éléments du noyau de (Y o ry)”(pntt) sont de la forme pywy,
avec wq dans le noyau de y/"”(u), et on conclut que les nullités sont égales.

LEMME 12. — Si (¢, ..., ) € Q est un point critique de ¥ o ry, il existe
une immersion i : S' — (R?") de classe C? telle que : i(0)=(&4, . . ., &)
et que tous les i(6), 0 € S?, soient des points critiques de ¥ o ry.

Démonstration. — On sait que ry(é,, ..., En) = u est de classe C*. 1l
suffit de prendre :
o1 i(0) = pxlogu) ]

On dira que i(S') est un cercle critique de o ry. Il sera non dégénéré
si la nullité de u, et donc de tous les autres points de i(S!) est égale a 1.
Ceci rend compte de tous les points critiques non nuls de s o ry. Reste
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a étudier ¥ o ry au voisinage de I'origine, qui est un point critique ou ¥ o ry
n’est plus de classe C?. On posera :

92 mE (L a>

n, = —

(92) ! " 27 r?
93 _mE( L@

3 "= R
T

(%94 ny = 2nE <~ ay)
2r

et 'on supposera qu’aucun des trois membres dont on prend la partie
entiere n’est lui-méme entier.

LEMME 13. — Pour tout N assez grand, il existe un voisinage ¥~ de
l'origine et trois formes quadratiques non dégénérées Q; sur (R*")y, d’index
respectifs n;, 1 < i< 3, telles que, pour tout (&, ...,¢x)€ ¥, on ait :

99) (O (ST SN I VCE SN (S TNV LS O DY (ST )

96) (Y o r)" (& oo SN -5 END (G - s G S Q3(Gys -, KN)
Démonstration. — On se sert bien entendu des estimations (5), (6) et (10).

La seconde, par exemple, nous montre que si || u ||, < #,ona :

T

1 R?
97 Yl(u) < J [— (Ju, Mu) + — || u Hﬂdt
2 2a

0

Nous avons au second membre une forme quadratique y, sur L3(0, T).
Elle prend la forme diagonale sur la base des v;;, 1 <i<2nm keZ, k #0:

27
(98) vi(t) = exp T Jkt |¢;
ot les & forment une base de R?". On a :
A T R? .
99) 2y (Zo i) = -5+ —)(@)?
2km a
Lindex de y t2E<Ta t sa nullité est 0 Ta
index de y, est 2nE{ — — ), et san —_——
2 7 RE ullité est O pourvu que > R2 ne
soit pas entier. Or les v;; peuvent étre approchés uniformément sur [0, T]
par des fonctions de la forme r(&,, ..., &y). On en conclut que, pour N
assez grand, ¥/, o ry sera non dégénérée et de méme index que /. ]

Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du théoréme 8.
Sous les hypotheéses faites, les cercles critiques de o ry seront non dégé-
nérés, et I'origine sera un point critique, dégénéré mais isolé. On remar-
quera que Y o r(&y, ..., &) = + oo quand 'un des | &; | tend vers T'infini.
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On va remplacer i o ry par une fonction de classe C* qui a les mémes
cercles critiques. Pour cela, on approche G par une famille G, de fonctions
de classe C* sur R?" telles que :

(100) G,(x)=G(x) si |Ix|l=>¢

(101) Va<a,In>0:| x || <y = (G{/(x)y,y) < —2—% Max(Rﬂ:}) 17112

On peut par exemple considérer le produit de convolution G * @,
ou ¢, 2(R*™ et ¢, — &, (masse de Dirac a lorigine) dans 2’ quand
k — oo. Soit alors p € 2 telle que @(x) =1 si || x|| < &/2 et p(x) =0 si
x|l = & La fonction G, = ¢@(G * ¢,) + (1 — ¢)G peut jouer le rdle
de G, dés que k est assez grand.

On définit alors , en remplacant G par G, dans la formule (23). La
fonction y, o ry est de classe C* partout, et coincide avec o ry sauf au
voisinage de (R*"Y\Q.

Prenons pour H, la fonction convexe conjuguée de G,. Il existe unn > 0,
tendant vers zéro avec ¢, tel que H,(x) = H(x) pour || x|| = 5. Les points
critiques de s, o ry correspondent aux solutions T-périodiques de x = JH/(x)
de méme que les points critiques de ¥ o ry correspondent aux solutions
T-périodiques de x=JH’(x).

L’équilibre x=0 est une solution T-périodique isolée de 1’équation
x = JH’(x), puisque Porigine est un point critique isolé de y sur L3. On
peut donc choisir ¢ > 0 assez petit pour que toutes les solutions T-pério-
diques non triviales de x = JH'(x) soient solutions de x=JH(x). Cette
derniére équation peut avoir d’autres solutions T-périodiques, mais elles
seront toutes contenues dans la boule || x || < # de R?".

Ceci signifie que les cercles critiques de o ry sur (R*")y seront des
cercles critiques de /, o ry. En outre, les cercles critiques de y o r doivent
étre en nombre fini, puisqu’ils sont contenus dans un méme borné de
(R*")5, obtenu par le corollaire II.6, quils sont tous non dégénérés, donc
isolés, et que 'origine est un point critique non dégénéré. Ainsi, quitte a
diminuer ¢ si nécessaire, on peut supposer que ¥, o ¥y coincide avec o ry
sur un voisinage des cercles critiques, et donc que ceux-ci ont méme index
pour les deux fonctions.

Enfin, ¥, o ry peut avoir d’autres points critiques, mais ceux-ci sont
contenus dans un voisinage ¥, de lorigine, image de la boule || x || <7
de %([0, T]; R?") par I'application

(102) x — pNnJH(X(2))

ou py est donné par la formule (61). Comme # — 0 quand ¢ — 0, on
peut rendre 77, aussi petit que 'on veut. En particulier, d’aprés I'inégalité
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(101), et les arguments déployés au lemme 13, on aura, pour (&, . . .,En)EY, ¢

(103) ((l/’.f:o rN)”(éla ] éN)((b ] CN)’ (Cla RE) zN)) < Q(Cl’ R CN)

ou Q est une forme quadratique d’index n, = Min (n,, ns).

Ainsi, pour tout voisinage 7~ de I'origine dans (R*")5, on peut choisir &
assez petit pour que Y, o r fasse éclater I'origine en points critiques d’index
> n,, tous contenus dans ¥". Quitte a approcher y, o ry par une fonction
de Morse sur ¥~ ce qui ne peut qu’augmenter les index, et donc préserver
I'inégalité i > ny, on peut supposer que tous ces points critiques sont
non dégénérés, et donc en nombre fini.

Appliquons a la fonction ¥, o ry la théorie de Morse, telle quelle a été
adaptée par Bott ([8]; voir aussi[I0] et [24]). Les inégalités de Morse

pour M® = { (&, ..., ¢N) [ Y orn < ¢} sécrivent :
(104) Z (= D"7Pb, (M) < z z (= )" Pbp—i (V)
p=0 vV p=0

pour tout m > 0, ou b, désigne le p*™¢ nombre de Betti, et ou V représente
un cercle critique, ou un point critique de Y o ry, d’index iy.

Pour c¢ suffisamment grand, M¢ sera étoilé par rapport a 'origine, et
donc homéomorphe a la boule-unité de (R*")Y. En effet, fixons (¢4, . . ., &)
dans la sphére-unité S de (R*")f, et considérons :

(105) QAA) = Yo rn(AEq, ..., AlN)

En adaptant la formule (67) on a, avec des notations évidentes :

N N
iz
(106) @A) = Z Vi4S) + 5 Z (i + oo+ &)

Donc :

N N
(107)  @7(7) = Z (VI(A&)Ek: &) + Z O &+ oo+ &)
k=1 k=1

Or V/(&) —» + oo quand || £]|| — oco. Pour voir cela, il faut reprendre
le lemme 9 en remplagant G par G,, et remarquer que la solution u du
probléme (2, ;) s’écrit toujours u = X, ou x vérifie x = JH(w) et se situe
sur un niveau d’énergie H,(x)="h qui tend vers + oo avec || £||. Pour || &||
assez grand, la trajectoire x(¢) sera toute entiére tracée dans la région ou
H,(x) = H(x) = j(x)*? ce qui fait quon pourra remplacer G, par une
fonction positivement homogéne de degré 3. Dans ce cas le résultat annoncé
s’obtient sans difficulté.

Plus précisément, on pourra trouver J, assez grand pour que ¢?(1) > 0
pour tout choix de 4 > 4,4 et de (&, ..., &y) dans S. Ceci implique que,
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pour c¢ suffisamment grand, M¢ est étoilé par rapport a l'origine. Donc
bM)=1sip=0etOsip=1l.

Tant que, iy < ny — 1, V sera un cercle critique, et donc b,(V) = 1
sip=0ouletOsip>=2 Désignons par N, le nombre de cercles cri-
tiques d’index p. On a :

(m = 0) 1 <N,
(m=1) ~1<N,
(m = 2) 1 <N,
m=no—1) (=1 ' < (= 1) N, _,

La fonction ¥, o ry admet donc au moins un cercle critique de chaque
index pair < ny — 1. Ce sont également des cercles critiques de Vo ry,

et leur image par ry est une orbite critique de Y dans L3(0, T). D’ou le
théoréme 8.

IV. COMPORTEMENT DE L’INDEX
PAR ITERATION

Au paragraphe précédent, nous avons défini I'index (resp. la nullité)
d’une solution T-périodique de I’équation
(1) x = JH'(x)

comme I'index (resp. la nullité) de la forme quadratique Q sur L3(0, T; R2")
donnée par :

) Q(w) = J %[JW, Mw) — (JG”(— J%)Tw, w)]dt

0
Si x est une solution T-périodique de ’équation (1), il en est de méme
d . . . .
de gyx pour tout 0 S?, et o oex = o,x décrit orbite critique X(x) de

sur L3(0, T). Celle-ci est non dégénérée si sa nullité est 1.

DfrINITION 1. — On dira que la solution x de (1), de période T, est
non dégénérée, si :

3) dim Ker (I — R(T)) = 1

ou R(t) est la résolvante de I’équation linéarisée autour de la solution x(t) :
d
“4) 7 R(t) = JH"(x(¢))R(t),  R(0) =1 u

Drapres la proposition II1.6, cela implique que l'orbite critique X(x)
est non dégénérée.
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On remarquera que le multiplicateur caractéristique 1 est au moins
double (une fois parce que I’équation (1) est autonome, et une autre fois
parce qu’'elle admet une intégrale premiére). La condition (3) n’en est pas
moins générique. Si n = 1 par exemple, R(T) n’a que 1 comme valeur
propre, et la dégénérescence signifierait que R(T) est diagonalisable,
donc R(T) = I. Bien entendu, si n = 1 toutes les solutions sont pério-
diques ; la dégénérescence signifie aussi que la dérivée de la période par
rapport a "amplitude est nulle. Ainsi, la condition de non-dégénérescence
doit étre comprise comme une condition de non-linéarite.

Si x est une solution T-périodique de I’équation (1), elle est a fortiori
kT-périodique pour tout entier k > 1. Il lui est donc associé un index i,
et une nullité n,, qui sont 'index et la nullité de la forme quadratique Q,
sur L3(0, kT ; R?") donnée par :

kT
(5) Quw) = J % [Aw, Mw) — JG"(— JxX)Iw, w)]dt
0

Nous nous proposons de calculer i, et n, en fonction de i; et n;. On
remarquera que i; et n; sont I'index et la nullité « primitifs », définis a
partir de la forme quadratique (2), i, et n, étant « itérés ».

La formule que nous cherchons nécessite une complexification du pro-
bléme. La formule (5) définit une forme hermitienne sur L2(0, T ; C2"),
qui sera également notée Q,. Il sera commode de poser :

(6) H; = H'(R/kTZ ; C*")
et de définir une forme hermitienne P, sur H} par la formule :
kT
. e e
(7) Pi(y) = J 5 [y, y) +(G"(= Ix)p, Iy)ldt
0

On remarquera que P(y + &) = Py(y), pour tout vecteur constant & € C2".
On en déduit :

®) Py(x) = Qu(x)
9) index P, = index Q, = i,
(10) nullit¢ P, = 2n + nullité Q, = n, + 2n

La décomposition des fonctions de H} en série de Fourier nous donne le :

LEMME 2. — Pour weC et |w| = 1, posons :
(11) HL = {xeH|x(t + T) = wx(t)}

Les HY, pour w* = 1, sont des sous-espaces orthogonaux pour P, et
pour la structure euclidienne de Hj, et on a la décomposition en somme
directe :

(12) H! = El—) H!

o
k=1
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Démonstration. — Tout y e H;} se met sous la forme :

13 _ Zf <27'ci >
(13) yt) = p &XP | o Pt
peZ

Notons C(g) I'’ensemble des p qui sont congrus & ¢ modulo k. On a :
k

(14) | Jt) = Z V)

q=1

27i
(15) yq(t) = Z ép €Xp <ﬁ pt> .

L. Cl)
On vérifie alors que :

2mi P q
(16) y(t+T)= ¢, exp ﬁpt + 2mi o) = &P 2mi P V4t)
Clg)
Donc y, e H, avec @ = exp <2ni i)

Le reste du lemme est trivial. Vérifions simplement que les H} sont
orthogonaux pour p,. Prenons ye HYL et ze H) avec |w|=1=]p] et
w#p.Ona:

kt
(17) j B(Jy', z) + (G”(— Jx)Jy, Jz')}dt =
0 k

.
= (Z w"‘ﬁ"‘)L % (33, 2)+(G"(— T%)Iy, I2)1dt

m=1
Ceci est nul puisque wp est une racine de I'unité différente de 1. W

Notons B, la restriction de P, a H}, et posons :

(18) index P, , = j(w)
‘ 1lité P, ,, siow#1
(19) mw) =4 0Tk ?
nullit¢e P, —2n si w=1

Ainsi j et m sont des applications du cercle unité C dans R, et le lemme 2
se traduit immédiatement par les formules :

(20) b = 2 Jw)

wk=1

o X

wk =1
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Il ne reste plus qu’a expliciter les fonctions j et m : C - R. Commen-
gons par la nullité.

PRrROPOSITION 3. — Pour tout we C, on a
(24) m(w) = dim Ker (ol — R(T))

En particulier, m(w) # O si et seulement si w est un multiplicateur carac-
téristique de x.

Démonstration. — Si w = 1, on retombe sur la proposition III.6, avec
¥ = Q, en tenant compte de (10). Supposons donc w # 1. Par définition,
m(w) est la nullité de la restriction de P, & H.. En d’autres termes, c’est le
nombre de points critiques linéairement indépendants de la fonctionnelle
quadratique :

kT
1 re re
(25) Prol(y) = J‘ 5 [y, y) + (G"(= Ix)Iy, Jy)lde
0
sur I’espace :
(26) H;, = { yeHi [x(t + T) = wy(t) } -
Il est facile de voir que, si ye HY :
T
T, v e
(29) Peo(y) = kj 3 [y, y) + (G"(— Ix)Ip, Jy)lde
0

Supposons que y soit un point critique de P, sur H). On aura, pour
tout ze HY, :

(30) 0= J B (3, z) + %(Jz’, ) + Re(G”(— JTy, Jz')]dt
0

Une intégration par parties donne :
1 T
(31) 0= E(ww — 1)(I9(0), z(O))—J Re(Jy +JG”(—I%)Jy, 2)dt
0

Le premier terme est nul puisque | w| = 1. On vérifie aisément que la
condition z(T) = wz(0) n’impose aucune restriction a z, qui peut étre
quelconque dans L2(0, T; C?"). Finalement, on obtient une condition
nécessaire et suffisante pour que J soit un point critique de Py, :

(32) Jy +JG"(=Ix)Jy =0
Que l'on transforme :
(33) G'(=Jx)ly= -1y
ou encore, grace a la formule (II1.3) :
(34) y =JH"(x)y.
avec ye HL, donc y(T) = wy(0). D’ou le résultat. ]
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Nous passons maintenant a j(w). Il ressort immédiatement des défi-
nitions que :

(33) J) =i

Pour @ # 1, si ye H., on peut exprimer y(0) en fonction de y :
p

(36) y0) + L ydt = wy(0)
(37 y(0)=(w—1)_‘J0 ydt

avec y quelconque dans L2(0,T; C?".
En faisant ce changement de variable dans I’expression (29), on trouve,
pour ye HY :

T t T
(38) P (y) = kj %[(Jyj yds+(w—1)1j j)dt)—k(G”(——Jic)Jj», Jj/)]dt

0 0 0

— kf %[(Jy, J j;ds> + (G"(— JX)Jy, Jy)}dt +
0 0
(w—1)" ! k(] JT ydt, JT ydt)

2 0 0

+

De cette discussion, résulte immédiatement le :

LEMME 4. — Pour |w| =1 et w # 1, j(w) et m(w) sont respectivement
I'index et la nullité de la forme quadratique Q,, définie sur L%(0, T ; C2") par :

T :
(39) Q.u) = j %[(Ju, J uds) +(G"(— Ix)]u, Ju)}dt +

0 0
»— 1)1
+( )

T T
2 <J J udt, j udt> [ ]
0 0

On prendra garde que lisomorphisme y — y de HY sur L%(0, T ; C?"),
dont Iinverse est donné par la formule (37), ne préserve pas les fonctions
réelles. Par ailleurs, on notera que :

(40) 69 =-(I)=-089 veel™

Ainsi (J¢, &) est imaginaire pur, nul si & est réel. En particulier, — (J&, &)
est une forme hermitienne non dégénérée sur C". !

LEMME 5. — Si we C est un point de discontinuité de j, alors w est un
multiplicateur caractéristique de x.

Démonstration. — Supposons que w ne soit pas un multiplicateur carac-
téristique de x. D’aprés le lemme 3, la nullité de Q,, est 0, ce qui signifie
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que Q,, est non dégénérée. En diagonalisant Q,, comme a la proposition III.5
(formules (44) et (48)), on voit que 'on peut décomposer L0, T ; C?") en
somme directe orthogonale :

(41) L%0,T;C*=E, ®E_, dimE_ < o
(42) VueE,,  Quu) > alull?
(43) VueE_,  Quu) < — Bllulf?

ou a et  sont des constantes positives non nulles. Si maintenant { e C
- o B
est voisin de w, on aura Q(u) > 3 ||ull®>pourtoutueE, et Qu)< — 5 | ul?

pour tout ue€ E_. Donc j(w) = j({). ]
Pour caractériser complétement la fonction j: C — N, il suffit donc
de déterminer ses sauts aux multiplicateurs caractéristiques, et sa valeur
en un point.
C est le cercle-unité. Pour tout w e C, nous posons avec ¢ > 0 :

(44) Ajiw) = lim [iwe") — jwe™)]

Rappelons quelques éléments de la théorie de Krein (voir [23], [19], et
surtout [29], chapitre ITI). Soit w € C, avec w # 1, un multiplicateur carac-
téristique d’ordre m, c’est-a-dire une valeur propre d’ordre m de R(T).
Considérons le sous-espace V de R?" défini par :

(45) V = Ker (R(T) — D™

Il est de dimension m et la restriction a4 V de la forme hermitienne —i(J¢&, &)
est non dégénérée. Soit p le nombre de carrés positifs et g le nombre de carrés
négatifs apreés diagonalisation : ainsi g est 'index de —i(J&, &) sur V et
pt+qg=m

On dira que le multiplicateur w est de type (p, g). Ainsi, si @ est un mul-
tiplicateur simple, il sera, de type (1,0) ou (0, 1) : dans le premier cas, il
sera dit positif, dans le second négatif.

Si w est de type (p, q), son conjugué @ sera de type (g, p).

PROPOSITION 6. — Soit weC, w # 1, un multiplicateur caractéris-
tique de type (p. q). Alors :
(46) Ajw)=4q —p

Démonstration. — Supposons d’abord que @ est un multiplicateur

simple, et posons w = €%,
Ecrivons la somme directe orthogonale L*0, T; C*") = E, ® E, ® E_,
avec Q,(v) = a || v||* pourveE,, Q1) < — || v|> pourve E_ et Q,=0
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sur E, (voir lemme 5). D’apres la proposition 3, tout u € E, est de la forme
u=y, ou y est solution du probléme :

(47) y=TH"(x)y, W) = wy0)

d
Ainsi, E est de dimension un. On va etudler Qw(u) ou u engendre E,.
11 est clair que ’on aura :

(48) Aj(w) = — signe <dﬁé Qw(u)>

pourvu que cette dérivée ne soit pas nulle. Calculons-la.

d _d<(w~—1)“>JTd T
a6 %" = g5 —“tj )
(49) = < J udtf udt)
1—0056

11— o (Jy0), ¥(0)

1 —cosf
grace a la formule (37).

Comme y(0) engendre Ker (R(T) — wl), et que la forme hermitienne
— i(J¢&, &) ne dégéneére pas sur ce sous-espace, — i(Jy(0) 1(0)) n’est pasnul, et :

d . .
(50) — Q1) = — signe (— iJy(0), 1(0)))

do . .\ .
— 1 si o est positive au sens de Krein
= + 1 si o est négative au sens de Krein .

1

Le résultat est donc établi quand w est une valeur propre simple de R(T).
Si maintenant o est multiple d’ordre m, il sera de type (p, q) avec p+q=m.
Une petite perturbation, obtenue par exemple en remplacant I’équation
y = JH”(x)y par I’équation y = JH"(x)y + Jey, fera éclater w en m valeurs
propres simples ([29], II1.4.3). Celles qui ne sont pas sur le cercle unité
sont appariées, chaque paire étant de la forme (w,, o, '), les vecteurs propres
correspondant étant £, et &,. Le sous-espace engendré par &; et &, est
orthogonal au reste de I'espace pour — i(J¢&, &) ([29], II1.2.4), et &, et &,
sont des vecteurs isotropes. Il en résulte que les valeurs propres qui quittent
le cercle unité laissent inchangé le bilan g — p. Il reste donc sur le cercle
unité r multiplicateurs positifs au sens de Krein, et (r + g — p) multipli-
cateurs négatifs, En appliquant a chacun d’eux le résultat précédent, on
obtient un saut total de (g — p). Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers zéro.

PROPOSITION 7. — Supposons que x est une solution T-périodique du
probléme (1), et notons d la dimension de Ker (I — R(T)). Alors :
. d
(51) ling ey =i, +n+ E<2>
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Démonstration. — Comme |w | = 1, on peut écrire :
_ - 1 .
(52) @ — 1) =—5—hl
1

Il revient alors au méme de direque w — 1dansCeth — + oo dansR.
La formule (39) s’écrit alors :

1 T T
(53) Qo) = Qy(u) — Ehl(JL udt,L udt>

(54 Quuw= JT ! [(Ju, Jt uds> +(G"(—Ix)u, Ju)]dt _t (JJ udt,J udt)
0 2 0 4\ Jo 0

Q. et Q, sont des formes hermitiennes sur L?(0, T ; C?"), et —i(J¢, &)
une forme hermitienne sur C2". 1l sera commode de poser la somme directe
orthogonale L2 = L @ C?", et d*écrire u=u,+¢ la décomposition cor-
respondante. On écrira aussi :

(55) Qi) = %(Au, u) avec AeZ(L?

t 1 T
(56) Au= — j Juds + vj Judt — JG"(— Jx)Ju
0 2 Jo
On va téacher de décomposer Q,, en carrés :

T

Quluo + &) = %(Auo, uo) + Re (J Auodt, 6)

0

(], v v c) =
— = | JG"(—Jx)Iéat, &) — —h(iIE, &)
2\Jo 2

(57) = %(Auo, uo) + Re (J

0

T 1
Augdt, 5) + 3 By, &)

T
ouB, = — | JG”(— Jx)Jdt — T2hiJ est un opérateur hermitien dans C?",
0

certainement inversible pour h assez grand. Continuons les calculs :

T T

1
Auodt> + — (Aug, ug)

Auydt, B, ! J 5

0

1 1
(38) Quu) =5 (B,L.0) — SRe (J

0
T

avec { = ¢ + B, ! f Augydt € C*". 1l est clair que 'application qui a (i, &)
0

associe (ug, ) est un isomorphisme, et que (uy, {) est donc un systéme de

coordonnées linéaires dans L?. La formule (57) montre que les sous-espaces

{ =0 et uy = 0 sont orthogonaux pour Q. L’index de Q, est donc la

somme des index de ses restrictions a ces deux sous-espaces.
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1
En faisant u, = 0, on obtient la forme hermitienne E(th’ 0) sur C?".

Pour | h| assez grand, elle se comportera comme — i(J{, {) qui est non
dégénéree et d’index n.
En faisant { = 0 on obtient la forme hermitienne Q2 sur L3 donnée par :

1 1 T
Qoluo) = E(Auo, Uo) — 5 ([ Augdt, B, ! J A“odt>

0 0

1 T T
= Ql(uo) - ‘2‘<J\ AuOdt, Bhﬁl J ’ Auodt>
o] 0

Quand |h| — oo, B, ' — 0. A la limite, la formule (59) se réduit a :

T

(59)

T

1 .
(60) Qi(ug) = J 5 [(Juo, Muo) + (G"(— Jx)Juo, Juo)ldt
0
On reconnait la forme quadratique Q de la formule (2). L’index de Q(uo)
est donc précis€ment i;, I'index primitif de x.

Mais Q, a aussi une nullité. D’aprés la proposition 3, son noyau dans L3
est constitué de tous les u, de la forme u, = y, ou y est solution du probléme
aux limites :

(61) y=JH"(x)y,  ¥(T) = »0)

1l faut calculer le signe du dernier terme de 'expression (59) pour les u,
de cette forme. D’aprés la définition de B, on a :

(62) B, = B — T?hiJ= —T?hiJ1—h~'T~2iJB)
ou B est une matrice définie positive. Donc :

B,!'=—h T %JI + h 'T"2%JIB + 0(h™?))
(63)

= — W 'T %] — h™ 2T *B + 0(h~?)

Par ailleurs, en reportant u, = y dans l’expression (56), et en tenant
compte des relations (61) :

t
Aupg = — J Jupds — JG"(— J)Ju,
0

(64) = — J(y(t) — 0)) — JH"(x)"'Jy
= — J(y() — y0)) + Iy(r)
= Iy(©0)
Donc : . .
(65) — %(J Augydt, B, ! J Auodt> = % h™1(iJy(0), y(0)) +
0 0

+ % h=>T~*By(0), ¥(0)) + O(h ")
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Si d = 1, la solution x est non dégénérée, et le probleme (61) a essen-
tiellement une seule solution, a savoir y = Ax, A€ C. Ainsi, x(0) étant réel,
(iJy(0), ¥(0)) doit étre nul, et le terme du premier ordre dans (65) disparait.
Le terme d’ordre deux impose donc son signe quand h — + oo : il est
positif dans les deux cas.

Si d = 2, la forme hermitienne (iJ&, £) n’est plus identiquement nulle

d
sur Ker (I — R(T)) : son index est E<2> Si d est pair, les termes du pre-

mier ordre sont prépondérants dans la formule (65), et le résultat s’en suit.
Si d est impair, il reste un sous-espace isotrope de dimension un, engendré
par un vecteur réel £, sur lequel il faut examiner le terme du deuxieme ordre.
Celui-ci, étant positif, ne contribue rien a l'index, et la formule (51) est
établie.

L’index de Q,,, pour h assez grand, sera donc n (pour 'index de —i(J{, {)),
+1i; (pour 'index de Q,), + O (pour la nullité de Q,).

Récapitulons nos résultats. Si x est une solution T-périodique non
dégénérée , d’index et de nullité primitifs i; et n;, I'index et la nullité de la
méme solution itérée k fois, i, et n,, sont donnés par les formules :

(66) e = Z Jw)

wk=1

(67) n = Z m(w)

wk=1
ou j et m sont des applications du cercle-unité C dans N. On a
m(w) = dim Ker (wl — R(T)).

La fonction j est constante au voisinage de tout point @ n’appartenant pas

au spectre de R(T). Si w est un multiplicateur de type (p, q), on a Aj(w)=q—p.

Enfin, j(1)=i, et j(w) tend vers i; +n quand w tend vers 1 dans C.
Donnons quelques conséquences faciles.

COROLLAIRE 8. — On suppose que x est hyperbolique. Alors, pour tout
entier k :
(68) iy = k(iy + n) —n
(69) ne=1.

Démonstration. — Dire que x est hyperbolique signifie que 1 est le seul

multiplicateur caractéristique de module 1 et que d = 1.

Donc j est constante sur C\{ 1}, et égale a sa valeur donnée par la for-
mule (51) avec d = 1.
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COROLLAIRE 9. — Pour toute solution x, on a :
(70 li L ! (w)d
m - i, =— w)dw
) o e T o CJ

Plus précisément, si 'on appelle V la quantité ci-dessus, il existe deux
constantes ¢ et ¢’ telles que :

(71) kV —c<ip<kV+ /< VkeN

Démonstration. — La formule est évidente si j(w) est constante sur C
(en particulier si x est hyperbolique) ou méme si j(w) est constante presque
partout (c’est-a-dire si le saut Aj(w) est nul aux multiplicateurs caracté-
ristiques ; c’est toujours le cas en w = — 1).

Supposons donc qu’il y ait des multiplicateurs caractéristiques différents
de + 1 sur le demi-cercle supérieur. Notons-les w, = €7, 0 < 0, <,
1 < p < m, et rajoutons 6, = 0 et 6,,,, = n. Le nombre N, , de racines
keme de I'unité strictement comprises entre w,_; et w, est :

2n
(72) Nk,p=Card{%|6p_1<q7<0p}
Kk k
(73) S0, 0, = 1< Ny < (0, = 0,1) + 1

Occupons-nous de Iinégalité de gauche. Multiplions-la par j,, valeur
de j(w) entre w,_; et w,, et sommons :

m+1 m+1 m+1

: . .k .

(74) lj+2ijNk’p>ll +;Z(0P—6p_l)—22]p
p=1 p=1 p=1

Le membre de gauche contient tous les termes de la formule (20), a I'excep-
tion de ceux d’entre eux qui tombent sur un multiplicateur caractéristique
différent de 1. Il y en a au plus (n—1). Il faut en outre tenir compte de la
racine — 1, présente si k est pair. Si par exemple il n’y a pas de multipli-
cateur caractéristique qui soit racine de I'unité, sauf 1 lui-méme, le membre
de gauche est i, ou i, — j,,4, suivant que k est impair ou pair. Dans le
cas général, la différence avec i, sera majorée par une constante que le
lecteur explicitera.

Le membre de droite, lui, est toujours i; + kV — 2%j,. La formule (74)
nous donne enfin :

(75) i, +c¢; =2kV —¢,

Clest la premiere partie de I'inégalité (71). L’autre s’obtient de méme.
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CorOLLAIRE 10. — Soit x une solution quelconque, et d la dimension
de Ker (I — R(T)). Alors :
(76) lol=1, w#l = jo)=i+d

d ..
Démonstration. — On a vu que j(w) partait de i; + n + E(§> au voisi-

nage de 1, et que chaque multiplicateur caractéristique présent sur le demi-
cercle supérieur contribuait au plus m a la variation de j(w), ou m est la

d
multiplicité (proposition 6). Si d est pair, on pourra placer au plus n — 3

. . L. . . . d+1
multiplicateurs sur le demi-cercle supérieur, si d est impair, n — —
En supposant que chacun d’eux diminue la valeur de j(w), on obtient la
formule (76). ]

On peut désirer controler ce dernier résultat par une méthode indépen-
dante. Vérifions par exemple que 'on a toujours j(— 1) > 1.

Pour ce faire, posons w = — 1, donc h = 0, dans la formule (57). On
obtient :

1
(77 Q-ilug + ) = E(Auo’ Uug) + Re (J

0

T

1
Au,dt, €> +5Bo& 9)

ou B, est défini positif.
Prenons u, = X; on a alors 2Au, = Jx(0)+ Jx(T) d’aprés (56), et :
x(0)+x(T) . . .
(78) 2Q_,(ug+&)= J—?, uo |+ Re(TJ(x(0) +x(T)), &) +(Bo, &)
Le premier terme de droite est nul puisque x est périodique. Choisissons
alors ¢ tel que Re(TI(x(0) + x(T)),£) < 0. On a :

TI(x(0 (T 2
19 Qe + 1) = tRe(M, é) + 5 B0

Ceci est négatif pour ¢t > 0 assez petit. Donc Q_, ne saurait étre semi-
définie positive : son index j(— 1) est au moins 1.

V. RETOUR AU PROBLEME INITIAL

Nous revenons maintenant au probléme géométrique énoncé au para-
graphe 1. On se donne une hypersurface S dans R?", de classe C* avec k = 3,
de courbure strictement positive, et on cherche ses caractéristiques fermées.

Comme on I'a indiqué au § I, le probléme peut étre mis sous forme hamil-
tonienne (II.4) de plusieurs maniéres, et les multiplicateurs associés 4 une
caractéristique donnée ne dépendent pas du hamiltonien particulier H
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choisi, pourvu qu’il vérifie (I1.2) et (I1.3). On les appellera donc les multi-
plicateurs de la caractéristique fermée considérée.

LEMME 1. — Soit H un hamiltonien fidéle & S et x une solution pério-
dique de x = JH'(x) tracée sur S. On note T sa période, R(t) la résolvante
de I’équation linéarisée et T,S I'hyperplan tangent a S en x(0). Alors TS
est un sous-espace propre de R(T), et on note Ry(T) : T,S — T,S la restric-
tion de R(T). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) la solution x est non dégénérée

b) dim Ker (I — R(T)) =1

¢) dim Ker (I — Ry(T)) = 1.

Démonstration. — (a) <> (b) d’aprées la définition IV. 1. Si (b) est satisfaite,
le vecteur propre de R(T) associé a la valeur propre 1 est x(0), qui appar-
tient a T,S, d’ou (c).

Supposons (c) satisfaite. On peut donc écrire T,S = Rx(0) @ E, ou E est
un sous-espace propre de Ry(T). On sait que le vecteur x(0) est transversal
a T,S dans R?", de telle sorte que :

(1) R2" = Rx(0) ® Rx(0) ® E

On sait que R(T)x(0) = x(0) et que R(T)E = E. Pour trouver l’effet de
R(T) sur x(0); il suffit d’appliquer le lemme 2.4, et de dériver par rapport
a h, en h = 1, I'identité xh(T,,) = x,(0). On obtient :

d d
) X(T) a5 Tt (D =2 xi(0)

Soit, en tenant compte des formules (IT.31) et (IL.33) avec ¢(1) =1
et o’(1) = 3/2:
T d
X(O) + R(T) Xh(o) = %xh(o)
ou enfin :

T
R(T)x(0) = x(0) — - ¥(0)

La matrice d‘e R(T) présente donc le bloc de Jordan

1 — T/2
@ (0 1/)

Ceci implique que x(0) est le seul vecteur propre de R(T) associ¢ a la

valeur propre 1. n
Passons maintenant a la définition de la résonance. Les multiplicateurs
d’une caractéristique fermée sont { 1, 1, w,, . . ., w,, }. Convenons d’appeler

multiplicateurs non triviaux les (2n — 2) qui restent lorsqu’on a compté
deux fois le multiplicateur 1. Ainsi, dire que 1 est un multiplicateur non
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trivial signifiera qu’il est d’ordre supérieur a 2, donc au moins 4. Dire que
la caractéristique est hyperbolique signifie qu’il n’y a pas de multiplicateur
non trivial de module 1.

Considérons une caractéristique fermée. Soit H un hamiltonien fidéle
a S, et x(t) une solution de x = JH’(x) dont la caractéristique considérée
soit la trajectoire. On rappelle que, pour |w| = 1, on a défini J(w) comme
I'index de la forme hermitienne :

kT 1
©) L 5 [U3.3) +(G"(= Jx)y, Tj)dt
sur I'espace :
(6) H, = { ye H((R/T2) | »(T) = wy(0) }

On remarque que la fonction j : C — N ne dépend pas du hamiltonien
fidele choisi : ils conduisent tous a la méme équation linéarisée, et donc
a une méme valeur de G”(— Jx).

DEFINITION 2. — Considérons les multiplicateurs non triviaux de
module 1, que nous mettons sous la forme :
) 1
(7 ©=e*?  avec 0<0< 3
Soient 04, ..., 6,, les nombres ainsi obtenus. On appelle exposants nor-

malisés les (m + 1) nombres :

V~1
{amﬂ =——, 0, =6,V . a,=0, V! }

2
ou :
: m+1
1
®) V= 2—Jj(w)dw =2 ij((’p —0,-1)
T Jc
p=1 .

Si la caractéristique considérée est hyperbolique (pas de multiplicateurs
non triviaux sur le cercle unité), on a m = 0, et on lui associe un seul expo-
sant normalisé, a savoir

%) v-1 !

T

Considérons maintenant une famille finie x%, 1 < g < N, de caractéris-
tiques fermées. La caractéristique x? a 2m? multiplicateurs non triviaux
sur le cercle unité, 0 < m? < n — 1, et (1 4+ m?) exposants normalisés o,
1 < p <1 + m% On considére la famille de réels :

(10) {1}{ag|1<q<N,1<p<1+mq}
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On remarque qu’elle est de corang au moins N sur les rationnels. En
effet, pour chaque g on a la relation a coefficients dans Z :

1+m9
(11 1=2 z JY ok — ad_y)
r=1

et ces N relations sont indépendantes.

DErNITION 3. — On dit que la famille de caractéristiques x4, 1 < g<N,
est non résonante si la famille de réels (10) est exactement de corang N sur
les rationnels. Elle est résonante dans le cas contraire. |

Si N = 1 on a affaire & une caractéristique seule. Dire qu’elle est non
résonante, au sens de la définition 3, signifie qu’il n’existe pas d’entiers
relatifs n, non tous nuls tels que :

(12) n0y + ... +n,0, =n,,,

Il s’ensuit que les 0,, 1 < p < m + 1, sont linéairement indépendants
sur les rationnels. Ils sont donc tous irrationnels, et en particulier aucun
d’eux ne peut €tre nul. Ainsi, si une caractéristique est non résonante,
ses multiplicateurs non triviaux sont différents de 1, et on est dans le cas (c)
du lemme 1 : la solution périodique correspondante est non dégénérée.

Plus généralement, si une famille de caractéristiques x? est non réso-
nante, chacune des x? est non résonante, et donc non dégénérée.

Une famille résonante contient une famille résonante minimale ; celle-ci
ne contient aucune caractéristique hyperbolique.

Voici maintenant notre résultat principal :

THEOREME3. — Soit n > 3. $’1l existe sur S une famille non résonante
constituée de N caractéristiques fermées, il existera aussi une (N + 1)me
caractéristique fermée n’appartenant pas a la famille.

Démonstration. — Soit donc & la famille en question. Supposons qu’il
n’y ait pas d’autre caractéristique fermée.

Représentons donc S par un hamiltonien fidéle H. Les N caractéristiques
fermées sur S sont représentées par N solutions périodiques de 1’équa-
tion x = JH'(x) sur le niveau H = 1. Comme H(x) = j(x)*? pour tout
x €S, I’équation est indépendante du choix de g, et il en est de méme des
périodes Ty, ..., Ty des solutions sur S. Nous nous réservons de faire
tendre a vers + oo.

Prenons T = Max { Ty, ..., Ty } et considérons le probléme :

x = JH'
13) { (x)
x(0) = x(T)
11 a N solutions de période minimale T, soit x!, ..., xN, sur les niveaux

Annales de I Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES 63

H=hy,...,hy. Il posséde également d’autres solutions, mais ce ne
peuvent étre que des itérées des précédentes. La solution x' est accompa-
gnée de solutions xji, de période T/k, placées sur des niveaux décroissants,
dek=2ak=ky,ou:

(14 k= E(%w'l(hmh;l)

d’aprés le tableau (I1.4.2). De méme pour x2, ..., xN.

Le probléme (13) a donc en fait k; + ... + ky solutions. Les solutions
primitives x!, ..., xN sont par hypothése non dégénérées. Elles sont
également non résonantes, ce qui implique qu’aucun multiplicateur # 1
n’est racine de I'unité. Les résolvantes R/ de x/ et R de xj sont liées par
la relation Rf = (R/)*. En mettant R’ sous forme de Jordan, on en déduit
que dim Ker (I — R}) = dim Ker (I — R/) = 1. Les solutions itérées xj
‘sont donc non dégénérées elles aussi.

Le lemme I1I.7 et la définition IV . 1 nous montrent que la fonctionnelle Y
correspondante sur L3(0, T ; R?") a 'origine comme point critique isolé;
les autres orbites critiques étant non dégénérées. On peut donc appliquer
le théoréme I11.8, suivant lequel Y a au moins un point critique de chaque
index pair plus petit que 2nE<a1 Min (i, y))

2r R?

Soit i 'index du k-éme itéré de x’, donné par la formule (IV.66). En
faisant tendre a vers l'infini, on voit que les if, 1 <j < N, 1 < k < o0, doivent
contenir tous les entiers pairs. Nous allons voir que ce n’est pas possible.

Commengons par séparer les solutions hyperboliques. Disons par
exemple que ce sont les (N — K) derniéres x/, K+1 <j<N, avec leurs
itérées.

Pour ces solutions, I'index des itérées est donné par le corollaire IV.8.
On a:

(15) ii=kin+i)—n K+1<j<N

Un entier pair 2p ne pourra étre mis sous la forme (5) que si (] + n)
est un diviseur de (2p + n). Si n est impair on peut choisir (2p + n) pre-
mier, ce qui donne i = 2p. Si n est pair, on peut choisir (2p + n)/2 pre-

. . y n
mier, ce qui donne i =p — 5) Dans les deux cas, p peut prendre des

valeurs arbitrairement grandes, alors que i ne peut prendre quune des
valeurs iX*1 . . iN. Il existe donc une infinité d’entiers pairs qui ne
peuvent étre mis sous la forme (15).

Soit 2p I'un d’entre eux, choisi plus grand que tous les /. Soit d le plus
petit commun multiple des (i + n) et de 2. Les nombres de la forme 2p + qd,
g € N, sont des entiers pairs, non représentables par la formule (15).

Passons maintenant aux autres solutions x!, ..., xX. La solution x?
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posséde m? multiplicateurs sur le demi-cercle supérieur, 1<mi<n—1.
Notons-les

. 1 ;
(16) wl =%, avec 0<0i< 5 et lspsm

Posons 6%, = 3 et 8 = 0. L’unité est un multiplicateur caractéris-

tique d’ordre deux. L’hypothése de non-résonance implique que — 1
ne saurait &tre un multiplicateur caractéristique.
En faisant appel au corollaire IV.9, on peut écrire :

mq

=1+ 2 ) B(K65) — 03 )]+ Aol — 1 — 26(k08)

r=1 m

A7 =+ k=D + 22(]? — J3+1)E(k6])
pr=1
On rappelle que j2 est la valeur de j4w) entre wi_; et wf, I'expo-
sant g indiquant que l'on travaille sur la solution x% On a calculé
Ji—Jjisy = — AjY(w}) grace a la proposition IV.6, et on rappelle que
A=1i+n
En posant j& ., = (fh+1 —Jjh) + ... + (/4 — i) + /1, la formule (17)
s’écrit :
(18) if = kif + (k — n + 2 [2E(k03) — k + 11(j§ — j&+1)
p=1
On en déduit que la suite if, ke N, est croissante pour chaque g fixé.
En effet : a

(19) Bor— = +n+ Z(Jg _Jg+1)A§

(20) l Ag = 2E((k + 1)6,) i:2115(k49),, —1

On a — 1 < A? < 1. Par ailleurs, | 2 — j&, | est inférieur ou égal a la
multiplicité de wl, et la somme des multiplicités est un nombre m?, avec
m, < m, < n — 1. Finalement :

(21) f+n—m<i,, —§<i{+n+ml
Considérons le tore T%, produit de (m?+ 1) exemplaires du cercle S' =R/Z.

Ecrivons I'ensemble { 1, ...,m?} comme réunion disjointe A?u B?uU CY,
avec :

(22) Al={plji—ji,1 >0}
(23) Bq:{pljZ—j§+1=0}
(24) Cl={plig=7+1<0}
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A chaque p e A% U CY, on associe un intervalle ouvert IZ= ]a?, bi[, avec :
(25) sipeA?: 1-0i<al<bli<l1
(26) si peC?: O<al<bi<l— 04

Ainsi,sisel,,onas+6] > 1ous+6f < 1suivant que pe A? ou pe C%
Choisissons &€ 10, (b* — a%)/2[ assez petit pour que selet [s—s'| < &
implique que 0 < s’ <1 et que s’ + 67 > 1 ou 5’462 < 1 suivant que
peAloupeCl

Enfin, dans le (m? + 1)*™° exemplaire de S!, reportons lintervalle
I§ = 10, &[. Ceci nous permet de définir dans T? le pavé ouvert :

md

27) Ul = H I

p=0
Considérons maintenant le tore :
K
(28) T= T?
. . g=1
qui contient le pavé :
K
(29) U= U1
q=1

Construisons dans le tore T une suite o(t ), indexée par t € N, et dépendant
des paramétres réels positifs f%, avec1 < g < K :

(30) oi(t) = (y%t + p902 modulo 1
Dans ces formules, on a posé :

31 7 =1, 1<g<K

(32) Y = d/V*

On rappelle que d est le PPCM de 2 et des (i + n), pour K+1<<N,
et que V4 = l{im k™ tig est donné par :

1
Vi=_— j Jw)dw
2rn C

m+1

(33) Vi=2 ZJ‘Z’(O,% — 03-1)
p=1
=Jjm+1 t+ Z 2(j8 — j3+1)0%

p=1
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Les coefficients y?02 des équations (30) vérifient les relations :

m

(34) 258 108y + z 2(j& — ji, 108 = d, 1<g<K

r=1

D’apres 'hypothése de non résonance, ils ne vérifient pas d’autre rela-
tion de ce type a coefficient dans Z (noter que y%0% = ald pour p # 0).

La suite o(t) est donc dense dans 'ensemble T’ = T défini par les K équa-
tions :

m

(35) i i(oh—BU08)+ Zz(jz; 1 ot— B0 < Zgi+d

r=1

ou g? est le plus grand commun diviseur des Japour 1 <p<m?+ 1L

Cet ensemble T est une sous-variété compacte de codimension K dans T
(en fait, une réunion finie de tores).

On peut toujours choisir les 2 de telle sorte que T’ rencontre U. 1l suffit
pour cela que, pour 1 < g < K, ’on ait :

1
(36) Ej,qﬁ 181+ Z (& — jar b8 — al)e BIVe + Zg? + d

p=1

Moyennant ce choix des 9, il existera une infinité de valeurs t € N pour
lesquelles o(t) € U.

Donnons a ¢t I'une de ces valeurs, et notons k la partie entiére de o¥(¢) :
(37) k = E(y%t + p9)

Onak > 1sitestchoisi assez grand. Comme ¢%(t) € 14, on a :
(38) O0<yt+p1—k<éet

Donc, pour 1 < p < m? :
(39) kby < oi(t) = (vt + B9)08 < k0% + 819

Par définition de 1% pour p # 0, on a :

(40) E(k62) = E(a¥(t))
(41) al <ol —E(0lt)) <1 si peAf
(42) 0 <o} — E(oit)) <b? si peCt
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On aura donc, en tenant compte de (18) :

i =kil1+(k—1n+ Z [2E(k02) — k + 1](j2 — /24 4)
prp=1

= kif + (k — I)n + Z [2E(o4(t)) — k + 11(j2 — ji4 1)
p=1

m

=ki{ +(k —Dn+ 2(20‘{,@) — k)& — A1) +

r=1

Y- Y e+

C A

= k[i‘{ +n+ Z (202 —1)(72 —j‘;,ﬂ)] + 5§+

r=1

+ Z(J‘}, = Jp1) = E(JZ —Jpr1) —n
A

C

3) =kvq—2|j;l,—jg+,l—n+sz+rz
p=1

(44) IV§I<Z(1—a’,’,)lf,‘,—j"pﬂl+Zb2|j§—j}‘,+1l

PEA peC

“43) |S§|<Z28"9?,|]‘;—Jf,+1|<34 | J5 — Jp+1l
p=1 p=1
On n’apas utilisé encore toutes les propriétés de I,. On sait que :
(46) (k + 102 < a¥(t) + 605 < (k + 1)0% + %04

Drapres les formules (25) et (26), on aura :

(47) CE(k+1)0%) = E(k6%) +1 si  peAr
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Donc :

ey = (k+ if + kn + Z [2E((k + 1)0%) — k1(/4 — j&+1)
p=1

f+i+n+ Z(ﬁ: —Jis1) — Z(j‘}, —Ji+1)
(48) PeA peC
f+ig+n+ EU‘,’, = Jheal

p

— kVe + iy + sf + 14

I

Le schéma de la démonstration est maintenant clair. On commence par
choisir les a?, les bf et les &? de fagon a ce que :

(49) |r¢| < 0,1
(50) ’ |st| < 0,1
’ : i q \ q 4 q q
(51) §]m+18 + (]p _.]p+1)(bp - ap) < 0,1
p=1
(52) lul| < 0,1, avec  uf = (it + B¢ — k)V4

On choisit ensuite les p? de telle sorte que

(53) 25 —1+0,1 >/3qvq—Z|j,,—j,,+1| —n>2%—1-g"—0]1
p=1
La formule (36) nous offre cette possibilité. On rappelle que les index
de la forme 2p + dN ne sont pas atteints par les solutions hyperboliques
et que g? est le PGCD des j4.
On a alors, d’apres les formules (43) et (32) :

if = (% + pYVI—n— Z |7 = fher |+ rd st — g
p=1

(54) =td+ [ﬁ"VLn— Z|j3~j3+1l}+rﬂ+5§—uﬁ
p=1

Le premier membre de cette expression est entier. Au second membre,
td est entier, et 'expression entre crochets est & une distance au plus 0,1
d’un entier de la forme 2p — g% — 1 avec 0 < g% < g% Donc :

(55) i =td+2p—gj—1
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Draprés la formule (48) :

(56) i:‘;’+1:td+2ﬁ—g%+i1+n+21j$—j,'5+1l
Comme g? divise les j2, on a : ’

(57) Z!Ji‘,—jﬁ,+1!>g">g%

Donc : d

(58) iy, =2td+2p+n

Finalement, on a :
(59) f<td+2p<ifiy pour 1<g<K.

Comme les suites if, k € N, sont croissantes quel que soit g, 'index pair
td + 2p n’est réalisé ni par les solutions hyperboliques ni par les autres.
D’ou le résultat.

VI. UN RESULTAT GENERIQUE

Commengons par introduire une structure de variété sur ’ensemble &
des hypersurfaces S = R?", compactes, de classe C* avec k > 3, et de cour-
bure gaussienne strictement positive. Si S e &, elle borde un convexe C,
et nous nous intéressons plus particuliérement a :

(1) Fo={SeF|0elnt C}

Nous allons montrer que &, est le domaine d’une carte locale, et par
translation dans R2”, on obtiendra un atlas de % tout entier.
Tout Se &, est caractérisé par sa jauge

@) Js(x) = inf { 1> 0| x€AC}

C’est une fonction de classe C* sur R*"\{ 0}, positivement homogéne
de degré 1. On a :

3) S={xljsx)=1}.

Notons X la sphére-unité de R?" :

4 ={x

x|l =1}

Toute fonction positivement homogéne de degré 1 est caractérisée par
sa restriction a X. Réciproquement, toute fonction sur X s’étend en une
fonction positivement homogeéne de degré 1.
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On note Q lensemble des fe CHR*"\{0}, R), positivement homo-
génes de degré 3/2, telles que :

{(a) f(x)>0  VxeX
() f”(x) défini positif  Vx # 0

Nous identifions Q a un ouvert de C*(Z, R) par lapplication de res-

©)

triction f — f|y. L’application S — /% est alors une carte de %, dans
CKZ, R).
Notons :
(6) Hy(x) = js(x)*?
et associons a S € &, le systéme hamiltonien :
(7 x = JH{(x)

Notons ¢ le flot associé a cette équation différentielle : ¢g(t, &)= x(t),
ou x est la solution de I’équation (7) satisfaisant & la condition initiale
x(0) = &

Notons Rg(t, &) la résolvante de I’équation linéarisée :
d
@®) ERS(I) = JH"(os(t, O)Rg(t),  Ry0) =1

Nous allons considérer deux applications :
) {Flzy’(’,x 10, c0[x (R*™{0}) —» R*"
‘ Fi(S, T, %) = oo(T, %) — x
{ F, : % x 10,0[x = — R x Sp(2n)

(10)
F2(57 T7 x) = (QDS(T’ X) - X RS(Ta —\‘)) ’

Ici, on désigne par Sp(2n) le groupe des matrices symplectiques 2n x 2n,
c’est-a-dire des matrices M vérifiant M*JM = J. On rappelle que 'algebre
de Lie associée est constituée des matrices M vérifiant M*J+JM =0, soit
M = JM*]J. Notons-la sp(2n).

LEmMME 1. — F, et F, sont des submersions.

Démonstration. — Fixons (S, T, x). Il s’agit de montrer que les appli-
cations tangentes TF,(S, T, x) et TF,(S, T, x) sont surjectives.
Occupons-nous d’abord de la premicre :

(11) TF(S, T, x) :C*Z, R) x R x R*" —» R*"
(f;5,8) = ) + JHy(oy(T, x)s + (R(T, x) — I)¢
ou {(f) est la valeur a I'instant T de la solution du probléme de Cauchy :

(12) { = JHY(s(t, ) + [ (st X)), L(0) =0
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On a étendu f en une fonction positivement homogéne de degré 3/2 sur
. R?" tout entier, c’est-a-dire que l'on a posé f(x)=| x|*>?f (x| x|~ Y.
En prenant f de la forme particuliére

(13) fx) = (2, %) x)|'?
on met 1’équation (12) sous la forme :
(14) ¢ — JHY(dt, O) = Jez,  {(0) =0
T
(15) ' c= EJ |(z, @s(t, X)) |"/2dt > 0
2 Jo

L’application z — {(T) de R?" dans lui-méme est bijective, puisque
I’équation homogene associée a (14) n’a que la solution triviale. L’appli-
cation f — {(f) est a fortiori surjective, ainsi que TF,(S, T, x).

Passons a la seconde :

(16) TF,(S, T, x) : CHE, R) x R x R?* - R2" x sp(2n)

Notons pr; la projection de R?" x sp(2n) sur R?", et pr, la projection
sur sp(2n). On a :

(17) prio TE,(S, T, x) = TF,(S, T, x).

Occupons-nous donc de pr, o TF,(S, T, x), ou plutét de sa premiére
composante #(f), obtenue en faisant s = 0 et £ = 0. Elle est donnée par
r(f) = r(T), ou la matrice r(t) est solution du probléme de Cauchy :

(18) 7 =T f"(@s(t, x)Rs(t) + JH"(@4(t, X)), {(1))Rs(t) +
+ JH”(os(t, x)r, ~ 10) =0

Ici {(t) est la solution de I’équation (12).

On a de nouveau affaire & un probléme linéaire non homogeéne.

Comme la trajectoire ¢g(t, x), t € R, reste sur un homothétique de S,
sa projection radiale sur X n’a pas de point double, et on peut donc faire
varier indépendamment f’ et f” le long de cette trajectoire. Plus préci-
sément, quels que soient les applications continues # : [0,T] — R*" et
A:[0,T] - Z(R?*") pourvu que A*(t) = A(t) quel que soit ¢, on pourra
trouver f tel que :

(19) S (os(t; x)) = n(t)
(20) I (@s(t, x)) = Alt)

En gardant f” fixe et en faisant varier f” dans ’équation (18), on gardera {
fixe, et on fera décrire a r(¢) un sous-espace affine de #(R?"). Si par exemple
on pose f”(¢s(t, X)) = A, ou A est une matrice symétrique constante,
on fera décrire a »(T) un sous-espace de méme dimension que le sous-

. L Lo nm+1) - .
espace des matrices symétriques, c’est-a-dire — Mais c’est aussi la
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dimension de sp(2n) (dire que M e Sp(2n) c’est dire que JM est symétrique).
Donc #(T) décrit tout I'espace tangent a Sp(2n) en Ry(T, x).

Finalement, quand f décrit CKZ, R), lé couple ({(f), r(f)) décrit
R2" x sp(2n). Donc TF,(S, T, x) est bien une submersion. [ ]

THEOREME 2. — Munissons % de la topologie C*, avec 3 < k < co.
Alors ’ensemble des Se % dont les caractéristiques fermées constituent
une famille infinie non résonante est un Gy dense.

Démonstration. — C’est une application simple du théoréme de trans-
versalit¢ de Thom, tel qu’il est exposé dans [/].

On dit qu'une famille infinie est non résonante si chaque sous-famille
finie est non résonante.

Prenons d’abord k fini, et montrons qu’il existe un G, dense G, = ¥,
tel que si S e G,, toutes ses caractéristiques fermées sont non dégénérées.

Pour cela, on considére l'application F; et la sous-variété {0} de R*".
Comme F, est une submersion, elle est transversale a { 0 }. D’apres le théo-
réme de transversalité de Thom, il existe dans &%, un G4 dense G, tel que,
si Se Gy, lapplication partielle :

21 (T, x) > Fi(S, T, x) = ¢g(T, x) — x

est transversale & {0}. Cela signifie que si ¢g(T, x) = x, c’est-a-dire si
t — @4t x) est une solution T-périodique, on doit avoir :

22) R2" = RIH4x) + (R(T, x) — HR2"

En particulier, le corang de (R¢(T, x)—1I) est un, donc la dimension du
noyau est un, et la solution périodique trouvée est non dégénérée.

Montrons maintenant qu’il existe un Gy dense G; = %, tel que, siS e Gy,
chacune de ses caractéristiques fermées est non dégénérée et non résonante.

Fixons une relation ‘de résonance, par exemple o, + 20, = 3ay. Apres
multiplication par V, on obtient 0;+30,=3, ou e*?™ et ¢*2i"%2 gont
des valeurs propres de R(T). L’ensemble des matrices symplectiques qui
vérifient cette relation est un ensemble stratifi¢ M de codimension > 1
dans Sp(2n).

Considérons 'application F, et I'ensemble stratifié W = {0} x M dans
le produit R?" x Sp(2n). Comme F, est une submersion, elle est trans-
versale a W. D’aprés le théoréme de transversalité de Thom, il existe dans
&y un Gy dense G tel que, si Se G, 'application partielle

(23) (T, x) - F,S, T, x)

est transversale & W. Son image réciproque est donc, soit vide, soit une
sous-variété fermée de méme codimension que W, c’est-a-dire (2n + 1).
Mais I’espace de départ, 10, co [ x Z, n’est que de dimension 1+2n—1=2n,
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et ne saurait contenir de sous-variété de codimension 2n+ 1. Donc I'image
de 10, 00[ x X par I'application (23) ne rencontre pas W.

On a donctrouvé un G, dense G tel que, si S € G, la relation oy + 20, =30
n’a pas lieu. On procéde de méme pour chaque relation de résonance
possible; comme il n’y en a qu’une infinit¢ dénombrable, 'intersection
de tous les G; denses correspondant sera encore un G; dense (théoréme
de Baire). D’ou le résultat.

Il ne reste plus qu’a éliminer les relations de résonance entre plusieurs
trajectoires. Soit par exemple o, + 2a5 = 3ag. Elle relie les exposants
normalisés de trois trajectoires, c’est-a-dire quelle s’écrit aussi

4
24 A I

2in6 2in0’

oue™ete sont des multiplicateurs caractéristiques de deux solutions
périodiques distinctes, et ou V est donné par la formule :

m+1

25) vl J jloMe =2 Zj,,w,, —6, )
2n C

p=1

\

Si on connait l'opérateur de monodromie R(T) associé & une trajec-
toire T-périodique, on connait certainement les 6, puisque les e*2"r
sont des valeurs propres de R(T), on connait les sauts (j, — j,—1) par la
proposition IV.6, mais on ne connait pas j;. On tourne cette difficulté
en donnant 4 j, successivement toutes les valeurs entiéres (n— 1), n,(n+1), . ..
On obtient ainsi pour V une infinité dénombrable de valeurs possibles
Vo, Vi, V,, ..., parmi lesquelles figure certainement la bonne.

Pour chaque choix de (j;, j1,j7) la relation (24) se traduit par une rela-
tion entre les valeurs propres de R(T), R/(T"), R”(T”). Elle définit dans
espace produit Sp(2n)® un ensemble stratifié M de codimension > 1.

On considére alors dans (]0, o[ x X)® Touvert % constitué par les
couples (T, x), (T’, x’), (T”, x”’) qui sont deux a deux différents, et 'appli-
cation :

Fy: % x U - [R* x Sp(2n)]?

quia (S, T, x, T/, x’, T”, x") associe :
(@oT, x) — x, @1, x') — X', ps(T”, x") — x”, R¢(T, x), Ro(T", x’), Re(T”, x"))

On constate que F; est une submersion, et d’aprés le théoréme de trans-
versalité de Thom il existera dans ¥, un G; dense G tel que I'application
partielle obtenue en fixant S dans G soit transversale & {0} x M=W.
L’image réciproque de W est donc soit vide, soit une sous-variété fermée
de méme codimension, a savoir 6n+ 1. L’espace de départ # n’étant que
de dimension 6n, c’est que I'image réciproque de W est vide pour tout S de G.
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On prend l'intersection de tous les G; denses obtenus en faisant varier
Jj1,J1-71, et on obtient encore un G; dense G’. Pour Se G/, la relation
o; + 20, = 30 n’a pas lieu. Puis on prend lintersection de tous les G,

denses associés a toutes les relations de résonance possibles. On obtient
un G, dense G,.

Le G4 dense Gy, " G; n G, =« &, répond a la question. |

VII. COMPLEMENTS

A. Stabiliteé.

Les résultats précédents permettent aussi d’obtenir des lumiéres sur la
stabilité des solutions périodiques de I’équation

) % = JH'(x)

ou H est un hamiltonien convexe, que ’on ne suppose plus positivement
homogene.

Rappelons d’abord la notion de stabilité forte d’'une matrice symplectique.

DfriNiTION 1. — On dit quune matrice M est stable si || M" || est uni-
formément borné quand n — + 0. On dit qu'une matrice symplectique
est fortement stable si toutes les matrices symplectiques suffisamment
voisines sont stables. B

Il est clair qu'une matrice est stable si et seulement si elle est diago-
nalisable et a toutes ses valeurs propres sur le cercle-unité. La notion de
stabilité forte n’a de sens que pour les matrices symplectiques : elle signifie
alors que la matrice est stable, et qu'il n’y a pas de valeurs propres mul-
tiples de type (p, q) avec p et g # 0 (voir [19], [23] ou [29]; on a défini
le type au §IV). En d’autres termes, les valeurs propres multiples sont de
type (p, 0) (positif) ou (0, g) (négatif).

Soit maintenant une solution T-périodique non dégénérée x de I’équa-
tion (1). Soit R(z) la résolvante de I’équation linéarisée

) y = JH"(x(1))y .
On sait que 1 est valeur propre double de R(T). On peut donc écrire :
(3) R*" = Ker (RD) — )2’ ® E

ou E est de dimension (2n — 2) et stable par R(T). L’opérateur R(T)ze Z(E),
obtenu en posant :

) R(Mel = R(M¢  VEeE
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préserve la structure symplectique Jg induite par J sur E :

©) Jed&sm =(0&n) Y mMeE xE

Donc R(T)g sera représenté par une matrice symplectique (2n—2) x (2n—2)
dans une base adéquate de E. Cette matrice aura les mémes valeurs propres
que R(T), a ’exception de 1, avec la méme multiplicité et le méme type.

DEFINITION 2. — On dira que x est orbitalement linéairement fortement
stable (OLFS) si R(T)g est fortement stable. |

L’¢limination de la premiére valeur propre 1 est naturelle dans tous
les problémes autonomes : une perturbation minime de la période se
traduira toujours par de grands écarts sur la position x(t) quand t — =+ oo.
L’¢limination de la seconde valeur propre 1 signifie qu’on fixe le niveau
d’énergie H(x) & une valeur & : les perturbations de x(t) que 1’on considére
ont lieu sur ’hypersurface H(x) = h.

On peut alors énoncer :

PrROPOSITION 3. — On suppose n = 3. Soit x une solution T-périodique
non dégénérée. Notons (i, — n) et i_ respectivement I'index des formes
quadratiques Q , et Q_ données par :

p

T 1 )
Q.(y) = J [E Ty, ») + (G"(— Jx)y, JY)}dt
0
yeH] = { yeH"| y0) = ¥(T) }
: T
Q.()) = f B U3 3) + (G(— TR, Jy')]dr
0

yeHL, = {yeH'|)0)= — yT)}

On a touyjours i_ =1 et |iy —i_|<n—1. 8i|iy —i_|=n-1,
la solution x est OLFS. Dans ce dernier cas, les multiplicateurs non triviaux
appartenant au demi-cercle supérieur ont tous le méme type, positif si
i, —iy=n—1, négatif si i_ —i, =n— 1.

Démonstration. — L’inégalité i_ > 1 avait déja été remarquée a la fin
du § IV (corollaire 1V . 10). D’aprés la proposition IV.6, |i, —i_| est au
plus égal a la somme des multiplicités des valeurs propres de R(T) — I
présentes sur le demi-cercle supérieur, a ’exception de + 1. Cette somme
est inférieure a (n — 1), et ne peut lui étre égale que si les (2n — 2) multi-
plicateurs non triviaux sont tous situés sur le cercle unité, différents de
+ 1, et si les sauts Aj(w) donnés par la proposition IV. 6 ont tous lieu dans
le méme sens quand on passe de w = + 1 a w = — 1. D’ou le résultat.

Un résultat analogue avait déja été établi dans [30], avec une autre
démonstration pour des systémes hamiltoniens non autonomes.
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B. Prolongements.
L’auteur conjecture que la fonction ¥ du théoréme II1.8 a au moins

T a
une orbite critique de chaque index pair plus petit que 2En (2— F)
n
Pour le démontrer, il faudrait une étude plus précise de la fonction Y o ry
a Porigine : la relation III (95), jointe au fait que ’expression

tAZwOrN(téls--ﬂtéN)’ t>0

a une limite finie quand ¢t — 0, quel que soit le choix de (&4, ..., ¢&N)
suffit peut-&tre 4 montrer que l’origine n’intervient pas dans les relations
de Morse entre les points critiques d’index < n, ou = n;.

L’avantage serait double :

T 1 T '
a) En remplagant E<aﬂMin (PA’)) par E(ﬂ %) dans le théo-

réme §, on ¢éliminerait la constante y des énoncés ultérieurs, qui se trou-
veraient ainsi étendus au cas y = 0. Les théorémes A et B resteraient
donc vrais sous la seule hypothése que S soit le bord d’'un convexe de
classe C3, sans qu’il soit besoin de supposer que sa courbure gaussienne
soit strictement positive.

b) On retrouverait ainsi de maniére simple le résultat de J. M. Lasry
et 'auteur [9]. En effet, si  a au moins une orbite critique de chaque index

T T
pair plus petit que 2nE<2 ~Ra—2>, cela fait au moins nE (2— —a-> orbites
74

T

R2
critiques, donc autant de solutions du probléme :
®) x=JH(x), x(0)=x(T)

On sait par ailleurs que les solutions de ce probléme sont groupées par
familles homothétiques, de périodes T, T/2, ..., T/k. D’aprés le théoréme

T_ 2r
de Croke-Weinstein (proposition I1. 5) on doit avoir — > — r?, ce qui donne:
a

T a
9 k< Bl ——-
©) <2n r? )
. T a . T .
On trouve donc au moins nE IR solutions périodiques, groupées
n

. T a . .
en familles dont chacune a eu plus E 552 membres. Cela fait au moins :
n
T a
E\5 %2
2n R
(10)

n~——"—7
ETa
on 2
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familles distinctes, chacune correspondant a une caractéristique fermée
sur S.

T
En choisissant T dans la formule (10) de telle sorte que E<A _az_> =1,
on obtient I’estimation : 2n R

n
(11) N>——0f

RZ
El —
rZ
ou N est le nombre de caractéristiques fermées distinctes tracées sur S,

chacune étant supposée non dégénérée. Si par exemple R < rﬁ, on trouve
N > n, conformément au théoréme d’Ekeland-Lasry [/7].
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