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TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE ET THEORIE DES JEUX 

IVAR EKELAND 

(Receiced IO .Vocember 1973 ; revised 15 February 1974) 

INTRODUCTION 

LORSQU’UN mathematicien desire ttudier une situation concrete, il commence par construirc 

un modele formel dtpendant de certains paramttres, puis il ajuste les valeurs des para. 

metres, suivant la rtalite a observer, et enfin ii en dtmontre certaines proprietes. On peul 

alors Iegitimement se demander si les conclusions qu’on en tire se rapportent effectivemenl 

a la realitt, ou au modtle mathematique particulier qui en a Cte donnt. Une premier< 

precaution a prendre est de ne tenir compte que des proprietes qui sont peu sensibles a dt 

petites variations des parametres, c’est-a-dire des proprietesstructurellement stables. L’intere 

de celles-ci est encore plus apparent si I’on tient compte des difkultes inherentes a tou 

ajustement prtcis des parametres. Si en outre une telle propritte est generique c’est-a-din 

si elle est satisfaite pour presque toutes les valeurs des parametres, on pourra itre assurc 

qu’elle traduit un comportement qualitatif general d’un certain type de situations concretes 

C’est de ce point de vue que nous avons voulu examiner la thiorie des jeux. 

On reconnaitra Ii sans peine les idees de RenC Thorn, dont l’influence se fera senti 

tout au long de I’article. Nous tenons Cgalement h remercier le referee anonyme qui 2 

trivialise la demonstration de la Proposition 4. 

sl. LA THEORIE CLASSIQUE DES JEUX A DEUX PERSONNES 

La theorie des jeux est I’etude des situations oh plusieurs personnes ont a prendre de 

decisions dont depend un resultat qui les concerne. Nous nous limiterons au cas de deu: 

personnes: I’une sera Urbain ou le premier joueur, I’autre sera Victor ou le second joueur 

Depuis les travaux de Von Neumann et Morgenstern [8], on adopte la formalisatior 

suivante. Urbain a le choix parmi un certain ensemble U de decisions possibles. Victor a II 

choix parmi un certain ensemble V de decisions possibles. Lorsque Urbain a fix6 sa decision 

ZJ E 0: et que Victor a fix6 sa decision L’ E V, il en rtsulte une situation, fonction de u et dl 

L’, qu’ils apprtcient differemment. Chacun d’eux chiffre la valeur qu’il attache a la situation 

(u, v): Urbain I’evalue af(u, 0) et Victor I’evalue a g(lr, u). Les fonctionsfet g, de I/ x I 

dans W sont appelees criteres. Chacun des joueurs desire une situation ou son propr 

critere soit le plus grand possible. 

375 



376 IVAR EKELAND 

Graphiquement, on peut se rep&enter l’ensemble des situations possibles comme le 

produit cartesien U x C’. Le choix de ii E c’ par Urbain signifie l’acceptation par celui-ci 

de toutes les situations figurant sur la colonne [(17, c) j r E T .: et l’elimination de toutes celles 

qui n’y figurent pas. Le choix de C E V par Victor signifie I’acceptarion par celui-ci de toutes 

les situations f&rant sur la ligne i,(lr, L.) 1 II E Cr) et I’tlimination de toutes celles qui n’y 

figurent pas. A l’intersection de la ligne de Victor et de la colonne d’urbain figure la situa- 

tion (11, 12) qui en rksulte. Le gain d’urbain estf(Ti, L:), celui de Victor est g(ii, C). 

Quelle peut etre une issue naturelle du jeu ? Une premikre rkponse est apportee par 

I’ensemble de Pareto. II s’agit de I’ensemble des Clkments de 0’ x V maximaux pour la 

relation de prkordre 5 : 

(ll,, L.1) 5 (“2 1 ct)-f(ul, c,) dftzrzl rz) et g(lll. PI) < g(u,, ~9~). 

Cette notion a ttt introduite par Pareto [6] en Cconomie. et B rkemment ttC reprise 

par Smale [7] dans un cadre de gkomttrie diffkentielle. L’intCret qu’elle prtsente dtpend du 

degrt de cooptration possible entre les joueurs. Ainsi. dans le cas extr@me oti f = ag, 

CI > 0, il y a identitl de vues entre Urbain et Victor, l’ensemble de Pareto est rkduit aux 

maxima de f, et il est clair que ce sont IB les issues naturelles du jeu. Mais, dans l’autre cas 

extreme oil f = zg, c( < 0, les intCr&ts d’Urbain et Victor sont diamktralement opposCs, l’en- 

semble de Pareto est U x V tout entier, et n’apporte done plus aucune indication. On voit 

done qu’il est besoin de faire appel 2 d’autres notions pour dkcrire des situations de conflit. 

La notion classique est celle d’kquilibre que l’on doit a Von Neumann [8]: 

Dejnition 1. On appelle Cpuilibre une situation (11, L.) telle que: 

f(G, f?) = max{f(lr, V) ) zi E 0-1 
- _ 

g(ii, I;) = max(g(lr, L’) I u e V>. 

Aucun des deux joueurs, h lui seul, ne peut plus amkliorer son propre critere. On a IB 

une issue naturelle du jeu, g condition de faire une hypothkse de non-coopkration: on 

pourra supposer, par exemple, que les joueurs ignorent le critke de leur adversaire. 11s 

considtrent done la dkision de celui-ci comme une donnke. et g I’Cquilibre, ils se trouvent 

y avoir rtpondu au mieux. Ainsi, si I’on propose sipariment B Urbain ou B Victor de rejouer, 

en lui r&klant le choix de I’adversaire, il ne modifiera pas sa decision pour autant. 

La premikre question qui se pose est bien entendu celle de l’existence: un jeu donni 

posside-t-il oui.ou non des kquilibres? On y rtpond en se ramenant B un thtorkme de point 

fixe. Une faGon simple de proceder est de faire l’hypothkse d’unicitk suivante: 

(H) Pour tout c’ E V la fonction f (. , u) poss2de un unique maximum absolu m(v) E V et, 

Dour tout II E U, la fonctiofl g(u , ) possPde un unique maximum absolrr n(u) E V. 

En d’autres termes, Urbain a une seule meilleure rCponse m(c) A toute dkcision L: de 

Victor, et Victor a une seule meilleure rkponse n(u) B toute dkision tl d’urbain. L’Cquilibre 

:st une situation oii chacun se trouve avoir jout+ la meilleure rkponse au choix de I’adversaire : 

PROPOSITION 2. HypothPse (H). Une situation (ii, L’) est un Pquilibre si et seulement si 

:‘est un pointfixe de I’application m-de U x V dans hi-mime d@inie par 

(u, v) w (m(c), n(u)) 
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Si en outre U et V sent des espaces topologiques compacts et les fonctionsfet g sont 

continues, les fonctions m et n le seront egalement. ce qui nous permettra d’appliquer le 

theoreme de Lefschetz: si I’index de m’-x’r; est non nul, il existera au moins un equilibre. On 

Cnoncera par exemple: si C; et V sont des espaces topologiques compacts et contractiles, si 

Ies fonctions f et g sont continues, et si l’hypothese d’unicite (H) est satisfaite, le jeu 

admettra un equilibre. 

La theorie des jeux classique remplace l’hypothese d’unicite (H) par une hypothese de 

convexite. On arrive ainsi a des enonces dont le prototype est le theorime de Von Neumann: 

si U (resp. V) est une partie convexe compacte d’un espace vectoriel topologique, si pour 

tout c E V (resp. tout u E v) la fonction f( , 1.) (resp. g(~. )) est concav’e et Continue, il 

existe un Cquilibre. Remarquons simplement que si l’on remplace “concave” par “stricte- 

ment concave “, on est ramene a I’CnoncC precedent: f(. , c) et g(u, . ) atteignent leur maxi- 

mum en un point unique et U et V sont contractiles puisque convexes. 

$2. STABILITE STRUCTURELLE 

Montrons d’abord que I’hypothtse (H) n’est pas generique. Nous ailons donner un 

contre-exemple pour CT = b’ = [ - I, I], laissant au lecteur le soin de I’etendre aux dimen- 

sions superisures. Considerons done I= [ - 1, 1] et la fonction q de I x I darts R definie 

par: 
cp(s, y) = --X4 + 3x2/2 + 4,rx 

Pour tout ,r E I la fonction cp(. , y) admet deux maxima locaux /I~().) et /Lo et un mini- 

mum local V(J), de telle sorte que ~JJ) < v(y) < /r,(y). Les fonctions /11, ,H~, et I’ de I dans 1 

sont de classe C”. Pour J # 0 il y a un seul maximum absolu: pr(~) pour y > 0 et j(Z(v) 

pour 1’ < 0. On peut done choisir E > 0 assez petit pour que: 

(a) VY E I+, 11. (Pi,. _P> - E > cph4_~h Y) + E; 
@I tf?t E I- 1, --+I> cphcz(y), I’) - E > (P(P~(L’). r’> + E, 
Cc) VJ E I- 1, 1 I, (PO1,(yL I’) - E > cp(4Yh L‘) + c: 

(4 VJ E [- 1, 1 I, ‘P(P~(J), Y> - E > CP(V(Y), y) + E. 

Soit maintenant une fonction II/ E C”(I x I), telle que licp - li/ilo < E. Supposons que 

pour tout _F E I la fonction $(. , J) atteigne son maximum absolu sur / en un point unique 

I((?). L’application ,U est alors continue de I dans 1. D’apres (a) on a /l(y) > I>(Y) pour 

y 3 t. D’apres (b) on a P(J) < L,(Y) pour JJ < -+. On doit done avoir p(v) = L,(J) pour 

un certain point _r E ] -5, +[. en contradiction avec (c) et (d). Done, pour toute fonction 

continue $ de I x I dans W assez voisine de cp pour la norme uniforme, il existera _r E I tel 

que $(. , !.) atteigne son maximum absolu sur I en deux points distincts. 

Passons maintenant a I’ttude de la stabilitt structurelle. Cette etude se fait dans un 

cadre de topologie differentielle, qui necessite I’emploi de modeles reguliers. Do&avant, 

U et V seront des varietes compactes, connexes, sans bord, de classe C”, de dimensions 

respectives p et 4. Les fonctions f: U x V-, R et g : iJ x Y -+ R seront de classe C2. En 
outre, nous serons amen& a faire diverses hypotheses de transversalite. 

TOP Vol. 13 No. 4-E 
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Introduisons d’abord quelques notations. On designe par C’( (; x V) I’espace des 

fonctions deux fois continfiment differentiables sur U x v, muni de sa structure naturelle 

d’espace de Banach (voir Abraham-Robbin [l 1). Dans le fibre J’(L’) des jet d’ordre 1 de 

fonctions numeriques cp sur U, on distingue le sous-fibre Jo’(U) defini par les equations 

locales : 

2 (u) = ” = g (u) = 0. 

I P 

Par abus de notation, on designera egalement par J,‘(U) le sous-fibre de J’( (/ x V) dtfini par 

Ies equations locales : 

$ (u, u) = . . . = g (n, c) = 0. 
1 P 

On d&nit de mCme J,‘(Y), et on pose: 

iM = {(U, v) E u x v/ Jtf(U, c) E J,‘(U)~ 

N = {(u, v) E U x I’[ J’g(u, c) E J,‘(V)].. 

Note premiere hypothtse de transversalite se formule de la facon suivante: 

(T) J’f est transversal ci JO’(U) et J’g est transversal li J,‘(V). Les sous-parit;tPs M et IV sont 

transversales dans U x V. 

La premiere partie de l’hypothese assure que M et N sont des sous-varietes de classe CL 

de dimensions respectives p et q, de U x V, et donne done un sens a la seconde. L’hypothese 

(T) est structurellement stable et m&me generique pour la topologie C2 : 

PROPOSITION 3. L’ensemble des couples (& g) qui vGrifient (T) est un oucert dense de 

C2(U x V) x C2(U x V), not& 0. 

Dkmonstration. Cela resulte des thtortmes de transversalite de Thorn, tels qu’ils sont 

exposes dans Levine [3], ou dans Abraham-Robbin [I]. On en deduit immediatement 

l’ouverture dans C2 x C2 et la densite dans C’ x C’, pour r assez grand. Mais, pour r 2 2, 

Cr(U x V) est dense dans C2(U x V) et est muni d’une topologie plus fine, d’oh le resultat. 

Les sous-varittes M et N, ttant transversales et de dimensions complementaires, se 

coupent en un nombre fini de points. Parmi ceux-ci figurent necessairement les Cquilibres 

du jeu. En effet, dire que (u, v) E M n N signifie que II est un point critique de f(. , c) et u 

un point critique de g(u, .), et dire que (u, U) est un Cquilibre signifie que u est un maximum 

absolu def( . , v) et u un maximum absolu de g(u, . ). On a done une indication tres precieuse 

avec le resultat suivant, qui m’a et6 signale par Rent Thorn: 

PROPOSITION 4. Si les caractkristiques d’Euler-PoincarP de U et de V sent toutes deux 

non n&es (cas orientable) ou toutes deux impaires (cas non orientable), alors ,%I n N # 0. 

Dhmonstration. 11 suffit de remarquer que si M n N = 0, alors Tu_f @ T,g dtfinit un 

champ de vecteurs partout non nul sur la varitte compacte U x V, dont la caracteristique 

d’Euler-Poincart doit done etre nulle si elle est orientable, paire si elle ne I’est pas. 

On se convainc facilement que, si les hypotheses sur les caracteristiques d’Euler ne sont 

pas satisfaites (U = V = S’ par exemple) les varietes M et N peuvent ne pas se couper, et 
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que meme si elles le sont les tariitks A4 et X peuvent se couper en des points dont aucun 

n’est un Iquilibre. On voit done en quoi l’hypothtse (H) est ntcessaire. On a vu qu’elle 

n’ktait pas gCnCrique. Elle n’est pas non plus structurellement stable; on s’en convainc 

aistment en considkrant dans I x I la famille de fonctions: 

(Pr(X, y) = x4 - &X2 + xy. 

Quand E + 0, cp, tend vers q. dans C” (I x 1) et cependant cpo satisfait a (H) sans que 

les cp, y satisfassent pour E > 0. On peut cependant rendre l’hypothtse (H) structurellement 

stable en la renforcant lkgkrement: 

(H’) Pour tout v E V la fonction f( , v> possPde un unique maximum absolu m(v) E U; et 

pour tout u E U la fonction g (u, c) possPde un unique ma.~imum absolu n(u) E V. Les applica- 

tionsm: V+Uetn:U-+VsontdeclasseC’. 

Remarquons que, dans ces conditions, la projection de U x Y sur V induit un diffko- 

morphisme du graphe de m sur c’. Le graphe de m est done une composante connexe de kf; 

de mCme le graphe de n est une composante connexe de N. 

PROPOSITION 5. L’ensemble des couples (h g) satisfaisant h (T) et (H’) est un oucert R 

de C’(U x V) x C’(U x V). 

DPmonstration. L’Cquation (af/h) (m(v), v) = 0 s’kcrit aussi T,f(m(v), v) = 0 dans le 

fibrC tangent A U x V. On peut done dCfinir de man&e intrinseque des d&ivCes secondes 

T,,*fet T,,*f au point (m(u), v). On obtient: 

T,,‘f(m(v), v) 0 Tm(v) + T,,‘f(m(u), v) = 0 

ce qui prouve que: 

Im T,,*f(m(v), v) c lm TUU2f(m(v), v). 

Mais commefsatisfait A l’hypothtse (T), J’f(m(v), v) est transversal h Jol(f_J) ce qui 

s’exprime par: 

Im T,,‘f(m(v), v) + Im Tuu2f(m(v), u) N Rp 

On a done Im Tuu2f(m(v), v)-= Wp, ce qui signifie, compte tenu des dimensions, que 

T,,‘f(m(u), u) est un isomorphisme. D’aprits le thkorkme des fonctions implicites, pour tout 

u E V, il existera un voisinage LJ de v dans V, un voisinage ~6 de m(v) dans U et un voisinage 

w de f dans C2(U x V) tels que pour tout f’ E C(L et tout v’ E ~8, l’kquation T,f”(u, v’) = 0 ait 

une solution unique u’ = m(f ‘, u’) dans U, la fonction M : IO x pi + LL Ctant de classe C’. Pat 

dtfinition m(f, u) = m(v). 

11 est clair que sif’ est assez voisin de f dans C’(CJ x V) et mGme dans C’(CJ x I/), le! 

maxima absolus de f’(. , c’) seront tous contenus dans 64 si c” E U. Le seul candidat possible 

est m(f’, v’) et on a ainsi ttabli l’unicitb et la diffkrentiabilitk du maximum au voisinage de 

f dans C*( U x V) et de v dans V. 11 ne reste plus qu’A recouvrir le compact V par un nombre 

fini d’ouverts posskdant la propriCtC requise, et B prendre l’intersection des voisinages dr 

f correspondants. En prockdant de m&me pour g, on voit que I’ensemble des couples (f: g, 

vkrifiant (H’) est ouvert dans 0, d’oli le rkultat. 
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PROPOSITION 6. Tout couple (f. g) E R possPde un coisinage II I x CC 1 oh le nombre 

d’kquilibres estjini et constant, chacun d’eu.r Ptant donnP par une application de classe C’ de 

~4.~ x ~~~~ dans U x k.. 

Dkonstration. Nous venons de voir qu’au voisinage de (x g) E R et d’un Cquilibre 

(II, 1.) E U x Vassocie au couple (f,g). les tquilibres sont donnes par la resolution du systeme 

d’equations : 

(ndf’, c’) = 14’ 

‘“‘1 n(g’, u’) = L”. 

Les fonctions M et n sont de classe Cr. L’hypothese (T) nous permet d’affirmer la trans- 

versalite de m(J .) et “(9. .) en (u, L:) et done d’appliquer le theoreme des fonctions implicites. 

I1 existe done une fonction w de classe C’ dtfinie sur un voisinage de (f. g) telle que 

I’unique solution de (s) au voisinage de (u, V) soit donnie par (I(‘, l,‘) = w(f’, g’). 

Soit (I, vi), i E Z, I’ensemble des tquilibres du jeu associe au couple (h g). On a vu que 

Iest fini et peut eventueliement etre vide. On a done un voisinage wr x 6~‘~ de (J g) et pour 

tout i E I un voisinage ldi x L:~ de (lair L.;) et une application de classe C’ wi : tIzI x (, ? -+ ui 

x LL~, telle que I’unique equilibre associe au couple (f’, g’) dans cli x L-~ soit wi(f’, g’). II ne 

reste plus qu’a montrer qu’on peut choisir, C( I x u z assez petit pour que tout Cquilibre 

associe a un couple (f’, g’) appartienne a un certain tddi x <li. Mais s’il en Ptait autrement, on 

pourrait construire une suite (u,‘, z.,‘) d’equilibres associis a des couples (f,‘, g,‘) tendant 

vers (f, g) telle que: 

(e) V, E N, ViE I, (a,‘, u,‘) $ fdi x LL~. 

Par compacite, la suite (II,‘, o,‘) a un point d’adherence (u, r,), qui est un equilibre 

associl a (f, g), qui appartient done h ~~~ x L i pour un certain i E I, en contradiction avec 

(e). D’oh ie resultat. 

De la Proposition 6 il ressort que le nombre d’equilibres est constant sur chaque 

composante connexe de R, c’est-a-dire qu’on ne peut modifier le nombre d’equilibres en 

restant dans R. II ressort aussi que chacun des tquilibre est structurellement stable dans R. 

En conclusion, les hypotheses de transversalite que nous avons introduites permettent 

de rendre structurellement stables les notions introduites au $1. Mais elles permettent aussi 

de relier I’index de m3au nombre de points fixes et done d’affiner les resultats Cnonces 

Blafindu $1. 

PROPOSITION 7. Si W et V sortt orientables, si f et g cA$ent (T) et (H’), si i ‘est I’itldex 

de m’x2i, Ic jeu prkserlte au mains 1 iI Pquilibres. 

DPmonstration. Si (II, u) est un equilibre, les varietes AI et N s’y coupent transversale- 

ment, c’est-a-dire que : 

T,, u(M) + L, “(iv) = Tu.,C U x V 

(I x Tun)WP + (T,m x I)FP = Rp+q 

Je dis que T,, “(mm) = Tpu n ne saurait admettre la valeur propre 1. Si en effet 

on avait ep E Rp et e4 E Wq tels que: 
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alors on aurait: 

(TX n)(e, 1 e4) = (e, 1 e4) 

(T, mk, = ep et (T, n)e, = e, 

(I x T, n)e, + (T, m x I)( -e,) = 0 

et l’oplrateur (f x T,n) A (T,m x I) de WPAq dans lui-m&me ne serait pas une injection. 

Or on a vu plus haut que c’est une surjection, d’oh contradiction. 

Done I-index local de m-au point (u, C) est f 1. L-index global est la somme des 

index locaux d’ot le resultat. 

Ainsi. par exemple, si U = Sp et Y = Y I’index de mwsera donne par: 

i=(-I) piq de& (~6%) + 1 sip fq 

i = degre (m). degre(n) + 2( - l)P + 1 sip=q 

comme on s’en convainc aisiment en appliquant la formule de Kiinneth. 

s3. SEUILS 

Nous allons maintenant apporter une troisieme reponse a la question de l’issue naturelle 

du jeu. La notion d’equilibre menait 5. une issue symetrique. structurellement stable mais 

non genlrique. La notion de seuil, que nous introduisons, conduit a une issue dissymttrique, 

structurellement stable et generique. 

Nouse nous placons pour I’instant au meme degrl de generalite qu’au paragraphe 1, 

c’est a dire que nous supposerons simplement que CJ et V sont des espaces topologiques 

sepnres. Soient N, et N,’ deux parties de CJ x V definies par: 

N, = {(lr. C) / u est un maximum absolu de g(u, .)I 

N+“{(~~, c)I u est I’unique maximum absolu de g(u, .)}. 

II est clair que IV,’ c N, ; on peut dire qu’un point (u, v) E N, appartient h N,’ s’il 

n’existe pas d’autre point de N dont la projection horizontale soit u. 

DCfitzition 8. On dit qu’une situation (U, L;) E CJ x V est un seuil si: 

(a) (II. L;) est un maximum absolu deJ’sur N, 

(b) (II, L;) est adherent a I’inttrieur de N,’ dans IV. 

On a la une issue naturelle du jeu, si I’on convient par exemple qu’urbain connait le 

critere de Victor, mais que Victor ignore le crittre d’urbain. Si alors une situation (17, V) 

verifie la condition (a), elle est satisfaisante pour Urbain. En effet, celui-ci, connaissant le 

critere de son partenaire. peut anticiper sur ses reactions; si done il modifie sa propre 

decision en II E U, il tiendra compte de la reaction de Victor, dont la rtponse sera une dt- 

cision L’ E li telle que (LI, C) E N,; il sera done amen& a comparer (r7, LT) et (L(, u), et comme 

f‘(ii. U) >/f(~r, P) a decider qu’il ne gagne pas au changement. En termes d’escrime, on pour- 

rait exprimer les differences de comportement des deux joueurs en disant que Victor tire en 

“premiere intention” et Urbain en “deuxieme intention”. 
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.Mais la condition (a) a elle seule laisse planer une ambiguite. En effet, si (II, 1:) verifie 

la condition (a), il peur se faire que (L7, C) f N-O. La fonction g(iT. ) atteint alors son maxi- 

mum absolu sur veen plusieurs points. et comment Urbain peut il contraindre Victor a 

choisir parmi ceux-ci precisement c, et de s’y tenir? La reponse est apportee par la con- 

dition (b), qui exprime qu’on peut trouver dans N+’ une famille ( ui, ci), i E I. tendant vers 

(6, L:). A chacun des ui la reponse de Victor est vi, sans aucune ambiguite. Si done Urbain 

ne joue la decision U qu’au terme de toute la serie d’intermediaires 11~~ i E 1, son partenaire 

Victor sera passe par toutes Ies decisions intermediaires ci. i E let sera naturellement amen& 

par continuite, a jouer V. Si ulterieurement il lui prenait fantaisie de s’en Ccarter au profit 

d’un autre maximum absolu L’ de g(G, .), il suffirait a Urbain de jouer un des tli pour que la 

reponse obligee ui revienne dans n’importe quel voisinage de L; prescrit a l’avance. 

Enfin l’hypothese que I’on peut choisir la suite II,, in I, dans I’interieur de lVro, repond 

a une preoccupation de stabilite: si Urbain fait une leg&e erreur dans la determination des 

rli, et tombe en fait sur des L(i’ suffisamment voisins, tout ce qui precede reste valable. 

En conclusion, remarquons que cette notion est dissymetrique et favorise Urbain: si le 

jeu prtsente simultanement un seuil (rlr, cr) et un equilibre (112, L.?), necessairement 

(Us, L.?) E IV, . doncf(u,, L:,) 3f(~d~, uz) d’apres (a). 

Eclairons tout ceci par un exemple. Prenons U = R, I/ = [ -2. 2],S(rr, c) = -(L’ - +)‘. 

Sig(Lc. o) = w, on represente aisement N, sur une figure; pour obtenir N,’ ii faut en exclure 

le segment (0) x [ -2, 21 

Le seul point qui satisfasse a (a) est (0, +), mais iI ne verifie pas (b), si bien qu’on ne voit pas 

comment Urbain peut etre amen6 a privilegier u = + parmi toutes les reponses possible 

(-1 ,< I: < 1) a II = 0. C’est done un exemple de modele ne presentant pas de seuil. 

Si on le modifie Iegerement, en prenant g(Ll, ti) = L/E - ~(0’ - I)‘, oti E > 0 est petit, on 

represente factlement N, qui se compose de demi-droites et de parties de la courbe 

II = 4&C(L~Z - I). 

Pour obtenir IV,‘, il faut en exclure les deux points (0, 1) et (0. - 1). Le seul point qui 

satisfasse a (a) est (0, 1). II est clair qu’il virifie (b). Ainsi, a la decision II = 0, Victor a 
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Jeux rtponses possibles, une *‘ bonne ” v = 1 et une “mauvaise ” t: = - 1. Pour l’amener 

i choisir la bonne, Urbain n’a qu’a faire varier ses decisions contintiment dans l’intervalle 

de temps [0, r] arbitrairement petit, suivant la loi: , 

[O, 7-l 3 o-+(2- - t) E u. 

Tant que t < T Victor repondra par 1 + (T - t)/8~ et aura done tendance, par contin- 

uite, a repondre par + 1 en t = T. Remarquons d’ailleurs que pour tout E > 0, Urbain peut 

iouer I( = q > 0 assez petit pour que l’unique maximum absolu de g(“, v) soit v, > 1 tel 

que f(q, L’,) >f(O, 1) - E. Si done Victor s’obstine a choisir en u = 0 la “ mauvaise” 

rtponse I’ = - 1. de telle sorte qu’urbain ne peut realiser son gain maximum de -$, du 

mains rests-t-ii a ce dernier la possibiliti de realiser un gain -4 - E, arbitrairement voisin 

du maximum. 

$4. ST.ABILITE STRUCTURELLE ET GENERICITE 

Nous allons maintenant preciser et etudier la notion de seuil dans un cadre de geometric 

differentielle. Dortnavant, U et Y seront des varittes C” compactes, de dimensions respec- 

tive p et s,fet g seront des fonctions numeriques C” sur U x V. 

II est necessaire ici de rappeler quelques resultats de stratification de J IMather ([?I; 

cf. aussi l’expose d’A. Chenciner, [2]). Pour tout entier k 2 2, il existe un sousfibrt c”(V) 

de Jk( V) et une stratification de Whitney de Jk( V) - xk(V) par des sous-fib& Sik( V) tels que: 

(a) La fibre de 1°C V) est un sous-ensemble algtbrique fermi de la fibre de Jk(l/). 

(b) La codimension de c”(V) dans Jk(v) tend vers I’infini avec k. 

(c) Les strates .Sik(V) sont en nombre fini 0 6 i 6 r. Ce sont des sous-varietls C” de 

Jk( V), de codimensions respectives i. 

On peut interpreter geomttriquement les premieres strates. Dire que Jkq(v) E Sok(I/) 

signifie que le point v E V n’est pas un point critique de la fonction cp E C” (V). Toutes les 

autres strates sont done contenues dans la sous-variete de Jk(l/) d’equation J’cp(v) = 0. Dire 

que .Ikq(l;) E S,k( V) signifie que la fonction cp presente en v E Y un point critique du type de 

Morse (quadratique non dtgtnere). 

Fixons k de facon que codim x”(V) > p + q, ce qui est possible d’aprts (b), et deter- 

mine r d’apres (c). Notre hypothtse sur g s’tnonce alors ainsi: 

(T’) I’application (u, c) ++ Jbg(u, v) de CJ x V duns Jk( V) esf transversale Li r(V), et 

I’application: (u, V)H (11, J,‘g(u, v)) de U x V duns U x Jk( V) est mrititransversale aux 

U x Sik( V), 1 < i < r. 

La transversalit de J,“g h x”(V), compte tenu des dimensions, exprime simplement que 

J,“(g) n x”(V) = 0. La multitransversalite de (u, v) +-+ (u, Jukg(u, v)) aux U x SF(V) exprime 

la propriete suivante: si en un point L7 E CJ il existe a points deux a deux distincts v, E V tels 

que : 

T,g(U, VI) = . ‘. = T,g(ii, v,) = 0 

g(U, VI) = ‘. . = g(U, v,) = r E R 
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si G, designe le germe en Jvkg( I(, LJ,,,) de la strate contenant ce point. et si y,,, designe le germe 

en (ii, c,) de I’application (u, t’)’ +(u. g(rk ri)) restreinte a (J,Ag)-‘(5m), alors Ies germes 
:’ , . . . . 7, se coupent en position ginerale en (U: r) dans CJ x 2. I1 revient au meme de dire 

q;e la germe produit (yr, . . . , 7,) de nz= I (JUkg)-‘(a,) dans (5 x 52)” est transversale en 

(fi. 1)’ a la diagonale de (ti x R)‘. En particulier, compte tenu des dimensions. on en deduit 

que a d p + 1: I’hypothese de multitransversalite implique que la fonction g(ll. ) presente au 

plus (p + 1) points critiques distincts arsocies a une meme valeur critique. D’oh immtdiate- 

ment, par application des theoremes de transversalitt de R. Thorn, la: 

PROPOSITION 8. L’ensemble des fonctions g ct;r~fiunt I’llJpothese (T’) constitue un oucert 

dense de Cx(U X V). 

L’hypothese (T’). comme l’hypothese (T), implique que J,.‘g est transversalei Jo’(V). 

et done que N, dtfinie par I’equation J,‘g(lr, 1‘) = 0. est une sous-varitte de (i; x V. Mais 

elle permet en outre de dtfinir sur LV une stratification de Whitney, de la manitre suivante. 

Soit (u, u) E N, avec g(lr. v) = x; on considere tous les (u, c’) E IV tels que g(ri, v’) = z. IIs 

sont en nombre fini a, compris entre 1 et p + 1 : on dira que la valeur critique x est a-uple. 

On les ecrit sous la forme (II, r.,,,), 1 ,< nz < n, en commencant par (u, L.,) (ainsi c1 = c). En re- 

prenant les notations ci-dessus, on definit alors le germe en (II, c) de la strate contenant 

ce point comme I’image reciproque de nz=, 7, dans (J,kg)-‘(gl) par y,, ou, ce qui 

revient au meme, comme la projection sur (J,kg)-l[c,) de I’image reciproque de la dia- 

gonale de (Or x W)O par (yr. . 7,). 

Chaque strate est une sous-variete de N possedant un nombre finie de composantes 

connexes, ses cellules. La strate de codimension zero est un ouvert dense de N; dire que le 

point (u. L.) E N lui appartient signifie que la fonction g(U, ) present en LJ un point critique 

du type de Morse, g(u, v) etant valeur critique simple. La strate de codimension un rassemble 

deux types de points: 

(a) les points (II, 1;) E N tels que la fonction g(n, ) admette g( II, u) comme valeur critique 

double, v et l’autre point critique Ctant du type de Morse. Ce sont les points de croisement 

ou catastrophes de conflit dans la terminologie de R. Thorn. 

(b) Les points (II, v) E N tels que la fonction g(u, .) presente en c un point critique du 

type : 

-x,2 - ... - xi2 +x;+* + .” 4 & + .xy3, 

done non de Morse, la valeur critique g(u, tl) Ctant simple. Ce sont les points de naissance 

ou catastrophes de bifurcation dans la terminologie de R. Thorn. 

Rappelons la definition des ensembles N, et iv’,‘, introduits au $3, et defmissons 

N,’ : 

IV+ = {(u, v) 1 v est un maximum absolu de g(rc, )) 

:V+O = ((u, U) / I‘ est I’unique maximum absolu de g(rr, ): 

IV_’ = {(u, c.) 1 L‘ est I’unique maximum absolu de g(lc, .) et c’est un point critique 

du type de Morsel 
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11 est clair que IV,’ c N,’ c N_ c N. On peur aussi defnir ,V,’ comme l’intersection 

de IV_’ avec la strate de codimension zero de N. Comme l’une et l’autre sont des ouverts 

de :V, on en dtduit que IV,’ est contenu dans I’interieur de ‘V+ relativement a N. Nous 

allons montrer que N,’ = N+ et meme que N,’ = h’+. C’est ce qui fait I’interet de l’hypo- 

these (T’), en nous permettant d’etudier commodement les seuils. 

PROPOSITION 9. Sous I’hypothese (T’) : 

iv, = IV,‘. 

Dimonstration. De la continuitl de 9 et de la compacite de I; il ressort immediatement 

que NC est ferme dans CJ x li. Pour la suite de la demonstration il faut faire usage de1’- 

hypothese (T’) et de la stratification qui s’en deduit. 

Nous supposerons d’abord que (ii, C) E N+ est tel que tous les points critiques de 

g(ii, ) soient du type de Morse, c’est-a-dire que I’application cw J,‘g( U, c) soit transversale 

a J,‘(V). On sait que pour u assez voisin de li, l’application cMJ,‘g(lr, r;) reste transversale 

a J,‘(v). II existe done un ouvert 0 de CJ contenant ii, tell que pour u E 0, la fonction 

g(u, ) prtsente un nombre fixe de points critiques, tous du type de Morse et en dependance 

C” de u. Soit a le nombre de maxima absolus de g( 17, . ). On les notera v, E I’, ens ‘arrangeant 

pour que vi = i?, et c( E aB leur commune valeur. Si a = 1, le point (17, 6) appartient a IV,‘. 

Sinon, nous introduisons dans (U x iw)O sa diagonale A, et la sous-variete P, definie par: 

p, = (Ui ( Zi), 1 < i < a ;’ ; ;’ = ” = I’, ( 1 I 7,...‘s(1 >I,. 
- 

11 est clair que A c P, et que toute sous-variete transversale a A sera transversale a P, au 

voisinage de A. Mais I’hypothese (T’), dans ce cas particulier, exprime justement que 

I’application : 
(iii v Vi)++ (“i * g(“i 3 vi))> 1 < i < 0 

de IV“ dans (U x iw)” est transversale a A en (ii, ccy. On a done la transversal& a P, au 

voisinage de (11, L-Z)‘. II sera alors possible de trouver dans U une suite ~1,) n E N, et dans V a 

suites v,, , n E N, 1 < m < a, telles que: 

(a) (4 1 v,,) + (ii, v,) dans N. 

(b) u,~O,t’ln~fY. 

(c) 9(4, vLn) > dun, G,) pour m f 1 1 n E N. 

On en dtduit que vln est I’unique maximum absolu de g(L(. , .), et done que (I(,, v,,) E N,‘, 

d’oir le resultat dans ce cas. On remarquera comment I’hypothese de multitransversalitt 

permet de deployer un maximum multiple d’ordre a en u maxima simples. 
- - 

Revenons au cas general, ou (u, u) est un point quelconque de N, On sait que (ii, tt) est 

adherent a une cellule de codimension zero dans N, se projetant sur U suivant un ouvert. 

Mais on sait aussi que l’ensemble des u pour lesquels l’application VH J,‘g(u, v) est trans- 

versale a J,‘(V) est un ouvert dense de II. On peut done trouver une suite (u,, v,) de N 

tendant vers (c(, L;) et telle que tous les points critiques de g(,lr,, .) soient du type de Morse. 

D’ou le resultat. 
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On a ainsi montrt que le graphe N, de la multi-application u;*{(u, L.)/ c maximise 

g(“, .)] se decompose comme I’adherence d’un nombre fini de sous-varietts ouvertes de N 

telles que la restriction a chacune d’elles de la projection horizontale soit un diffeomorphisme. 

D’ou aussitot la: 

PROPOSITION 10. Si g satisfait d L’hJpothese (T’) et si f est continue, le jeu associk au 

couple (f, g) possPde au moins un seuil. 

En effet N, est compact et tout maximum de f sur V 1 + est un seuil. Ainsi done, pour 

toutes les fonctions f continues sur U x V, et pour des fonctionsgconstituant un ouvert dense 

de C”( U x V), le modele presente un seuil, ce qui repond a la question de la gtnericite. La 

question de la stabiliti structurelle est plus completement elucidte par la proposition 

suivante: 

PROPOSITION 1 I. Si-g satisfait 2 (T’), il existe un oucert dense 0 de C2(U x V) et une 

application de classe C’ s : 0 -+ N telle que s(f) soit f’unique serril du jeu associk au couple 

CL 9). 

Dhmonstration. Definissons 0 comme I’ensemble des fonctions de C2(U x V) au 

voisinage desquelles le seuil est unique, en dependance C’ de f. II en ressort immediatement 

que c’est un ouvert; reste simplement a montrer qu’il est dense. 

Pour cela, nous partons d’un autre ouvert dense 0’ de C2(U x v), dtfini, a l’aide de la 

stratification de N associee a g, comme I’ensemble des f E C’( Ii x V) tels que: 

- pour toute strate S de IV, la restriction de f h S n’a que des points critiques du type 

.de Morse. 

- toutes les vnleurs critiques des restrictions de f B S, pour toutes les strates S de N, 

sont distinctes. 

Si f E 0’, le jeu associe au couple (f, g) possede un seuil unique s(f). Par un argument 

de compacite, on montre aisement que I’application s est continue sur 0’. 

Soit done 3~ 0’, et S la cellule de s(f) dans iv. Deux cas se presentent: 

Cas (i) 11 existe un voisinage R de f dans 0’ tel que s(Q) c S. Dans ces conditions, 

pour tout f de R, s(f) est I’unique maximum de f sur S. La propriett de transversalite 

traduisant le fait que c’est un point de Morse implique que s est de classe C’ sur R. 

Cas (ii). On peut trouver dans N une cellule S’ + S et dans 0’ une suite fn -3 telle 

que s(f”) E S’, Vn EN. lklais on sait Cgalement que s(A) *s(f) E S. done que S n 3’ # 0. 

D’apres les proprietes usuelles des stratifications, ceci implique .que S c 3’ et codim 

.S > codim S’. 

Si [‘on est dans le cas (i), alors 3~ 0. Si l’on est dans le cas (ii), on se donne E > 0, et 

on choisit f’ E 0’ tel que s(f’)E S’ et i/f-f’11 <E:- ‘7 dans C’( U x V). Puis on applique 

l’alternative (i)-(ii) a la fonction f ‘. Dans le cas (i), f’ E 0; dans le cas (ii) on peut trouver 

f” E 0’ tel que s(f”) appartienne a une cellule S” avec codim S” < codim S’, et que 

IIf’ - f”li ,< E/4 
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danr C’(CI x v). Et ainsi de suite. A force de descendre les codimensions on finit par 

s’arrster, si bien qu’on aura trouvC une fonctionftE 0 telle que /if-,/i1 < E dans C’(U x V). 

Comme E > 0 est quelconque, ceci prouve que 3~ 0. Done 01 0’ = C2(U x V). 

Terminons par quelques remarques sur la stratification de N. Tout d’abord, les cellules 

de la strate de codimension un contiennent, les unes uniquement des points de naissance, 

les autres uniquement des points de croisement. L’allure de la fonction g(1, .) au voisinage 

d’un point de naissance montre aistment que celui-ci ne peut 2tre un maximum local, a 

fortiori global. Ainsi done IV, ne contient que des cellules de croisement. 

Suivant la fonctionf, Ie seuil pourra ttre atteint sur la strate de codimension zero; ou 

sur la strate de codimension un. auquel cas on observera une catastrophe de conflit et non 

une catastrophe de bifurcation; ou sur une strate de codimension plus tlke. TOUS ces cas 

peuvent se p&enter de manitre structurellement stable, comme on peut s’en convaincre en 

examinant par exemple le “ papillon” de Renl Thorn. 

La stratification de N a Ctl construite B partir de la stratification de Jk( V). On peut d’une 

manitre analogue construire h partir de celle-ci une stratification de C” (C’), puis en dkduire 

we stratification de U par I’intermkdiaire de I’application 11 + g(u, .) de U dans C(V). On 

aura ainsi montrl que la stratification de N se projette en une stratification de CJ. 

II peut etre utile pour des applications au contrale optimal et aux jeux diffkentiels 

de remarquer que la Proposition 9 donne une forme gCnCrique de la multi-application qui, 

h II E U, associe I’ensemble des points I; E Voti ~(II, .) atteint son maximum. Plus prlcistment, 

introduisons la definition suivante: 

Dt$G~ition 12. Une multi-application II de U dans V sera dite escellente si: 

(a) l-(u) comporte au plus (dim U + I) points; 

(b) il existe une stratification de Whitney de U dont les cellules de codimension z&o 

seront U,, , U, et r applications yi : Ui --t V, continues sur 8, et de classe C” sur Vi, 

telles que: 

graphe (r) = fi graphe(y,). 
i=l 

Atoute fonction kelle g sur CJ x V on peut associer une multi-application r de U 

dans V dkfinie par: 

vii E u, r(li) = {LI E vI~(~, Ll) 3 g(u, uyL“ E VI. 
On a alors le rtsultat de gCn&icitC: 

PROPOSITION 9 BIS. Si g E Cr(U x V) cPrifie CT’), I a multi-application r associPe est 

excellente. 

Enfin, nous aurions pu nous intkrksser aux maxima locaux plutbt qu’aux maxima 

globaux. Cela revient B attribuer une certaine “myopie” a Urbain et Victor, tout au 

moins 21 ce dernier. II nous aurait alors fallu considlrer, g la place de N, , 1’ ensemble 

N,’ dlfini par: 



3S8 IVAR EKELAND 

_Y+’ = [(u,r)ic est un maximum local de g(u, .): ou plut6t son adherence. Le 

centre d’inttr~t de l’itude se serait d;placC, avec les seuils, des catastrophes de conflit aux 

catastrophes de bifurcation. 
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