Topology Vol. 13, pp. 375-388. Pergamon Press, 1974, Printed in Great Britain

TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE ET THEORIE DES JEUX
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INTRODUCTION

LoRrsQU’UN mathématicien désire étudier une situation concréte, il commence par construire
un modéle formel dépendant de certains paramétres, puis il ajuste les valeurs des para-
métres, suivant la réalité 4 observer, et enfin il en démontre certaines propriétés. On peut
alors légitimement se demander si les conclusions qu’on en tire se rapportent effectivement
a la réalité, ou au modele mathématique particulier qui en a été donné. Une premiérc
précaution & prendre est de ne tenir compte que des propri€tés qui sont peu sensibles a d¢
petites variations des parameétres, c’est-a-dire des propriétés structurellement stables. L’intéré
de celles-ci est encore plus apparent st I'on tient compte des difficultés inhérentes a tou
ajustement précis des paramétres. Si en outre une telle propriété est générique c’est-a-dire
si elle est satisfaite pour presque toutes les valeurs des paramétres, on pourra étre assure
qu’elle traduit un comportement qualitatif général d’un certain type de situations concrétes
C’est de ce point de vue que nous avons voulu examiner la théorie des jeux.

On reconnaitra la sans peine les idées de René Thom, dont I'influence se fera senti
tout au long de l'article. Nous tenons également a remercier le referee anonyme qui ¢
trivialisé la démonstration de la Proposition 4.

§1. LA THEORIE CLASSIQUE DES JEUX A DEUX PERSONNES

La théorie des jeux est I"étude des situations ot plusieurs personnes ont & prendre de
décisions dont dépend un résultat qui les concerne. Nous nous limiterons au cas de deu:
personnes: ['une sera Urbain ou le premier joueur, I'autre sera Victor ou le second joueur
Deputs les travaux de Von Neumann et Morgenstern [8], on adopte la formalisatios
suivante. Urbain a le choix parmi un certain ensemble U de décisions possibles. Victor a |
choix parmi un certain ensemble ¥ de décisions possibles. Lorsque Urbain a fixé sa décisios
u € U, et que Victor a fixé sa décision v € V, il en résulte une situation, fonction de u et d
v, qu’ils apprécient différemment. Chacun d’eux chiffre la valeur qu’il attache a la situatio:
(u, v): Urbain 'évalue a f(u, v) et Victor I'évalue a g(u, v). Les fonctions fet g, de U x |
dans R sont appelées criteres. Chacun des joueurs désire une situation ol son propr
critére soit le plus grand possible.
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376 IVAR EKELAND

Graphiquement, on peut se représenter 'ensemble des situations possibles comme le
produit cartésien U x V. Le choix de & e U" par Urbain signifie 'acceptation par celui-ci
de toutes les situations figurant sur la colonne {(@, t)|v € V'} et I'élimination de toutes celles
qui n’y figurent pas. Le choix de ¢ € V par Victor signifie l'acceptation par celui-ci de toutes
les situations figurant sur la ligne {(u, ¢)|u € U} et I'élimination de toutes celles qui n’y
figurent pas. A I'intersection de la ligne de Victor et de la colonne d’Urbain figure la situa-
tion (&, ©) qui en résulte. Le gain d'Urbain est f(ii, ), celui de Victor est g(il, ©).

Quelle peut étre une issue naturelle du jeu? Une premicre réponse est apportée par
I'ensemble de Pareto. Il s’agit de I'ensemble des éléments de U x ¥ maximaux pour la
relation de préordre <:

(g, vy) Stuy, v)<=f(uy, v) < flu, . vy) et glug, ty) € glu,, vy).

Cette notion a été introduite par Pareto [6] en économie. et a récemment été reprise
par Smale [7] dans un cadre de géométrie différentielle. L’intérét qu’elle présente dépend du
degré de coopération possible entre les joueurs. Ainsi, dans le cas extréme ol f= ag,
a >0, il y a identité de vues entre Urbain et Victor, I'ensemble de Pareto est réduit aux
maxima de £, et il est clair que ce sont la les issues naturelles du jeu. Mais, dans I'autre cas
extréme ol f = zg, « < 0, les intéréts d’Urbain et Victor sont diamétralement opposés, I'en-
semble de Pareto est U x V tout entier, et n’apporte donc plus aucune indication. On voit
donc qu’il est besoin de faire appel a d’autres notions pour décrire des situations de conflit.
La notion classique est celle d’équilibre que {'on doit & Von Neumann [8]:

Definition 1. On appelle épuilibre une situation (&, T) telle que:

(@, 8) = max{f(u,0) | ue U}
g(ii, §) = max{g(u, &) |ve V}.

Aucun des deux joueurs, a lul seul, ne peut plus améliorer son propre critére. On a la
une issue naturelle du jeu, & condition de faire une hypothése de non-coopération: on
pourra supposer, par exemple, que les joueurs ignorent le critére de leur adversaire. Ils
considerent donc la décision de celui-ci comme une donnée, et a I'équilibre, ils se trouvent
y avoir répondu au mieux. Ainst, st I'on propose séparément 2 Urbain ou a Victor de rejouer,
en lui révélant le choix de 'adversaire, il ne modifiera pas sa décision pour autant.

La premiére question qui se pose est bien entendu celle de I'existence: un jeu donné
posséde-t-il oui-ou non des équilibres? On y répond en se ramenant 4 un théoréme de point
fixe. Une fagon simple de proceder est de faire "hypotheése d’unicité suivante:

(H) Pour tout v e V la fonction f(.,v) posséde un uniqgue maximum absolu m(v) € V et,
pour tout u € U, la fonction g(u , .) posséde un unique maximum absolu n(u) € V.

En d’autres termes, Urbain a une seule meilleure réponse m(z) a toute décision v de
Victor, et Victor a une seule meilleure réponse n(u) a toute décision u d’Urbain. L’équilibre
:st une situation ou chacun se trouve avoir joué la meilleure réponse au choix de ["adversaire:

ProOPOSITION 2. Hypothése (H). Une situation (4, ©) est un équilibre si et seulement si
Test un point fixe de ’application i X 7i de U x V dans lui-méme définie par

(u, vY— (M), n(u)).
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St en outre U et V' sont des espaces topologiques compacts et les fonctions fet g sont
continues, les fonctions m et n le seront également, ce qui nous permettra d’appliquer le

théoréme de Lefschetz: si I'index de i X7 est non nul, il existera au moins un équilibre. On
énoncera par exemple: si U et V sont des espaces topologiques compacts et contractiles, si
les fonctions f et g sont continues, et si "hypotheése d'unicité (H) est satisfaite, le jeu
admettra un équilibre.

La théorie des jeux classique remplace I"hypothése d’unicité (H) par une hypothése de
convexité. On arrive ainsi & des énoncés dont le prototype est le théoréme de Von Neumann:
si U (resp. V) est une partie convexe compacte d'un espace vectoriel topologique, si pour
tout v e V (resp. tout we ) la fonction f( . ,r) (resp. g{u, .)) est concave et continue, il
existe un équilibre. Remarquons simplement que si I'on remplace **concave ' par “*stricte-
ment concave ”’, on est ramené a "énoncé précédent: f(., v) et g(u, .) atteignent leur maxi-
mum en un point unique et U et ¥ sont contractiles puisque convexes.

32. STABILITE STRUCTURELLE

Montrons d’abord que I'hypothése (H) n’est pas générique. Nous ailons donner un
contre-exemple pour U = V' = [—1, 1], laissant au lecteur le soin de I’étendre aux dimen-
sions supérieures. Considérons donc /= [—1, 1] et la fonction ¢ de [ x I dans R définie
par:

olx, y) = —x* +3x32 + 4yx
Pour tout y e[ la fonction ¢(., y) admet deux maxima locaux u,(y) et u,()) et un mini-
mum local v(y), de telle sorte que u,(y) < v(y) < u,(y). Les fonctions u;, pt,, et vde I dans /
sont de classe C”. Pour y # 0 il y a un seul maximum absolu: g, (y) pour y > 0 et 15(v)
pour y < 0. On peut donc choisir € > 0 assez petit pour que:

(@) Vyeld 1] oy ») — e > oluy(3). y) + &

(d) Vye[—1, =] 0(a(y), ) —e> @(ui(y). y) +e,

© Vyel=1 1] o(uly), y) —e> @(v(y), y) + &

(d) Vye[—=L 1], o(u(y), y) —e>o(v(y), y) +e

Soit maintenant une fonction ¢ € C°({ x I), telle que ¢ — i, <& Supposons que
pour tout y e/ la fonction ¥(., y) atteigne son maximum absolu sur / en un point unique
p(y). L'application u est alors continue de / dans /. D’apres (a) on a u(y) > v(y) pour
y = 1 Dapres (b) on a p(y) < v(y) pour y € —4. On doit donc avoir u(y) = v(y) pour
un certain point y € ]—4, {[, en contradiction avec (c) et (d). Donc, pour toute fonction
continue iy de / x / dans R assez voisine de ¢ pour la norme uniforme, il existera y € [ tel
que (., y) atteigne son maximum absolu sur / en deux points distincts.

Passons maintenant a {'étude de la stabilité structurelle. Cette étude se fait dans un
cadre de topologie différentielle, qui nécéssite 'emploi de modéles réguliers. Dorénavant,
U et V seront des variétés compactes, connexes, sans bord, de classe C®, de dimensions
respectives p et g. Les fonctions f: U x V>R et g: U x V— R seront de classe C*. En
outre, nous serons ameneés a faire diverses hypothéses de transversalité.

TOP Vol. 13 No. 4—E
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Introduisons d’abord quelques notations. On désigne par C(U x V) I'espace des
fonctions deux fois continiment différentiables sur ¢ x }, muni de sa structure naturelle
d’espace de Banach (voir Abraham-Robbin {1]). Dans le fibré J!(L") des jet d'ordre 1 de
fonctions numériques ¢ sur U, on distingue le sous-fibré Jo'(U) défini par les équations
locales:

% = =L@ =0,

<
du, »

Par abus de notation, on désignera également par J,'(U) le sous-fibré de J1(U x V) défini par
les équations locales:

o do
_671 (u, v) = = ELTP (u, v) =0.

On définit de méme J,'(¥), et on pose:
M ={u,v)e U x V|J'f(u,v)e J, (U)}
N={(u,v)e U x V[J'gu, v) e J,' (V).

Note premiére hypothése de transversalité se formule de la fagon suivante:
(T) J*f est transversal a J,'(U) et J'g est transversal a J, (V). Les sous-variétés M et N sont
transversales dans U x V.,

La premiére partie de I’hypothése assure que M et N sont des sous-variétés de classe C*
de dimensions respectives p et g, de U x V, et donne donc un sens a la seconde. L’hypothése
(T) est structurellement stable et méme générique pour la topologie C?:

ProrOSITION 3. L’ensemble des couples (f, g) qui vérifient (T) est un ouvert dense de
CHU x V) x CHU x V), noté 9.

Démonstration. Cela résulte des théorémes de transversalité de Thom, tels qu’ils sont
exposés dans Lévine [3], ou dans Abraham-Robbin [1]. On en déduit immédiatement
Pouverture dans C? x C? et la densité dans C" x C", pour r assez grand. Mais, pour r > 2,
C'(U x V)estdense dans C2(U x V) et est muni d’une topologie plus fine, d’oll le résultat.

Les sous-variétés M et N, étant transversales et de dimensions complémentaires, se
coupent en un nombre fini de points. Parmi ceux-ci figurent nécéssairement les équilibres
du jeu. En effet, dire que (1, v) e M n N signifie que u est un point critique de (., v) et v
un point critique de g(x, .), et dire que (u, ) est un équilibre signifie que v est un maximum
absolu de f(., v) et v un maximum absolu de g(u, .). On a donc une indication trés précieuse
avec le résultat suivant, qui m’a été signalé par René Thom:

PROPOSITION 4. Si les caractéristiques d’ Euler-Poincaré de U et de V sont routes deux
non nulles (cas orientable) ou toutes deux impaires (cas non orientable), alors M ~ N # .

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si M n N = (¥, alors T,/ @ T,g définit un
champ de vecteurs partout non nul sur la variété compacte U x ¥, dont la caractéristique
d’Euler-Poincaré doit donc étre nulle si elle est orientable, paire si elle ne 'est pas.

On se convainc facilement que, si les hypothéses sur les caractéristiques d'Euler ne sont
pas satisfaites (U = V = S! par exemple) les variétés M et N peuvent ne pas se couper, et
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que méme si elles le sont les variétés M et NV peuvent se couper en des points dont aucun
n’est un équilibre. On voit donc en quoi hypothése (H) est nécessaire. On a vu qu'elle
n’était pas générique. Elle n’est pas non plus structurellement stable; on s’en convainc
aisément en considérant dans / x [ la famille de fonctions:

@.(x, y) = x* — ex? + xy.

Quand ¢ — 0, ¢, tend vers @, dans C* (I x ) et cependant ¢, satisfait & () sans que
les ¢, y satisfassent pour ¢ > 0. On peut cependant rendre "hypothése (#) structurellement
stable en la renforcant légérement:

(H’) Pour tout v €V la fonction f( . , v) posséde un unigue maximum absolu m(v) € U; et
pour tout u € U la fonction g (u, v) posséde un unique maximum absolu n(u) € V. Les applica-
tionsm: V- Uetn:U— V sont de classe C.

Remarquons que, dans ces conditions, la projection de U x ¥ sur V induit un difféo-
morphisme du graphe de m sur V. Le graphe de m est donc une composante connexe de M ;
de méme le graphe de # est une composante connexe de V.

PRrROPOSITION 5. L’ensemble des couples (f, g) satisfaisant a (T) et (H') est un ouvert Q
de CHU x V) x C3(U x V).

Démonstration. L'équation (¢ f/du) (m(v), v) = 0 s’écrit aussi T, f(m(v), v) = 0 dans le
fibré tangent @ U x V. On peut donc définir de maniére intrinséque des dérivées secondes
T, fet T,,%f au point (m(v), v). On obtient:

T.2f(m(v), v) o Tm(v) + T, f(m(v), v) = 0
ce qui prouve que:
Im T,,%f(m(v), v) < Im T2 f (m(v), v).

Mais comme f satisfait & ’hypothése (T), J'f(m(v), v) est transversal & J,}(U) ce qui
s’exprime par:

Im T,,%f(m(v), v) + Im T, f(m(v), v) = R®

On a donc Im T, 2f(m(v), v)-= R®, ce qui signifie, compte tenu des dimensions, que
T,.2f (m(v), v) est un isomorphisme. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, pour tout
ve V, il existera un voisinage « de v dans V, un voisinage « de m(v) dans U et un voisinage
« de fdans C*(U x V) tels que pour tout f” € « et tout v’ € «, I'équation T, f"(u, v') = 0 ait
une solution unique &’ = m(f’, v) dans «, la fonction m : .2 X v — « étant de classe C*. Pax
définition m(f, v) = m(v).

Il est clair que si f* est assez voisin de fdans C*(U x V) et méme dans CO(U x V), les
maxima absolus de f'(., v’) seront tous contenus dans « si ¢’ € »-. Le seul candidat possible
est m(f’, v') et on a ainsi établi I'unicité et la différentiabilité du maximum au voisinage de
fdans C*(U x V) etde v dans V. Il ne reste plus qu’a recouvrir le compact ¥ par un nombre
fini d’ouverts possédant la propriété requise, et & prendre 'intersection des voisinages de
f correspondants. En procédant de méme pour g, on voit que I'ensemble des couples (/. g
vérifiant (H") est ouvert dans @, d’ou le résultat.
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PROPOSITION 6. Tout couple (f. g) € Q posséde un voisinage «| x «, ou le nombre
d’équilibres est fini et constant, chacun d’eux étant donné par une application de classe C* de
ey X 1y dans U x V.

Démonstration. Nous venons de voir qu'au voisinage de (f, g) € Q et d'un équilibre
(u,v) e U x Vassocié au couple (f, g). les équilibres sont donnés par la résolution du systéme
d’équations:

(5),{m(f,’ v,) = u,
| n(g', u') =0

Les fonctions m et n sont de classe C!. L’hypothese (T) nous permet d'affirmer la trans-
versalité de m(f, . ) et n(g, .) en («, v) et donc d’appliquer le théoreme des fonctions implicites.
Il existe donc une fonction w de classe C' définie sur un voisinage de (f. g) telle que
I'unique solution de (s) au voisinage de (u, v) soit donnée par (¢'. t') = w(f", g').

Soit (u;, v;), i € I, Pensemble des équilibres du jeu associé au couple (£, g). On a vu que
I est fini et peut éventuellement étre vide. On a donc un voisinage «; X «:, de (/. g) et pour
tout i € / un voisinage «; x »;; de (u;, ;) et une application de classe C! @; : oy X 03 = «;
X u;, telle que 'unique équilibre associé au couple (f', ¢') dans «; x «;soit w/(f’, g'). Il ne
reste plus qu’'a montrer qu’on peut choisir, ¢« x «, assez petit pour que tout équilibre
associé & un couple (', g') appartienne a un certain «; X «;. Mais s'il en était autrement, on
pourrait construire une suite («,’, v,") d’équilibres associés a des couples (f,’, g,.") tendant
vers (f, g) telle que:

(e) V.eN,Viel (u ,v,)¢«; x v,

Par compacité, la suite («,, v,’) a un point d’adhérence (u, v), qui est un équilibre

associ€ a (f, g), qui appartient donc & «; x «; pour un certain / € /, en contradiction avec

(e). D’on le résultat.

De la Proposition 6 il ressort que le nombre d’équilibres est constant sur chaque
composante connexe de Q, c’est-a-dire qu'on ne peut modifier le nombre d’équilibres en
restant dans Q. 11 ressort aussi que chacun des équilibre est structurellement stable dans Q.

En conclusion, les hypothéses de transversalité que nous avons introduites permettent
de rendre structurellement stables les notions introduites au §1. Malis elles permettent aussi

de relier I'index de ri7 X7 au nombre de points fixes et donc d’affiner les résultats énoncés
ala fin du §1.

PrROPOSITION 7. Si U et V sont orientables, si f et g vérifient (T) et (H'), si i’est ['index

de nt X7, le jeu présente au moins |i| équilibres.
Démonstration. Si (u, v) est un équilibre, les variétés M et N s’y coupent transversale-
ment, c’est-a-dire que:
T, M)+ T, (N)=T, (U xV)
(Ix T,MR? +(T,m x YR = R**4

. T N~ . .
Je dis que T, (s X 7) = T,m x 1,n ne saurait admettre la valeur propre 1. Si en effet
on avait e, € R? et e, € R? tels que:
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T —
(T,m x T,n)(e,, e,) =(e,,e,)
(T,m)e, = ¢, et (Tun)ep =e,
alors on aurait:
(U x T,me, +{T,mx I){—e) =0

et Popérateur (I x T,n) +~(T,m x [) de R?7? dans lui-méme ne serait pas une injection.
Or on a vu plus haut que ¢’est une surjection, d’ol contradiction.

Donc I'index local de 77 x 7 au point (u, v) est +1. L'index global est la somme des
index locaux d’ou le résultat.

Ainsi, par exemple, si U = S? et V = $%'index de /1 x 7 sera donné par:
i=(—=1)?%degré (m x 1y + 1 sip#q
i = degré (m). degré(n) + 2(—1)” + 1 sip=gq

comme on s’en convainc aisément en appliquant la formule de Kiinneth.

§3. SEUILS

Nous allons maintenant apporter une troisiéme réponse a la question de I’issue naturelle
du jeu. La notion d’équilibre menait & une issue symétrique, structurellement stable mais
non générique. La notion de seuil, que nous introduisons, conduit a une issue dissymeétrique,
structurellement stable et générique.

Nouse nous plagons pour l'instant au méme degré de généralité qu’au paragraphe 1,
cest 4 dire que nous supposerons simplement que U et V sont des espaces topologiques
séparés. Soient N, et N, % deux parties de U x ¥ définies par:

N, ={luv)

N, %(u, v)|v est 'unique maximum absolu de g(u, .)}.

v est un maximum absolu de g(u, .)}

Il est clair que N,° < N, ; on peut dire qu'un point (u, v) € N, appartient & N, ° s'il
n’existe pas d’autre point de N dont la projection horizontale soit u.

Définition 8. On dit qu'une situation (i7, §)e U x V est un seuil si:

(a) (&.©)estun maximum absolu de fsur ¥, .
(b) (i, ©) est adhérent a I'intérieur de ¥, ° dans .

On a la une issue naturelle du jeu, si I'on convient par exemple qu'Urbain connait le
critére de Victor, mais que Victor ignore le critére d’Urbain. Si alors une situation (4, ©)
vérifie la condition (a), elle est satisfaisante pour Urbain. En effet, celui-ci, connaissant le
critére de son partenaire, peut anticiper sur ses réactions; si donc il modifie sa propre
décision en u e U, il tiendra compte de la réaction de Victor, dont la réponse sera une dé-
cision v € V telle que (u, v) € NV, ; il sera donc amené a comparer (i, &) et (¢, v), et comme
f(i, 0) = f(u, v) a décider qu’il ne gagne pas au changement. En termes d’escrime, on pour-
rait exprimer les différences de comportement des deux joueurs en disant que Victor tire en
“ premiére intention” et Urbain en *‘ deuxiéme intention”.
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Mais la condition (a) a elle seule laisse planer une ambiguité. En effet, si (@, ©) vérifie
la condition (a), il peut se faire que (i1, 7) ¢ N.°. La fonction g(a. .) atteint alors son maxi-
mum absolu sur Ven plusieurs points, et comment Urbain peut il contraindre Victor a
choisir parmi ceux-ci précisément 7, et de s’y tenir? La réponse est apportée par la con-
dition (b), qui exprime qu’on peut trouver dans ¥, ° une famille («,, v,), i € /, tendant vers
(&, ©). A chacun des u; la réponse de Victor est v;, sans aucune ambiguité. St donc Urbain
ne joue la décision i qu'au terme de toute la série d’intermédiaires u;, i € /, son partenaire
Victor sera passé par toutes les décisions intermédiaires v;. [ € [ et sera naturellement amené,
par continuité, a jouer . Si ultérieurement il lui prenait fantaisie de s’en écarter au profit
d’un autre maximum absolu v de g(&, .), il suffirait & Urbain de jouer un des u; pour que la
réponse obligée v; revienne dans n’importe quel voisinage de ¢ prescrit 4 "avance.

Enfin 'hypothése que 'on peut choisir la suite u;, i /, dans 'intérieur de &, °, répond
a une préoccupation de stabilité: si Urbain fait une légére erreur dans la détermination des
u;, et tombe en fait sur des «;" suffisamment voisins, tout ce qui précéde reste valable.

En conclusion, remarquons que cette notion est dissymétrique et favorise Urbain: si le
jeu présente simultanément un seuil (u;, v,) et un équilibre (u,, v,), nécéssairement
(uy.vy)e N, donc fuy, v)) = flu,, vy) d’apres (a).

Eclairons tout ceci par un exemple. Prenons U =R, V' = [—2, 2], flu, v) = —(v — 1)°.
Sig(u, v) = ur, on représente aisément N, sur une figure; pour obtenir &, % il faut en exclure
le segment {0} x [—2, 2]

e

2

Le seul point qui satisfasse a (a) est (0, 4), mais il ne vérifie pas (b), si bien qu’on ne voit pas
comment Urbain peut étre amené a privilégier v = + parmi toutes les réponses possible
(-1 <v<1)awu=0.Cestdonc unexemple de modeéle ne présentant pas de seuil.

Si on le modifie légérement, en prenant g(u, v) = uv — e(v? — 1)%, olie > 0 est petit, on
représente facilement N, qui se compose de demi-droites et de parties de la courbe
u = dev(r? —1).

()

Pour obtenir N, il faut en exclure les deux points (0, 1) et (0. —1). Le seut point qui
satisfasse a (a) est (0, 1). Il est clair qu’il vérifie (b). Ainsi, a la décision u = 0, Victor a
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Jeux réponses possibles, une *“bonne” v =1 et une “mauvaise” ¢ = —1. Pour "amener
i choisir la bonne, Urbain n’a qu'a faire varier ses décisions continiment dans I'intervalle
de temps [0, 7] arbitrairement petit, suivant la loi:

0, T]an—>(T-1el.

Tant que + < 7 Victor répondra par | + (T —¢)/8¢ et aura donc tendance, par contin-
uité, a répondre par +1enr = 7. Remarquons d’ailleurs que pour tout € > 0, Urbain peut
jouer u = n >0 assez petit pour que I'unique maximum absolu de g(u, v) soit v, > 1 tel
que f(n, v,) = (0, 1) —e. Si donc Victor s’obstine & choisir en u = 0 la “mauvaise”
réponse r = — 1, de telle sorte qu’Urbain ne peut réaliser son gain maximum de —4, du
moins reste-t-il & ce dernier la possibilité de réaliser un gain —1 — ¢, arbitrairement voisin
du maximum.

?

§4. STABILITE STRUCTURELLE ET GENERICITE

Nous allons maintenant préciser et étudier la notion de seuil dans un cadre de géométrie
différentielle. Dorénavant, U et V seront des variétés C® compactes, de dimensions respec-
tive p et q, fet g seront des fonctions numériques C* sur U x V.

11 est nécessaire ici de rappeler quelques résultats de stratification de J. Mather ([4];
cf. aussi 'exposé d’A. Chenciner, {2]). Pour tout entier k£ > 2, il existe un sousfibré ) “(V)
de J5(V) et une stratification de Whitney de J*(V) — > (V') par des sous-fibrés S*(V) tels que:

(a) La fibre de Y *(V) est un sous-ensemble algébrique fermé de la fibre de J*(V).
(b) La codimension de Y *(V) dans J*(V) tend vers I'infini avec k.

{¢) Les strates S*(V) sont en nombre fini 0 < i < r. Ce sont des sous-variétés C* de
JYV), de codimensions respectives /.

On peut interpréter géométriquement les premiéres strates. Dire que J*@(v) € So“(V)
signifie que le point v € ¥ n’est pas un point critique de la fonction ¢ € C* (V). Toutes les
autres strates sont donc contenues dans la sous-variété de J5(V) d’équation J'¢(v) == 0. Dire
que J¥o(v) € S, *(V) signifie que la fonction ¢ présente en v € V un point critique du type de
Morse (quadratique non dégénéré).

Fixons & de facon que codim Y *(V') > p + g, ce qui est possible d’aprés (b), et déter-
mine r d’aprés (¢). Notre hypothése sur g s’énonce alors ainsi:

(T*) lapplication (u, v)+—J S g(u, v) de U x V dans J"(V) est transversale a Y X(V), et
Papplication: (u, vy (u, J}rg(u, v)) de U x V dans U x JXV) est multitransversale aux
Ux SV, I<igr.

La transversalité de J,*g 4 Y *(V'), compte tenu des dimensions, exprime simplement que
JXg) n Y KV) = &. La multitransversalité de (u, v) — (1, J fg (1, v)) aux U x S*(V') exprime
la propriété suivante: si en un point i € U il existe a points deux a deux distincts v,, € V tels
que:

T,g(d,v,) = =T,g(,v,) =0
gla,v)) =" =g(t,v)=2€R
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si ¢, désigne le germe en J,*g(&, v,) de la strate contenant ce point, et si 7,, désigne le germe
en (I, v,) de I'application (u, v)— (u, giu, v)) restreinte & (J,*g) " *(s,,), alors les germes
Y1s -- .. Vg S€ COUpeNt en position générale en (if, %) dans U/ x R. Il revient au méme de dire
que la germe produit (y,, ..., 7,) de H:’,,z L (JJ59) " Yo,,) dans (U x R)* est transversale en
(i1, x)* & la diagonale de (& x R)®. En particulier, compte tenu des dimensions, on en déduit
que a < p + 1: ’hypothése de multitransversalité implique que la fonction g(u. . ) présente au
plus (p + 1) points critiques distincts associés a une méme valeur critique. D’ou immédiate-
ment, par application des théorémes de transversalité de R. Thom, la:

PROPOSITION 8. L'ensemble des foncrions g vérifiant I'hypothese (T") constitue un ouvert
dense de C(U x V).

L'hypothése (T"), comme ["hypothése (T), implique que J,'g est transversalea J,'(V),
et donc que N, définie par 'équation J,'g(x, v) = 0, est une sous-variété¢ de U x V. Mais
elle permet en outre de définir sur & une stratification de Whitney, de la maniére suivante.
Soit (1, v) € N, avec g(u, v) = x; on considere tous les (u, v') € N tels que g(u, v') =« s
sont en nombre fini a, compris entre | et p + 1: on dira que la valeur critique x est a-uple.
On les écrit sous la forme (u, v,), | € m < a en commencgant par {«, v,) (ainsi v, = ¢). En re-
prenant les notations ci-dessus, on définit alors le germe en (i, v) de la strate contenant
ce point comme l'image réciproque de (3., 7. dans (J,*9)”'(c,) par 7,, ou, ce qui
revient au méme, comme la projection sur (J,*g)”!(s,) de I'image réciproque de la dia-
gonale de (U x R)? par (v, ..., 7,).

Chaque strate est une sous-variété de N possédant un nombre finie de composantes
connexes, ses cellules. La strate de codimension zéro est un ouvert dense de NV, dire que le
point (x, v) € N lui appartient signifie que la fonction g(x, .) présent en v un point critique
du type de Morse, g(u, v) étant valeur critique simple. La strate de codimension un rassemble
deux types de points:

(a) les points (u, v) € N tels que la fonction g(u, . ) admette g(u, v) comme valeur critique
double, v et I'autre point critique étant du type de Morse. Ce sont les points de croisement
ou catastrophes de conflit dans la terminologie de R. Thom.

(b) Les points (u, v) € N tels que la fonction g(u, .) présente en ¢ un point critique du
type:

—xt = e xA e xb bl xS
donc non de Morse, la valeur critique g(u, v) étant simple. Ce sont les points de naissance
ou catastrophes de bifurcation dans la terminologie de R. Thom.

Rappelons la définition des ensembles N, et N,°, introduits au §3, et définissons
N

A’V+

N.°

Nt ={(u, v)|v est 'unique maximum absolu de g(u, .) et c’est un point critique

du type de Morse}

{(u, v)| v est un maximum absolu de g(u, .)}

i

{{u, v)| v est 'unique maximum absolu de g(u, .)}
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Il est clair que N.! = N,° = N, = N. On peut aussi définir N.' comme !'intersection
de N.° avec la strate de codimension zéro de N. Comme [’une et l'autre sont des ouverts
de N, on en déduit que N.! est contenu dans l'intérieur de ¥, relativement a N. Nous
allons montrer que N,.° = N, et méme que N,! = N,. C’est ce qui fait I'intérét de ’hypo-
thése (T'), en nous permettant d'étudier commodément les seuils.

PrROPOSITION 9. Sous [’hypothése (T'):

N.=N,L
Démonstration. De la continuité de g et de la compacité de V, il ressort immédiatement

que V. est fermé dans U x V. Pour la suite de la démonstration il faut faire usage de I'-
hypothése (T') et de la stratification qui s’en déduit.

Nous supposerons d'abord que (i, £) eV, est tel que tous les points critiques de
g(ii, .) soient du type de Morse, c'est-a-dire que I'application v+ J, 'g(i, v) soit transversale
a Jo (V). On sait que pour u assez voisin de &, I'application v+ J,'g(i, v) reste transversale
a J,U(V). 1l existe donc un ouvert O de U contenant #, tell que pour u e O, la fonction
g(u, .) présente un nombre fixe de points critiques, tous du type de Morse et en dépendance
C* de u. Soit a le nombre de maxima absolus de g(&, . ). On les notera v,, € V, ens "arrangeant
pour que v, = b, et « € R leur commune valeur. Si a = I, le point (i, i) appartient 2 N,
Sinon, nous introduisons dans (U x R)® sa diagonale A, et la sous-variété P, définie par:

Uy =Uy =" =1U,
Ay > Ay, Ay > A

™

Plz{(ui,ai),lsiSa

Il est clair que A CF; et que toute sous-variété transversale a A sera transversale & P, au
voisinage de A. Mais 'hypothése (T'), dans ce cas particulier, exprime justement que
I’application:

(up, vy (u, gug, v)), 1<i<a
de N° dans (U x R)” est transversale 2 A en (i, «)°. On a donc la transversalité 4 P, au
voisinage de (&, ). Il sera alors possible de trouver dans U/ une suite u,, ne N, et dans V' a
suites v,,,, n€ N, 1 < m < g, telles que:

(@) (u,, vy, — (i1, v,,) dans N.
b)) u,e0,¥neN.
(C) g(“nvvln)>g(un’vmn) pour'n;é l’nEN'

On en déduit que vy, est 'unique maximum absolu de g(u,, .), et donc que (,, v,,) € N},
d’ou le résultat dans ce cas. On remarquera comment I’hypothése de multitransversalité
permet de déployer un maximum multiple d’ordre @ en @ maxima simples.

Revenons au cas général, ot (i, 7) est un point quelconque de N, . On sait que (&, 7) est
adhérent a une cellule de codimension zéro dans », se projetant sur U suivant un ouvert.
Mais on sait aussi que I’ensemble des « pour lesquels I'application v+ J,'g(u, v) est trans-
versale & J,'(V) est un ouvert dense de U. On peut donc trouver une suite (u,, v,) de N
tendant vers (i, ©) et telle que tous les points critiques de g{u,, .) soient du type de Morse.
D’ou le résultat.
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On a ainsi montré que le graphe N. de la mulu-application u— {(«, v){¢ maximise
g(u, )} se décompose comme l'adhérence d'un nombre fini de sous-variétés ouvertes de N
telles que la restriction a chacune d’elles de la projection horizontale soit un difffomorphisme.
Dol aussitdt la:

Prorosition 10. Si g satisfait a I’hypothese (T") et si [ est continue, le jeu associé au
couple (f, g) posséde au moins un seuil.

En effet NV, est compact et tout maximum de fsur N, est un seuil. Ainsi donc, pour
toutes les fonctions fcontinues sur U x V, et pour des fonctions g constituant un ouvert dense
de C*(U x V), le modéle présente un seuil, ce qui répond a la question de la généricité. La
question de la stabilité structurelle est plus complétement élucidée par la proposition
suivante:

PropositioN 1. Si-g satisfait a (T'), il existe un ouvert dense O de C*(U x V) et une
application de classe C' s: O — N telle que s(f) soit I'unique seuil du jeu associé au couple

(/s 9).

Démonstration. Définissons O comme 'ensemble des fonctions de CXHU x V) au
voisinage desquelles le seuil est unique, en dépendance C*! de . 1l en ressort immédiatement
que c’est un ouvert; reste stmplement & montrer qu’il est dense.

Pour cela, nous partons d’un autre ouvert dense O’ de C*(U x V), défini, a I'aide de la
stratification de & associée 4 g, comme 'ensemble des fe CHU x V) tels que:

— pour toute strate S de N, la restriction de f'a S n’a que des points critiques du type
de Morse.

— toutes les valeurs critiques des restrictions de fa S, pour toutes les strates S de N,
sont distinctes.

St fe 0, le jeu associé au couple (f, g) posséde un seuil unique s(f). Par un argument
de compacité, on montre aisément que ’application s est continue sur 0.

Soit donc fe O, et S la cellule de s(f) dans N. Deux cas se présentent:

Cas (1) If existe un voisinage Q de f dans O’ tel que $(Q) = S. Dans ces conditions,
pour tout fde Q, s(f) est 'unique maximum de f sur S. La propriété de transversalité
traduisant le fait que c’est un point de Morse implique que s est de classe C* sur Q.

Cas (ii). On peut trouver dans N une cellule S" S et dans O’ une suite f, — f telle
que s(f,) € S’, ¥n e N. Mais on sait également que s(f,) — s(f) € S. donc que S S' # .
D’aprés les propriétés usuelles des stratifications, ceci implique que S < S’ et codim
S > codim §'.

Si I'on est dans le cas (i), alors fe O. Si I'on est dans le cas (ii), on se donne ¢ > 0, et
on choisit " O tel que s(f")e S et |[f—f'Il <&?2 dans C*U x V). Puis on applique
alternative (i)-(ii) a la fonction /. Dans le cas (1), f" € O; dans le cas (ii) on peut trouver
" e O' tel que s(f”) appartienne a une cellule S” avec codim S” < codim S', et que

If =srliseld
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dans C3(U x V). Et ainsi de suite. A force de descendre les codimensions on finit par
s’arréter, si bien qu’on aura trouvé une fonction f€ O telle que | — fI| < & dans C*(U x V).
Comme ¢ > 0 est quelconque, ceci prouve que fe 0. Donc 0> 0’ = C*(U x V).

Terminons par quelques remarques sur la stratification de &. Tout d’abord, les cellules
de la strate de codimension un contiennent, les unes uniquement des points de naissance,
les autres uniquement des points de croisement. L’allure de la fonction g(u, .) au voisinage
d’un point de naissance montre aisément que celui-ci ne peut étre un maximum local, a
fortiori global. Ainsi donc &, ne contient que des cellules de croisement.

Suivant la fonction £, le seuil pourra &tre atteint sur la strate de codimension zéro; ou
sur la strate de codimension un, auquel cas on observera une catastrophe de conflit et non
une catastrophe de bifurcation; ou sur une strate de codimension plus élévée. Tous ces cas
peuvent se présenter de maniére structurellement stable, comme on peut s'en convaincre en
examinant par exemple le *“ papillon’ de René Thom.

La stratification de N a été construite  partir de la stratification de J¥(V). On peut d’une
maniére analogue construire a partir de celle-ci une stratification de C* (V), puis en déduire
une stratification de U par I'intermédiaire de I'application u — g(u, .) de U dans C(¥). On
aura ainsi montré que la stratification de N se projette en une stratification de U.

Il peut étre utile pour des applications au contréle optimal et aux jeux différentiels
de remarquer que la Proposition 9 donne une forme générique de la multi-application qui,
a u e U, associe I'ensemble des points v € ¥ ol g(x, .) atteint son maximum. Plus précisément,
introduisons la définition suivante:

Définition 12. Une multi-application [ de U dans V sera dite excellente si:
(a) ['(u) comporte au plus (dim U + 1) points;

(b) il existe une stratification de Whitney de U dont les cellules de codimension zéro
seront U,, ..., U, et r applications y,: U; — ¥, continues sur U, et de classe C® sur U,
telles que:

graphe (I') = | J graphe(y).
i=1
Atoute fonction réelle g sur U x V on peut associer une multi-application I' de U
dans V définie par:
Yue U, T(u) ={ve V|glu,v) = g(u, o)V € V}.
On a alors le résultat de généricité:

PROPOSITION 9 BIS. Si ge C*(U x V) vérifie (T'), la multi-application T associée est
excellente.

Enfin, nous aurions pu nous intérésser aux maxima locaux plutdét qu’aux maxima
globaux. Cela revient a attribuer une certaine “myopie’” 2 Urbain et Victor, tout au
moins a ce dernier. Il nous aurait alors fallu considérer, a la place de N _, 1" ensemble
N’ défini par:
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N ={(wr)ir est un maximum local de g(u,.)} ou plutdét son adhérence. Le
centre d'intérét de I'étude se serait déplacé, avec les seuils, des catastrophes de conflit aux
catastrophes de bifurcation.
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