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Qu'est-ce que la rationalité ?

Les modéles mathématiques du comportement employés en économie
reposent sur |'"hypothése que les individus sont rationnels. Il s'agit d'une
conception extrémement étroite de la rationalité (rationalité des moyens,
par opposition a la rationalité des fins), qui se traduit mathématiquement
par trois modules que I'on combine suivant les besoins:
© Pour les décisions qui ont une conséquence immédiate et certaine:
I'individu maximise une fonction d'utilité concave

max U (a)

acA

@ Pour les décisions qui ont une conséquence immédiate et incertaine:
I"individu maximise son espérance d'utilité

maxE |U (a

maxE (U (3)]

© Pour les décisions qui ont une conséquence différée et certaine:
I'individu maximise son utilité escomptée

max E[r'U(a)]
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@ Sur le modéle max,ea U (a) la théorie est validée (Browning &
Chiappori, Econometrica, 1998)

@ Sur le modéle max,ca E[U ()] la théorie est fortement critiquée
(Kahnemann & Tverski, Econometrica, 1979)

© Le modele max,eca rtU (a) peu de critique au sein de la communauté
économique.

C ’est sur ce point que vont porter les lecons. Je commence par présenter
un cadre général ol tester les différents types de comportemen
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Le probleme de Ramsey (192

Un agriculteur récolte x; en année t. Il en seme une partie k; et consomme
ce qui reste, soit ¢;. La partie semée k; donne une nouvelle récolte f (k¢)

f(ke) = cep1+ kep1 = xeq1, t2>0 (1)

¢t >0, k>0 (2)
On notera A (xg) les suites ¢ = (c¢),~; accessibles a partir de xg et plus
généralement A (x7) les suites ¢ = (ct),» 1 accessibles a partir de x7_1.

L'utilité que I'agriculteur en retire dépend uniquement de sa
consommation, soit u (c;) en année t. Classiquement on prendra

1
f(k):Ek"‘, O<a<l1

u(c):;cﬁ. g<1
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Monsieur Pressé

Monsieur Pressé est parfaitement rationnel, mais s'intéresse uniquement a
ce qui lui arrive aujourd’hui et demain. Ses facteurs d’actualisation sont:

R(0)=1 R(1)=1/2, R(t)=0 Vt>2
Il résout donc le probléme:

1

max {u(co) 4 2u(cl)}  ceA(x)
max {u (c0) + %U(f(ko) - kl)}

Dont la solution, de toute évidence, nécessite que k1 = 0, c'est-a-dire que
I'agriculteur, en t = 1, consomme toute sa récolte. Le fera-t-il vraiment ?
Et s'il ne le fait pas, est-ce rationnel de prévoir de faire quelque chose que
I'on sait que I'on ne fera pas? Qu’'est-ce qu'un comportement rationnel ?
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Madame Patiente

Madame Patiente prend en compte de tout le futur, méme le plus éloigné.
Ses facteurs d'actualisation sont

R(t)=a', t>0 avec 0<a<1

Elle résout donc le probleme max ) 2 g afu(c), ¢ € A(xp), dont la
solution est €. En particulier:

Y atu(e)=max) a'u(c), ceA(x) (3)
t=1 t=1
A l'instant t = 1 elle sera confrontée au probléme
max Y a‘u(c)), < €A(x) (4)
t=0

On remarque que Y2 g atu(c}) = a 1 Y52, afu(c;) et les problemes (3)
et (4) coincident. Madame Patiente fera donc en t = 1 exactement ce
qu'elle avait prévu de faire au temps t = 0
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Le génie de Bellman

La question naturelle est la question de la stratégie. Si je suis dans |'état
x¢ = f (x¢—1) a l'instant t, comment dois-je choisir ¢; (et donc

ki = x¢ — ¢¢) 7 Une stratégie est une fonction ¢; = 0 (t, x¢). Le génie de
Bellman est d’avoir ramené la recherche d’une stratégie a la recherche
d'une fonction.

V (x) = max iooctu(ct) . c€A(x)

= max {u (co) +a Z at 1y (ct)}

t>1

V(x) = mcz]x{u(co) +aV (f(x—a))}

On résout cette derniére équation par la méthode des contractions et on
en tire la stratégie ¢ = 0 (x)

U (c)=aV' (f(x—c))f (x—c)
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Retour a Monsieur Pressé

Plutdt qu'une stratégie optimale il cherchera une stratégie exécutable,
c'est-a-dire que le moment venu il fera ce qu'il avait prévu de faire. Il
s'agit donc d'un feedback ¢ = o (x) avec x = c + k, tel que

o (x) = argm?x{u(c) 20 (f (- c)))}

u' (o (x)) = %U' (e (f(x = (x)) 0" (f (x =0 (x))) £ (x =7 (x))
En prenant f (k) = 2vk et u(c) = Inc cela donne:

1 _1(7'<2 x—(f(x)) 1

o (x) _20(2 x—a(x)) x—0 (x)

Je ne sais pas résoudre ces équations et je ne sais donc que conseiller a
Monsieur Pressé
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Retour au cas général

On considére un individu rationnel, dont les taux d’actualisation sont
R (t), avec:

R(0)=1, R(t)>R(t+1)>0 Vt (5)

R (t) S R(t+1) _
R(t—1) R (t)

Plutdt qu'une stratégie optimale il cherchera une stratégie exécutable,
c'est-a-dire que le moment venu il fera ce qu'il avait prévu de faire,
compte tenu du fait qu'il ne peut décider que de I'action présente, et non
des actions suivantes (non-commitment). Désignons par ¢*7 la trajectoire
obtenue a partir de x en appliquant la stratégie o :

x0=x, xt ="F(xt-1—0(x-1)), &7 =0(x)
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Comparaison avec I'équation de Bellman

Definition

Une stratégie ¢ = 0 (x) , avec x = ¢ + k, est exécutable si

(T(X):argm?x{u(c)—l—iR(t)u(Cg"”) |y:f(x—c)} (7)

Posons
Vo (x) = iR(t)u(cf"), Vi (x) = iR(t—kl)u(ct 7,
Alors o est exécutable ssi
Vo (x) = max {u () + Vi (F (x — €))} (8)
0 (x) = argmax {u (c) + Vi (£ (x — ©))} (9)

En dehors du cas R (t) = a' je ne connais aucun théoréme d'existence.
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Le cas de I'horizon fini

On considére un horizon fini T et un critere final V7 (x).La stratégie
exécutable peut alors étre construite par récurrence descendante:

c(T—-1,x) = argmcax{u(c)—kR(l) Vi (f(x—c¢))}

o(t,x) =argmaxqu(c)+R(LDu(oc(t+1,f(x—c)))+ Z R (s
¢ s=t+2
ot les xs, t+1 < s < T — s sont calculés de maniére évidente
Xe41 = F (X — Cmax) (10)

Xent1 = f (Xewn — 0 (E+ 1, Xe40)) (11)

La procédure bloque dés que le maximum n'est plus unique
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La nature des contrats exécutables

To run or not to run?

Aujourd’hui: 1 Demain: % Apres-demain: % Jour n:%

Gain 150 (12)
—100

Calcul coiit/bénéfice

@ Si je cours aujourd’hui, le gain est —100 4 75 = —25

e Si je cours demain (jour 1) le gain est —3100 + %75 =0
@ Si je cours le jour n le gain est WME’O
[l est optimal de courir le jour 3 ou le jour 4
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Nature des contrats exécutables

Si on court tous les jours: un contrat non exécutable

t t+1 t+2
150 150 150 (13)
~100 —100 —100

Gain de 50 tous les jours: je recois 150 aujourd’hui parce que j'ai couru
hier. Mais comparons deux stratégies:

@ je cours aujourd’hui et demain: bilan actualisé aujourd’hui:
50 + $50 = 75

@ je ne cours pas aujourd’hui mais je reprends demain:
150 — 2100 = 100

Il est optimal de ne pas courir aujourd’hui, mais de courir demain (air
connu)
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Nature des contrats exécutables

Un contrat exécutable

On ajoute une modification: si on n'a pas couru au temps t, le coiit de
courir en t 4 1 est 200 et non 100.
Courir tous les jours est alors une stratégie exécutable. En effet

@ si je cours aujourd’hui 50 + %50 =75

@ si je ne cours pas aujourd’hui, je sais que je courrai demain, le gain
est 150 — 2200 = 50

Il est optimal de courir aujourd’hui.

Le contrat exécutable est une contrainte par I'aval, utilisable quand une
contrainte par I'amont n'est pas réalisable (Ulysse et les sirénes). Le
décisionnaire a l'instant t + 1 a la capacité de punir le décisionnaire a
I'instant t, et celui-ci en tient compte
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Retour sur les taux d’actualisation

Le cas de la finance

En ce qui concerne les sommes d’'argent, il existe un unique taux
d’actualisation, et il est exponentiel. 1000 Euros aujourd’hui valent
1000 et Euros a l'instant t, et si vous en doutes, il existe tout un systéme
bancaire prét a échanger 1000 Euros aujourd’hui contre 1000 e?* livrables
a l'instant t
En matiére financiére, on aura donc deux taux d’actualisation, R (t) qui
porte sur |'utilité et qui dépend de I'individu, et et qui porte sur |'argent.
Une somme de 1000 Euros placée aujourd'hui et livrable a I'instant t a une
utilité présente de

R (t) u (1000e) (14)

En gestion de portefeuille, il faut tenir compte des deux (IE-Pirvu, 2008)
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Retour sur les taux d’actualisation

Le cas individuel

Les expériences menées en laboratoire donnent des taux dits hyperboliques

R(t) =

14 at

Noter qu'ils se conforment aux conditons (5) et (6)
Laibson (1997) propose:

R(0) =1, R(t)=pa’ pourt>1 (15)
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Retour sur les taux d’actualisation

Le cas collectif

Soit une collectivité de N individus, chacun ayant une fonction d 'utilité u,

et un facteur d'a ctualisation al. (donc classique). Quel est le facteur
d'actualisation de la collectivité 7

Un bien X est livrable a I'instant T.

@ Cas 1: il s'agit d'un bien public (climat). Dans ce cas il faut comparer
les bien-étre

W(0) =) Apup(X) et W(T)=) Anafu,(X)

@ Cas 2: il s 'agit d'un bien privé. Dans ce cas il y aura un marché, et
un équilibre défini par
up (xn) = p
ol le prix p dépendra des utilités et de la richesse de chacun

On n 'obtient de conclusion raisonnable que si les utilités sont identiques,
u, = u, ce qui conduit a des facteurs d 'actualisation de la forme }_A,«
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