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Examen d’Analyse complexe

Des réponses justifiées mais concises sont attendues.
Le baréme est de deux points par question.

Notation : D(a,r) ={2€C, |z —a| <7}, C(a,r) ={2z€C, |z —a| =r}.

1 Questions indépendantes

1. L’application R-linéaire C — C, (z,y) — (z + y,z — y) est-elle C-linéaire ?

2. Quel est le développement en série de Laurent de 1 sur 'anneau {1 < |z| < 2} 7

G-

3. Dessiner l'image du lacet y(t) = acost + ibsint (a, b > 0, t € [0, 27] fixé). Que vaut
Sw % ? En déduire

o a2cos?t+ b2sin’t’

on pourra pour cela transformer 87 df en une intégrale a une intégrale par rapport a t.

4. Soit D = D(0,1). Soit f une fonction holomorphe sur D telle que f(D) < D et
|f] < 1 sur C(0,1). Montrer que f possede un unique point fixe sur D.

Corrigé

1. Ona f(i)=1—detif(l) =i(1+¢) = —1+ i. Comme ces deux nombres different,
f n’est pas C-linéaire.

Autre calcul possible parmi de nombreux autres :

s .
(1) S = (L) s

£2) = (L) -

Comme le coefficient devant z est non nul, f n’est pas C-linéaire.

2. On note que

1 1
f(z):z—Q_z—l
Si|z| < 2,
1 _—_1 1 :—12(2)
z—2 2 1—2/2 2n>0 2
Siz>1,




Dans l'anneau {1 < |z| < 2},

16 == 3 (g + )

n=0

3. I'(s,t) = (s + (1 —s)a)cost + (s + (1 — s)b)sint est une homotopie dans C, entre
Iellipse v et le cercle C'(0,1). Comme 1/z est holomorphe dans C,, d’apres la théorie de

Cauchy on a
f dz f dz ,
— = — = 2mi.
v R c(0,1) #

e

En mettant sous forme canonique la fraction sous 'intégrale, on obtient

dz —a® + b?)sint cost [T ab
dt +1 —5— dt
a2 cos?t 4 b2sin’t o a?cos?t+ b?sin“t

La partie réelle doit étre nulle, tandis que la partie imaginaire donne l'intégrale cherchée :

Par ailleurs,

J% dt _ 2
o aZcos?t + b2sin’t  ab’

4. Les points fixes de f(z) sont les zéros de f(z) —z. Or, d’apres le théoreme de Rouché,
f(2) — z a le méme nombre de zéros que z dans D, c’est-a-dire 1.

2 Inversion locale

Soient a € C et f une fonction holomorphe en a; on note b = f(a). On suppose que
flla) = f"(a) = ... = f®Y(a) = 0 et que P (a) # 0 pour un certain entier p > 1;
p s’appelle 'ordre ou la multiplicité de f en a. On définit encore la fonction ¢ par

f(z2) =b+ (2 —a)Py(z).
1. Montrer que ¢ est holomorphe et non nulle en a.

2. Montrer qu’il existe r > 0 tel que D(a,r) ne contienne aucun antécédent de b autre
que a.

3. Montrer que, si g = minj,_,—, |f(2) — b|, tout point w € D(b, u) possede exactement
p antcédents, comptés avec leur multiplicité.

4. En déduire qu'il existe une fonction holomorphe d’ordre 1 en a de la forme F(z) =

f(z) —b.

5. Montrer qu’il existe une unique fonction G holomorphe en 0 telle que F o G(w) = w
au voisinage de 0.

6. En déduire I'expression en fonction de G d’une fonction g telle que f o g(w) = w, au
voisinage de w = b.



Corrigé

1. f est développable en série de Taylor. D’apres I’hypothese que f est d’ordre p en a,
au voisinage de a on a

fz)=0+ Z ez —a)k, ¢, #0.
k=p

Forcément,

o) = Y alz— )7 = Y ez — a)F

k=>p k=0
et p(a) = ¢, # 0.

Les suites (|cpix| 7%) et r? (Jcpen| ¥) = (Jcper| rP™*) sont bornées pour les mémes valeurs
de r, donc ¢ a le méme rayon de convergence > 0 que f. Donc ¢ est bien holomorphe
en a.

2. Les zéros d'une fonction holomorphe non constante sont isolés. (Ici, ceci se déduit
aussi du fait que p(a) # 0, donc, dans un voisinage de a, p(z) # 0, donc, si de plus
z#a, (z—a)Pp(z) #0.)

3. Soit w e D(b, ). Comme

avec, pour tout z € C'(a,r),
[f(2) =0 = p = [b—wl,

d’apreés le théoreme de Rouché 1'équation f(z) = w possede autant de racines que
I'équation f(z) = b (comptées avec multiplicité), c’est-a-dire p.

4. Comme ¢ ne s’annule pas en a, la racine p-ieme de ¢ possede une détermination
continue au voisinage de a. Cette détermination est holomorphe. Donc

F(z2) = {/f(2) = b= K/p(2)(z — a)

est holomorphe. De plus,

F(z)= (2 — a){/cp + cpr1(z —a) + ...,
donc F'(a) = c,l,/p, donc F' est d’ordre 1 en a.

5. D’apres ce qui précede dans le cas p = 1 (ou directement par le théoreme de Rouché),
I'équation F'(z) = W possede localement une solution unique Z = G(W) si W est proche
de 0, de sorte que F'o G(W) = W au voisinage de 0. Comme F'(a) = 0, on a G(0) = a.

A une petite variation AZ # 0 a partir de Z correspond une petite variation AW a

partir de W = F(Z), qui est non nulle puisque F’(a) # 0. Donc le rapport AA—V%/ existe.
Ce rapport tend vers 1/F’(z). Donc G est C-dérivable, donc holomorphe, au voisinage

de 0.

Tout ceci découle aussi du théoréme d’inversion locale en classe holomorphe (dont c’est
une démonstration en dimension un).



6. De la question qui précede, on déduit que
foGW)=b+ WP,
soit, en posant W = (w — b)"/?,
foG ((w— b)l/p) = w.

11 suffit donc de poser
g(w) = G ((w —b)'"7).



