Sur le probleme des deux corps

Jacques Féjoz (mai 2007)

En mécanique classique, la loi de 'attraction universelle veut qu'un corps quel-
conque en attire un autre en proportion de sa masse et en raison inverse du carré
de leur distance mutuelle. Selon Isaac NEWTON (1643-1727), si le corps a une
symétrie sphérique, son action a distance est la méme que si toute sa masse était
concentrée en son centre de masse. Dans le systeme solaire, par exemple, cela
permet de remplacer légitimement les corps célestes par des points matériels.
Par ailleurs, la masse du Soleil étant largement supérieure a celle des planetes,
en premiere approximation chaque planete subit I'attraction du seul Soleil qui,
en retour, est peu perturbé par les planetes. Autrement dit, chaque planéte se
meut sensiblement comme le ferait un point matériel attiré par un seul autre
point matériel tres massif et presque fixe.

La détermination du mouvement général de deux points matériels qui s’at-
tirent, classiquement appelée probléme des deux corps, a été résolue elle aussi
par NEWTON dans ses Principes mathématiques de philosophie naturelle. La
cohérence de sa solution avec les trois lois établies empiriquement par ’astronome
Johannes KEPLER (1571-1630) a confirmé magistralement la loi de 'attraction
universelle.

Soient deux points matériels de masses m1, mo > 0. Supposons I’évolution
de leurs positions ¢, » € R3 régie par les équations

& —q @ —q
mq = fr) 2" et mady = f(r) 2,

r r
ol les apostrophes désignent des dérivations, f est une fonction de classe C*
sur |0, ool et r = ||g1 — @2||- Nous nous concentrerons sur le cas de attraction
newtonienne : myms
£ = 6™,

ou G est un réel > 0, mais il est instructif de comprendre ce qui dépend de la
forme particuliere de I'attraction newtonienne et ce qui n’en dépend pas.

Le centre de masse . .
miqi +mage

mi1 + mo

a une accélération nulle : g = 0 ; cela se voit en dérivant gp deux fois, et
est la manifestation du principe d’inertie. Nous supposerons que le repere de
référence est attaché au centre de masse : gy = 0. Puisque la position de chacun
des deux corps se déduit de la position relative ¢ = ¢b — ¢ des deux corps par
une homothétie :
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le probleme se réduit a déterminer 1’évolution de ¢. L’équation satisfaite par ¢
s’obtient en dérivant deux fois :
mimso
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Donc, le corps fictif de masse p et de position ¢ se meut comme s’il subissait
la seule force exercée par un autre corps situé constamment a ’origine. Fixons
I'unité de masse pour que p=1:

q
(j”:—f(r);, avec 1 =||q]|,
1:

Exercice Justifier qu'on puisse supposer ¢y = 0 sans perte de généralité.
Réponse. Les vecteurs @1 =q1 — qp et QQ = ¢ — ¢p ont un centre de masse
a Porigine et, parce que gy = 0, ils satisfont les mémes équations que ¢1 et g.
L’évolution de le et de Qg étant déterminée, on retrouve ensuite ¢ et ¢go par
la translation rectiligne uniforme inverse.

Exercice Pour le systéme Soleil-Jupiter, mq/ms ~ 1000. Montrer que le
Soleil est presque fixe.
Réponse. ||q1||/||@2]| = ma/m1 = 1/1000 < 1.

La position ¢ satisfait une équation différentielle explicite, du second ordre,
et dont le membre de droite est de classe C! (et méme analytique dans le cas
newtonien) en dehors des collisions ¢ = 0. D’apres le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, pour toute condition initiale (g(0) # 0,¢’(0)), il existe une solution
maximale ¢(¢) unique.

Lemme 1. La position q(t) appartient au sous-espace vectoriel engendré par
q(0) et q'(0).

Proof. Soient L ce sous-espace vectoriel et @(t) la courbe paramétrée obtenue
a partir de ¢(t) par symétrie par rapport & L. Les courbes ¢(t) et Q(t) satisfont
la méme équation différentielle et les mémes conditions initiales. Donc, Q(t)
aussi est maximale et, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, @(t) = q(t)
pour tout t. O

On peut, par conséquent, supposer que ¢ = (z,y) € R? (a fortiori si ¢(0)
et ¢'(0) sont colinéaires). L’équation de ¢ est équivalente au systeme des deux
équations scalaires du second ordre suivantes :

x”:—f(r)E et y”:—f(r)y, avec 1 =+/22+y2.
r r

Les solutions de ces équations sont les projections sur R? = {(x, y)} des solutions
du systéme du premier ordre suivant dans R* = {(z,y,u,v)} :

Le potentiel U(r) est une fonction, définie & une constante pres, primitive de
f ; par exemple le potentiel newtonien vaut U(r) = —1/r. L’énergie, notée H



Figure 1: Aire balayée pendant dt

par Joseph-Louis LAGRANGE (1736-1813) en hommage semble-t-il & Christiaan
HUYGENS (1629-1685) est la fonction

(u? + ) +U(r) ;

N | =

H(z,y,u,v) =
le moment cinétique est la fonction
C(z,y,u,v) = det(q,7) = zv — yu.

Lemme 2. Les fonctions H et C sont constantes le long des solutions ; on dit
que ce sont des intégrales premicres (intégrale dans le sens ancien de quantités
constantes au cours du temps ; premiere parce que ce sont des fonctions des
positions et de leurs dérivées premieres par rapport au temps).

Proof. Le long d’une solution,

H (1), 0, u(0), o0 = w+o0+ )" =~ sy 1 7D gy = o
et

Cla(t),y(t), u(t),v(t)) = det(q',q') + det(q, ¢") = —

fiT) det(7, ) = 0.

O

Exercice Existe-t-il des intégrales secondes dont l'invariance ne découle de
Iinvariance d’aucune intégrale premiere ?

Réponse. Non, puisque si une fonction g(z,y, z’,y’, 2", y") est constante le long

des solutions, il en est de méme de 'intégrale premiere g(z, y, ', y', — f(r)x/r, — f(r)y/T).

La conservation du moment cinétique peut étre interprétée géométriquement
de la fagon suivante.

Proposition 3 (deuxiéme loi de Kepler, ou loi des aires). L’aire balayée
par le vecteur position q(t) varie linéairement avec le temps.



Proof. Notons A(t) l'aire balayée par ¢ en fonction de ¢, initialisée en posant
par exemple A(0) = 0. Quand dt tend vers 0,

gt +dt) = q(t) + ¢'(t) dt + o(dt),
donc, au premier ordre, l'aire balayée pendant l'intervalle de temps dt est I’aire
du triangle ayant ¢(t) et ¢'(t) dt comme cotés adjacents (voir la figure 1) :
1 C
At +dt) — A(t) = 3 det(q(t), q'(t)) dt 4+ o(dt) = 3 dt + o(dt)
(si C < 0, Paire balayée est comptée négativement). A la limite,
A(t) =
( ) 2 ?
donc, comme C est une intégrale premiere, A(t) — A(0) = Ct/2. O
Une autre conséquence de la conservation du moment cinétique est que, en
coordonnées polaires (r,0), il est possible d’étudier le mouvement radial (coor-

donnée r), & moment cinétique fixé, indépendamment du mouvement angulaire
(coordonnée 0).

Lemme 4. L’énergie vaut

T/2 CQ
H_7+ﬁ+U(T)

et v satisfait l’équation différentielle

Proof. Un calcul direct montre que le moment cinétique et ’énergie valent

/2 29/2
C=r% o H=__ 4"
r e 5 + 5

+U(r),

d’ol1 expression de H en éliminant 6’.
Par ailleurs, 72 = 22 + y2, donc, le long d’une solution,

rr’ = axz’ +yy ;
donc, en dérivant une fois de plus,

T/Q +TTN — Qj/Q +y/2 +$$N +yy// — Qj/Q +y/2 _ Tf(T),

soit
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Exercice Dans le cas d’'un mouvement non circulaire, démontrer I’équation
différentielle du lemme en dérivant ’expression de 1’énergie par rapport au
temps.

2
Réponse. 0= <7’” - =+ f(r)) r’. Sila vitesse radiale r’ n’est pas identique-
r

ment nulle sur un ouvert, on peut diviser par v’ la ott ' # 0, et conclure par
continuité (si 7 = 0, le fait que » = C? découle de ce qui suit).

Une condition initiale (¢(0) # 0,¢'(0)) étant donnée, soit |t_, ¢4 [ I'intervalle
de temps contenant 0, avec t_,t; € RU{zxoo}, sur lequel la solution maximale
est définie.

Définition 5. Le mouvement final dans le futur (comportement asymptotique
au temps t4+~ ) est

1. borné, ou de type B, si 0 < liminf r(¢) < limsupr(t) < oo ;
2. de collision, ou de type C, silimr(t) =0 ;
3. d’éjection, ou de type ET, silimr(t) = oco.

La terminologie est analogue dans le passé (B—,C~,E~ ).

Proposition 6. Supposons que l’attraction est newtonienne (U(r) = 1/r).
(1) Les mouvements finauz sont ainsi classifiés :

C#0 | C=0

H<0| B Bt H<0]|CCt
H>0|EET H>0| E-C" ouC™E"

Une solution maximale ne peut cesser d’exister en un temps fini (|t+| < o0)
qu’en cas de collision ;
(2) au voisinage d’une collision, indépendamment de l’énergie :

2/3 -1/3
T~ <i|ti - t|> et 1~ <§|ti - t|) ;
v 4 |

(8) pour une éjection,

limr = v2H.

La propriété selon laquelle une solution maximale sans collision est définie
pour tout temps reste vraie avec trois corps. Mais il existe des solutions sans
collision dans le probleme des cing corps avec éjection en temps fini (I'un des
corps a un mouvement final nouveau qualifié d’oscillatoire, sa coordonnée r
ayant une limite inférieure nulle et une limite supérieure infinie). On conjecture
que de telles solutions existent aussi avec quatre corps dans le plan.

Démonstration de la proposition. La projection d’une orbite sur le plan {(r,r’)}
est incluse dans une courbe de niveau de H. Quelle est la topologie de ces
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Figure 2: Courbes d’énergie constante a moment cinétique fixé
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courbes de niveau symétriques par rapport a l'axe des r 7 Supposons pour
commencer C' # 0. La fonction H atteint sa valeur minimum Hy = —1/(2C?) au
point (r,7") = (C?,0) ; ce niveau singulier, constitué d’un seul point, correspond
a une orbite circulaire. Si Hy < H < 0, la courbe de niveau de H est une
courbe fermée encerclant le minimum, qui est la réunion du graphe de deux
fonctions de r définies sur un méme intervalle compact de |0, +oo[. Si H > 0,
I’équation détermine une courbe non bornée, qui est la réunion du graphe de
deux fonctions de r définies sur un intervalle de la forme [ro(H, C), +oo[. Quand
le moment cinétique est nul, le minimum de H est reporté en r = 0, et les
courbes de niveau de H sont donc toutes non compactes dans {(r,r’), r > 0}.
Ces considérations sont résumées dans la figure 2. De plus, le minimum de H
est Punique point d’équilibre dans le plan {(r,’), r > 0}, & cause de 1’équation
différentielle de r. Donc, les composantes connexes des courbes de niveaux de
H sont exactement les orbites dans le plan {(r,7')} des solutions maximales
de I'équation différentielle de r. La classification des mouvements finaux en
découle.

Il reste & montrer que ¢+ est fini si et seulement s’il se produit une collision,
et & déterminer les estimations données sur r et v’ au voisinage d’une collision ou
d’une éjection. Rappelons que, pour une équation différentielle quelconque, une
solution maximale ne peut cesser d’exister apres un temps fini qu’a la condition
qu’elle sorte en ce temps fini de tout compact du domaine de définition du
champ de vecteurs. Or 'ouvert de définition des équations du premier ordre est
(R?\ {0}) x R2. Donc, il suffit d’étudier les trois cas suivants quand ¢ — ¢~
(le cas du passé étant analogue) :

liminfr(t) =0, limsupr’(t) =+occ ou limsupr(t) = +oc.

D’apres ce qui précede, ces limites inférieures ou supérieures sont des limites.
Donc, les deux premiers cas, qui coincident d’apres ’expression de H, car-
actérisent les collisions ; le dernier cas caractérise les éjections.

— Cas des collisions. On sait que C' = 0. Il existe un instant to € [0,¢4]
tel que 7 < 0 sur lintervalle [tg,t4[. En résolvant 'équation donnant H, par



rapport & la variable 7’ sur cet intervalle, on obtient I’équation différentielle
explicite
1
= —/2 (H + —),
r
dont la solution est

(to) dr
t—1tyg = —_— to <t <ty).
’ /T@) 2(H + 1/r) (o<t <ty)

A la limite quand t — ¢4~ le membre de droite reste fini ; pour qu’il en soit de
méme du membre de gauche, il faut ¢, < co. Alors,

r(to) dr
o 2H+1/r)

Asymptotiquement, quand tg — t4

t+—t0:

1 (to) NG)
ly — 1o ~ 75 . Vrdr = ?r(t0)3/2,

d’ot1 ’équivalent de r en posant t = tq, puis celui de r’ en utilisant la conservation
de I’énergie.

— Cas des éjections. 1l existe un réel ¢y € [0,t,[ tel que, cette fois, v’ > 0
sur lintervalle [tg,t+[. Comme limr = 400, l'expression de H montre que
' — V/2H. Donc 1’ est bornée, disons par un réel v > 0, et Pestimation

0<r(t)=r(ty) + / ' (s)ds < r(to) +v(t — to)

to
montre que t4 = +o0. O

Exercice Peut-on déduire de la proposition que les solutions bornées sont
périodiques 7

Réponse. Non. Pour des solutions bornées, d’apres ce qui précede, la coor-
donnée r est une fonction périodique du temps. Mais on ne sait pas a priori si
le couple (1,6 (mod 27)) est périodique, c’est-a-dire si, pendant une période, la
variable 6 augmente d’un multiple rationnel de 2.

Exercice Pour le potentiel U(r) = —1/r?, les solutions de collision ont-elles
toutes un moment cinétique nul ?

Réponse. Non, parce que le terme de potentiel et le terme d’énergie cinétique
angulaire sont chacun en 1/r2. 1l existe des mouvements en spirale.

Exercice Classifier les mouvements finaux du potentiel élastique U(r) = r2.

Réponse. Le champ de vecteurs étant polynomial, il n’a pas de singularité aux
collisions r = 0. Toutes les solutions maximales sont définies pour tout temps
et sont de type B~ B™ (les solutions de moment cinétique nul connaissent une



infinité de collisions et, dans ce cas, il est naturel d’autoriser r a varier dans

R).

Les raisonnements conduits jusqu’a présent sont valables pour tout champ
de force central. Dorénavant nous supposons que la force est newtonienne :

fr)=1/r2,
Proposition 7 (premiére loi de Kepler). Chaque orbite est une composante
conneze de conique, et l'origine en est un foyer.

La démonstration élégante qui suit est due & LAGRANGE. Elle n’utilise pas
la conservation de 1’énergie, et la trouver ne requiert pas de connaitre le résultat
a priori.

Proof. Fixons des conditions initiales
(2(0),(0),2'(0), 4'(0)) € (B*\ {(0,0)}) x R*.

La clef de 'argument est que les solutions x°, y° et r° correspondantes sat-
isfont aussi les équations respectives suivantes, qui, chacune, sont linéaires et
dépendent du temps :

2 == pour z° et y°, (z)

et
7 r 2 o .

__W—’_W pour r° ; (r)
le calcul en est tautologique. Les deux fonctions z° et y° satisfont donc la
méme équation différentielle linéaire. Si C' # 0, les fonctions z° et y° sont
indépendantes sur R et forment donc une base du plan vectoriel des solutions de
cette équation. Sinon, elles sont proportionnelles et le mouvement est rectiligne.
De plus, I’équation (z) est la partie homogene de 1’équation (r) satisfaite par r°,
dont I’espace des solutions est donc un plan affine dirigé par le plan vectoriel
des solutions de I’équation en z. La fonction 7° est une solution particuliere
de (r), mais il est utile pour conclure de remarquer que la fonction constante
r1(t) := C? est aussi une solution particuliere. Si C' # 0, la solution générale
de (r), donc en particulier r°(t), s’exprime comme la somme de la fonction
constante 7! et d’une combinaison linéaire de z° et de y° ; si C' = 0, cela reste
vrai de r°. Dans les deux cas, il existe deux réels a et 3 tels que

ro(t) = C? + az®(t) + By°(t)

sur tout l'intervalle de temps sur lequel ces fonctions sont définies.

Dans lespace {(z,y,r)}, la courbe paramétrée (z°(t), y°(t), r°(t)) est tracée
sur le plan d’équation r = C%+ax+ By. Or elle I'est aussi sur le cone d’équation
r = /22 + y2. L’orbite est donc incluse dans une conique, et sa projection sur
le plan {(z,y)} aussi (figure 3). L’équation de la projection,

Va2 +y2 = C? + ax + By,



12 =x% +y?

T=C 4 ax+ By

(¢}

Figure 3: Conique dans 'espace {(z,y,r)}

obtenue en éliminant r, indique plus. En effet, le membre de gauche est la dis-
tance & l'origine. D’autre part, le membre de droite, divisé par € := \/a? + (32,
est la distance a la droite D d’équation

C? + ax+ py = 0.

Donc, I’équation de l'orbite est d(M, O) = ed(M, D), et 'orbite est bien contenue
dans une conique dont un foyer est a l'origine (cela justifie 'appellation de
vecteur excentricité pour l'intégrale premiere vectorielle € = («, 3)). La loi des
aires impose qu’une solution maximale coincide avec la composante connexe de

la conique dans laquelle elle est incluse. O
Corollaire 8. e Si H= —ﬁ, le mouvement est circulaire uniforme ;

° si —% < H < 0, le mouvement est elliptique (en particulier, périodique !) ;
e si H =0, le mouvement est parabolique ;
e si H >0, le mouvement est hyperbolique.

Exercice Que peut-on déduire directement a partir des deux premieres lois
de Kepler concernant la classification des mouvements finaux ?

Réponse. D’apres la premiere loi de Kepler, une solution est une solution de
collision si et seulement si elle est rectiligne, c’est-a-dire de moment cinétique
nul. D’apres la deuxieme loi de Kepler, une solution de moment cinétique non
nul ne peut cesser d’exister en un temps fini. Enfin, par continuité avec les
solutions voisines de moment cinétique non nul, on voit qu'une collision est
atteinte en temps fini et qu'une éjection de moment cinétique nul ne se produit
qu’en un temps infini.

Exercice Pourquoi cette démonstration de la premiere loi de Kepler ne fonc-
tionne pas pour une force f non newtonienne ?

€2 —r3f()
3

Réponse. Dans I’équation r” = le second terme du numérateur
b 9

r
73 f(r), n’est linéaire par rapport a r que si f(r) = k/r?, c’est-a-dire dans le cas
newtonien (pour une force non newtonienne, on peut montrer que la conclusion
elle-méme de la proposition est fausse).



Exercice Montrer qu’avec la force élastique (f(r) = r) les orbites sont toutes
des ellipses centrées a ’origine ; on pourra raisonner directement en coordonnées
cartésiennes.
Réponse. Les équations sont 7 = —x et y”” = —y. Une solution est de la forme
x = Xcos(t — ), y =Y cos(t — ). En développant les cosinus, on voit qu’il
existe un polynéme P du second degré tel que P(x,y) = 0. Donc l'orbite est
une conique. Comme elle est bornée, c’est une ellipse (éventuellement dégénérée
si C =0).

Remarquons que, en particulier, la solution est périodique. Un théoreme du
a Joseph BERTRAND (1822-1900) affirme que les forces attractives newtonienne
et élastique sont les seules forces centrales pour lesquelles toutes les solutions
bornées sont périodiques.

Dorénavant, nous supposerons de plus que l’énergie est strictement négative,
ou, autrement dit, que le mouvement est elliptique, comme pour les planetes du
systeme solaire.

Lemme 9. Sia et € sont le demi grand aze et 'excentricité de ’ellipse,

1
H=—— e C?>=a(l-¢).
o (I-€)
Proof. Les valeurs minimale et maximale de r le long d’une ellipse sont a(1 — €)
et a(l + ¢€). Ces valeurs sont atteintes lorsque 7’ = 0, soit, d’apres expression
de H, lorsque

2, r C?
P22
H 2H
Donc o
1
20,:—E et a2(1—€2):—ﬁ,
d’ot1 découlent les deux expressions annoncées. O

Rappelons que 'aire d’une ellipse de demi grand axe a et de demi petit axe
b = av/1 — €2 vaut A = mab, puisque cette ellipse s’obtient par une affinité de
rapport b/a & partir du disque de rayon a.

Proposition 10 (troisieme loi de Kepler). Le carré de la période est pro-
portionnel au cube du demi grand axe :

T? = 4n?a®.
Proof. D’apres la deuxiéme loi de Kepler et I'égalité C? = a(1 — €2), la vitesse
de balayage d’aire est constante et vaut

mab  wa®V1—€e2  |C]  ayl— e
=

T T 2
Il est remarquable que I’on puisse simplifier par /1 — €2, de sorte que la période

ne dépend pas de I’excentricité mais seulement du demi grand axe ; I’expression
annoncée en découle. O
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Figure 4: Eléments elliptiques

Exercice  Pour une force centrale f(r) quelconque, exprimer r'? et €' en
fonction de H, C, r et . En déduire une expression intégrale du temps At
de parcours entre péricentre (minimum de r) et apocentre (maximum de ),
ainsi qu’une équation différentielle définissant I'orbite en coordonnées polaires.
Vérifier que le cas newtonien redonne les résultats déja trouvés.
Réponse. 1'% =2(H — % —U(r)) et 0 = C?/r2.

De plus, At = frin’"‘: % et % = %. Le changement de variable h = 1/r
permet de terminer les calculs dans le cas newtonien.

L’anomalie moyenne ¢ de ¢ est angle mesuré a partir du péricentre P de
lellipse, proportionnel a l'aire balayée :

0= 2%t (mod 27)

si le corps ¢ se trouve au péricentre a Uinstant ¢ = 0. Notons M le point
extrémité du vecteur ¢ et M’ I'image de M par Daffinité de rapport 1/v/1 — €2
dans la direction du petit axe de Vellipse (voir la figure 4). L’anomalie ex-
centrique u de ¢ est I'angle polaire du point M’ par rapport au centre Q de
lellipse.

Proposition 11 (équation de Kepler).
{=u—esinu. (k)

Proof. L’aire A grisée sur la figure 4 vaut ’;‘;bé. Pour I’évaluer maintenant en
fonction de w, on peut remarquer que c’est l'aire Agpys de la portion d’ellipse

QPM, a laquelle on soustrait 1'aire Agops du triangle QOM. Or

b u abu
A = — 2— e
@pM a7m 2 2
ot b b1 1
Aocom = —Agomr = — —a’esinu = —abesin u.
a a2



Donc 5 ; .
a abu .
A= Eﬂ =5 - §abesmu7

d’ou ’équation annoncée. O

On peut montrer que 'inverse de I'application
K. :R/277Z — R/277Z, u+— L =u—esinu

n’est pas une fonction élémentaire. L’inversion de ’équation de Kepler a une
importance pratique considérable parce qu’elle permet de trouver la position du
Soleil par rapport a la Terre en fonction du temps.

Exercice Proposer un algorithme pour calculer numériquement u en fonction
d’une valeur de ¢ donnée, en supposant € assez petite (notamment, I’excentricité
de la Terre vaut 0,017).

Réponse.  On peut supposer —m < £ < w. De plus, on a £ = u — esinu si
et seulement si u = £ 4+ esinu. On cherche donc un point fixe de 'application
f:ur— €+ esinu. D’apres le théoreme des accroissements finis, cette derniere
est une contraction dont le rapport de Lipschitz est majoré pare: |f(u)—f(v)| <
€lu —v|. D’apres le théoréme de point fixe de Picard, u est donc la limite de la
suite (f™(uo))new des itérées par f d’une condition initiale ug quelconque, et
cette suite converge géométriquement.
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