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Résumé. L'attration mutuelle des planètes peut-elle rompre la belle régularité

du mouvement keplérien des planètes autour du Soleil, que la loi de l'attration

universelle était initialement ensée expliquer ? Nous retraçons ertaines idées

mathématiques qui ont émergé des tentatives de résolution du plus anien des

problèmes de Dynamique, depuis les travaux de Lagrange (1736-1813), puis eux

de Poinaré ou Arnold, jusqu'à ertains travaux plus réents onduisant à l'aban-

don total du dogme de la stabilité.
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À la �n du xviie sièle, la déouverte de la loi de l'attration universelle bouleversa notre

ompréhension du mouvement des astres du système solaire [84℄. Ave ette loi, Newton

expliqua de façon magistrale la ontradition apparente entre le prinipe, mis en avant par

Galilée et Desartes, du mouvement inertiel retiligne uniforme en méanique terrestre

et les lois, énonées par Kepler, régissant le mouvement elliptique des planètes autour

du Soleil et des satellites autour des planètes. Dans un tour de fore supplémentaire,

Newton alula l'e�et approhé du Soleil sur la Lune. Il s'aperçut rapidement, en e�et,

que les petites attrations mutuelles pouvaient détruire la belle régularité que l'attration

universelle avait d'abord expliquée :
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[B℄lind Fate ould never make all the Planets move one and the same way

in Orbs onentrik, some inonsiderable Irregularities exepted, whih may

have risen from the mutual Ations of Comets and Planets upon one another,

and whih will be apt to inrease, till this System wants a Reformation. [85℄

La onséquene imprévue de l'attration newtonienne fut don de remettre en question

la royane en la stabilité du Système solaire : il ne fut plus évident que les planètes se

mouvaient immuablement, sans ollisions ni éjetions.

En fait, une seonde question se posa, onomitante à elle de la stabilité � elle de � sa-

voir si la loi de Newton explique à elle seule tous les phénomènes astronomiques � [90℄.

Une ourse longue de deux sièles s'engagea entre les astronomes, dont les observations

étaient toujours plus préises, et les � géomètres �. Deux disordanes entre observations

et préditions entretinrent au xviiie sièle un suspense partiulier : la première était

l'avane du périgée de la Lune ; la seonde était le déalage de la longitude moyenne de

Jupiter et de Saturne [61℄, mis au jour grâe à la onfrontation des observations astro-

nomiques de l'époque ave elles rassemblées par Ptolémée presque deux mille ans aupa-

ravant. Les premiers aluls de Newton, d'Euler, de Clairaut, de d'Alembert et d'autres

donnaient de mauvais résultats [17, 27℄.

Mais les problèmes onjoints de la stabilité et de l'adéquation de la loi de Newton se

heurtaient tous deux au même mur de di�ulté : le alul in�nitésimal en était à ses dé-

buts, et l'appareil mathématique néessaire pour omprendre l'in�uene à long terme des

attrations mutuelles manquait. La théorie des perturbations naquit ave les travaux de

Lagrange et de Laplae, qui démontrèrent deux retentissants théorèmes de stabilité. Par

ailleurs, Lagrange transforma la méanique et la dynamique en une branhe de l'analyse

mathématique, en posant les fondations des géométries di�érentielle et sympletique, ou-

vrant ainsi la voie à des développements ultérieurs onsidérables. Ironiquement, Lagrange

supprima les �gures là où Newton avait tenté de supprimer les formules ! En tout as,

il s'ensuivit une rihe série de développements, onduits par Hill, Le Verrier, Lindstedt,

Poinaré, Kolmogorov ou Arnold, parmi d'autres, qui onduisirent à de nombreuses dé-

monstrations partielles de la stabilité du Système solaire, que Poinaré ommenta ainsi :

Les personnes qui s'intéressent aux progès de la méanique éleste, mais qui

ne peuvent les suivre que de loin, doivent éprouver quelque étonnement en

voyant ombien de fois on a démontré la stabilité du système solaire.

Lagrange l'a établie d'abord, Poisson l'a démontrée de nouveau, d'autres

démonstrations sont venues depuis, d'autres viendront enore. Les démons-

trations aniennes étaient-elles insu�santes, ou sont-e les nouvelles qui sont

super�ues ?

L'étonnement de es personnes redoublerait sans doute, si on leur disait

qu'un jour peut-être un mathématiien fera voir, par un raisonnement rigou-

reux, que le système planétaire est instable.

Cela pourra arriver ependant ; il n'y aura là rien de ontraditoire, et e-

pendant les démonstrations aniennes onserveront leur valeur. (Poinaré,

1897 [91℄ ; voir aussi [18℄)

Et en e�et, après des sièles d'e�orts pour démontrer la stabilité du Système solaire,

la surprise fut immense quand suessivement Poinaré, Arnold ou Laskar avanèrent

un faiseau d'arguments mathématiques et numériques indiquant au ontraire que le
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Système solaire est instable, sur une éhelle de temps inférieure à la durée de vie du Soleil :

l'évolution à long terme du Système solaire ressemble plus à une partie de tennis dans

une forêt qu'à un jeu bien réglé de roues dentées. Mais les méanismes préis d'instabilité

restent largement mytérieux...

C'est ette histoire que nous nous proposons de survoler à travers quelques unes des idées

mathématiques qui l'ont jalonnée, hoisies subjetivement. Au détriment de la rigueur

historique nous nous permettrons beauoup d'anahronismes sans lesquels l'exposition

serait onsidérablement allongée.

Mentionnons que les ÷uvres omplètes de Lagrange, mort il y a deux ents ans, sont

numérisées sur le site Gallia de la Bibliothèque Nationale de Frane.

1. Le système planétaire

Étant donné un paramètre ǫ > 0, soient m0, ǫm1, ǫm2, ..., ǫmn les masses de 1+ n points

matériels, ensés représenter le Soleil et n planètes. Si l'on note x0, x1, ..., xn ∈ R
3
les

veteurs positions de es astres, les équations de Newton s'érivent

(1)

{

ẍ0 = ǫ
∑

k 6=0mk
xk−x0

‖xk−x0‖3

ẍj = m0
x0−xj

‖x0−xj‖3
+ ǫ
∑

k 6=0,j mk
xk−xj

‖xk−xj‖3
(j = 1, ..., n).

Comme Newton l'a démontré dans ses Prinipia [84℄, le fait de remplaer les orps

élestes par des points matériels est justi�é tant que la distribution de masse de es orps

a une symétrie sphérique. Par ailleurs, la masse des planètes rapportée à elle du Soleil

étant petite (1/1000 pour Jupiter), il est légitime d'étudier les équations (1) pour les

petites valeurs de ǫ ; e sera d'ailleurs le adre d'étude de la quasi-totalité des travaux

mathématiques sur le sujet.

Remarquons aussi que l'invariane galiléenne des équations (1) permet de se restreindre

sans perte de généralité au sous-espae invariant où le entre de masse

xG =
1

m0 + ǫ
∑

j 6=0mj



m0x0 + ǫ
∑

j 6=0

mjxj





est à l'origine, e que nous ferons dorénavant ; on peut alors retrouver le mouvement du

Soleil à partir de elui des planètes, puisque

x0 = −ǫ
∑

j 6=0

mj

m0
xj .

Nous noterons

x = (x1, ..., xn) ∈ (R3)n \∆ = R
3n \∆ (∆ := ∪j,k{xk = xk})

le veteur de on�guration, et

z = (x, ẋ) ∈
(

(R3)n \∆
)

× (R3)n = T
(

R
3n \∆

)

le veteur d'état. Bizarrement, l'espae des z (ou son dual) s'appelle aujourd'hui l'espae

des phases.

(1)
Soit enore

(2) ż = v(z) = v0(z) + ǫv1(z)

1. À peu près tout le monde depuis Boltzmann a pourtant oublié e que le mot phase désigne !
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le hamp de veteurs orrespondant aux équations (1), restreint à notre sous-espae

invariant (xG, ẋG) = (0, 0).

Limite keplérienne. � À la limite quand ǫ tend vers 0, le Soleil se onfond ave

xG = 0. Chaque planète, elle, subit la seule attration du Soleil �xe :

ẍj = −m0
xj

‖xj‖3
(j = 1, ..., n).

et son mouvement est régi par les lois de Kepler [4℄ :

Première loi. Le orps xj se meut le long d'une onique dont un foyer est à l'origine.

Deuxième loi. L'aire balayée par xj roît linéairement ave le temps.

Si de plus l'énergie

Ej =
mj ẋ

2
j

2
− m0mj

‖xj − x0‖
est < 0, e que nous supposerons dans la suite, la onique dérite est bornée, don 'est

une ellipse.

Troisième loi. Le arré de la période de révolution de xj est proportionnel au ube du

grand demi-axe.

La deuxième loi déoule immédiatement du fait que la dérivée de

γj := det(xj , ẋj)

le long des trajetoires est nulle.

(2)
(Le moment inétique habituel est Cj = mjγj .) Pour

la troisième loi, voir le livre d'Arnold-Kozlov-Neishtadt [4℄. Cédons au plaisir de rappeler

une démonstration merveilleuse de la première loi, due à Lagrange.

Démonstration de la première loi [46℄. � D'abord, le mouvement se fait dans le plan

(ou la droite si γj = 0) engendré par la position xj et la vitesse ẋj initiales ; ei déoule

de l'invariane du problème de Cauhy par symétrie par rapport à e plan. Notons (ξj , ηj)
les oordonnées de xj dans e plan (respetivement, dans un plan ontenant ette droite)

et rj =
√

ξ2j + η2j . Les oordonnées ξj et ηj satisfont les équations

ξ̈j = −m0
ξj
r3j

, η̈j = −m0
ηj
r3j

tandis que, omme un alul diret le montre, rj satisfait

r̈j = −
γ2j −m0rj

r3j
.

Des onditions initiales xoj = (ξoj , η
o
j ) étant �xées (et roj =

√

ξoj + ηoj ), ξ et η satisfont

tautologiquement l'équation linéaire dépendant du temps

(3) ζ̈j = −m0
ζj

roj (t)
3
,

2. Cela peut-il initer, dans les ours d'algèbre linéaire, à ne pas soigneusement oulter le fait que

le déterminant est un volume orienté ?
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tandis que rj satisfait l'équation �linéaire non homogène� dépendant du temps

(4) r̈j = −
γ2j −m0rj

roj (t)
3

,

(on a simplement remplaé tous les rj dans les dénominateurs par la fontion expliite

du temps roj (t)). L'équation (3) étant la partie homogène de l'équation (4), le plan a�ne

des solutions de (4) est dirigé par le plan vetoriel des solutions de (3). De plus, rj(t) ≡
γ2j /m0 étant une solution partiulière de (4) (orrespondant à une révolution irulaire

uniforme), il existe des onstantes αj , βj ∈ R telles que la ourbe (ξj(t), ηj(t), rj(t)) soit
traée sur le plan a�ne d'équation

rj = γ2j /m0 + αjξj + βjηj

(si γj = 0, ei reste vrai pare que ξj et ηj sont proportionnelles). En éliminant rj , on
obtient

√

ξ2j + η2j = γ2j /m0 + αjξj + βjηj ,

soit l'équation d'une onique dans le plan de xj , dont un foyer est l'origine, de droite

diretrie γ2j /m0 + αjξj + βjηj = 0 et d'exentriité

√

α2
j + β2

j .

Pour haque planète, on se restreindra, dans l'espae des orbites du hamp de veteurs

v0, à un voisinage assez petit des solutions horizontales (plan orbital onfondu ave un

plan �xe orienté quali�é d'horizontal), irulaires (exentriité nulle), et diretes (dont

la révolution se fait, en projetion sur le plan horizontal, dans le sens positif). Parmi les

planètes du Système solaire, 'est en e�et Merure qui a la plus grande inlinaison (∼ 7o)
et la plus grande exentriité (∼ 0, 2), et toutes les planètes tournent dans le même sens

(en revanhe, la rotation propre de Vénus, par exemple, est rétrograde). La variété des

telles solutions keplériennes d'une planète est di�éomorphe à R
5
.

2. La variation de la onstante

L'intégration du hamp non perturbé v0, dans l'espae des phases de dimension 6n, se
fait à l'aide de 6n onstantes d'intégrations salaires, disons ζ = (ζ1, ..., ζ6n), qui sont

autant d'intégrales premières

(3)
: se donner une ondition initiale équivaut à se donner

la onstante d'intégration vetorielle ζ, et alors

z = z(t, ζ).

Parmi es onstantes, on peut distinguer les 5n éléments elliptiques qui déterminent l'el-

lipse keplérienne sur laquelle haque planète se meut, et les n paramètres qui déterminent

la position des planètes sur leur ellipse à l'instant initial. Comme éléments elliptiques,

3. Intégrale première : nom bizarre qui désigne des fontions onstantes le long des ourbes intégrales,

qui provient d'un usage anien du mot �intégrale� pour désigner des quantités onservées, l'adjetif

�première� signi�ant que es intégrales dépendent des positions et de leur dérivée première par rapport

au temps
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sur l'ouvert di�éomorphe à T
3 ×R

3
de l'espae des phases où de plus les ellipses ne sont

ni irulaires ni horizontales, on peut hoisir les suivants :































aj = grand demi-axe

gj = argument du périhélie

ej = exentriité

θj = longitude du n÷ud

ιj = inlinaison,

où la dé�nition de ertains éléments est rappelée sur la �gure suivante.

����
����
����
����

ℓj

gj

θj

xj
ιj

Comme oordonnée sur haque ellipse, on peut hoisir l'anomalie moyenne ℓj , 'est-à-dire
l'angle ompté à partir du périhélie, proportionnel à l'aire intérieure à l'ellipse délimitée

par xj ; d'après la deuxième loi des aires, ℓ̇j est onstante le long des ourbes intégrales

de v0.

Ainsi, une ondition initiale zo étant �xée, l'unique ourbe intégrale orrespondante de

v0 est une fontion z = z(t, ζ), ζ = (ℓj , aj , gj , ej , θj , ιj)j=1,...,n, telle que

∂z

∂t
(t, ζ) = v0(z(t, ζ)).

Forts de ette première approximation du mouvement, herhons maintenant une ourbe

intégrale du hamp de veteur v = v0 + ǫv1, ave 0 ≤ ǫ ≪ 1. Les intégrales premières

ζ préédentes n'ont auune hane de rester des intégrales premières, mais on peut s'at-

tendre à e qu'elles varient lentement. La méthode de la variation de la onstante onsiste

à herher une solution de la forme

z = z(t, ζ(t)),

où ζ(t) est la nouvelle fontion inonnue.

(4)
En dérivant par rapport au temps, et en

simpli�ant les termes

∂z
∂t = v0(z), on voit que

(5)

∂z

∂ζ
(t, ζ(t)) · ζ̇(t) = ǫv1(z(t, ζ(t))),

4. Cette méthode est généralement enseignée omme une astue de alul pour les équations linéaires.

Comme dans e as la notion de petitesse disparaît, la méthode devient inompréhensible.
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e qui �nit de onvainre que ζ̇ = O(ǫ). Faute de savoir résoudre l'équation exatement,

on peut bien sûr obtenir le premier ordre d'approximation (après Kepler) en négligeant

les termes d'ordre deux en ǫ, 'est-à-dire en résolvant :

ζ̇(t) = ǫ

(

∂z

∂ζ
(t, ζo)

)−1

v1(z(t, ζ
o)),

par simple quadrature.

C'est e que Newton (dans un époustou�ant tour de fore qui impressionna Laplae),

Clairaut, d'Alembert, Euler, Lagrange et d'autres ont fait dans di�érentes situations

partiulières, (voir par exemple [30, 84℄) pour tenter notamment d'expliquer les deux

grands problèmes que furent l'avane du périgée de la Lune et les irrégularités de Saturne

et de Jupiter. La théorie des perturbations était née... mais les résultats étaient faux ! Par

exemple, dans son mémoire qui remporta le prix de l'Aadémie des Sienes en 1748, Euler

prétend démontrer que les déalages des anomalies moyennes de Jupiter et de Saturne

sont de même signe, alors que les observations montrent le ontraire [30, 62℄. En 1747,

Clairaut proposa à l'Aadémie des Sienes de réviser la loi de l'attration universelle

pour rendre la Méanique ompatible ave ses préditions [17℄ ! Shématiquement, les

erreurs ont deux soures :

� les dérivées partielles sont déliates à aluler (la dérivée par rapport à ζj dépendant

de la dé�nition de tous les ζk !),
� il faut beauoup de savoir-faire pour déterminer quels termes sont e�etivement négli-

geables devant d'autres.

C'est à ette époque que les aluls ommenèrent à être e�etués ave des lettres pour les

paramètres plut�t qu'ave des valeurs numériques, et devinrent ainsi onsidérablement

plus limpides.

Ave la terminologie d'aujourd'hui, e qui préède revient à déduire, par simple dérivation

de l'appliation

φ : z (ondition initiale) 7→ ζ (onstante d'intégration),

l'évolution de la onstante d'intégration de v0 par rapport au temps :

ζ̇ = φ′(z) · v(z).

Lagrange lari�a et perfetionna onsidérablement la méthode de la variation de la

onstante. On peut arti�iellement déomposer sa ontribution en deux.

Redressement du hamp de veteur keplérien. � Lagrange omprit que l'appli-

ation φ est un hangement de oordonnées, 'est-à-dire que l'on peut repérer un point

de l'espae des phases non plus par la position et la vitesse des planètes, mais par les

éléments des ellipses keplériennes que les planètes auraient dérites à partir de e point

sous la seule ation du Soleil, et par leur position sur es ellipses. Cei permit de omposer

l'égalité préédente à droite par φ−1
, et don d'obtenir un système fermé

(6) ζ̇ = φ′(z(ζ)) · v(z(ζ)) = (φ∗v)(ζ),

soit enore de aluler l'image direte du hamp de veteurs par le di�éomorphisme φ.
C'est l'un des premiers exemples de hangement de oordonnées qui ne soit ni algébrique,
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ni prohe de l'identité, et utilisé pour redresser un hamp de veteurs. On peut y voir le

début du onept de variété di�érentielle abstraite.

(5)

La transendane du hangement de variables φ se voit quand on examine le paramétrage

des ellipses keplériennes. Rappelons que l'on note ℓj l'anomalie moyenne de la j-ième

planète. Notons de plus uj son anomalie exentrique, dont la dé�nition se lit sur la �gure

suivante.

��
��
��
��
��

��
��
��
��
������

��
���
���
���
���

xj
ℓj

uj

aj

aj

√

1− e2j

Ces deux anomalies sont liées par l'équation de Kepler

ℓj = uj − ej sinuj .

La détermination de la loi horaire des astres dans le iel passe par l'inversion de ette

formule. C'est d'ailleurs apparemment son désir de omprendre orretement la formule

d'inversion de Lagrange [44, 101℄ qui a onduit Cauhy à développer sa théorie des

fontions holomorphes, et notamment la formule de la moyenne [12℄.

Revenons un instant à l'équation (6), que l'on peut érire

(7) ζ̇ =
n
∑

j=1

νj
∂

∂ℓ1
+ ǫ(φ∗v1)(ζ)

en notant νj les moyens mouvements, 'est-à-dire les fréquenes keplériennes de planètes.

Quand ǫ = 0, la solution est simplement

ℓj = ℓoj + njt, (aj , gj , ej , θj , ιj) = cst.

Partant de là, par réurrene on peut aluler le développement de ζ(t) en puissanes de ǫ,
en substituant à haque étape la solution approhée préédente dans le seond membre

de (7). On obtient ainsi une série de perturbation, dont on voit sur des exemples très

simples l'inutilité quant aux propriétés des solutions sur de longues éhelles de temps.

Un exemple onnu de d'Alembert est le suivant. Une solution de l'équation

ẍ+ (1 + ǫ)x = 0, x ∈ R,

est x = cos [(1 + ǫ)t], mais, à ause du fait que la fréquene dépend de ǫ, son développe-

ment en puissanes de ǫ en donne une très mauvaise idée :

x = cos t− ǫt sin t+O(ǫ2);

les termes omme −ǫt sin t, dont l'amplitude roît ave le temps, sont quali�és de séu-

laires, par opposition au terme périodique et de moyenne nulle cos t.

5. A. Albouy objete que les oordonnées polaires, par exemple, étaient utilisées lontemps avant. Un

autre exemple, lui presque ontemporain, est l'introdution par Euler des oordonnées elliptiques pour

intégrer le problème des deux entres �xes [31℄.
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Déouverte de la nature hamiltonienne des équations. � La seonde ontribu-

tion fondamentale de Lagrange à la méthode de la variation de la onstante, ultérieure

aux développements qui seront exposés dans la partie suivante, onstitue les débuts de

la géométrie sympletique loale. Lagrange et son étudiant Poisson érivirent alternati-

vement plusieurs mémoires [51, 52, 93, 94℄ présentant les équations des variations de

la onstante de façon de plus en plus générale et symétrique. Arago ommenta ainsi les

mémoires de 1807 et 1808 :

[...℄ Poisson avait vingt-sept ans lorsqu'il présenta e magni�que travail à l'Aa-

démie. Vers la �n de 1808, un événement omplètement inattendu jeta le

monde sienti�que dans une surprise enthousiaste. Lagrange se reposait de-

puis longtemps dans sa gloire. Il assistait assidûment à nos séanes, mais sans

y proférer un seul mot [...℄. Tout à oup, Lagrange sort de sa léthargie, et son

réveil est elui du lion. Le 17 août 1808, il lit au Bureau des longitudes, et le

lundi suivant 22, à l'Aadémie des sienes, un des plus admirables Mémoires

qu'ait jamais traés la plume d'un mathématiien. Ce travail était intitulé :

Mémoire sur la théorie des variations des éléments des planètes, et en par-

tiulier des variations des grands axes de leurs orbites. (F. Arago, ×uvres

omplètes, 1854, p. 654)

Nous nous ontenterons d'en donner un aperçu assez global ; plusieurs auteurs ont étudié

es travaux plus en détails que nous ne le ferons ii [41, 70, 99℄.

Notons

Ω = −ǫ2
∑

j<k

mjmk

‖xj − xk‖

le potentiel des fores gravitationnelles perturbatries, dont ǫv1 est le gradient relative-

ment à la métrique des masses ǫ
∑

j mj
∑

k=1,2,3(dx
k
j )

2
. Lagrange démontra d'abord que

le hamp de veteurs ζ̇ alulé i-dessous satisfait les équations

(8)

∑

1≤k≤6n

(ζj , ζk)ζ̇j =
∂Ω

∂ζj
, (j = 1, ..., 6n)

où (ζj , ζk) désigne la parenthèses de Lagrange de ζj et de ζk. Ces parenthèses s'inter-

prètent maintenant omme les oe�ients de la forme sympletique anonique ω =
∑

j mj
∑

k=1,2,3 dx
k
j ∧ dẋkj de l'espae des phases, dans les oordonnées (ζ1, ..., ζ6n).

(6)

Cette formule est don la version en oordonnées de la formule par laquelle on dé�nit

aujourd'hui les hamps hamiltoniens sur une variété sympletique, à savoir iζ̇ω = dΩ.

Dans la perspetive où es parenthèses furent introduites, la di�ulté et le mirale furent

de montrer que les parenthèses ne dépendent pas du temps, ou, de façon équivalente, que

la forme sympletique est onservée. Le lien entre l'équation impliite de dé�nition de ζ̇
et la onservation de la forme sympletique fut omplètement lari�é seulement plus tard

par Poinaré et É. Cartan dans leur étude de l'invariant intégral temps-énergie [10, 90℄.

Ultérieurement, Lagrange et Poisson mirent les équations (8) sous la forme expliite

(9) ζ̇j =
∑

1≤k≤6n

{ζj , ζk}
∂Ω

∂ζk
,

6. Souriau défend l'idée que Lagrange onsidérait en fait une variante (non anoniquement) isomorphe

de l'espae des phases, l'espae des mouvements. Mais ei est seondaire pour notre propos.
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où {ζj , ζk} est le rohet de Poisson de ζj et ζk, à savoir une omposante du tenseur de

Poisson ω−1
.

Nous ne détaillerons pas les aluls sinueux par lesquels Lagrange et Poisson sont passés ;

l'une des di�ultés était que leur degré de généralité n'est apparu que progressivement.

Tout ela fut lari�é dans la Méanique analytique [53℄ de Lagrange, le mémoire de

méanique éleste de Cauhy présenté à l'Aadémie de Turin [11, 13℄ (où la formule de

la moyenne pour les fontions holomorphes est introduite au passage), et les artiles de

Hamilton [36, 37℄. D'ailleurs, Lagrange ne tira pas lui-même diretement partie de la

onservation de la forme sympletique pour aller plus loin sur des questions de dynamique

proprement dite : le point de vue géométrique de Poinaré, étudiant simultanément toutes

les orbites de l'espae des phases, manquait enore.

3. Les deux théorèmes de stabilité de Lagrange et Laplae

Laplae et Lagrange sont à l'origine des premiers théorèmes de stabilité pour le système

planétaire, que nous présentons après les onsidérations préédentes par pure omm-

modité d'exposition. Ces théorèmes sont admirables et réussissent là où Newton, Eu-

ler ou d'Alembert avaient éhoué. Ii enore, l'histoire des mémoires suessifs pré-

sentés aux aadémies de Paris et de Berlin par les deux savants-onurrents est intri-

quée [45, 47, 48, 49, 50, 54, 55, 56℄, et l'on renvoie par exemple au séminaire Poinaré

de J. Laskar [62℄ pour quelques détails sur la façon dont Laplae, impressionné par le

mémoire de Lagrange de 1774, en érivit rapidement un lui-même généralisant elui de

Lagrange, et le �t publier trois ans avant elui de Lagrange !

Introduisons anahroniquement les oordonnées de Poinaré

ζ = (λj ,Λj , ξj , ηj , pj , qj)j=1,...,n ∈ (T× R
5)n, T = R/2πZ,

qui sont sympletiques : ω =
∑

j dλj ∧ dΛj + dξj ∧ dηj + dpj ∧ dqj et analytiques dans

un voisinage des mouvements keplériens horizontaux irulaires direts [21, 33, 92℄. Peu

importe ii leur dé�nition préise ; nous aurons juste besoin de savoir que



























λj = ℓj + gj + θj (longitude moyenne)

Λj = mj
√
m0

√
aj

ξj + iηj ∼ej→0

√

Λj

2 ej e
i(gj+θj)

pj + iqj ∼ej ,ιj→0

√

Λj

2 ιj e
iθj .

Suivons maliieusement Lagrange en notant H l'hamiltonien (�intégrale des fores vives�)

en l'honneur de Huygens

(7)
:

H = H0 + ǫH1

où H0 est l'hamiltonien de n problèmes de Kepler déouplés :

H0 =
∑

1≤j≤n

−
m2

0m
3
j

2Λ2
j

.

7. Voir [53℄, Tome I, Seonde partie, setions première (pp. 248 ss) et troisième (pp. 326 ss).
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Les équations de la dynamique prennent la forme lassique des équations hamiltoniennes











λ̇j = ∂Λj
H, Λ̇j = −∂λj

H

ξ̇j = ∂ηjH, η̇j = −∂ξjH

ṗj = ∂qjH, q̇j = −∂pjH

(e qui ne serait pas le as ave ertaines oordonnées non sympletiques utilisées par

Lagrange). Par exemple, la troisième loi de Kepler se retrouve ii failement, puisque les

moyens mouvements valent

νj = λ̇j

∣

∣

∣

ǫ=0
=

∂H0

∂Λj
=

m2
0m

3
j

Λ3
j

=

√
m0

a
3/2
j

.

Le fait que la période ne dépende pas de l'exentriité déoule du fait que H0 ne dépend

non trivialement que des Λj , alors que pour un potentiel U(r) ni newtonien (−1/r) ni

élastique (r2) H0 dépendrait de 2n ations. Cette dégénéresene dynamique fait du

problème planétaire un problème de perturbation singulière : on ne peut pas espérer que

les mouvements perturbés �quasipériodiques� aient seulement n fréquenes indépendantes

(en tenant ompte de l'invariane par la symétrie de rotation, on peut se onvainre qu'ils

devraient avoir 3n− 1 fréquenes, e que le théorème d'Arnold on�rmera).

Premier théorème de stabilité de Lagrange-Laplae. En dehors des résonanes

keplériennes, au premier ordre en ǫ, les variations des grands demi-axes sont périodiques

et de moyenne nulle.

Préisons que le veteur fréquene ν = (ν1, ..., νn) est résonnant s'il existe un veteur

k ∈ Z
n\{0} tel que k ·ν = 0. La théorie des perturbations se omplique onsidérablement

en présene de résonanes. Dans le as le plus simple où k a exatement deux omposantes

non nulles, la résonane signi�e que les planètes vont régulièrement se retrouver dans

les mêmes positions relatives, et que don leur petite attration mutuelle va, au �l des

révolutions, s'aumuler.

Démonstration. � En notant ν = (ν1, ..., νn) le veteur des moyens mouvements, on a

Λj = Λo
j + ǫ

∫ t

0

∂H1

∂λj
(λo + tν,Λo, ξo, ηo, po, qo) dt+O(ǫ2).

En dehors des résonanes, l'intégrande est périodique et de moyenne nulle par rapport

aux λj , d'où le théorème.

En déduire que les grands demi-axes sont stables pour le système planétaire omplet

serait une erreur grave, que Laplae ommit :

[...℄ [L℄'altération du mouvement moyen de Jupiter, si elle existe, n'est

point due à l'ation de Saturne. [56℄

La petite démonstration i-dessus fait ressortir le r�le du système moyenné ou séulaire,

obtenu à partir du système planétaire par moyennisation sur T
n
de l'hamiltonien par

rapport aux angles rapides λ1, ..., λn :

〈H〉 = H0 + ǫ

∫

Tn

H1 dλ1 · · · dλn.

Elle onsiste en e�et à remarquer que, au premier ordre en ǫ et en dehors des résonanes,

la variation moyenne des Λj est donnée par l'hamiltonien moyenné.
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L'hamiltonien moyenné ne dépendant pas des longitudes moyennes, les Λj sont onstants

pour 〈H〉, et peuvent être onsidérés omme des paramètres. Ainsi, 〈H〉 induit un ha-

miltonien sur l'espae des n-uplets d'ellipses keplériennes de grand demi-axe �xé. Ce

dernier est l'espae séulaire, di�éomorphe à R
4n

(ompte tenu des restritions faites an-

térieurement), et (ξ, η, p, q) en sont des oordonnées. La dynamique séulaire dérit la

dynamique de la lente déformation des ellipses keplériennes sous l'e�et des perturbations,

par opposition à la dynamique rapide de révolution des planètes autour du Soleil.

L'origine (ξ, η, p, q) = 0 orrespond aux n-uplets d'ellipses irulaires horizontales di-

retes. Par symétrie, il est faile de se onvainre qu'elle est un point �xe du système

séulaire. À une époque où l'algèbre linéaire n'existait pas enore, Laplae puis Lagrange

dans le as � général �, alulèrent les valeurs propres du système séulaire linéarisé, et

obtinrent le théorème retentissant suivant, montrant la stabilité linéaires des exentriités

et des inlinaisons.

Seond théorème de stabilité de Lagrange-Laplae. L'origine de l'espae séulaire

est un point �xe elliptique du système séulaire.

En e�et, il s'avère que l'hamiltonien moyenné possède le développement remarquable

suivant :

〈H1〉 = C0(m, a) +Qh · ξ2 +Qh · η2 +Qv · p2 +Qv · q2 +O(4),

où les formes quadratiques �horizontale� et �vertiale� Qh et Qv sont de la forme



























Qh · ξ2 =
∑

1≤j<k≤n

mjmk

(

C1(aj , ak)

(

ξ2j
Λj

+
ξ2k
Λk

)

+ 2C2(aj , ak)
ξjξk
√

ΛjΛk

)

Qv · p2 =
∑

1≤j<k≤n

−mjmkC1(aj , ak)

(

pj
√

Λj

− pk√
Λk

)2

;

les oe�ients Cj sont analytiques réels par rapport aux masses et aux grands demi-axes,

et peuvent être exprimés en fontion des oe�ients de Laplae.

Soient ρh et ρv des opérateurs orthogonaux de R
n
, diagonalisant Qh et Qv (dépendant

analytiquement des masses et des grands demi-axes) :

ρ∗hQh =
∑

j

σj dξ
2
j and ρ∗vQv =

∑

j

σn+j dp
2
j .

Dans l'espae des phases séulaire omplet, l'appliation

ρ : (ξ, η, p, q) 7→ (ρh · ξ, ρh · η, ρv · p, ρv · q)

est sympletique et le problème est don ramené à un hamiltonien de la forme

(10) H0(Λ) + ǫ
∑

j

(

σj(Λ)(ξ
2
j + η2j ) + σn+j(Λ)(p

2
j + q2j )

)

+ ǫO4(ξ, η, p, q) +O2(ǫ).

La partie prinipale est intégrable : quand on la onsidère sur l'espae des phases entier

(non séulaire), elle est le produit gauhe de n rotateurs (mouvements keplériens) et de

2n osillateurs harmoniques déouplés (dynamique séulaire), et ses ourbes intégrales
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sont quasipériodiques

(8)
à 3n fréquenes

ν1, ..., νn, ǫσ1, ..., ǫσn, ǫσn+1, ..., ǫσ2n.

À la vue de es deux théorèmes, la stabilité du Système solaire parut aquise : les grands

demi-axes, exentriités et inlinaisons ne subissent que de petites variations, sans dérive,

et les ellipses keplériennes des planètes ne peuvent pas se roiser. Cependant, l'image

obtenue de la dynamique du Système solaire est toute nouvelle : les ellipses keplériennes

des planètes ne sont plus �xes, mais soumises à un double mouvement de préession dans

leur propre plan (ave des périodes allant de quelques dizaines de milliers d'années à

quelques millions d'années) et de préession des n÷uds, 'est-à-dire de rotation des plans

des ellipses dans l'espae.

Les fréquenes séulaires σj alulées par Lagrange sont d'ailleurs étonnamment prohes

des valeurs admises aujourd'hui. On peut attribuer la petite erreur ommise

� À l'inertitude des masses de Merure et Vénus, qui ne possèdent pas de satellites

permettant d'établir leur masse ave préision par la troisième loi de Kepler ; quant

aux satellites de Mars, Phobos et Deimos, ils furent déouverts plus tard.

� À l'approximation ommise en négligeant les di�érents restes, dont Le Verrier, élèbre

pour avoir déouvert la planète Neptune par le alul (en 1846, après Adams mais

indépendamment de lui), examina l'e�et.

Mieux, Le Verrier posa une question fondamentale nouvelle [59℄, elle de savoir

si, par la méthode des approximations suessives, les intégrales se développent

e�etivement en séries assez onvergentes pour qu'on puisse répondre de la

stabilité du système solaire (Le Verrier, Annales de l'Observatoire de Paris,

partie III de l'addition III, Paris, éd. Mallet Bahelet, 1856).

4. Les premiers signes d'instabilité

Séries de Lindstedt. � Considérons provisoirement un hamiltonien

H(θ, r) = H0(r) + ǫH1(θ, r) + ǫ2H2(θ, r) + · · · ,
sur T

n×R
n = {(θ, r)} (Tn = R

n/2πZn
), qui dépend analytiquement d'un petit paramètre

ǫ et dont la valeur quand ǫ = 0 est un hamiltonien intégrable H0(r). Poinaré a dérit la

proédure générale pour éliminer formellement les angles θ deH, en dehors des résonanes

de H0, en onstruisant une onjugaison formelle φ [90, 66℄ ; 'est un hangement de point

de vue radial par rapport à elui se foalisant sur l'expression analytique d'une solution

partiulière donnée. Poinaré attribua la méthode à Lindstedt (qui avait onstruit les

premiers termes) et la quali�a de nouvelle, par opposition aux aniens développements

évoqués à la �n de la partie 2, utilisés pendant tout le xixe sièle par Delaunay, Bohlin

et d'autres (voir [28℄ par exemple).

Une onjugaison formelle φ peut être onstruite omme le temps 1 du �ot d'un hamilto-

nien auxiliaire K ǫ-petit :

φ = expXK , K = ǫK1(θ, r) + ǫ2K2(θ, r) + · · · .

8. Une fontion f : R → R est quasi-périodique de veteur fréquene ω = (ω1,...,ωk) si elle se fatorise

par le �ot linéaire de fréquene ω sur T
k
, i.e. s'il existe une fontion F : Tk = R

k/2πZk
→ R telle que

f(t) = F (tω).
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L'image réiproque formelle de H par φ est

H ◦ φ = H +XK ·H +
1

2
X2

K ·H + · · · ,

où le hamp de veteurs hamiltonien XK de K peut être vu omme un opérateur de

dérivation ou, utilisant le fait que XKj
·H0 = −XH0

·Kj (= le rohet de Poisson Kj et

de H0),

H ◦ φ = H0 + ǫ (H1 −XH0
·K1) + ǫ2

(

H2 +XK1
·H1 +

1

2
X2

K1
·H0 −XH0

·K2

)

+ · · · .

On voudrait trouver suessivement K1, K2, ..., tels que haque terme de H ◦φ de degré

donné ≥ 1 en ǫ ne dépende pas de θ. On obtient un système in�ni triangulaire d'équations

aux dérivées partielles linéaires sur Tn
, paramétré par les ations r :

XH0
·K1 = {H1} := H1 −

∫

Tn

H1 dθ

XH0
·K2 =

{

H2 +XK1
·H1 +

1

2
X2

K1
·H0

}

...

où XH0
= α · ∂θ, ave α := (∂r1H0, · · · , ∂rnH0). En développant en séries de Fourier,

on voit que la première équation possède une solution formelle en dehors des résonanes

k · α = 0, k ∈ Zn
(rappelons que α dépend des ations). Choisissons par exemple la

solution de moyenne nulle :

K1 =
∑

k∈Zn\{0}

Ĥk
1

i k · α eik·θ, H1 =
∑

k∈Zn

Ĥk
1 eik·θ.

Les petits dénominateurs k · α peuvent empêher la série de Fourier de K1(r) de onver-
ger. Intuitivement, ei signi�e que, près des résonanes, l'e�et déstabilisant de la per-

turbation, au lieu de s'annuler en moyenne, s'aumule. En dehors des résonanes, les

oe�ients de Fourier de K1 sont bien dé�nis. Alors la seonde équation peut être résolue

de façon analogue. Mais omme le membre de droite est maintenant une série de Fourier

formelle, K2 est une série de Fourier formelle dont les oe�ients eux-mêmes sont des

séries de Fourier formelles, et.

Pour éviter es problèmes de onvergene, dans la onstrution d'un nombre �ni de termes

de la série de Lindstedt, on peut tronquer les séries de Fourier à un ertain ordre assez

élevé qui tend vers l'in�ni quand ǫ tend vers zéro, au prix de perdre l'analytiité du

développement par rapport à ǫ. Une façon de rendre rigoureuse toute la onstrution des

séries de Lindstedt est de se restreindre d'abord aux veteurs fréquenes diophantiens :

|k · α| ≥ γ‖k‖−τ

pour des onstantes γ, τ > 0 indépendantes de k ∈ Zn \ {0}, puis de onstruire le

jet in�ni des séries le long de l'ensemble (transversalement) de Cantor des fréquenes

diophantiennes, en dérivant formellement les équations dans les diretions transverses.

Les oe�ients ainsi obtenus se prolongent à tout l'espae des phases, omme un théorème

de Whitney le montre [16℄.

Les séries de von Zeipel généralisent elles de Lindstedt au as où l'hamiltonien non

perturbé H0 ne dépend pas de toutes les variables d'ation. C'est le as du problème

planétaire puisque, omme on l'a vu, H0 ne dépend, parmi les oordonnées de Poinaré,

que des Λj .
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La question suivante est elle de la onvergene de es séries de perturbation formelles

H ◦ φ, et de elle de la onjugaison formelle φ elle-même (bien sûr, la onvergene de φ
implique elle de H ◦ φ). La réponse n'est pas direte. Des exemples où la onjugaison

diverge apparaissent dans ertaines onstrutions d'Anosov-Katok [1℄. Voii un exemple

simple [4℄. Sur T2 × R2 = {(θ, r)}, onsidérons l'hamiltonien

H = α1r1 + α2r2 + ǫ



r1 +
∑

k∈Z2

ak sin(k · θ)



 ,

où ak = exp(−‖k‖) et α est diophantien. L'angle θ tourne à la fréquene onstante

αǫ = (α1+ ǫ, α2) : θ(t) = θ(0)+ tαǫ. Il existe des valeurs arbitrairement petites de ǫ telles
que αǫ soit résonnant : (α1 + ǫ)/α2 = p/q ∈ Q. Alors on a

ṙj = −ǫ
∑

k

kjak cos(k · θ), j = 1, 2.

Les termes tels que k · αǫ 6= 0 sont de moyenne nulle. Mais d'autres, préisément eux

pour lesquels k est de la forme k = κ(−q, p) pour κ ∈ Z ont une ontribution onstante

généralement non nulle, de sorte que r tend vers l'in�ni. D'un autre �té, si les séries

de Lindstedt et la onjugaison orrespondante onvergent, l'ation r ne subit que des

osillations bornées. Don la onjugaison ii diverge. (Le fait que la série de Lindstedt

elle-même diverge, ii, ne se déduit pas diretement de et argument.)

Les exemples i-dessus ne sont pas génériques, pare qu'ils sont des perturbations

d'hamiltoniens dégénérés. Mais Poinaré démontra que la divergene est générique [90,

Chap. xiii℄. Son argument est shématiquement le suivant. Si une onjugaison de

Lindstedt onverge pour une ertaine ation r, le tore Tn × {r} est invariant et quasipé-

riodique pour H ◦ φ. Sa fréquene est αǫ(r) = ∂r(H ◦ φ)(r) = ∂rH0 + · · · . La fréquene

non perturbée α0(r) était hoisie non résonnante, mais, pour ǫ > 0 arbitrairement petit,

la fréquene perturbée αǫ sera résonnante. En onséquene, le tore invariant est feuilleté

en tores invariants de dimension inférieure. Or, un tel tore invariant résonnant n'est pas

générique. Don, génériquement, les séries de Lindstedt divergent. Poinaré montra aussi

que les onjugaisons de Lindstedt du problème des trois orps divergent généralement.

Mais Poinaré ne pouvait exlure la possibilité que les séries et onjugaisons de Lindstedt

onvergent parfois, non uniformément (les notations dans la itation ne sont pas les

notations originales) :

Nous avons reonnu que les équations anoniques [...℄ peuvent être satis-

faites formellement par des séries de la forme

{

θi = θ0i + ǫθ1i + ǫ2θ2i + ...,
ri = r0i + ǫr1i + ǫ2r2i + ...,

où les θki et les rki sont des fontions périodiques des quantités

wi = αit+̟i, (i = 1, 2, ..., n),

[de quoi℄ nous avons tiré

rki =
∑ B sin(k1w1 + k2w2 + ...+ knwn + h)

k1α0
1 + k2α0

2 + ...+ knα0
n

+A0.

[Cette℄ série onverge-t-elle absolument et uniformément ? [... À℄ deux de-

grés de liberté, les séries ne pourraient-elles pas, par exemple, onverger
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quand r01 et r02 ont été hoisis de telle sorte que le rapport

α1

α2
soit inom-

mensurable, et que son arré soit au ontraire ommensurable (ou quand

le rapport

α1

α2
est assujetti à une autre ondition analogue à elle que je

viens d'énoner un peu au hasard) ? [90, �� 146�149℄

Envisageant les onséquenes déraisonnables d'une onvergene uniforme, en termes

d'existene d'orbites périodiques aux résonanes, il spéula :

Les raisonnements de e Chapitre ne permettent pas d'a�rmer que e fait

ne se présentera pas. Tout e qu'il m'est permis de dire, 'est qu'il est fort

invraisemblable. [ibid.℄

Hill et Weierstrass doutaient des arguments de Poinaré ontre la onvergene des séries

de Lindstedt [5, 40℄, malgré leur propre éhe à démontrer la onvergene. La théorie

KAM, dans la seonde moitié du xxe sièle, leur donnera raison.

Non-existene d'intégrales premières supplémentaires. � Un autre ritère de

régularité dynamique onerne l'existene d'intégrales premières. Les intégrales premières

sont autant de ontraintes qui ironsrivent les solutions, et même, si es intégrales

sont en nombre su�sant, les équations du mouvement s'intègrent par quadrature (alul

d'intégrale) et élimination (appliation du théorème d'inversion loale).

Dans le problème des trois orps, Bruns démontra la non-existene d'intégrales premières

qui sont algébriques par rapport aux positions xj et aux impulsions mj ẋj , mis à part les

intégrales premières lassiques [9, 42℄. Le résultat est vrai pour tout hoix de masses, et

Painlevé suggéra plus tard qu'il est su�sant de supposer que l'intégrale est algébrique

par rapport aux impulsions [87℄.

Poinaré, lui, démontra que, dans le problème des trois orps, il n'existe auune nouvelle

intégrale première qui soit analytique par rapport aux éléments elliptiques et aux petites

masses (il su�t même de herher une intégrale première admettant un développement

formel en les masses, ave des oe�ients analytiques) [90, Volume II℄ : �Le problème

[...℄ n'admet pas d'autre intégrale uniforme que elles des fores vives et des aires� [90,

Chap. v, � 85℄. La stratégie de démonstration de Poinaré est la suivante. Soit F une

intégrale première de l'hamiltonien H du problème planétaire. En développant l'équation

{H,F} = 0 par rapport au petit paramètre ǫ, puis développant les oe�ients eux-mêmes

en séries de Fourier, Poinaré montre que beauoup de oe�ients de Fourier de F doivent

s'annuler à ertaines résonanes bien hoisies. L'une des di�ultés est la dégénéresene

propre de H, dont la limite quand ǫ tend vers 0 ne dépend pas de toutes les variables

d'ation.

Plus réemment, la non-existene d'intégrales méromorphes supplémentaires dans le voi-

sinage bien hoisi de solutions périodiques partiulières a été démontrée en étudiant le

groupe de monodromie de l'équation aux variations de es solutions ; voir [43, 102℄ par

exemple. La méthode a été appliquée ave suès à la solution parabolique de Lagrange

du problème des trois orps [100℄, en utilisant les théories de Ziglin et de Morales-

Ramis, à masses �xes. Certains ra�nements ont onduit à la théorie de Galois di�é-

rentielle [75, 76℄, le groupe de Galois étant une extension du groupe de monodromie.

Combot a généralisé les résultats existants pour la méanique éleste de façon signi�-

ative [23, 24, 26℄, et les équations aux variations d'ordre supérieur semblent donner

des informations supplémentaires dans les as indéterminés [25, 26, 78, 77, 71℄. La

prinipale limitation de la méthode est qu'elle est loale au voisinage d'une solution et
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que a priori il pourrait exister une intégrale première supplémentaire dans un domaine

de l'espae des phases qui serait borné par une frontière naturelle.

Divergene des série de Bohlin. � Poinaré déouvrit aussi l'éart des solutions

séparatries d'un point d'équilibre hyperbolique, et l'enhevêtrement qui en résulte (l'his-

toire intéressante de son erreur initiale, dans son mémoire qui lui a valu le prix du roi

Osar II de Suède [89℄, qui l'a ultérieurement onduit à sa déouverte, est raontée par

exemple dans [5, 6℄) :

On sera frappé de la omplexité de ette �gure, que je ne herhe même

pas à traer. Rien n'est plus propre à nous donner une idée de la ompli-

ation du problème des trois orps et en général de tous les problèmes de

Dynamique où il n'y a pas d'intégrale uniforme et où les séries de Bohlin

sont divergentes.

[...℄ Cette remarque est de nature à nous faire omprendre [...℄ ombien les

transendantes qu'il faudrait imaginer pour résoudre [le problème des trois

orps℄ di�èrent de toutes elles que nous onnaissons. [90, �� 397�398℄

La �gure i-dessous donne une idée de e que Poinaré n'osait pas dessiner, dans le as

de l'appliation standard

T
2 → T

2, (x, y) 7→ (x+ y′, y + ǫ sinx) (ii ave ǫ = 0.3)

introduite par Chirikov [22, 65℄ omme modèle universel des ouhes haotiques au

voisinage d'une séparatrie d'une appliation twist de l'anneau. En deux dimensions,

e type de non-intégrabilité dynamique implique la non-existene d'intégrales premières

supplémentaires [79℄.

Mais Lagrange étant mort 99 ans avant Poinaré, nous nous permettrons de renvoyer aux

reensions beauoup plus omplètes des travaux de Poinaré qui ont été faites en 2012,

et notamment le séminaire de Cheniner [18℄.

Mentionnons que le début du xxe sièle vit l'avènement de la Relativité Générale d'Ein-

stein, qui expliqua ertains faits tels que l'avane du périhélie de Merure. La dynamique

lassique s'avéra don un as limite, déjà inextriablement ompliqué en même temps

que beauoup plus simple que les équations d'Einstein.
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5. Les théorèmes d'Arnold et de Nekhoroshev

À la moitié du xxe sièle, Kolmogorov �t une avanée prodigieuse en démontrant que

les séries de perturbation pour un tore invariant de fréquene �xée onvergent, bien

que non uniformément, si l'on suppose que la fréquene est diophantienne et qu'une

ondition de non-dégénéresene adéquate est véri�ée. Kolmogorov utilisa l'algorithme

de Newton en dimension in�nie et trouva les solutions quasipériodiques orrespondantes

par passage à la limite. La onvergene rapide de l'algorithme bat l'e�et des résonanes,

et ei est l'une des idées prinipales à la base de la théorie de Kolmogorov-Arnold-Moser ;

voir [3, 8, 20, 88, 95, 97℄ pour plus de détails et des référenes.

L'hypothèse de non-dégénéresene requise pour appliquer le théorème de Kolmogorov

n'est pas satisfaite dans le as du problème planétaire, pour plusieurs �raisons�, la pre-

mière et la plus inontournable étant la dégénéresene propre du potentiel newtonien (le

fait déjà mentionné que, dans le problème des deux orps, toutes les orbites bornées sont

périodiques alors que génériquement elles seraient quasipériodiques à deux fréquenes).

En 1963, Arnold prouva une version abstraite du théorème de Kolmogorov destinée aux

as dégénérés tels que le problème planétaire et publia le résultat remarquable suivant [2℄.

Théorème d'Arnold. Quelles que soient les masses m0,m1, ...,mn > 0 et quels que

soient les grands demi-axes 0 < a1 < ... < an, il existe ǫ0 > 0 tel que, pour tout

0 < ǫ < ǫ0, dans l'espae des phases au voisinage des mouvements keplériens irulaires

et oplanaires de grands demi-axes a1, ..., an, il existe un sous-ensemble de mesure de

Lebesgue stritement positive de onditions initiales onduisant à des mouvements qua-

sipériodiques à 3n− 1 fréquenes.

Les solutions dérites par e théorème sont don bornées, sans ollision ni éjetion, et

l'ensemble des telles solutions voit sa densité tendre vers 1 quand ǫ tend vers 0. Mais ela

n'empêhe pas que, si ǫ ∈]0, ǫ0[ est �xé, les tores invariants oexistent ave un ensemble de

mesure de Lebesgue stritement positive des solutions beauoup moins régulières. Nous

renvoyons au séminaire de Cheniner [18℄ pour des expliations sur ette �gure :
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La démonstration d'Arnold était omplète uniquement pour n = 2 planètes dans le plan.

Le théorème fut démontré pour deux planètes dans l'espae par Robutel [96℄. Pour plus

de deux planètes, la rédution par la symétrie de rotation est moins expliite et Herman

remarqua une résonane mystérieuse : la trae

σ1 + · · ·+ σ2n = 0

des fréquenes séulaires est nulle. Herman surmonta ette di�ulté et dérivit une dé-

monstration omplète et plus oneptuelle dans une série d'exposés [32℄ ; voir aussi [21℄.

Pour éviter le alul de la torsion de l'hamiltonien planétaire (déterminant de la matrie

des termes d'ordre 4 non érits dans l'expression (10)), Herman utilisa une ondition de

non-dégénéresene due à Arnold et Pyartli, qui nous ramène à véri�er que l'image de

l'analogue de l'appliation fréquene séulaire

Λ = (Λ1, ...,Λn) 7→ (σ1(Λ), ..., σ2n(Λ))

après rédution par la symétrie de rotation n'est ontenue dans auun hyperplan vetoriel.

Un théorème de la théorie des approximations diophantiennes permet alors de voir que

la fréquene est diophantienne pour un ensemble de valeurs de Λ de mesure de Lebesgue

stritement positive, e dont le théorème d'Arnold déoule.

Cependant, les di�ultés pour �appliquer� le théorème d'Arnold au problème plané-

taire sont patentes. Une première est que la petitesse requise pour les masses n'est pas

réaliste. Hénon alula qu'ave la démonstration d'Arnold, il faudrait que la masse de

Jupiter rapportée à elle du Soleil soit de l'ordre de 10−300
[38℄ ! En revanhe, Robu-

tel a montré numériquement que ertaines parties du Système solaire, en partiulier

le système Soleil-Jupiter-Saturne, ont une dynamique quasipériodique [58, 96℄. Aussi,

Celletti-Chierhia [14, 15℄ et Loatelli-Giorgilli [67℄ ont montré des versions quantitatives

du théorème KAM, qu'ils ont appliquées aux systèmes Soleil�Jupiter�astéroïde Vitoria

et Soleil�Jupiter�Saturne ; es appliations sont assistées par ordinateurs, et requièrent

dans le seond as la manipulation de séries de dix millions de termes. Que les mouve-

ments bornés forment un ensemble de mesure de Lebesgue stritement positive pour tous

les ǫ (et pas seulement pour ǫ ≪ 1) reste une question omplètement ouverte.

Un autre point de méontentement pour appliquer la théorie KAM en astronomie est

que l'ensemble des tores invariants trouvés est (transversalement) un ensemble de Can-

tor (paramétré par les fréquenes diophantiennes), topologiquement maigre. Étant donné

l'approximation faite en passant du Système solaire réel au problème planétaire newto-

nien, la question de savoir si les moyens mouvements et les fréquenes séulaires des

planètes sont diophantiens n'est pas pertinente. Ainsi, la onlusion direte du théorème

d'Arnold, sur un intervalle de temps in�ni, est illusoire en astronomie. Pourtant, la théo-

rie KAM est devenue un outil fondamental en dynamique onservative. Pour paraphraser

Poinaré, qui avait tant insisté sur l'importane des orbites périodiques, les orbites quasi-

périodiques elles aussi font maintenant partie de la brèhe par laquelle on peut s'attaquer

au problème planétaire.

Un théorème parent et plus réaliste est le théorème de Nekhoroshev [80℄, qui a�rme que

les mouvements au voisinage d'une solution KAM quasipériodique sont stables sur un

temps exponentiellement long par rapport à ǫ. En appliquant un théorème de e type,

Niederman a montré la stabilité d'un système solaire à deux planètes ave des masses

planétaires pas tout à fait égales aux masses réelles, mais nettement plus réalistes [86℄.

On pourrait enore iter la théorie des invariants adiabatiques de Neishtadt, qui fournit

une desription statistique du omportement des trajetoires [81, 82℄.
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6. Instabilité globale

Les aluls numériques de Laskar. � À partir des années 1980, l'avènement des

ordinateurs a permis d'explorer la dynamique du Système solaire réel (et non plus du

Système solaire épuré des mathématiiens), ave le Soleil, les planètes, la Lune (tous

les orps étant réduits à des points matériels, sauf dans le as du sous-système Terre-

Lune) et les e�ets de la relativité générale. Cela ne s'est ependant pas fait simplement.

Jusqu'en 1991, la seule intégration numérique direte d'un modèle réaliste de l'ensemble

du Système solaire était elle de Newhall, alulée sur seulement 44 sièles [83℄ ; le pas

d'intégration ne peut guère dépasser 1/2 jour si l'on inlut les planètes intérieures.

Dans les années 1980, Laskar a remplaé les équations de Newton par une forme normale

formelle de 150 000 termes, une sorte de système séulaire au deuxième ordre des masses

et au inquième ordre des exentriités et inlinaisons. Ce système ne dérit pas le rapide

mouvement de révolution keplérienne des planètes, mais seulement la lente évolution des

ellipses, en tenant ompte des nombreuses résonanes du Système solaire. En quelques

heures de alul, il peut être intégré ave un pas de temps très grand, de l'ordre de 500
ans, sur plus de 200 millions d'années. La surprise de e alul a été que le Système solaire

interne (Merure, Vénus, Terre et Mars) est haotique, ave un temps de Lyapunov de

5 millions d'années [57℄ : une di�érene de 15 mètres dans la position initiale de la

Terre onduit à une di�érene de 1500 mètres après 10 millions d'années, et de 150
millions de kilomètres (soit la distane Terre-Soleil atuelle) après 100 millions d'années !

Il devient don pratiquement impossible de prédire le mouvement des planètes au-delà de

100 millions d'années � et les progrès de l'informatique ne permettront pas de dépasser

ette limite à ourt ou moyen terme. Ces résultats ont été on�rmés par des intégrations

diretes dès que la puissane de alul des ordinateurs l'a permis.

Par ailleurs, pour omprendre l'e�et des di�érentes résonanes, Laskar a développé la

méthode de l'analyse en fréquene, qui est aujourd'hui utilisée aussi bien pour alibrer les

életro-aimants des aélérateurs de partiules qu'en paléolimatologie. Dans le Système

solaire, par exemple la résonane séulaire

2(ġT − ġM )− (θ̇T − θ̇M ) ≃ 0

entre les fréquenes de préession des périhélies de la Terre et de Mars et les fréquenes

de rotation de leur ligne des n÷uds est en partie responsable du omportement haotique

observé, en réant des transitions ompliquées entre di�érents modes d'énergie [61℄.

Mais que dire du mouvement des planètes sur des temps omparables à la durée de vie du

Système solaire ?

(9)
Là enore, pour dépasser la limite infranhissable évoquée plus haut,

la démarhe de Laskar est issue de la théorie qualitative des systèmes dynamiques. Elle

onsiste à aluler des pseudo-orbites, de la façon suivante. Laskar intègre numériquement

le système séulaire pendant 500 millions d'années [60℄, à partir de 5 données initiales

toutes situées à l'intérieur de la boule d'inertitude de l'état atuel du Système solaire (la

position de la Terre variant d'une dizaine de mètres d'une ondition initiale à l'autre).

Des 5 simulations, Laskar ne garde que elle pour laquelle l'exentriité de Merure est la

plus grande. Puis il reommene ave 5 onditions initiales voisines du point d'arrivée. En

répétant ette opération une dizaine de fois, il réussit à observer des renontres prohes

9. À ause des proessus physiques dans le Soleil, dans 4 milliards d'années les onditions limatiques

sur Terre ressembleront à elles sur Vénus atuellement, et dans 6 ou 7 milliards d'années le Soleil

deviendra une géante rouge.
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entre Merure et Vénus, qui se soldent soit par une ollision entre les deux planètes soit

par l'éjetion de Merure du Système solaire ; ave une probabilité seulement un peu plus

faible, Vénus, Terre et Mars sont aussi sujettes aux ollisions et aux éjetions !

La pertinene de telles pseudo-orbites n'est pas justi�ée rigoureusement. Mais elle repose

sur l'idée du shadowing lemma (lemme de �pistage�) qui a�rme, en dynamique hyperbo-

lique, qu'une pseudo-orbite est approhée par de vraies orbites. La théorie variationnelle

de Mather en donne d'ailleurs un analogue a�aibli dans des situations beauoup plus

générales. En outre, Laskar a réemment véri�é es résultats par un alul diret, ave

les équations omplètes [63℄.

Un exemple d'instabilité. � Les méanismes mathématiques d'instabilité ont été

l'objet de reherhes intenses depuis une trentaine d'années, tant abstraitement ave la

théorie de Mather et la théorie KAM faible [7, 19, 29, 69, 72, 74℄ que dans di�érents

exemples, et dans le problème des N orps en partiulier [35, 73, 79, 98℄.

Dans un artile élèbre [3℄, Arnold proposa un méanisme d'instabilité via des �haînes

de transition�, sur un exemple aussi lumineux que partiulier. Il ommenta :

Par opposition à la stabilité, l'instabilité est elle-même stable. Je rois que le

méanisme de �haîne de transition� qui garantit ette instabilité dans notre

exemple est aussi présente dans le as général (par exemple, dans le problème

des trois orps).

Cette fois enore, Arnold fut visionnaire. Nous terminerons et exposé en dérivant un

travail réent ayant pour objetif de répondre positivement à la onjeture d'Arnold,

dans une petite sous-partie du Système solaire [34℄.

La Ceinture d'astéroïdes est une zone située entre Mars et Jupiter où, pour di�érentes

raisons, la matière ne s'est pas arétée pour former un nouvelle planète. Le résultat

est qu'il y subsiste un grand nombre d'objets, allant de partiules de poussière à des

astéroïdes de quelques entaines de kilomètres de diamètre. En 1857, l'astronome amé-

riain Kirkwood déouvrit que la densité de distribution des astéroïdes en fontion de

leur grand demi-axe possède des launes, et que les plus importantes de es launes

orrespondent exatement aux résonanes en moyens mouvements ave Jupiter, 'est-à-

dire à des astéroïdes qui, après un ertain nombre entier de révolutions, retrouveraient

Jupiter dans la même position relative. Le méanisme onjetural est que, sous l'e�et

d'une telle résonane, l'exentriité de l'astéroïde peut augmenter de façon importante,

jusqu'à e qu'il subisse des renontres prohes ave Mars, qui le perturberont fortement

et rapidement, de sorte que l'astéroïde sortira probablement de sa résonane. La par-

tie mathématiquement di�ile onsiste à omprendre pourquoi, sous l'e�et de Jupiter,

l'exentriité de l'astéroïde varie. C'est e phénomène qui s'apparente à de la di�usion

d'Arnold, que nous allons justi�er, grâe à une généralisation d'un méanisme de Mather.

Un bon modèle pour étudier e phénomène est le problème restreint elliptique des trois

orps : deux primaires (le Soleil et Jupiter) gravitent le long d'une ellipse keplérienne

�xe (dont les éléments porteront l'indie 0), tandis qu'un troisième orps de masse nulle

(l'astéroïde) subit l'attration onjointe des deux primaires sans, en retour, perturber

leur propre mouvement.
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Astéröıde

Soleil

Jupiter

Les deux primaires dérivent don des ellipses homothétiques, disons −µx0 pour le Soleil

et (1− µ)x0 pour Jupiter, si l'on note x0(t) un mouvement keplérien normalisé de grand

demi-axe unité, et µ la masse de Jupiter dans des unités où la masse totale du Soleil et

de Jupiter vaut 1. L'hamiltonien de l'astéroïde (dont on note q ∈ C et p ∈ C la position

et l'impulsion) s'érit

H =
|p|2
2

− 1

|q| +
(

1

|q| −
1− µ

|q + µq0(t)|
− µ

|q − (1− µ)q0(t)|

)

.

Ce problème à 2, 5 degrés de liberté (2 pare que q ∈ C = R
2
, et 0, 5 pare que l'hamil-

tonien dépend du temps) possède trois petits paramètres :

� la masse µ de Jupiter

� le grand demi-axe a de l'astéroïde

� l'exentriité e0 des primaires.

Quand µ ou a tendent vers 0, à la limite l'astéroïde ne ressent plus que l'attration du

Soleil, et les équations dégénèrent en elles d'un problème de Kepler.

En revanhe, la limite où e0 tend vers 0 est un marhe-pied qui gagne à être analysé.

D'abord, elle a 2 degrés de liberté : quand le mouvement des primaires est irulaire,

en se plaçant dans un repère tournant on rend l'hamiltonien indépendant du temps, e

qui fait huter le nombre de degrés de liberté d'une demi unité. Cette limite n'est pas

intégrable, mais de �grandes� instabilités n'y sont pas pour autant possibles, pare que les

tores KAM, lagrangiens don de dimension 2, séparent les niveaux d'énergie de dimension

3. Don, même les solutions qui ne vivent pas sur un tore KAM sont on�nées dans une

région bordée par les tores KAM.

Dans la suite, nous supposerons µ = 1/1000 (une valeur réaliste pour la masse de Jupiter)

et a ≃ (1/3)2/3 (e qui orrespond à la résonane 1 : 3 en moyens mouvements ave

Jupiter, la prinipale de la Ceinture d'astéroïdes : l'astéroïde fait environ trois révolutions

quand Jupiter en fait une). Au voisinage de la résonane 1 : 3, ertaines harmoniques en

cos [k(λ− 3λ0 + cst)] , k ∈ N,

ne peuvent pas être éliminées deH par moyennisation. Il se trouve que l'hamiltonien pour

e0 = 0 est une fontion générique au sens approximatif suivant (véri�é numériquement) :

� Au voisinage de la résonane, il possède un maximum non dégénéré par rapport à

l'angle ϕ = λ− 3λ0, qui orrespond à un point �xe hyperbolique du système moyenné

par rapport à λ, soit un ylindre normalement hyperbolique du système omplet, sur

lequel on peut hoisir omme oordonnées l'exentriité e ∈ [e1, e2] de l'astéroïde et
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l'argument g du périhélie de l'astéroïde. Il faut enore ajouter une dimension à e

ylindre si l'on inlut le temps.

� Les variétés stable et instable de e ylindre hyperbolique se renontrent transversale-

ment le long d'un ylindre de même dimension (quitte à réduire l'intervalle [e1, e2]).
Le ylindre C étant normalement hyperbolique, il persiste à une petite perturbation

faisant passer les orps primaires d'une orbite irulaire à une orbite légèrement exen-

trique, et faisant passer du système moyenné au vrai système. L'idée dynamique entrale

est qu'on peut assoier deux dynamiques à C :

� La restrition du �ot à C. C'est la dynamique interne, qu'on peut ramener à une

transformation de C en onsidérant l'appliation de retour à une surfae de setion

telle que g = 0 (mod 2π).
� Une dynamique externe obtenue par le proédé limite suivant : un point x ∈ C est

envoyé sur y ∈ C s'il existe un point z appartenant à l'intersetion (dont on �xe une

omposante onnexe) des variétés instable de x et stable de y. (Sous des onditions

générales ii véri�ées les points y et z existent et sont uniques.) Autrement dit, on

peut passer de x à y approximativement en partant très près de x et de sa variété

instable, et en se laissant porter par le �ot naturel jusqu'à revenir très près de C,

presque asymptotiquement à y ; tout ela doit être quanti�é pour avoir un sens préis.

Sur la �gure suivante, le ylindre normalement hyperbolique est représenté symbolique-

ment par une ourbe presque vertiale, à gauhe.

z

y

x

Le gros du travail onsiste alors à montrer que les deux dynamiques interne et externe

ne possèdent pas de ourbes invariantes ommunes ; ei repose sur une analyse préise

de leur forme normale. On peut alors onlure en montrant que :

� en itérant les dynamiques interne et externe aléatoirement, on peut e�etivement déri-

ver le long du ylindre (autrement dit, le fait qu'il y ait une ourbe invariante ommune

était la seule obstrution possible à l'instabilité [64, 74, 68℄) ;

� une telle poly-orbite aléatoire peut être réalisée de façon approhée par une véritable

orbite, en réglant les onditions initiales de façon à tant�t longer le ylindre, et tant�t

réaliser une longue exursion le long de ses variétés invariantes pour éventuellement

traverser une ourbe invariante de la dynamique interne.
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On obtient ainsi des solutions le long desquelles l'exentriité de l'astéroïde dérive de

e1 jusqu'à e2 (deux valeurs données), tandis que l'exentriité des orps primaires est

arbitrairement petite.

Plus radialement, la onjeture est que, en restrition à tout niveau d'énergie du pro-

blème des N orps, l'ensemble non-errant

(10)
est rare

(11)
(après avoir éventuellement

reparamétré les orbites pour rendre le �ot omplet) [39℄. La 300e ommémoration de la

mort de Lagrange verra-t-elle des idées pour le démontrer ?

Meri à Alain Albouy, Alain Cheniner, Jaques Laskar, Rik Moekel, Pierre Pansu et

Philippe Robutel pour leurs disussions et leur releture. Meri à François Lassner de

m'avoir signalé plusieurs erreurs.
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