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Hommage à Jean-Pierre Marco.
Français. Je suis heureux de participer à cette rencontre en
hommage à Jean-Pierre Marco. Jean-Pierre fut mon élève, mais j'ai
tant appris de lui que j'en arrive à me demander si ce n'est pas
plutôt moi qui fus son élève ! Toutes les idée qu'il a développées
dans son oeuvre scienti�que sont les siennes, il ne m'en doit
aucune. J'admire sa créativité, son ardeur au travail et sa ténacité,
et aussi tout ce qu'il fait pour aider les autres, notamment ses
élèves, mais pas seulement. J'espère que ce petit travail
l'intéressera. Avec mes sentiments les plus amicaux !

English. I am very pleased to participate in this meeting in
tribute to Jean-Pierre Marco. Jean-Pierre was my student, but I
learned so much from him that I came to ask myself if it wasn't me
who was his student ! All the ideas he developed in his scienti�c
work are his, he owes me none. I admire his creativity, his hard
work and tenacity, and everything he does to help others, especially
(but not only) his students. I hope he will be interested in this little
work. With my friendliest feelings !
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Plan.
Français. Après quelques indications sur l'histoire de la
Mécanique statistique, je dé�nirai les états de Gibbs construits avec
le hamiltonien d'un champ de vecteurs dé�ni sur une variété
symplectique. J'indiquerai leurs principales propriétés, qui
expliquent pourquoi les physiciens les considèrent comme des états
d'équilibre thermodynamique.
Puis je parlerai des états de Gibbs construits au moyen d'un
moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie sur une
variété symplectique, étudiés par Jean-Marie Souriau.
English After some indications on the history of Statistical
Mechanics, I will de�ne the Gibbs states built with the Hamiltonian
of a vector �eld de�ned on a symplectic manifold. I will indicate
their main properties, which explain why physicists consider them
as states of thermodynamic equilibrium.

Then I'll talk about Gibbs states built with a moment map of the
Hamiltonian action of a Lie group on a symplectic manifold, studied
by Jean-Marie Souriau
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Plan (2).
Français. Certains scienti�ques, notamment Frédéric Barbaresco,
ont appelé cette branche des mathématiques thermodynamique des
groupes de Lie de Souriau. Malgré mon admiration pour Jean-Marie
Souriau, je pense que c'est injusti�é car cette même idée apparaît
clairement dans le livre de Gibbs publié en 1902.

En�n j'étudierai les états de Gibbs construits sur les orbites
coadjointes de SO(3) et de SO(2, 1) et j'en déduirai les états de
Gibbs sur le disque et le demi-plan de Poincaré.

English. Some scientists, including Frédéric Barbaresco, have
called this branch of mathematics Souriau's Lie groups
thermodynamics. Despite my admiration for Jean-Marie Souriau, I
think it is unjusti�ed because this same idea already appears clearly
in Gibbs' book published in 1902.

Finally I will study the Gibbs states built on the coadjoint orbits of
SO(3) and SO(2, 1) and I will deduce Gibbs states on the Poincaré
disk and the Poincaré half-plane.
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Mécanique statistique : un peu d'histoire (1).

Français. Dans son livre Hydrodynamica, publié en 1738, Daniel
Bernoulli explique que les �uides (gaz ou liquides) sont formés par
un très grand nombre de très petites particules en mouvement.
Pour lui, la pression dans un �uide résulte des chocs de ces
particules contre les parois du récipent qui contient le �uide, ou
contre la sonde qui mesure la pression.

English. In his book Hydrodynamica, published in 1738, Daniel
Bernoulli (1700�1782) considered �uids (gases as well as liquids) as
made of a very large number of moving particles. He explained that
the pressure in the �uid is the result of collisions of the moving
particles against the walls of the vessel in which it is contained, or
against the probe which measures the pressure.
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Mécanique statistique : un peu d'histoire (2)

Français. Dans la seconde moitié du XIX-ème siècle, quelque
savants, très minoritaires, notamment Rudolf Clausius
(1822�1888), James Clerk Maxwell (1831�1879) et Ludwig
Eduardo Boltzmann (1844�1906), ont considéré comme plausible
l'idée formulée par Daniel Bernoulli et ont essayé de déduire les
propriétés thermodynamiques des �uides
(pression, température et autres fonctions thermodynamiques) des
équations régissant le mouvement des particules constituant le �uide.

English. In the second half of the XIX-th century, very few
scientists, notably Rudolf Clausius (182�1888), James Clerk
Maxwell (1831�1879) and Ludwig Eduardo Boltzmann(1844�1906),
considered Bernoulli's idea as reasonable, and tried to deduce the
macroscopic properties of �uids (such as pressure, temperature and
other thermodynamic functions), starting from the equations which
govern the motions of the moving particles
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Mécanique statistique : un peu d'histoire (3).

Français. À partir des travaux de Clausius, Maxwell et
Boltzmann, le grand savant américain Josiah Willard Gibbs
(1839�1903) établit les bases d'une nouvelle branche de la
Physique, qu'il appela Mécanique statistique. Son livre, intitulé
Elementary principles in statistical mechanics, developed with
especial reference to the rational foundation of thermodynamics,
fut publié en 1902.

English. Starting from the works of Clausius, Maxwell and
Boltzmann, the great American scientist Josiah Willard Gibbs
(1839�1903) laid the foundations of a new branch of theoretical
Physics, which he called Statistical Mechanics. His book, entitled
Elementary principles in statistical mechanics, developed with
especial reference to the rational foundation of thermodynamics,
was published in 1902.
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Mécanique statistique et champ de vecteurs hamiltoniens
(1).

Français. Pour Gibbs, les équations qui régissent le mouvement
des particules constituant un liquide, un gaz ou même un solide,
sont celles de la mécanique classique. Pour un système conservatif,
elles peuvent être formulées dans le cadre de la géométrie
symplectique : sur une variété symplectique (M, ω), une fonction
di�érentiable H : M → R détermine un champ de vecteurs
hamiltonien XH , véri�ant

i(XH)ω = −dH .

English. For Gibbs, the equations which govern the motions of
particles in a gas, a liquid or even a solid, are those of classical
mechanics. For a conservative mechanical system, they can be
written in the framework of symplectic geometry : on a symplectic
manifold (M, ω), a smooth Hamiltonian H : M → R determines a
Hamiltonian vector �eld XH , such that

i(XH)ω = −dH .
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Mécanique statistique et champ de vecteurs hamiltoniens
(2).

Français. Chaque mouvement possible du système considéré est
une solution maximale ϕ : I → M (où I est un intervalle ouvert de
R) de l'équation di�érentielle

dϕ(t)

dt
= XH

(
ϕ(t)

)
.

Ce mouvement est entièrement déterminé par sa valeur ϕ(t0) à un
instant initial t0 ∈ I .

English. Every possible motion of the considered mechanical
system is a maximal solution ϕ : I → M (where I is an open
interval of R) of the ordinary di�erential equation

dϕ(t)

dt
= XH

(
ϕ(t)

)
.

This motion is completely determined by its value ϕ(t0) at any
initial time t0 ∈ I .
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États statistiques(1).

Français. La dimension de M est extrèmement grande (au moins
6N, où N est le nombre de particules) et l'état initial ϕ(t0) n'est
jamais parfaitement bien connu. C'est pourquoi Gibbs utilisa le
concept d'état statistique : c'est une mesure de probabilité sur la
tribu (aussi appelée σ-algèbre) de Borel de la variété M.

English. The dimension of M is extremely large (at least 6N
(where N is the number of particles), and the initial state ϕ(t0
cannot be perfectly known. Therefore Gibbs introduced the concept
of statistical state, de�ned as a probability measure on the Borel
σ-algebra of the manifold M.
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États statistiques (2).

Français. Au lieu d'une donnée initiale ϕ(t0) ∈ M, Gibbs
considère donc un état statistique µ(t0), ce qui revient à considérer
simultanément un grand nombre (éventuellement in�ni) de
mouvements dont les valeurs, à l'instant t0, sont distribués sur la
variété M selon la loi de probabilité µ(t0). L'équation du
mouvement permet alors de déterminer, pour tout instant t1 auquel
ces mouvements existent, la loi de probabilité µ(t1) selon laquelle
leurs valeurs à l'instant t1 sont distribuées sur M.

English. Instead of a single initial position ϕ(t0) of the system,
Gibbs therefore considers simultaneously a large number (maybe
even an in�nite number) of possible motions whose positions at
time t0 are distributed on M according to the probability law µ(t0).
Using the di�erential equation which governs the motions, for any
time t1 at which all these motions exist, one can deduce the
probability law µ(t1) of the positions of the particles at time t1.
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Mesure de Liouville.

Français. Il existe sur la tribu de Borel de la variété symplectique
(M, ω) une unique mesure positive, appelée mesure de Liouville et
notée λω, telle que pour toute partie bornée mesurable A de M
contenue dans le domaine U d'une carte canonique (U, ϕ) de M,

λω(A) =

∫
ϕ(A)

dq1 · · · dqndp1 · · · dpn .

English. The Borel σ-algebra of the symplectic manifold (M, ω)
is endowed with a unique positive measure, called the Liouville
measure, denoted by λω, such that that for any bounded
measurable subset A of M contained in the domain U of a
canonical chart (U, ϕ) of M,

λω(A) =

∫
ϕ(A)

dq1 · · · dqndp1 · · · dpn .
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Densité de probabilité.

Français. Les états statistiques considérés seront le plus souvent
de la forme µ = ρλω, où ρ est une fonction dé�nie et intégrable sur
M, à valeurs ≥ 0, appelée densité de probabilité de l'état µ. Cette
fonction véri�e ∫

M
ρ(x)λω(dx) = 1 .

English. We will mainly consider statistical states µ which can be
written as µ = ρλω, where ρ is an integrabe function on M, whose
values are ≥ 0. The function ρ is called the probability density of
the statistical state µ. Of course it satis�es∫

M
ρ(x)λω(dx) = 1 .
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Valeur moyenne d'une fonction.
Français. Soit µ un état statistique et f une fonction mesurable
dé�nie sur M, à valeurs dans R, C ou un espace vectoriel de
dimension �nie. Lorsque cette fonction est intégrable relativement à
la mesure µ, son intégrale est appelée valeur moyenne de f dans
l'état statistique µ. Notée Eρ(f ) lorsque µ a pour densité ρ, elle a
pour expression

Eρ(f ) =

∫
M
f (x)ρ(x)λω(dx) .

English. Let µ be a statistical state and f be a measurable
function on M, taking its values in R, C or in a �nite-dimensional
vector space. When f is integrable with respect to µ, the value of
its integral is called the mean value of f in the state µ. Denoted by
Eρ(f ) when µ = ρλω, its expression is

Eρ(f ) =

∫
M
f (x)ρ(x)λω(dx) .
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Dé�nition de l'entropie.

Français. On appelle entropie d'un état statistique de densité ρ,
et on note s(ρ), la valeur moyenne, pour cet état, de la fonction
− log(ρ). Son expression est donnée par l'intégrale ci-dessous, avec
les conventions suivantes : 0 log(0) = 0, et si l'intégrale exprimant
s(ρ) diverge, on pose s(ρ) = −∞.

English. The entropy of a statistical state of density ρ, denoted
by s(ρ), is the mean value, for this state, of the function − log(ρ).
It is expressed by the integral below, where by convention
0 log(0) = 0. When this integral diverges, we set s(ρ) = −∞.

s(ρ) =

∫
M

(
− log

(
ρ(x)

))
ρ(x)λω(dx) .
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Fonction de partition et états de Gibbs construits avec le
hamiltonien.

Français. On appelle état de Gibbs construit avec le hamiltonien
H, indexé par β ∈ R, l'état statistique de densité

ρβ(x) =
1

P(β)
exp
(
−βH(x)

)
, où P(β) =

∫
M

exp
(
−βH(x)

)
λω(dx) .

Le réel β doit être tel que l'intégrale qui dé�nit P(β) soit
normalement convergente. P est appelée fonction de partition.

English. The Gibbs state built with the Hamiltonian H, indexed
by β ∈ R, is the statistical state of density

ρβ(x) =
1

P(β)
exp
(
−βH(x)

)
, where P(β) =

∫
M

exp
(
−βH(x)

)
λω(dx) .

The real β must be such that the integral which de�nes P(β) is
normally convergent. P is called the partition function.
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Propriétés des états de Gibbs construits avec le hamiltonien.

Français. Un état de Gibbs de densité ρβ construit avec le
hamiltonien H est un état stationnaire : le �ot du champ de
vecteurs hamiltonien XH le laisse invariant. De plus, pour tout
autre état statistique de densité ρ continue, pour lequel la valeur
moyenne Eρ(H) est égale à Eρβ (H), l'entropie véri�e

s(ρ) ≤ s(ρβ) , et s(ρ) = s(ρβ) si et seulement si ρ = ρβ .

English. A Gibbs state of density ρβ built with the Hamiltonian
H is a stationary state : the �ow of the Hamiltonian vector �eld
XH leaves it unchanged. Moreover for any other statistical state
with a continuous density ρ such that the mean value Eρ(H) is
equal to Eρβ (H), the entropy satis�es

s(ρ) ≤ s(ρβ) , and s(ρ) = s(ρβ) if and only if ρ = ρβ .
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États de Gibbs et équilibres thermodynamiques (1).
Français. Pour ces raisons, les états de Gibbs construits avec le
hamiltonien sont considérés par les physiciens comme des états
d'équilibre thermodynamique. Pour un tel état statistique, le réel β
est lié à la température absolue T du système par la relation

β =
1
kT

,

où k est la constante de Boltzmann.

English. For these reasons, Gibbs states built with the
Hamiltonian are considered in Physics as states of thermodynamic
equilibrium. For each such state, the real β is related to the
absolute temperature T by

β =
1
kT

,

where k is the Boltzmann constant.
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États de Gibbs construits avec le hamiltonien et équilibres
thermodynamiques (2).

Français. Outre la température absolue, on peut alors dé�nir
diverses fonctions thermodynamiques, qui toutes s'expriment au
moyen de la fonction de partition P et de ses dérivées partielles. Par
exemple, l'énergie du système est la valeur moyenne du hamiltonien
H, son entropie est l'entropie s(ρβ) de l'état de Gibbs considéré.

English. The absolute temperature linked to β as explained
above, is of course a thermodynamic function of the system.
Various other thermodynamic functions can be de�ned, which all
can be expressed in terms of the partition function P and its partial
derivatives. The energy of the system is the mean value of H, its
entropy is the entropy s(ρβ) of the considered Gibbs state.
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Insu�sance de la mécanique statistique classique appliquée
à un champ de vecteurs hamiltonien (1).

Français. Il est facile de véri�er que l'entropie d'un état
statistique dont l'évolution est décrite par le �ot d'un champ de
vecteurs hamiltonien, avec un hamiltonien ne dépend pas
directement du temps, reste reste constante. Appliquée à un champ
de vecteurs hamiltonien, la mécanique statistique classique ne
permet donc pas de décrire l'évolution de l'état d'un système réel
isolé vers un état d'équilibre thermodynamique.

English. One can easily prove that the entropy of a statistical
state whose evolution with time is described by the �ow of a
Hamiltonian vector �eld, with a Hamiltonian which does not
directly depend on time, remains constant. Classical statistical
mechanics with a Hamiltonian vector �eld is therefore unable to
account for the evolution of the state of a real isolated system
towards a state of thermodynamic equilibrium.
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Insu�sance de la mécanique statistique classique appliquée
à un champ de vecteurs hamiltonien (2).

Français. Par contre, la fonction H (lettre grecque êta majuscule)
de la théorie cinétiqu des gaz, qui n'est autre que l'opposé de
l'entropie d'un état statistique, est monotone décroissante. Cela
s'explique par le fait que l'équation de Boltzmann n'est pas une
équation di�érentielle associée à un champ de vecteurs hamiltonien,
l'opérateur de collisions résultant de considérations probabilistes sur
la manière dont les collisions entre particules ont lieu.
English. Contrarily, the H function (boldface Greek letter êta) in
the kinetic theory of gases, which is nothing else than the opposite
of the entropy of a statistical state, is always monotonously
decreasing with time. The reason of this more satisfactory
behaviour is that Boltzmann's equation is not a di�erential
equation associated to a Hamiltonian vector �eld : the collision
operator is built with probabilistic considerations about the way in
which collisions between particles occur.
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La �mécanique statistique quantique� est-elle plus
satisfaisante ?

Français. De nombreux physiciens estiment que la mécanique
quantique, qui par nature est statistique, est bien plus satisfaisante.
On peut cependant remarquer qu'elle prévoit une évolution
parfaitement déterministe d'un état statistique tant qu'aucune
mesure concernant cet état n'est faite. Pour des systèmes
complexes très organisés, tels que les êtres vivants, cela conduit à
des paradoxes assez déconcertants, comme celui du chat de
Schrödinger à la fois vivant et mort.

English. Many physicists think that quantum mechanics, which
by its nature is statistical, is much more satisfying. However, one
may observe that in quantum mechanics, the evolution of a
statistical state is governed by a perfectly deterministic equation as
long as no measure concerning this state is made. For highly
organized complex systems such as living creatures, this leads to
very disturbing paradoxes, for example Schrödinger's cat which
simultaneously is living and dead.

Charles-Michel Marle, Retraité de l'Université Pierre et Marie Curie (aujourd'hui Sorbonne Université)
États de Gibbs construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie : signi�cation physique et exemples 25/101



États de Gibbs et moment. Préliminaires (1)

Français. Le mathématicien et physicien Jean-Marie Souriau
(1922�2012) s'est intéressé, tout d'abord dans un article datant de
1966, puis dans son livre publié en 1969, aux états de Gibbs
construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un
groupe de Lie sur une variété symplectique, et aux fonctions
thermodynamiques associées. Dans plusieurs publications
ultérieures, il en a envisagé des applications en Physique et en
Cosmologie.

English. The French mathematician and physicist Jean-Marie
Souriau (1922�2012) considered, �rst in a 1966 paper, then in his
book published in 1969, Gibbs states on a symplectic manifold built
with the moment map of the Hamiltonian action of a Lie group on
a symplectic manifold, and the associated thermodynamic
functions. In several later papers he developed these concepts and
considered their possible applications in Physics and in Cosmology.
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États de Gibbs et moment. Préliminaires (2)

Français. Plus récemment, sous le nom thermodynamique des
groupes de Lie de Souriau, ces états de Gibbs et les fonctions
thermodynamiques qui leur sont associées ont été considérés par
plusieurs scienti�ques, notamment Frédéric Barbaresco, pour leurs
applications possibles dans divers domaines très en vogue tels que
la théorie géométrique de l'information, l'apprentissage profond et
l'apprentissage automatique.

English. Recently, under the name Souriau's Lie groups
thermodynamics, these Gibbs states and the associated
thermodynamic functions were considered by several scientists,
notably by Frédéric Barbaresco, for their possible applications in
today very fashionable scienti�cc topics, such as geometric
information theory, deep learning and machine learning.
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États de Gibbs et moment. Préliminaires (3)

Français. Ces états de Gibbs sont une généralisation naturelle de
ceux construits avec le hamiltonien d'un champ de vecteurs,
puisque ce hamiltonien peut être considéré comme un moment de
l'action hamiltonienne locale du groupe des translations du temps.
Ils ont d'ailleurs été déjà considérés par Gibbs dans son livre datant
de 1902, pour l'action hamiltonienne du produit du groupe des
translations du temps et du groupe des rotations de l'espace
physique autour d'un de ses points.

English. These Gibbs states generalize very naturally those built
with the Hamiltonian of a vector �eld, since the Hamiltonian can be
considered as a moment map of the local Hamiltonian action of the
group of translations in time. Gibbs already considered such Gibbs
states in his 1902 book, for the Hamiltonian action of the direct
product of two groups : the group of translations in time and the
group of rotations of the physical space around one of its points.
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États de Gibbs et moment. Préliminaires (4)
Français. Dans ce domaine, le mérite principal de Souriau est, à
mon avis, non pas la considération d'états de Gibbs construits avec
un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie, puisque
l'idée n'est pas si neuve, mais plutôt l'emploi de l'espace des
mouvements d'un système mécanique au lieu de l'emploi de son
espace des phases, et ce qu'il appelle le principe de Maxwell,
c'est-à-dire l'existence d'une structure symplectique sur l'espace des
mouvements des systèmes tant de la mécanique classique que de la
physique relativiste.

English. In this domain, Souriau's main merits do not lie, in my
opinion, in the consideration of Gibbs states for the Hamiltonian
action of a Lie group, a not so new idea, but rather in the use of
the manifold of motions of a Hamiltonian system instead of the use
of its phase space, and his introduction, under the name of
Maxwell's principle, of the idea that a symplectic structure should
exist on the manifold of motions of systems encountered as well in
classical Mechanics as in relativistic Physics.
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États de Gibbs et moment. Quelques dé�nitions.
Français. Dans ce qui suit Φ : G ×M → M est une action
hamiltonienne à gauche d'un groupe de Lie G sur une variété
symplectique connexe (M, ω). On note g l'algèbre de Lie de G , g∗

son dual et J : M → g∗ un moment de l'action hamiltonienne Φ.
Une température généralisée est un élément β ∈ g tel que
l'intégrale au membre de droite de l'égalité ci-dessous soit
normalement convergente.

P(β) =

∫
M

exp
(
− 〈J(x),β〉

)
λω(dx)

English. In what follows, Φ : G ×M → M is a Hamiltonian
action on the left of a Lie group G on a connected symplectic
manifold (M, ω), g is the Lie algebra of G , g∗ its dual and
J : M → g∗ is a moment map of the Hamiltonian action Φ.
A generalized temperature is an element β ∈ g for which the
integral in the right hand side of the above equality is normally
convergent.
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États de Gibbs et moment. Quelques dé�nitions (2).
Français. Lorsque l'ensemble Ω ⊂ g des températures
généralisées est non vide la fonction P : Ω→ g∗ dé�nie par l'égalité
ci-dessus est appelée fonction de partition.
Pour chaque température généralisée β ∈ Ω, on appelle état de
Gibbs associé à (ou indexé par) β l'état statistique sur M de densité

ρβ(x) =
1

P(β)
exp
(
− 〈J(x),β〉

)
, x ∈ M .

English. When the subset Ω ⊂ g of generalized temperatures is
not empty, the function P : Ω→ g∗ de�ned by the above equality
is called the partition function.
For each generalized temperature β ∈ Ω, the Gibbs state
associated to (or indexed by) β is the statistical state on M whose
probability density is

ρβ(x) =
1

P(β)
exp
(
− 〈J(x),β〉

)
, x ∈ M .

Charles-Michel Marle, Retraité de l'Université Pierre et Marie Curie (aujourd'hui Sorbonne Université)
États de Gibbs construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie : signi�cation physique et exemples 31/101



États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (1).

Français. L'ensemble Ω ⊂ g des températures généralisées ne
dépend pas du choix du moment J. Lorsque Ω 6= ∅, c'est un ouvert
convexe de g invariant par l'action adjointe de G . La fonction de
partition P est de classe C∞ et ses di�érentielles de tous ordres
peuvent être calculées par di�érentiation sous le signe d'intégration∫
.

English. The set Ω ⊂ g of generalized temperatures does not
depend on the choice of the moment map J. When it is not empty,
this set is an open convex subset of the Lie algebra g, invariant by
the adjoint action of G . The partition function P is of class C∞

and its di�erentials of all orders can be calculated by di�erentiation
under the integration sign

∫
.
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (2).
Français. Dans l'état de Gibbs indexé par β ∈ Ω, la valeur
moyenne de J, notée EJ(β), et l'entropie S(β) sont des fonctions
thermodynamiques dont les expressions sont

EJ(β) =
1

P(β)

∫
M
J(x) exp

(
−〈J(x),β〉

)
λω(dx) , S(β) = s(ρβ) .

Ce sont des fonctions de classe C∞ de β, qui peuvent être
exprimées au moyen de P et de ses di�érentielles.

English. In the Gibbs state indexed by β ∈ Ω, the mean value of
J, denoted by EJ(β), and the entropy S(β) are thermodynamic
functions whose expressions are

EJ(β) =
1

P(β)

∫
M
J(x) exp

(
−〈J(x),β〉

)
λω(dx) , S(β) = s(ρβ) .

They are functions of β of class C∞ on Ω and can be expressed in
terms of the partition function P and its di�erentials.
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (3).

Français. Les expressions des fonctions thermodynamiques EJ , S
et de leurs di�érentielles sont indiquées ci-dessous.

English. The thermodynamic functions EJ , S and their �rst
di�erentials are expressed below.

EJ(β) = − 1
P(β)

DP(β) = −D(logP)(β) ,

S(β) = logP(β) +
〈
EJ(β),β

〉
= logP(β)−

〈
D(logP)(β),β

〉
.

〈
DEJ(β)(X ),Y

〉
= −D2(logP)(β)(X ,Y ) , X ∈ g , Y ∈ g ,〈

DS(β),X
〉

=
〈
DEJ(β)(X ),β

〉
, X ∈ g .
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (4).
Français. Si l'on remplace le moment J par J1 = J + µ, où
µ ∈ g∗ est constant, l'ensemble Ω des températures généralisées
n'est pas modi�é. La fonction de partition P et les fonctions
thermodynamiques EJ et S sont remplacées, respectivement, par
P1, EJ1 et S1 dont les expressions sont

P1(β) = exp
(
−〈µ,β〉

)
P(β) , EJ1(β) = EJ(β)+µ , S1(β) = S(β) .

Pour tout β ∈ Ω, la densité ρβ de l'état de Gibbs indexé par β
n'est pas modi�ée.

English. If the moment map J is replaced by J1 = J + µ, where
µ ∈ g∗ is a constant, the set Ω of generalized temperatures is not
changed. The partition function P , the thermodynamic functions
EJ and S are replaced by P1, EJ1 and S1, whose expressions are

P1(β) = exp
(
−〈µ,β〉

)
P(β) , EJ1(β) = EJ(β)+µ , S1(β) = S(β) .

For each β ∈ Ω, the probability density ρβ if the Gibbs state
indexed by β is unchanged.
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (5).

Français. Tout comme les états de Gibbs construits avec un
hamiltonien, les états de Gibbs construits avec un moment d'une
action hamiltonienne véri�ent la propriété suivante. Pour tout autre
état statistique de densité continue ρ1 tel que la valeur moyenne du
moment J dans ce état statistique soit égale à EJ(β), la
fonctionnelle entropie véri�e l'inégalité s(ρ1) ≤ s(ρβ) = S(β), et
on a l'égalité s(ρ1) = s(ρβ) si et seulement si ρ1 = ρβ .

English. Exactly as Gibbs states built with a Hamiltonian, Gibbs
states built with a moment map of a Hamiltonian action satisfy the
following property. For any other statistical state with a continuous
probability density ρ1, such that the mean value of the moment
map J in this statistical state is equal to EJ(β), the entropy
functional s satis�es the inequality s(ρ1) ≤ s(ρβ) = S(β), and the
equality s(ρ1) = s(ρβ) occurs if and only if ρ1 = ρβ .
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (6).

Français. L'état de Gibbs indexé par un élément β ∈ Ω n'est en
général pas invariant par l'action hamiltonienne Φ du groupe de Lie
G sur la variété M. Il est cependant invariant par la restriction de
l'action Φ au sous-groupe à un paramètre engendré par β. On a en
e�et, pour tous s ∈ R, x ∈ M,

ρβ

(
Φ
(
exp(sβ), x

))
= ρβ(x) .

English. The Gibbs states indexed by an element β ∈ Ω is not in
general invariant by the Hamiltonian action Φ of the Lie group G
on M. However, it is invariant by the restriction of Φ to the
one-parameter subgoup of G genrated by β. We have indeed, for
any s ∈ R and any x ∈ M,

ρβ

(
Φ
(
exp(sβ), x

))
= ρβ(x) .
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États de Gibbs et moment. Quelques propriétés (7).
Français. Pour tout β ∈ Ω, X et Y ∈ g, posons

Γ(β)(X ,Y ) = −
〈
DEJ(β)(X ),Y

〉
= D2(logP)(β)(X ,Y ) .

Γ est une forme bilinéaire symétrique sur Ω véri�ant, pour tous
β ∈ Ω et X ∈ g, Γ(β)(X ,X ) ≥ 0. Lorsque l'action Φ est e�ective,
c'est-à-dire lorsque, pour tout X ∈ g, la fonction x 7→

〈
J(x),X

〉
n'est pas constante sur M, Γ est une métrique riemannienne sur Ω,
appelée métrique de Fisher-Rao, et EJ est un di�éomorphisme de Ω
sur un ouvert Ω∗ de g∗.

English. For each β ∈ Ω, X and Y ∈ g, we set

Γ(β)(X ,Y ) = −
〈
DEJ(β)(X ),Y

〉
= D2(logP)(β)(X ,Y ) .

Γ is a bilinear, symmetric form on Ω which, for all β ∈ Ω and
X ∈ g, satis�es Γ(β)(X ,X ) ≥ 0. When Φ is e�ective, i.e. when for
any X ∈ g, x 7→

〈
J(x),X

〉
is not constant on M, Γ is a

Riemannian metric on Ω called the Fisher-Rao metric, and EJ is a
di�eomorphism of Ω onto an open subset Ω∗ of g∗.
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États de Gibbs, moment et action adjointe.
Français. Rappelons qu'au moment J : M → g∗ est associée un
cocycle symplectique θ : G → g∗ tel que

J
(
Φ(g , x)

)
= Ad∗g−1

(
J(x)

)
+ θ(g) , x ∈ M , g ∈ G .

Pour tous β ∈ Ω ⊂ g et g ∈ G , on a Adg β ∈ Ω, et

P(Adg β) = exp
(〈
θ(g−1),β

〉)
P(β) = exp

(
−
〈
Ad∗g θ(g),β

〉)
P(β) ,

EJ(Adg β) = Ad∗g−1 EJ(β) + θ(g) , S(Adg β) = S(β) .

English. We recall that a symplectic cocycle θ : G → g∗ is
associated to the moment map J which satis�es, for all x ∈ M and
g ∈ G ,

J
(
Φ(g , x)

)
= Ad∗g−1

(
J(x)

)
+ θ(g) , x ∈ M , g ∈ G .

For all β ∈ Ω ⊂ g and g ∈ G , we have Adg β ∈ Ω. Then,
P(Adg β), EJ(Adg β) and S(Adg β) are given by the above
formulae.
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Applications en Mécanique et en Physique (1).
Français.

Sur la variété des mouvements d'un système hamiltonien
conservatif, les états de Gibbs construits avec le hamiltonien sont
considérés, en Physique, comme des états d'équilibre
thermodynamique du système. Le hamiltonien est un moment de
l'action hamiltonienne du groupe des translations du temps, qui est
un sous-groupe de Lie (à un paramètre) du groupe de Galilée.
Jean-Marie Souriau fait remarquer que ce sous-groupe n'est pas un
sous-groupe invariant (c'est-à-dire normal, ou distingué).

English. On the manifold of motions of a conservative
Hamilonian system, the Gibbs states built with the Hamiltonian are
considered by physicists as states of thermodynamic equilibrium of
the system. The Hamiltonian is a momentum map of the
Hamiltonian action of the group of time translations, which is a
(one-parameter) Lie subgroup of the Galilei group. Jean-Marie
Souriau observed that this subgroup is not an invariant subgroup
(i.e. a normal subgroup).
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Applications en Mécanique et en Physique (2).

Français. Jean-Marie Souriau propose, comme un principe de ce
qu'il appelle la Mécanique statistique covariante, l'énoncé suivant :
Si un système dynamique est invariant par un sous-groupe de Lie
du groupe de Galilée, les équilibres naturels de ce système sont les
états de Gibbs construits avec un moment de l'action hamiltonienne
de ce sous-groupe.
Il traite le cas général puis présente plusieurs exemples : vent, fusée
accélérée, centrifugeuse.

English. Jean-Marie Souriau proposed as a new principe of what
he calls covariant statistical Mechanics the following statement :
When a Lie subgroup of the Galilei group is the group of invariance
of a dynamical system, the natural equilibria of this system are the
Gibbs states built with a momentum map of the Hamiltonian action
of that subgroup.
He presents several examples obtained by application of this
principle : wind, accelerated rocket, centrifuge.
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Applications en Mécanique et en Physique (3).

Français. La variété des mouvements d'un système mécanique
isolé admet le groupe de Galilée tout entier comme groupe de
symétries. L'application du principe énoncé ci-dessus se heurte à
une di�culté : ainsi que l'a prouvé Jean-Marie Souriau lui-même, si
la masse totale du système est non nulle, il n'existe pas d'état de
Gibbs construit avec un moment de l'action hamiltonienne du
groupe de Galilée, car l'ensemble Ω des températures généralisées
est vide.

English. The group of symmetries of the manifold of motions of
an isolated mechanical system is the whole Galilei group. The above
principle cannot be applied, since, as proven by Souriau himself, at
least when the total mass of the system is not zero, no Gibbs state
can be built with a moment map of the Hamiltonian action of the
Galilei group, the set Ω of generalized temperatures being empty.
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Applications en Mécanique et en Physique (4).
Français. Pour cette raison, Jean-Marie Souriau propose de
considérer la variété des mouvements propres d'un système isolé,
formée par les mouvements dans lesquels le centre de masse est �xé
à l'origine, dans le référentiel inertiel considéré. Le groupe de
symétries de cette variété est le produit direct du groupe des
translations du temps (isomorphe à R) et du groupe des rotations
de l'espace autour d'un point �xe (isomorphe à SO(3)). C'est le
groupe considéré par Gibbs dans son livre publié en 1902 !

English. Jean-Marie Souriau proposed to consider the manifold of
proper motions of an isolated system, made by motions in which
the position of the center of mass is �xed at the origin, in the
considered reference frame. Its group of symmetries is the direct
product ot the group of time trabnsations (isomorphic to R) with
the group of rotations of space around the origin (isomorphic to
SO(3)). Il is exactly the group considered by Gibbs in his book
published in 1902 !
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Applications en Mécanique et en Physique (5).

Français. Souriau considère l'existence, dans l'univers, de
nombreux objets tournants (étoiles, systèmes planétaires, galaxies)
comme une preuve de la pertinence de l'approche qu'il propose. Ces
objets tournants seraient les équilibres naturels du système isolé
considéré (approximativement seulement, en raison de ll'existence
de phénomènes, tels que les réactions nucléaires dans les étoiles,
qui empêchent l'existence d'équilibres parfaits).

English. For Souriau, the existence in the Universe of many
rotating bodies (stars, planetary systems, galaxies) comforts the
validity of his approach. For him, these rotating bodies are the
natural equilibria of the considered isolated systems. Of course,
approximately only, since other phenomena such as nuclear
reactions in stars, prevent the realization of exact equilibria.
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Applications en Mécanique et en Physique (6).

Français. En Physique relativiste, le groupe des symétries de la
variété des mouvements d'un système isolé est le groupe de
Poincaré. Bien que la cohomologie symplectique de ce groupe soit
triviale, il n'existe pas d'état de Gibbs construit avec un moment de
son action. Souriau présente, dans son livre et ses publications
ultérieurs, plusieurs exemples d'états de Gibbs construits avec un
moment de l'action hamiltonienne de certains de ses sous-groupes
et envisage leurs applications en Cosmologie.

English. In relativistic Physics, the symmetry group of the
manifold of motions of an isolated dynamical system is the Poincaré
group. Although the symplectic cohomology of this group is trivial,
there is no Gibbs state built vith a moment map of its Hamiltonian
action. In his book and in some more recent papers, Souriau
presents Gibbs states built vith a moment map of some of its
subgroups and discusses their possible applications in Cosmology.

Charles-Michel Marle, Retraité de l'Université Pierre et Marie Curie (aujourd'hui Sorbonne Université)
États de Gibbs construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie : signi�cation physique et exemples 45/101



Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (1).
Français. Nous allons étudier les états de Gibbs sur les orbites
coadjointes des groupes de Lie SO(3) et SO(2, 1) construits avec
un moment de l'action coadjointe de ces groupes. Soit ζ un réel
pouvant prendre les valeurs +1 ou −1, et F un espace vectoriel réel
de dimension 3 muni d'un produit scalaire noté (v,w) 7→ v ·w, où v

et w ∈ F, de signature (+,+,+) lorsque ζ = +1, (+,+,−) lorsque
ζ = −1. Une base (ex , ey , ez) de F est dite orthonormale lorsque
ex · ex = ey · ey = 1 , ez · ez = ζ , ex · ey = ey · ez = ez · ex = 0.

English. We are going to study Gibbs states on coadjoint orbits
of the Lie groups SO(3) and SO(2, 1) built with a moment map of
the coadjoint action of these groups. Let ζ be a real integer whose
value is either +1 or −1, and F be a three-dimensional real vector
space endowed with a scalar product F× F→ R, denoted by
(v,w) 7→ v ·w, with v and w ∈ F, whose signature is (+,+,+)
when ζ = 1 and (+,+,−) when ζ = −1. A basis (ex , ey , ez) of F
is said to be orthonormal when
ex · ex = ey · ey = 1 , ez · ez = ζ , ex · ey = ey · ez = ez · ex = 0.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (2).
Français. Lorsque ζ = −1, F est un espace de Minkowski de
dimension 3. Un élément non nul v ∈ F est de genre espace lorsque
v · v > 0, de genre temps lorsque v · v < 0 and de genre lumière
lorsque v · v = 0. Le sous-ensemble de F formé par les éléments non
nuls de genre temps ou lumière a deux composantes connexes.
Choisir une orientation temporelle de F, c'est choisir une de ces
deux composantes connexes, dont les éléments seront dits dirigés
vers le futur, et ceux de l'autre composante connexe dirigés vers le
passé.

English. When ζ = −1, F is called a three-dimensional Minkowski
vector space. A non-zero element v ∈ F is said to be space-like
when v · v > 0, time-like when v · v < 0 and light-like when
v · v = 0. The subset of F made of non-zero time-like or light-like
elements has two connected components. A temporal orientation of
F is the choice of one of these two connected components, whose
elements are said to be directed towards the future, and those of
the other connected component directed towards the past.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (3).

Français. Tant lorsque ζ = 1 que lorsque ζ = −1, nous
supposerons dans la suite qu'une orientation de F, au sens usuel, a
été choisie, et lorsque ζ = −1, nous supposerons de plus qu'une
orientation temporelle de F a été choisie aussi. Les bases
orthonormées de F utilisées seront toujours positivement orientées
et, lorsque ζ = −1, leur troisième vecteur ez sera toujours choisi de
genre temps dirigé vers le futur. Ces bases seront dites admissibles.

English. Both when ζ = 1 and when ζ = −1, we will assume in
what follows that an orientation of F in the usual sense is chosen,
and when ζ = −1, that a temporal orientation of F is chosen too.
The orthonormal bases of F used will always be chosen positively
oriented and, when ζ = −1, their third element ez will be chosen
time-like and directed towards the future. Such bases of F will be
called admissible bases.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (4).
Français. Nous noterons G le sous-groupe de GL(F) formé par
les automorphisme linéaires g de cet espace qui transforment
chaque base admissible (ex , ey , ez) en une base admissible(
g(ex), g(ey ), g(ez)

)
. Le groupe G est un groupe de Lie connexe

isomorphe au groupe des rotations SO(3) lorsque ζ = 1, et au
groupe de Lorentz restreint de dimension 3 SO(2, 1) lorsque
ζ = −1. L'algèbre de Lie g de G est donc isomorphe à so(3)
lorsque ζ = 1 et à so(2, 1) lorsque ζ = −1.

English. We will denote by G the subgroup of GL(F) made of
linear automorphisms g of this space which transform any
admissible basis (ex , ey , ez) of F into an admissible basis(
g(ex), g(ey ), g(ez)

)
. The group G is a connected Lie group

isomorphic to the rotations group SO(3) when ζ = 1, and to the
restricted three-dimensional Lorentz group SO(2, 1) when ζ = −1.
The Lie algebra g of G is therefore isomorphic to so(3) when ζ = 1
and to so(2, 1) when ζ = −1.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (5).
Français. Le produit scalaire détermine un isomorphisme scal de
F sur son dual F∗ qui pour tous u et v ∈ F, véri�e〈

scal(u), v
〉

= u · v .
Soit (ex , ey , ez) une base admissible de F. Pour tout triplet
(a, b, c) ∈ R3, soit j(aex + bey + cez) : F→ F l'endomorphisme
linéaire de F ayant pour matrice

matrice de (matrix of) j(aex + bey + cez) =

 0 −c b
c 0 −a
−ζb ζa 0

 .

English. The scalar product determines an isomorphism, denoted
by scal, of F onto its dual vector space F∗, such that, for all u and
v ∈ F, 〈

scal(u), v
〉

= u · v .
Let (ex , ey , ez) be an admissible basis of F. For any (a, b, c) ∈ R3,
let j(aex + bey + cez) : F→ F be the linear endomorphism of F
whose matrix is indicated above.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (6).
Français. L'application j ainsi dé�nie sur F, à valeurs dans
L(F,F), est linéaire et injective. Elle ne dépend pas du choix de la
base admissible utilisée pour indiquer son expression. Son image est
l'algèbre de Lie g (considérée comme un sous-espace vectoriel de
L(F,F)). L'application j peut donc être considérée comme un
isomorphisme d'espaces vectoriels de F sur g, ce qui permet de
dé�nir une loi de composition sur F qui en fait une algèbre de Lie,
et qui fait de j un isomorphisme d'algèbres de Lie.

English. So de�ned, j is a linear and injective map de�ned on F

and taking its values in L(F,F), whose image is the Lie algebra g
(regarded as a subspace of L(F,F)). This map does not depend on
the choice of the admissible basis used for stating its expression.
Therefore j can be regarded as an isomorphism of F onto the Lie
algebra g, and can be used to de�ne on F a composition law for
which this vector space becomes a Lie algebra, and j becomes a Lie
algebras isomorphism.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (7).
Français. La loi de composition bilinéaire et antisymétrique sur F
pour laquelle j est un isomorphisme d'algèbres de Lie est une
extension du produit vectoriel bien connu des éléments d'un espace
vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Elle sera notée
(u, v) 7→ u×̇v. Appliquée aux paires ordonnées d'éléments distincts
d'une base admissible (ex , ey , ez), de F, elle véri�e

ex×̇ey = ζez , ey ×̇ez = ex , ez×̇ex = ey .

English. The bilinear and skew-symmetric composition law on F

for which j is a Lie algebras isomorphism is an extended version of
the well known cross product of vectors in an oriented
three-dimensional real Euclidean vector space, which will be
denoted by (u, v) 7→ u×̇v. Applied to ordered pairs of distinct
elements of any admissible basis (ex , ey , ez), of F, it sati�es

ex×̇ey = ζez , ey ×̇ez = ex , ez×̇ex = ey .
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (8).

Français. Ces propriétés, bien connues lorsque ζ = 1, sont encore
vraies lorsque ζ = −1. Elles confèrent à F une structure très riche.
Outre la structure riemannienne ou pseudo-riemannienne (selon le
signe de ζ) déterminée par son produit scalaire, F identi�é à g au
moyen de j devient l'algèbre de Lie de G , et l'action naturelle de G
sur F devient l'action adjointe.

English. These properties, well known when ζ = 1, are still valid
when ζ = −1, and allow the de�nition on F of a very rich
structure. Of course F has a Riemannian or pseudo-Riemannian
metric determined by its scalar product. Moreover, when it is
identi�ed with g by means of j , F has a Lie algebra structure and
the natural action of G becomes the adjoint action of this group on
its Lie algebra.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (9).

Français. Identi�é au dual g∗ de l'algèbre de Lie g au moyen de
l'isomorphisme (j−1)T ◦ scal (composé scal : F→ F∗ avec le
transposé (j−1)T : F∗ → g∗ de l'inverse de j), F est muni d'une
structure de Lie-Poisson, et l'action naturelle de G sur cet espace
s'identi�e à l'action coadjointe à gauche de G sur g∗.

English. When F is identi�ed with the dual vector space g∗ of this
Lie algebra by means of (j−1)T ◦ scal (composed of scal : F→ F∗

with the transpose (j−1)T : F∗ → g∗ of j), becomes endowed with
a Lie-Poisson structure, the natural action of G on F becomes the
coadjoint action on the left of G on the dual g∗ of its Lie algebra.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (10).
Français. Les orbites coadjointes de G peuvent donc être
identi�ées à des sous-variétés de F. Exprimées au moyen des
coordonnées x , y et z associées à une base admissible (ex , ey , ez)
de F, les orbites coadjointes sont les sous-variétés connexes de F

déterminées par une équation de la forme

x2 + y2 + ζz2 = Constante .

Le singleton {0} est une orbite coadjointe de dimension 0. Toutes
les autres orbites coadjointes sont de dimension 2.

English. The coadjoint orbits of G can therefore be considered as
submanifolds of F . With the coordinate functions x , y and z in an
admissible basis (ex , ey , ez) of F, coadjoint orbits are connected
submanifolds of F determined by an equation

x2 + y2 + ζz2 = Constant .

The singleton {0} is a zero-dimensional coadjoint orbit. All other
coadjoint orbits are two-dimensional.

Charles-Michel Marle, Retraité de l'Université Pierre et Marie Curie (aujourd'hui Sorbonne Université)
États de Gibbs construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie : signi�cation physique et exemples 55/101



Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (11).

Français. Sur des ouverts convenablement choisis de chaque
orbite coadjointe O, on peut utuliser comme coordonnées deux des
trois coordonnées x , y et z associées à une base admissible
(ex , ey , ez) de F. Sur l'ouvert dense de O où r =

√
x2 + y2 6= 0,

on peut aussi utiliser les coordonnées (ϕ, z), où ϕ est l'angle
polaire tel que x = r cosϕ, y = r sinϕ.

English. On suitably chosen open subsets of any two-dimensional
coadjoint orbit O, two of the three coordinates x , y and z
associated to an admissible basis (ex , ey , ez) of F can be used as
coordinates. One can use too, on the dense open subset of O
where r =

√
x2 + y2 6= 0, the coordinates (ϕ, z), where ϕ is the

polar angle such that x = r cosϕ, y = r sinϕ.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (12).

Français. La forme symplectique ωO admet les quatre expressions
équivalentes

ωO =
1

z(x , y)
dx∧dy =

ζ

x(y , z)
dy∧dz =

ζ

y(z , x)
dz∧dx = ζdϕ∧dz .

Les coordonnées (ϕ, z) sur O sont les plus pratiques pour la
détermination des états de Gibbs. Avec ces coordonnées, la forme
de Liouville λωO a pour expression

λωO(dv) = dz dϕ , v ∈ O de coordonnées (ϕ, z) .

English. The symplectic form ωO admits the four equivalent
expressions indicated above, in terms of the coordiates (x , y),
(y , z), (z , x) and (ϕ, z), respectively. In the coordiates (ϕ, z),
which are the most convenient for the determination of Gibbs
states, the expression of the Liouville measure λωO is given above.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (13).
Français. Lorsque ζ = 1, G ≡ SO(3). Identi�ées à des
sous-variétés de F comme expliqué ci-dessus, les orbites coadjointes
de dimension 2 sont les sous-variétés connexes d'équation

x2 + y2 + z2 = R2 , avec R > 0 .

Ce sont des sphères centrées sur l'origine 0 de F. La sphère de
rayon R > 0 sera notée SR .

English.

When ζ = 1, G ≡ SO(3). Considered as submanifolds of F as
explained above, two-dimensional coadjoint orbits are connected
submanifolds of equation

x2 + y2 + z2 = R2 , with R > 0 .

They are spheres centered on the origin 0 of F. The sphere of
radius R > 0 will be denoted SR .
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (14).

Français. Lorsque ζ = −1, G ≡ SO(2, 1). Les orbites coadjointes
de dimension 2 sont les sous-variétés connexes de F d'équation

x2 + y2 − z2 = C , avec C constante et (x , y , z) 6= (0, 0, 0) .

On distingue trois types d'orbites coadjointes de dimension 2, selon
que C < 0, C = 0 ou C > 0.

English.

When ζ = −1, G ≡ SO(2, 1). Two-dimensional coadjoint orbits are
connected submanifolds of F of equation

x2 + y2 − z2 = C , with C constant and (x , y , z) 6= (0, 0, 0) .

One can distinguish three kinds of two-dimensional coadjoint orbits,
corresponding to the three possibilities C < 0, C = 0 or C > 0.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (15).
Français. Pour C = −R2 < 0, on a les deux orbites coadjointes
P+
R et P−R , d'équations respectives

z =
√
R2 + x2 + y2 pour P+

R et z = −
√
R2 + x2 + y2 pour P−R .

On les appelle pseudosphères de rayon R . Chacune d'elles est une
nappe d'un hyperboloïde de révolution à deux nappes dont l'axe de
révolution est l'axe des z .

English.

For C = −R2 < 0, we have the two coadjoint orbits P+
R and P−R of

respective equations

z =
√
R2 + x2 + y2 for P+

R and z = −
√
R2 + x2 + y2 for P−R .

They are called pseudo-spheres of radius R . Each one is a sheet of
a two-sheeted two-dimensional hyperboloid with the z axis as
revolution axis.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (16).
Français. Pour C = 0, on a les deux orbites coadjointes C+ et
C−, d'équations respectives

z =
√

x2 + y2 , avec (x , y) 6= (0, 0) pour C+,

z = −
√
x2 + y2 , avec (x , y) 6= (0, 0) pour C−.

Ce sont les cônes de lumière (sans leurs sommet) pointant,
respectivement, vers le futur et vers le passé.

English. For C = 0, we have the two coadjoint orbits C+ and
C−, of respective equations

z =
√
x2 + y2 , with (x , y) 6= (0, 0) for C+,

z = −
√
x2 + y2 , with (x , y) 6= (0, 0) for C−.

They are the light cones (without their apex) directed, respectively,
towards the future and towards the past.
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Exemples d'états de Gibbs construits avec un moment (17).

Français. Pour C = R2 > 0, on a l' orbite coadjointe HR

d'équation
x2 + y2 = z2 + R2 .

C'est un hyperboloïde de révolution à une seule nappe ayant l'axe
des z pour axe de révolution.

English. For C = R2 > 0, we have the coadjoint orbit HR of
equation

x2 + y2 = z2 + R2 .

It is a single sheeted revolution hyperboloid with the z axis as
revolution axis.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(3) (1).

Français. Lorsque ζ = 1, G ≡ SO(3). Comme on vient de le voir,
les orbites coadjointes de dimension 2 sont toutes des sphères
centrées sur l'origine 0 de F. L'injection canonique de la sphère SR
dans F ≡ so(3)∗ est un moment de l'action hamiltonienne de
SO(3) sur cette orbite. Puisque SR est compacte, l'ouvert Ω des
températures généralisées, pour cette action hamiltonienne, est
l'algèbre de Lie g ≡ F toute entière.

English. When ζ = 1, G ≡ SO(3). As seen above, all
two-dimensional coadjoint orbits are spheres centered on the origin
0 of F. The canonical injection of the sphere SR in F ≡ so(3)∗ is a
moment map of the Hamiltonian action of SO(3) on this orbit.
Since SR is compact, the open subset Ω of generalized
temperatures, for this Hamiltonian action, is the whole Lie algebra
g ≡ F.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(3) (2).
Français. Pour chaque β ∈ F ≡ g, on peut choisir une base
admissible (ex , ey , ez) de F telle que ez et β soient parallèles et
dirigés dans le même sens. Alors β = βez , avec β ≥ 0. La fonction
de partition P et la densité de probabilité ρβ de l'état de Gibbs sont

P(β) =


4π sinh(Rβ)

β
si (if) β > 0,

4πR si (if) β = 0,

ρβ(r) =


β exp(−βz)

4π sinh(Rβ)
si (if) β > 0,

1
4πR

si (if) β = 0,
r = xex + yey + zez ∈ SR .

English. For each β ∈ F ≡ g, we can choose an admissible basis
(ex , ey , ez) of F such that ez and β are parallel and directed in the
same direction. Then β = βez , with β ≥ 0. The partition function
P and the probability density ρβ of the Gibbs state indexed by β
are given by the above equalities.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(3) (3).

Français. Lorsque β > 0, les fonctions thermodynamiques valeur
moyenne de J et entropie sont

EJ(β) =
1− Rβ coth(Rβ)

β2
β ,

S(β) = 1 + log

(
4π sinh(Rβ)

β

)
− Rβ coth(Rβ) .

English. When β > 0, the thermodynamic functions mean value
of J and entropy are

EJ(β) =
1− Rβ coth(Rβ)

β2
β ,

S(β) = 1 + log

(
4π sinh(Rβ)

β

)
− Rβ coth(Rβ) .
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(2, 1) (1).

Français. Lorsque ζ = −1, G ≡ SO(2, 1) et g ≡ so(2, 1). Pour
chaque orbite coadjointe O de G , il faut déterminer si l'intégrale
ci-dessous, qui dé�nit une fonction de β ∈ g,∫

O
exp
(
−
〈
J(r),β

〉)
λωO(dr) (∗)

est normalement convergente.

English. When ζ = −1, G ≡ SO(2, 1) and g ≡ so(2, 1). For each
coadjoint orbit O of G , we must determine whether the integral,
which de�nes a function of β ∈ g,∫

O
exp
(
−
〈
J(r),β

〉)
λωO(dr) (∗)

is normally convergent.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(2, 1) (2).
Français. Cas où l'orbite O est la pseudo-sphère P+

R . Lorsque
β ∈ F ≡ g est de genre temps, on choisit une base admissible
(ex , ey , ez) de F telle que β = βez , avec β ∈ R, β 6= 0. Exprimée
avec les coordonnées (z , ϕ), l'intégrale ci-dessus s'écrit∫ 2π

0

(∫ +∞

R
exp(βz)dz

)
dϕ .

Elle est normalement convergente si et seulement si β < 0.

English. We �rst assume that O is the pseudo-sphere P+
R . When

β ∈ F ≡ g is time-like, we choose an admissible basis (ex , ey , ez) of
F such that β = βez , β 6= 0. Expressed with with the coordinates
(z , ϕ), the above integral becomes∫ 2π

0

(∫ +∞

R
exp(βz)dz

)
dϕ .

It is is normally convergent if and only if β < 0.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(2, 1) (3).
Français. Lorsque β est de genre espace ou lumière, l'intégrale
considérée n'est jamais normalement convergente. Pour l'orbite
coadjointe O = P+

R , l'ensemble Ω est formé par les vecteurs de
genre temps dirigés vers le passé. On a

P(β) =
2π
‖β‖

exp
(
−‖β‖R

)
, β ∈ Ω ,

ρβ(r) =
‖β‖ exp

(
−‖β‖

(
z(r)− R

))
2π

, r ∈ P+
R ,

English. By similar calculations, we see that when β is a
spacelike of lightlike vector, the considered integral is never
normally convergent. Therefore the set of generalized temperatures
is the open subset of g ≡ F made of timelike vectors directed
towards the past. The expressions of the partition function P and
the probability density ρβ, β ∈ Ω, are given above, where we have
set ‖β‖ =

√
−β · β, since β · β < 0.
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(2, 1) (4).
Français. La valeur moyenne de J et l'entropie ont pour
expressions

EJ(β) = −1 + R‖β‖
‖β‖2

β ,

S(β) = 1 + log
2π
‖β‖

.

On a pour les états de Gibbs sur P−R des résultats analogues.

English. The mean value of J and the entropy are

EJ(β) = −1 + R‖β‖
‖β‖2

β ,

S(β) = 1 + log
2π
‖β‖

.

Similar results hold for Gibbs states on the pseudosphere P−R .
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États de Gibbs sur les orbites coadjointes de SO(2, 1) (5).

Français. Par des calculs analogues, on montre qu'il n'existe pas
d'état de Gibbs sur les autres orbites coadjointes de G ≡ SO(2, 1)
de dimension 2, les hyperboloïdes à une nappe HR et les cônes de
lumière C+ et C−, car pour ces orbites l'ouvert Ω des températures
généralisées est vide.

English. By similar calculations, one can prove that on the other
two-dimensional coadjoint orbits of G ≡ SO(2, 1), the one-sheeted
hyperboloids HR and the light cones C+ and C−, there are no
Gibbs states, since for these orbits the subset Ω of generalized
temperatures is empty.
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États de Gibbs sur le disque de Poincaré (1).
Français. Le choix d'une base admissible (ex , ey , ez) de F

détermine, pour chaque R > 0, un di�éomorphisme ψR de la
pseudo-sphère P+

R sur le disque de Poincaré DP ,

ψR(r) =
x + iy

R +
√
R2 + x2 + y2

, r = xex+yey+
√

R2 + x2 + y2ez ∈ P+
R ,

composé de la projection stéréographique de P+
R sur le plan

engendré par ex et ey , avec (uex + vey ) 7→ w = (u + iv)/R .

English. The choice of any admissible basis (ex , ey , ez) of F
determines, for each R > 0, a di�eomorphism ψR of the
pseudo-sphere P+

R onto the Poincaré disk DP ,

ψR(r) =
x + iy

R +
√
R2 + x2 + y2

, r = xex+yey+
√

R2 + x2 + y2ez ∈ P+
R ,

composed of the stereographic projection of P+
R on the

two-dimensional vector subspace of F generated by ex and ey with
the map (uex + vey ) 7→ w = (u + iv)/R .

Charles-Michel Marle, Retraité de l'Université Pierre et Marie Curie (aujourd'hui Sorbonne Université)
États de Gibbs construits au moyen d'un moment de l'action hamiltonienne d'un groupe de Lie : signi�cation physique et exemples 71/101



États de Gibbs sur le disque de Poincaré (2).
Français. En transportant sur le disque de Poincaré DP les
éléments correspondants de P+

R , on obtient sur DP la métrique
riemannienne et la forme symplectique :

dsDP

2(w) =
4R2

(1− |w |2)2
dwdw =

4R2

(1− |w |2)2
(dw2

r + dw2
im) ,

ωDP
(w) =

2iR
(1− |w |2)2

dw ∧ dw =
4R

(1− |w |2)2
dwr ∧ dwim ,

English. The Poincaré disk DP is therefore endowed with a
Riemannian metric dsDP

2 and with a symplectic form ωDP
for

which the map ψR is both an isometry and a symplectomorphism :

dsDP

2(w) =
4R2

(1− |w |2)2
dwdw =

4R2

(1− |w |2)2
(dw2

r + dw2
im) ,

ωDP
(w) =

2iR
(1− |w |2)2

dw ∧ dw =
4R

(1− |w |2)2
dwr ∧ dwim ,
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États de Gibbs sur le disque de Poincaré (3).

Français. En transportant sur DP l'action coadjointe de G sur
P+
R au moyen du di�éomorphisme ψR , on obtient une action

hamiltonienne de ce groupe sur (DP , ωDP
) . Un moment de cette

action s'obtient en composant l'injection canonique de P+
R dans

F ≡ g avec l'inverse de ψR :

ψ−1R (w) =
R

1− |w |2
(
2(wrex + wimey) + (1 + |w |2)ez

)
,

w = wr + iwim ∈ DP , |w |2 = w2
r + w2

im < 1 .

English. Using the di�eomorphism ψR to transport on DP the
coadjoint action of G on P+

R , we obtain a Hamiltonian action of G
on (DP , ωDP

). A moment map of this action is composed of the
canonical injection of P+

R in F ≡ g with the inverse of ψR , whose
expression is given above.
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États de Gibbs sur le disque de Poincaré (4).
Français. L'ensemble Ω des températures généralisées pour
l'action hamiltonienne de G ≡ SO(2, 1) sur DP est, comme pour
l'action de ce groupe sur P+

R , l'ensemble des vecteurs de genre
lumière dirigés vers le passé. Sur l'ouvert dense DP\{0} du disque
de Poincaré, on peut utiliser les coordonnaes polaires |w | et ϕ,
telles que wr = |w | cosϕ, wim = |w | sinϕ. La mesure de Liouville
λωDP

est :

λωDP
(dw) =

4R|w |
(1− |w |2)2

d|w |dϕ .

English. The set Ω of generalized temperatures for the
Hamiltonian action of G ≡ SO(2, 1) on DP is, as for its action on
P+
R , the set of lightlike vectors directed towards the past. On

DP\{0} we can use the polar coordinates |w | and ϕ, such that
wr = |w | cosϕ, wim = |w | sinϕ. The Liouville measure λωDP

is

λωDP
(dw) =

4R|w |
(1− |w |2)2

d|w |dϕ .
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États de Gibbs sur le disque de Poincaré (5).
Français. La densité de probabilité ρβ de l'état de Gibbs sur DP

indexé par chaque β ∈ Ω, relativement à la mesure de Liouville
λωDP

, est

ρβ(w) =
|β|
2π

exp

(
− 2R|β|
1− |w |2

)
, avec w ∈ DP .

Les expressions des fonctions thermodynamiques valeur moyenne du
moment et entropie sont bien sûr celles déjà indiquées pour P+

R .

English. The probability density ρβ of the Gibbs state on DP

indexed by any β ∈ Ω, with respect to λωDP
, is

ρβ(w) =
|β|
2π

exp

(
− 2R|β|
1− |w |2

)
, with w ∈ DP .

The thermodynamic functions mean value of the moment map and
entropy are of course the same as those for P+

R .
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Rappel : la transformation de Möbius.

Français. La transformation de Möbius associée à la matrice

complexe A =

(
a b
c d

)
, où a, b, c and d ∈ C satisfont

ad − bc 6= 0, est l'application UA : Ĉ→ Ĉ, avec Ĉ = C ∪ {∞},

UA(w) =



aw + b

cw + d
si (if) w ∈ C et (and) cw + d 6= 0,

∞ si (if) w ∈ C et (and) cw + d = 0,

a/c si (if) w =∞ et (and) c 6= 0,

∞ if w =∞ and c = 0.

English. The Möbius transformation determined by the matrix

A =

(
a b
c d

)
, with a, b, c and d ∈ C satisfying ad − bc 6= 0, is

the map UA : Ĉ→ Ĉ, with Ĉ = C ∪ {∞}, indicated above.
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Action de SU(1, 1) sur le disque de Poincaré (1).
Français. Le goupe de Lie SU(1, 1) est formé par les matrices
complexes de la forme

A =

(
a b

b a

)
, où a et b ∈ C , |a|2 − |b|2 = aa− bb = 1 .

Pour A ∈ SU(1, 1) et w ∈ DP , UA(w) ∈ DP . L'application
(A,w) 7→ UA(w) est une action hamiltonienne à gauche de
SU(1, 1) sur (DP , ωDP

).

English. The Lie group SU(1, 1) is made of the matrices

A =

(
a b

b a

)
, with a and b ∈ C , |a|2 − |b|2 = aa− bb = 1 .

For any A ∈ SU(1, 1) and w ∈ DP , UA(w) ∈ DP . The map
(A,w) 7→ UA(w) is a Hamiltonian action on the left of SU(1, 1) on
(DP , ωDP

).
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Action de SU(1, 1) sur le disque de Poincaré (2).
Français. Il existe un homomorphisme de groupes de Lie surjectif
Ψ : SU(1, 1)→ SO(2, 1) dont le noyau est le sous-groupe distingué
discret {1,−1}. D'autre part, deux matrices A et A′ ∈ SU(1, 1)
véri�ent UA = UA′ si et seulement si A = ±A′. L'action
hamiltonienne de SU(1, 1) sur DP par transformations de Möbius
est donc en fait une action du groupe quotient SU(1, 1)/{1,−1},
qui est isomorphe à SO(2, 1). On retrouve ainsi l'action
hamiltonienne de SO(2, 1) précédemment considérée.

English. There exists a surjective Lie groups homomorphism
Ψ : SU(1, 1)→ SO(2, 1) whose kernel is the discrete normal
subgroup {1,−1}. On the other hand, two matrices A and
A′ ∈ SU(1, 1) satisfy UA = UA′ is and only if A = ±A′. The
Hamiltonian action of SU(1, 1) on (DP , ωDP

) by Möbius
transformations is therefore an action of the quotient group
SU(1, 1)/{1,−1}, which is isomorphic to SO(2, 1). We recover by
these means the Hamiltonian action of SO(2, 1) previously
considered.
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Action de SU(1, 1) sur le disque de Poincaré (3).

Français. Pour toute matrice A =

(
a b

b a

)
∈ SU(1, 1), Ψ(A) a

pour expression

Ψ(A) =


a2 + a

2
+ (b2 + b

2
)

2
−a2 − a

2 − (b2 − b
2
)

2i
−(ab + ab)

a2 − a
2

+ (b2 − b
2
)

2i
a2 + a

2 − (b2 + b
2
)

2
−ab − ab

i

−(ab + ab)
−(ab − ab)

i
(aa + bb)

 .

On peut identi�er l'espace vectoriel F à l'algèbre de Lie su(1, 1) et
à son dual.

English. For any matrix A =

(
a b

b a

)
∈ SU(1, 1), Ψ(A) is given

by the above formula. The vector space F can be identi�ed with
the Lie algebra su(1, 1) as well as with its dual space.
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États de Gibbs sur le demi-plan de Poincaré (1).

Français. Soit M =

(
−i i
1 1

)
. La transformation de Möbius UM

applique le disque de Poincaré DP sur le demi-plan de Poicaré
ΠP = {ξ = ξr + iξim ∈ C | ξim > 0}, où ξr et ξim sont,
respectivement, la partie réelle et la partie imaginaire de ξ ∈ C. En
transférant grâce à cette application les éléments correspondants de
de DP , on obtient sur ΠP la métrique riemannienne dsΠP

2 et la
forme symplectique ωΠP

dot les expressions sont indiquées ci-après.

English. Let M =

(
−i i
1 1

)
. The Möbius transformation UM

maps the Poincaré disk DP onto the Poicaré half-plane
ΠP = {ξ = ξr + iξim ∈ C | ξim > 0}, where ξr and ξim are
respectively the real and the imaginary parts of the complex
number ξ. Transferring with this map the corresponding ingredients
of DP , we obtain on ΠP the Riemannian metric dsΠP

2 and the
symplectic form ωΠP

indicated below.
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États de Gibbs sur le demi-plan de Poincaré (2).

dsΠP

2(ξ) =
R2

ξ2
im

(dξ2r + dξ2im) ,

ωΠP
(ξ) =

R

ξ2
im

dξr ∧ dξim = d

(
R

ξim

)
∧ dξr .

Français. La mesure de Liouville λωΠP
est donc

λωΠP
(dξ) =

R

ξ2
im

dξrdξim .

Le groupe de Lie SU(1, 1) agit sur (ΠP , ωΠP
) par une action

hamiltonienne déduite de celle de ce groupe sur (DP , ωDP
).

English. The Liouville measure λωΠP
is therefore

λωΠP
(dξ) =

R

ξ2
im

dξrdξim .

By the same process, we obtain a Hamiltonian action of the Lie
group SU(1, 1) on (ΠP , ωΠP

).
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États de Gibbs sur le demi-plan de Poincaré (3).

Français. Le moment de cette action hamiltonienne est

JΠP
(ξ) =

R

2ξim

(
(1−|ξ|2)ex+2ξrey+(1+|ξ|2)ez

)
, ξ = ξr+iξim ∈ ΠP ,

où (ex , ey , ez) est une base admissible de F ≡ su(1, 1)∗. La densité
ρβ de l'état de Gibbs indexé par β ∈ Ω par rapport à λωΠP

est

ρβ(ξ) =
|β|
2π

exp

(
−
R|β|

(
(1 + ξim)2 + ξ2r

)
2ξim

)
, ξ = ξr+iξim ∈ ΠP .

English. The moment map JΠP
of the Hamiltonian action of

SU(1, 1) on ΠP , and the density ρβ of the Gibbs state indexed by
β ∈ Ω, with respect to λωΠP

are given above.
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Action de SL(2,R) sur le demi-plan de Poincaré (1).
Français. Au lieu de l'action hamiltonienne de SU(1, 1) sur le
demi-plan de Poincaré ΠP , il est souvent plus commode d'utiliser
l'action hamiltonienne de SL(2,R) sur ΠP , qui s'en déduit grâce à
l'isomorphisme de groupes de Lie Σ : SU(1, 1)→ SL(2,R). Pour

toute matrice A =

(
a b

b a

)
∈ SU(1, 1), où a = ar + iaim et

b = br + ibim ∈ C satisfaisant
|a|2 − |b|2 = a2r + a2

im
− (b2r + b2

im
= 1, on a

Σ(A) =

(
ar − br aim + bim
−aim + bim ar + br

)
.

English. Instead of the Hamiltonian action of SU(1, 1) on the
Poincaré half-plane ΠP , it is often more convenient to use the
Hamiltonian action of SL(2,R) on ΠP , obtained by using the Lie
groups isomorphism Σ : SU(1, 1)→ SL(2,R). For each matrix
A ∈ SU(1, 1), the expression of Σ(A) ∈ SL(2,R) is indicated above.
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Action de SL(2,R) sur le demi-plan de Poincaré (2).

Français. Soit Ã =

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2,R). L'action hamiltonienne

de la matrice Ã sur le demi-plan de Poincaré ΠP n'est autre que la
restriction à ΠP de la transformation de Möbius U

Ã
.

English. Let Ã =

(
α β
γ δ

)
∈ SL(2,R). The Hamiltonian action

of the matrix Ã on the Poincaré half-plane ΠP is simply the Möbius
transformation U

Ã
, retricted to ΠP .
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Il n'existe pas d'état de Gibbs sur un espace vectoriel
symplectique de dimension 2 (1).

Français. Considérons le plan R2 (coordonnées u, v) muni de la
forme symplectique ω = du ∧ dv . Le groupe symplectique linéaire
Sp(R2, ω) n'est autre que le groupe SL(2,R) des matrices réelles
2× 2 de déterminant 1. Comme on vient de le voir, son algèbre de
Lie et le dual de cette algèbre de Lie peuvent s'identi�er à l'espace
vectoriel F, lorsqu'une base admissible (ex , ey , ez) de cet espace a
été choisie.

English. We consider the plane R2 (coordinates u, v), endowed
with the symplectic form ω = du ∧ dv . The linear symplectic group
Sp(R2, ω) is the group SL(2,R) of real 2× 2 matrices with
determinant 1. As seen above, its Lie algebra, as well as its dual
vector space, can be identi�ed with the vector space F, once an
admissible basis (ex , ey , ez) of F is chosen.
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Il n'existe pas d'état de Gibbs sur un espace vectoriel
symplectique de dimension 2 (2).

Français. Le moment nul à l'origine JR2 de l'action hamiltonienne
de SL(2,R) sur (R2, ω) est

JR2(u, v) =
u2 − v2

4
ex −

uv

2
ey +

u2 + v2

4
ez .

English. The moment map which takes the value 0 at the origin
of R2, for the Hamiltonian action of SL(2,R) sur (R2, ω), is

JR2(u, v) =
u2 − v2

4
ex −

uv

2
ey +

u2 + v2

4
ez .
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Il n'existe pas d'état de Gibbs sur un espace vectoriel
symplectique de dimension 2 (3).

Français. Nous voyons que JR2(R2) est l'union de deux orbites
coadjointes de SL(2,R) : une orbite de dimension 0, le singleton
{0} (origine de F), une orbite de dimension 2, le cône (privé de son
sommet) formé par les vecteurs de genre lumière dirigés vers le
futur. Nous avons vu ci-dessus qu'il n'existe pas d'état de Gibbs sur
le cône C+. Il n'existe donc pas d'état de Gibbs sur un espace
vectoriel symplectique de dimension 2 pour l'action hamiltonienne
naturelle du groupe symplectique linéaire.

English. We see that the JR2(R2) is the union of two coadjoint
orbits of SL(2,R): a zero-dimensional orbit, the singleton {0}
(where 0 stands for the origin of F), and a two-dimensional orbit,
the cone C+ of light-like elements in F directed towards the future.
We have seen above that no Gibbs state can exist on C+.
Therefore no Gibbs state can exist on a two-dimensional symplectic
vector space, for the natural action of the linear symplectic group.
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