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Avertissement

Nous avons pris le parti de développer de front les points de vue “intégrale de
Lebesgue” et “espérance”. Aussi, 'accent dans ce cours est mis sur les exercices,
qui pourront étre tantot traités en cours ou en petite classe, ou laissés a la recherche
personnelle. Des textes alternatifs sont : les livres de Rudin [Rud 76, Rud80), [Rud8&7],
de Briane-Pages [BP06], de Sinai [KS07] ou de Jacod-Protter [JP03]. Des références
plus avancées sont [Bil95) [B.J06l Rud76, [Rud80, [Sko05, [Taoll].

Le cours paraitra inévitablement abstrait sans un important travail d’appropria-
tion, qui passe par la lecture et la relecture du cours, ainsi que la résolution des
exercices. Il faut savoir redire précisément les définitions et les énoncés des pro-
positions et théoremes, ainsi qu’avoir au moins une idée des démonstrations, sans
quoi I'on ne peut pas prétendre comprendre les énoncés, ni aller plus loin dans des
cours ultérieurs, méme plus “concrets”.

Un glossaire a la fin rappelle quelques notions nécessaires et signalées dans le corps
du texte avec un astérisque *. Par ailleurs, les chapitres et les paragraphes les plus
avancés, qui peuvent étre omis en premiere lecture, sont marqués d’une étoile *.

Les exercices sont le plus souvent des applications immédiates du cours. Il faut aussi
s’entrainer a faire certains des exercices plus ambitieuz, comportant plusieurs ques-
tions interdépendantes qui ne sont pas directement reliées au chapitre en cours
c’est le seul test véritable pour voir si 'on a compris. Les solutions des exercices
ne sont pas incluses dans le polycopié parce qu’il est beaucoup plus important de
chercher a résoudre les exercices, méme sans y parvenir completement, que de voir
une solution imaginée par quelqu’un d’autre. Des exercices inclus uniquement dans
la version électronique de ce cours, souvent plus longs, sont conventionnellement
appelés problemes.

L’examen a pour objectif de vérifier cette capacité a résoudre des exercices simples
mais variés (qui ne sont donc pas tous dans le poly!), et s’assurer que des cours
plus poussés seront profitables. Essayer de s’y préparer directement en apprenant
rapidement un petit nombre de résultats clef, ou en apprenant a résoudre un petit
nombre d’exercices type, serait une perversion de l'idée d’examen.

Le jeu en est a la fois intéressant et difficile. J’espere que le lecteur y trouvera
plaisir... Bon travail !

J. F.
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Chapitre 1

Rappel sur 'intégrale de Riemann

La notion d’intrégrale des fonctions définies sur un intervalle compact a été intro-
duite par Riemann [R1654]. En toute rigueur, cette notion d’intégrale n’est pas
nécessaire pour la construction de I'intégrale de Lebesgue. Mais elle est fondamen-
tale pour en saisir la beauté et la puissance. La présentation adoptée ici est due a
Darboux.f

Soit [a,b] un intervalle compact non vide de R. Une subdivision D = {xg = a <
r1 < .. < zy = b} de [a,b] est un ensemble fini de points de [a,b], qui contient
a et b, et dont on numérote bien sur les points de fagon croissante. Une fonction
g : [a,b] — R est en escalier* et 1’'on note g € Esc §'il existe une subdivision comme
ci-dessus et des réels yy, ..., yn tels que

Ghei ve =y (Vi=1,..,N);

les valeurs que g prend en les points x; peuvent étre encore différentes. On pose
alors

I(g) = Z Yi(Ti — Tio1).

1<i<N

Soit maintenant f : [a,b] — [m, M] < R une fonction bornée. Les intégrales
inférieure et supérieure (de Darboux) de f sont

b 3
dexz sup I(g) et dexz inf  I(g).

g€Esc, g< f geEsc, g=f
Comme

b )
m(b—a) < J fdx < J fdr < M(b—a),

ces intégrales inférieure et supérieures sont dans un intervalle borné. La question
de savoir quand elles coincident est délicate... Donc on en fait une définition !

1. Bernhard RIEMANN, mathématicien allemand (1826-1866), dont les contributions furent
fondamentales en analyse, en théorie des nombres et en géométrie différentielle.

2. Jean-Gaston DARBOUX, mathématicien frangais (1842-1917), spécialiste de géométrie
différentielle et d’analyse

15



16 CHAPITRE 1. RAPPEL SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN

FI1GURE 1 — Une fonction f et une fonction g € Esc, g < f

Définition 1.1. La fonction f est Riemann-intégrable, ce que I'on note f € R, si

Lbfd:vz ffdx,

b
auquel cas on note Sa f dx cette valeur commune.

Rappelons quelques criteres d’intégrabilité, dont on trouvera une démonstration
dans [Rud76].

Théoréme 1.2. Dans chacun des cas suivants, f est Riemann-intégrable :
— f est continue
— f est monotone
— f possede un nombre fini de discontinuités
— f est le produit de deuz fonctions Riemann-intégrables
— f est de la forme f = ¢ o g, ou g est bornée et ¢ continue.

Des nombreuses propriétés de l'intégrale de Riemann, rappelons simplement la
suivante.

Théoréme 1.3 (fondamental de I'analyse [Rud76]). 1. Si f est continue sur
la,b], la fonction F : x — SZ f(t)dt est dérivable et F' = f sur |a,b].

2. Si F est dérivable sur [a,b] et si F' est Riemann-intégrable,
b
J F'(z)dx = F(b) — F(a).

Exercice 1.1 (Somme de Riemann d’une fonction Lipschitzienne).
Montrer que, si f : [0,1] — R est une fonction lipschitzienne,

‘Llf(w)dw—% > (%)

1<k<n

Lip f

i
on '

<

ou Lip f est la constante de Lipschitz de f. Cette inégalité s’améliore-t-elle si f
est plus réguliere ?

3. Le symbole S d’intégration est une forme italique alongée du caractere typgraphique ancien
“s long”. Il a été utilisé des le XVile siecle par Leibniz, comme abbréviation de summa, qui veut
dire “somme” en latin.
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Exercice 1.2 (Intégration par parties).
Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a, b] telles que f et ¢’ soient Riemann-
intégrables. Montrer que

J f()g'(x) dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) — J f'(@)g(x) de.

(Indication : appliquer le théoreme fondamental a h := fg, en remarquant que A’
est Riemann-intégrable.)

L’exercice suivant montre comment ramener certains calculs fastidieux, voire im-
)
p()ssibles eI général, au simple calcul d’une intégrale.

Probléme 1.1 (Courbes rectifiables).
Soient v : T' = [a, b] — R™ une courbe continue et 7 = {tg =a <t; < -+ <tp_1 <
t, = b} une subdivision de [a, b]. La variation totale de y relativement a 7 est

V:(7) = Z [v(t:) = y(tim1)| € [0, +o0],

ou || - | est la norme euclidienne de R"™. Autrement dit, V,(7) est la longueur du
polygone de sommets successifs (o), ..., 7(t,). Quand on choisit des subdivisions
contenant de plus en plus de points de [a, b], ce polygone approche la courbe «y de
plus en plus pres. La longueur de « (voir la figure 2)) est

L(v) = sup V() € [0, +c0].

La courbe 7 est rectifiable si elle est de longueur finie.

1. Montrer que

t? cos®(w/t?) sit#0

10,1| > R, t—
7 (0.1 {0 sit=0

n’est pas rectifiable.

2. Montrer que si 7 est continiment dérivable, v est rectifiable et

b
L) = | vl

Cependant, I'une des premieres surprises quand on découvre la théorie de I'inté-
gration est que beaucoup (en fait, la plupart) des intégrales ne se calculent pas
explicitement. Il s’avere que ce n’est forcément pas du a notre médiocrité en calcul :
c’est au contraire le fait de profonds théoremes d’impossibilité. L’exercice suivant
en décrit un tres simple, da a Newton@ dans son étude de I’équation de Kepler.ﬁ

4. Tsaac NEWTON, physicien et mathématicien anglais (1642-1727), probablement le savant
ayant eu la plus grande influence de tous les temps sur la Science moderne.

5. Johannes KEPLER, mathématicien et astronome allemand (1571-1630), célebre pour avoir
découvert les trois lois régissant le mouvement de révolution des planetes autour du Soleil.
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FiGURE 2 — La longueur de 7 est la limite supérieure des courbes polygonales
inscrites

Probleme % 1.2 (Courbes quarrables [Arn99)).

Soit C' une courbe algébrique ovale, ¢’est-a-dire une courbe convexe du plan d’équa-
tion P(x,y) = 0, pour un certain polynéme non nul P. On s’intéresse au probléeme
suivant (figure ). Soit une droite L d’équation az + by + ¢ = 0. Soit A 'aire de la
région du plan délimitée par C' et L, par exemple du c6té ot ax + by + ¢ > 0. Une
telle fonction A de a, b et ¢ s’appelle une intégrale abélienne.ld On dit que C' est
algébriquement quarrable si A est une fonction algébrique de L, c’est-a-dire qu’il
existe un polynome non nul () de quatre variables tel que

Q(A,a,b,c) =0 (Ya,b,c).

1. Montrer que l'ovale y* = 22 — 23 (figure B]) est algébriquement quarrable; on
pourra remarquer, en considérant l’intersection de la courbe avec la droite y = tz,
que le courbe admet le paramétrage

r=1-t, y=t—1°

puis montrer que Sy dx est un polyndéme en ¢, puis conclure.

2. Montrer que, si C est lisse (c’est-a-dire qu’elle est partout localement le graphe
d’une fonction, de = ou de y, de classe C*), C' n’est pas algébriquement quarrable.
3. Montrer par un argument analogue que si C est lisse la longueur d’arc de C'
n’est pas algébrique.

4. Montrer qu'une ellipse n’est pas algébriquement quarrable. En déduire, en utili-
sant la deuxieme loi de Kepler (exercice [[5.1]), que la position d’une planete autour
du Soleil est une fonction non algébrique (on dit transcendante) du temps.

6. Niels Henrik ABEL, mathématicien norvégien (1802-1829), a démontré que les équations
polynomiales de degré 5 ne sont généralement pas résolubles par radicaux.
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I I I I
-1 0.5 0 0.5 1

FIGURE 3 — L’ovale algébrique y? = 22 — 23

L:ar+by+c=0
C: P(x,y)=0

FI1GURE 4 — Une ovale non quarrable

FIGURE 5 — Bernhard RIEMANN (1826-1866)
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Chapitre 2

L’idée de mesure et les
expériences aléatoires

L’idée de départ de la théorie de la mesure est d’assigner, a chaque partie d'un
ensemble donné €2, un nombre réel positif (la mesure de la partie), de maniere a
satisfaire certaines propriétés naturelles, notamment d’additivité. Ceci généralise
les notions classiques de longueur d’une courbe, d’aire d’une surface ou de volume
d’un solide.

Pour des raisons profondes, il n’est généralement pas possible de définir la mesure
de toute partie de 2 : on doit se restreindre & une certaine classe* (tribu) de parties
de € (dites mesurables). Nous reviendrons sur le probleme de la mesure dans R”
au chapitre [I0.

I1 se trouve que le concept de probabilité est mathématiquement un cas particulier
de celui de mesure, correspondant au cas ou la mesure de Q (la “masse totale”)
vaut 1. A la suite des travaux de Borell] et de FréchetP qui ont laissé entrevoir
les applications de la théorie de la mesure au calcul des probabilités, puis de ceux
de LévyE qui a compris le role fondamental de la notion de convergence en loi
des suites de variables aléatoires, KolmogorOVH a dégagé le modele mathématique
d’une expérience aléatoire (le futile tirage d’une boule de loto, par exemple), qui
comporte les trois éléments principaux suivants (dont la détermination, d’ailleurs,
est souvent problématique) [KS92].

L’espace des états 2 C’est I’ensemble des résultats possibles de 'expérience
aléatoire. Un élément w € () s’appelle un résultat d’expérience, ou une issue du
hasard.

1. Emile BOREL, mathématicien francais (1871-1956)

2. Maurice FRECHET, mathématicien frangais (1878-1973)

3. Paul Pierre LEVY, mathématicien frangais (1886-1971), célebre pour ses travaus en proba-
bilités, et notamment pour avoir introduit les martingales et les processus de Lévy.

4. Andrei Nikolaevich KOLMOGOROV, mathématicien russe de premier plan (1903-1987),
célebre pour ses travaux fondamentaux notamment en probabilité, topologie, logique, turbulence
et mécanique.

21
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Les événements Ce sont des parties de A < 0.f

I1 convient de distinguer un résultat d’expérience w € 2 unique (qui s’identifie
a I'événement élémentaire {w} < Q) d’'un événement plus général (par exemple
{w1,ws}) qui n’est pas forcément un singleton.*

On note A la classe de tous les événements considérés. Cela fait partie des données
de I'expérience aléatoire qu’on étudie, de se limiter a une certaine classe d’événe-
ments A < P(Q).

Si A, B € A sont deux événements, il est souhaitable que 'événement A U B (A
ou B) soit aussi dans A, puisque si I'on connait la probabilité de A et celle de B,
I’additivité de P permet de connaitre la probabilité de A U B. Les axiomes que
I'on souhaite imposer a A conduisent a définir la notion méme de tribu comme
dans le chapitre B

La probabilité A chaque événement A, on associe un nombre, noté P(A) et
appelé probabilité de A, compris entre 0 et 1. Ce nombre mesure le degré de vrai-
semblance de A, au sens suivant :

Si 'on répete l'expérience aléatoire une infinité de fois, P(A) est la limite de la
fréquence avec laquelle A est réalisé.

On en déduit immédiatement certaines propriétés naturelles de la fonction P :
A—[0,1]:
1.0<PA) <1
2. PQ)=1let P()=0
3. P(A°) =1—- P(A)
4. P(AuB) =P(A) + P(B) si An B = J (additivité).

Dans le chapitre [ nous définirons une mesure, abstraitement, par une série
d’axiomes de ce type.

Ezemple 2.1. Si T'on tire successivement deux dés a 6 faces, 'espace des états
est Q = {1,...,6}%. L’événement “deux tirages pairs”, par exemple, est la partie
A = {2,4,6}?. Si les dés sont symétriques, la probabilité est uniforme : pour tout
we ), P({w}) = 1/6Q = 1/36 et, pour tout événement A < €2,

A
P(A) = ﬁ—
36
Une quatrieme notion, également importante quoique moins élémentaire, est la
suivante.

Variable aléatoire C’est une application X : 2 — E sur l'espace des états, a
valeurs dans un ensemble E. Souvent, £ = R ou R, auquel cas on parle respec-
tivement de variable aléatoire réelle ou vectorielle. On lui impose en tout cas une

5. Remarque sur l'orthographe et la prononciation du mot événement, tirée du Trésor de la
langue francgaise : L’accent aigu sur la deuxieme syllabe ne signifie pas qu’il faut prononcer [e]. 11
correspond & un [¢], soit un e moyen, voyelle & timbre non tranché, normal en syllabe inaccentuée.
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propriété de compatibilité avec les tribus de €2 et de E : si B < F est un événement
mesurable de E, on veut que I'événement {X € B} := X 1(B) < Q soit lui-méme
un événement mesurable.

Exercice 2.1 (Opérateurs a noyau de transition (S. Attal)).

Soit 2 un ensemble dénombrable et v un noyau de transition, c¢’est-a-dire une
application F x E — [0, 1] telle que, pour tout z, ZyeQ v(z,y) = 1; c’est dire que,
pour tout z, y — v(x,y) définit une probabilité sur €.

Soient L*(E) l’ensemble des fonctions réelles bornées sur Q, et T : L*(E) ©
I'opérateur associé au noau v, défini par

Tf(z) = flyw(z,y)

yeQ

(quantité qu’on notera bientot §, f(y) v(z,dy)).

On dit que T est déterministe si et seulement si, pour tout z, la probabilité v(x, )
vaut 1 sur un unique point ¢(x) € E, et 0 ailleurs. En termes de T, cela signifie
que Tf = fo.

1. Montrer que T est déterministe si et seulement si ¢’est un morphisme d’algebre.

2. Montrer que si T est inversible et si son inverse possede un noyau de transition,
T est déterministe.
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FIGURE 6 — Andrei Nikolaevich KOLMOGOROV (1903-1987), dont les cours furent
aussi incompréhensibles que ses idées mathématiques furent profondes



Chapitre 3

Tribus

L’idée de tribu est due a Borel, Lebesgue, Fréchet, Kolmogorov, et bien d’autres.
C’est une remarque fondamentale que d’une part, on ne pourrait pas, en général,
assigner une mesure (avec des propriétés raisonables qui seront énoncées dans le
prochain chapitre) a n’importe quelle partie d'un ensemble E'; et que d’autre part,
on ne voudrait pas le faire, parce que la donnée de la tribu est une donnée a part
entiere des problemes d’analyse ou des expériences aléatoires.

Définition 3.1. Une tribu ou o-algébre sur un ensemble E est une classe A de
parties de F vérifiant les deux axiomes suivants :

— stabilité par complémentation : Ae A= A°e A

— stabilité par union dénombrable*[! - A Ay e A= UA € A.
Le couple (E,.A) est un espace mesurable ou probabilisable. Une partie A ¢ E est
A-mesurable si A € A (on dit simplement mesurable s’il n’y a pas d’ambiguité).

Conséquences immédiates de la définition :

— @ € A (prendre 'union d’une famille vide de parties mesurables)

— FE € A par passage au complémentaire

— stabilité par intersection dénombrable : Aj, Ay, ...€ A= nA; = (VAS) e A
— stabilité par différence : si A, Be A, A\AB = An B°e A.

Exercice 3.1 (Exemples élémentaires de tribus).
Les classes suivantes sont-elles des tribus de E'?
1. P(E) (ensemble des parties de FE)
2. {J, E} (tribu triviale)

3. La classe des parties A de E qui sont dénombrables ou de complémentaire
dénombrable

4. Dans le cas ou F = R, la classe des intervalles.

La dénombrabilité joue un role essentiel en théorie de la mesure. On peut en faire
remonter la “cause” a la propriété suivante.

1. Nous convenons dans ce cours de qualifier un ensemble de dénombrable s’il s’injecte dans
N. En particulier, I’ensemble vide, ou n’importe quel ensemble fini, sont dénombrables.

25



26 CHAPITRE 3. TRIBUS

Exercice 3.2 (Familles sommables).
Soient I un ensemble quelconque et (z;);e; une famille de nombre réels > 0. Par
définition, la somme de (z;) est

Exi = sup ij € [0, 4+0].

icl J finie c1 jes

Montrer que, si la somme de (z;) est finie (on dit alors que la famille est sommable),
I est dénombrable; on pourra d’abord montrer que J, := {j € I, x; = 1/n} est
fini pour tout n > 1.

Pour décrire des exemples de tribus plus intéressants, remarquons qu’une intersec-
tion quelconque (non vide) de tribus est encore une tribu (pourquoi?). Cette idée
conduit a la définition fondamentale suivante.

Définition 3.2. La tribu engendrée par une classe C de parties de €2 est
o(C) = N A
A tribu de Q €

soit la plus petite tribu de 2 contenant C.

Nous illustrons cette définition avec trois cas particuliers.

Tribu engendrée par une partition dénombrable

Soit C une partition dénombrable de FE, c’est-a-dire une classe dénombrable de
parties de F, telle que

1. C recouvre E : | .o A=
2. les éléments de C sont deux a deux disjoints : si A # B, An B =
3. st AeC, A # (J (non trivialité).

La tribu o(C) s’appelle une tribu atomique, d’atomes les parties A, A € C; elle est
la classe des parties de {2 obtenues par réunion d’un nombre quelconque de parties

AeC:
o—(C)z{UA,DcC}.

AeD
Donc, si Card C < oo, Card o(C) = 2024€,

Tribu borélienne d’un espace métrique

Rappelons que, si E est un espace métrique, sa topologie O est I’ensemble de ses
ouverts.® Le couple (E, Q) est un espace topologique.

Définition 3.3. La tribu borélienne de (E, Q) est ¢(O). On la note B(E) ou B.
Un borélien est un événement A € B.

Exercice 3.3 (Tribu borélienne d'un espace séparable).
Montrer que, si E est séparable®, o(Q) est engendré par les boules ouvertes.
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FIGURE 7 — A gauche, une partition d’un ensemble €2, en 5 parties. A droite, un
exemple de partie mesurable (grisée) pour la tribu engendrée par la partition.

Tribu produit

Soient (Ey,A;) et (Fs, As) deux espaces mesurables. On veut munir le produit
cartésien
Ey x By = {(x1,23), 71 € E1, 29 € Ea}
d’une tribu.
Un pavé de E; x Fy est une partie de E; x E5 de la forme

Al X AQ, avec Al C El et AQ c EQ.

(Par exemple, une partie en forme de “L” n’est pas un pavé.) Logiquement, le pavé
est dit mesurable si A; et A, le sont.

La tribu produit sur E; x Fy est la tribu, notée A; ® A; engendrée par la classe
des pavés mesurables.

Autres exercices

Exercice 3.4 (Tribu engendrée par des intervalles).
Calculer les tribus R engendrées par les ensembles C suivants :

{10,1],10,2]},  {[0,1],2,3]} et {[0,2],[L,3]};

on pourra montrer que chacune de ces tribus contient une partition P de R, qui
I’engendre.

Probleme 3.1 (Exhaustion d’une algebre par récurrence [Taoll]).

Une algébreﬁ sur E est une classe A de parties de E vérifiant les mémes axiomes
qu’une tribu, ou la stabilité par union dénombrable est remplacée par la propriété
plus faible de stabilité par union finie :

7@6./4_

2. Silon identifie une paire (A1, As) & Ay x As via 'application “produit cartésien” : P(FE7) x
P(E3) — P(F1x Es), (A1, As) — Aj x Ay, on peut écrire (abusivement) : A1 ®As = o (A1 x As)...

3. On précise parfois : algébre de Boole (par opposition aux algebres qui sont a la fois un
corps et un anneau) concréte (par opposition aux algebres de Boole abstraites).
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— Ae A= Ace A

— Ay, Ag, .., Ay e A= U A; € A (pour tout entier n).
On définit de méme 'algebre a(C) engendrée par une classe de parties C comme la
plus petite algebre contenant C. Définissons par récurrence les ensembles suivants :

- AO =C

— Pour tout n > 1, soit A,, la classe des parties obtenues comme union finie

d’éléments de A,_1, ou comme le complémentaire d’une telle union.

Montrer que a(C) = UpsoA,.

Exercice 3.5 (Tribus et partitions).
On rappelle que, dans ce cours, on appelle “dénombrable” un ensemble qui s’injecte
dans N ; en particulier, cet ensemble peut étre fini.
1. Décrire la tribu engendrée par une partition A de F; cettre tribu s’appelle la
tribu atomique de E, d’atomes les éléments de A.
Une tribu £ définit naturellement une partition Ag de F, dont les éléments sont
les parties de la forme

T = ﬂ A, x€ekFE.

zeAe€

2. Montrer que Ag est bien une partition de F.

3. Montrer que si la tribu £ est dénombrable la partition Ag qui lui est associée
engendre £.

4. Montrer que si £ est engendrée par une partition dénombrable B cette partition
est Ag.

(On trouvera des exemples explicites dans I'exercice B.4])
5. Montrer que la tribu P(R) n’est engendrée par aucune partition de R.

6. Montrer qu’une tribu infinie £ n’est pas dénombrable et que donc la question (3))
ne concerne que les tribus finies. (Indication : Raisonner par ’absurde et montrer
que & serait en bijection avec ’ensemble des parties de la partition qui 'engendre.)



FIGURE 8 — Emile BOREL (1871-1956) et Maurice FRECHET (1878-1973)
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Chapitre 4

Mesures et probabilités

Soit (E,.A) un espace mesurable.

Définition 4.1. Une mesure sur (E,.A) est une application p : A — [0, +0]
o-additivel] : pour toute famille dénombrable A;, A, ... de parties mesurables dis-

jointes deux a deux,
H (U Ai) = ZM(Ai)-

De plus, on dit que

— v est une probabilité si p(F) = 1.

— pest finie si u(E) < oo.
Un espace mesuré est un triplet (E, A, 1) ; on Uappelle un espace probabilisé si p
est une probabilité.

En prenant une famille vide de parties mesurables (son union est ¢§ et la somme
des mesures est 0) on voit que la g-additivité implique : u(gf) = 0.

Exercice 4.1 (Exemples élémentaires de mesures).
Les applications suivantes sont-elles des mesures ? Des probabilités ?
— La mesure de Dirac/ d, en un point a € E, définie sur P(F) par

5(1(/4):{1 siac A

0 sinon.
— La mesure de comptage, définie sur P(E) par
c(A) = Card A.

— La fonction définie, sur la tribu de P(N), par

p(A) =2

neA

1. Le o fait référence la dénombrabilité de la famille (A,) & laquelle la propriété s’applique.
On parle aussi d’additivité dénombrable.

2. Paul Adrien Maurice DIRAC, physicien britannique (1902-1984), qui eut des contributions
fondamentales en mécanique quantique et en électrodynamique quantique.
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L’exemple de mesure le plus important dans ce cours est la mesure de Lebesgueﬁx\
sur (R, B(R)). On verra ultérieurement que cette mesure est completement ca-
ractérisée par le fait que, pour tout intervalle ouvert |a,b[ de R on a

A(Ja,b]) = b —a.

Mais un coup d’oeil dans 'appendice [A] montre que I'attribution d’une mesure &
des parties boréliennes n’a rien d’évident.

Par ailleurs, on se convaincra, s’il en est besoin, que les applications suivantes ne
sont pas de méme nature que des mesures (ce ne sont pas des applications d'une
tribu vers [0, —1—00])@ :

— Le “symbole de Kronecker”

1 sia=5b
5ab: .
0 sia#b,

défini pour a,b € E.
— La fonction indicatrice

0 sizeA

1 sinon.

14: E— {0,1}, x|—>{

d’une partic A € A (on a cependant 14(x) = 0,(A)).

Exercice 4.2 (Propriétés élémentaires des mesures).
Démontrer les propriétés suivantes :

1. p est croissante : si A < B, u(A) < u(B).
2. Si Ac Bet pu(A) <o, u(B\A) = u(B) — pu(A).
3. W/(Au B) + u(A n B) = u(A) + u(B).
4. Si Ay, Ay, ... € A,
1 (Unds) < Zﬂ(An)

n

5. p est continue intérieurement : si A, < A, 1 pour tout n,

1i£n T u(An) = p(Undn).

6. p est continue extérieurement : si A, D A,41 pour tout n, et si u(Agy) < o,

lign L u(Ay) = p(nyA,).

3. Henri LEBESGUE, mathématicien frangais (1875-1941), surtout célebre pour sa théorie de
Pintégration, mais dont l'influence fut considérable dans tout le domaine de I'analyse réelle.

4. En traitant d,, ou 14 comme des mesures dans une copie d’examen (ou simplement en se
posant la question de savoir si ces applications sont o-additives, ce qui n’a pas de sens), on crispe
le correcteur avec probabilté totale.
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(Ces deux propriétés de continuité sont les premieres instances du théoreme de
convergence monotone, capital dans la théorie de I'intégration et dont on verra des
versions plus générales ultérieurement.)

7. Donner un contre-exemple a la propriété de continuité extérieure quand on
supprime I'hypothese de finitude de p(Ap).

8. \ étant la mesure de Lebesgue, montrer que, pour tous a < b,
A(la,0]) = A(la,b]) = b —a,
et que
AR) =@, AQ =0 ct AR\Q)=o;

pourquoi ceci fournit-il une nouvelle preuve du fait que R\Q est indénombrable ?

A peu de frais on peut prolonger une mesure a tous les ensembles obtenus en
adjoignant, a une partie mesurable, une partie (éventuellement non-mesurable)
contenue dans une partie mesurable de mesure nulle.

Définition 4.2. Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Une partie A — F (pas forcément
élément de A) est négligeable si il existe B € A telle que

Ac B et pu(B)=0.

La tribu complétée de A est )
A=0c(AUN),
ou N est I'ensemble des parties négligeables de E.

Cas particulier : La tribu complétée B(R?) de la tribu borélienne de R? s’appelle
la tribu de Lebesque de R

La premiere instance ou il est utile de compléter une tribu est dans la démonstration
de la proposition I2.1], sur la comparaison entre intégrales de Riemann et de Le-
besgue.

Exercice 4.3 (Tribu complétée).
Montrer que A est I’ensemble des parties A de E telles qu’il existe deux parties
B,B' e A

— qui encadrent A: Bc Ac B’

— et telles que pu(B\B) = 0.

Proposition 4.3. Il existe une unique mesure sur (E, A) qui prolonge .

Démonstration. Si A € A, d’apres I'exercice B3, il existe B, B’ € A tels que B <
Ac B’ et u(B'\B) = 0. En particulier, u(B) = p(B’). Si 'on veut prolonger i en
une mesure sur A, la croissance de p impose de poser

p(A) = u(B) = p(B").

Cette définition ne dépend pas du choix de B et B’. En effet, si C', C’ € A sont tels
que C c Ac C" et u(C'\C) =0, on a a la fois

(B')

CcAc B, doncu(C)<pu
< p(C).

Bc Ac (', donc p(B)
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Or pu(B) = u(B') et p(C) = p(C"). Done p(B) = p(B') = p(C) = p(C").

Enfin, la fonction p ainsi définie est bien une mesure. Le seul axiome d’une mesure
A ne pas étre immédiat est la o-additivité. Si A,, € A, il existe B,, € A tel que
B, c A, et u(A,\B,) =0. On a

<UA> ( n\B)U(uBn)>
Zu A \Bp) + p(uBy,) = (UB)

Comme l'inégalité opposée est vraie aussi, UA, and U B, ont méme mesure. Donc,
si de plus les parties A,, sont deux a deux disjointes, il en est de méme des B, et

L (Us) -5(Un)
= Y u(B,) = Y u(Ay).

Autres exercices

Exercice 4.4 (L’ensemble triadique de Cantor).

Soient Iy = [0,1] l'intervalle unité, I; = [0,1/3] u [2/3,1] I'ensemble obtenu a
partir de Iy en enlevant I'intérieur de la partie du milieu quand on découpe I, en
trois parties égales, etc. Plus formellement, soit

ne U [neSee ]
a1,...,an€{0,2} Li=1 =1

Soit enfin C = n,>1 | I, 'ensemble triadique de Cantor.B Montrer que C est
borélien, compact, négligeable donc totalement discontinui mais non dénombrable.

FIGURE 9 — Iy, ..., I

Exercice 4.5 (Une mesure diffuse purement atomique, partiel 2013).
1. Monter que la tribu A engendrée par les singletons d’un ensemble E est la classe
des parties qui sont soit dénombrables soit de complémentaire dénombrable.

2. Dans le cas particulier ou E est ’ensemble R, comparer A a la tribu borélienne
de R et donner un exemple de partie qui ne soit pas dans la tribu A.

5. Georg Ferdinand CANTOR, mathématicien allemand (1845-1918), fondateur de la théorie
des ensembles et découvreur des nombres transfinis.
6. Totalement discontinu signifie qu’il ne contient aucun intervalle non trivial.
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FIGURE 10 — Georg CANTOR (1845-1918)

On suppose dorénavant que E est (infini) non dénombrable. Pour toute partie
A€ A, on pose

P(A) 0 si A est dénombrable
)1 si A° est dénombrable.

3. Montrer que, dans une famille (A4;) de parties mesurables disjointes deux a deux,
il existe au plus une partie non dénombrable. En déduire que P est une probabilité.
4. Montrer que P est diffuse, i.e. P({x}) = 0 pour tout x € E.

5. Déterminer les atomes de P, c’est-a-dire les parties A € A de mesure strictement
positive et telles que pour toute partie B € A incluse dans A on a P(B) = 0
ou P(A\B) = 0 (ceci généralise la définition d’un élément atome ci-dessus). En

déduire que P est purement atomique, c’est-a-dire que E est 'union d’atomes de
P.

6. Soit @ une probabilité sur (E,.A). Montrer que, si A est 'ensemble des z € E
tels que Q({z}) > 0, il existe ¢ € R que 'on calculera tel que

Q = Y Q({a})s, + cP

acgA

(0, désignant la mesure de Dirac).

7. Montrer qu’une fonction mesurable f : (E, A) — (R, B(R)) est constante en de-
hors d’une partie dénombrable ; on pourra d’abord considérer le cas d’une fonction
étagée.
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Exercice 4.6 (Deux exemples de mesures, partiel 2011).
Soient u et v les mesures sur (R, B(R)) définies par

= Z e "oy, et v= Z e"01/n,
n>1 n>1
ou 0, est la mesure de Dirac en a € R
1. Vérifier que p et v sont bien des mesures.
2. Les mesures p et v sont-elles finies 7 de probabilité ? o-finies ?
3. Calculer p({0}), u([0,1/k]) (k = 1) et limy p([0, 1/k]). Comparer les résultats.

4. Faire de méme avec v.

Exercice 4.7 (Densité asymptotique des parties de N).
Si A est une partie de N, on pose

A, =An{l,..,n}, et a,=#A,€{0,..,n}

De plus, on définit la densité asymptotique de A,

quand cette limite existe ; soit £ ’ensemble des parties A possédant une telle limite.

1. Donner des exemples de parties A pour lesquelles 1(A) vaut respectivement 0,
1/2 et 1.

2. Calculer p(A) lorsque A est 'ensemble des nombres premiers ; on pourra utiliser
le théoreme des nombres premiers, selon lequel

n
U ~

3. Montrer que £ & P(N).

4. L’ensemble L est-il une tribu de N7

5. La fonction p est-elle o-additive au sein de £ (au sens que si Ay, Ay, ... € L

sont disjointes deux a deux et si U;A; € £, u(u;4;) = > 1u(4;)), et peut-on la

prolonger en une mesure sur la tribu engendrée par L7



Chapitre 5

La tribu borélienne de R, R et R?

La tribu borélienne d'un espace métrique a été définie comme la tribu engendrée
par la topologie (c’est-a-dire I'ensemble des ouverts). Nous revenons sur cette tribu
borélienne dans les cas particulierement importants de R, de R et de R¢.

Nous aurons besoin de la description suivante des ouverts de R.

Exercice 5.1 (Ouverts de R).

1. Montrer qu'un ouvert de R est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints. En déduire que B(R) = o({]a,b[, a < b})

La force de la propriété précédente paraitra plus grande au regard par exemple de
I'impossibilité suivante.

2. % Montrer que U'intervalle semi-ouvert [0, 1[ ne peut pas étre I'union dénombrable
d’intervalles fermés disjoints; on pourra utiliser ’exercice 4.4l

Corollaire 5.1. La tribu borélienne de R est engendrée par l’ensemble des inter-
valles de la forme

Ja,b[, a,beTR;
et par l’ensemble dénombrable des intervalles de la forme
| —o0,a[, a€Q.
Démonstration. Notons
7= {]—OO,CL[, CI,E@}
J = {la,b[, a,be R}
O = {O ouvert de R}.

On veut montrer que 0(Z) = o(J) = o(O).

Montrons d’abord que ¢(J) = 0(O). Comme J < O, o(J) < o(O). Il s’agit donc
maintenant de démontrer que o(Q) < o(J). Il suffit pour cela de démontrer que
O c o(J), puisque o(O) est la plus petite tribu contenant O. Mais ceci découle
du fait, démontré dans I'exercice B.1I, qu'un ouvert de R est I'union dénombrable
d’intervalles ouverts, et que o(J) est stable par union dénombrable.

Montrons maintenant que o(Z) = o(J). Pour tout a € Q,

| — o0, a[= u,| —n,ale a(J),
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donc 0(Z) < o(J). Réciproquement, pour tous a,b € R, |a,b[ appartient a o(Z).
En effet, si (a,) est une suite de rationnels qui tende vers a par valeurs supérieures,
et (b,) une suite de rationnels qui tende vers a par valeurs inférieures,

]CL, b[:] — 9O, b[\] — 9O, CL] = <U] — %O, bn[) \ (U] — %O, CLn[> € U(I)v

donc o(J) c o(Z). O

Exercice 5.2 (Sur la tribu borélienne de R).
Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par chacune des classes d’in-
tervalles suivantes :

1. ]a,b], a,be @
2. Ja,+o[, a€Q
3. etc.

Remarque 5.2. La tribu borélienne d’un intervalle I de R est la tribu trace de la
tribu borélienne de R sur I, au sens de I'exercice

Remarque % 5.3 (Exhaustion de la tribu borélienne par récurrence transfinie). On
a vu dans le probleme [3.1] qu'une algebre engendrée par une classe de parties peut
étre décrite par exhaustion dénombrable.

De méme, a partir de la classe O des ouverts de R, on aimerait pouvoir constuire
la tribu borélienne par récurrence de la fagon suivante :
— L’ensemble By := O est stable par union dénombrable (et méme par union
quelconque), mais pas par passage au complémentaire.
— L’ensemble B; := O u {B < R, B° € O} est stable par passage au complé-
mentaire, mais plus par union dénombrable.
— L’ensemble By constitué des unions dénombrables d’éléments de B; est
stable par union dénombrable, mais plus par passage au complémentaire.
— Et ainsi de suite.
Par exemple,

r] — 0, 0[u]0, +0[e By

{0} = (] — o0,0[U]0, +0[)¢ € By \Boy
< @ = quQ{Q} S 82\81

Q° € B3\ B,

ete.
\

On peut montrer par une sorte de procédé diagonal que cette récurrence ne converge
pas avant I'étape “w;”, mais qu’on obtient donc ainsi la tribu borélienne au prix
d'une récurrence transfinie (qui est une généralisation de la notion élémentaire
de récurrence, utilisée par K. Godel dans sa démonstration du théoreme d’in-
complétude de I'arithmétique formelle).

1. Voir http://fr.wikipedia.org/wiki/Hierarchie_de_Borel


http://fr.wikipedia.org/wiki/Hierarchie_de_Borel
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Rappelons que la droite numérique achevée R est I'ensemble R U {—c0, +00}, muni
de I'unique relation d’ordre qui prolonge celle de R et telle que

—o <z <+wo (VreR).

—00 R +00

LI DI 1

FIGURE 11 — La droite numérique achevée

Dans la théorie de I'intégrale de Lebesgue, il est commode de pouvoir considérer
des fonctions a valeurs dans R. On qualifie de telles fonctions de réelles étendues.

Définition 5.4. La tribu borélienne de R est 'ensemble B(R) des parties de R
de la forme B u C avec B € B(R) et C' < {—o0, +o0} (donc C' est 'un des quatre
ensembles suivants : &, {—o0}, {+o0} ou {—o0, +0}).

Remarque 5.5. Cette définition a le mérite d’étre suffisante pour la suite, et I'in-
convénient de ne pas présenter B(R) explicitement comme la tribu engendrée par
la classe des ouverts de R. Nous n’avons d’ailleurs muni R d’aucune métrique,
ni d’aucune topologie qui permette de le faire. Deux exercices en fin de chapitre
pallient cette carence.

Exercice 5.3 (Sur la tribu borélienne de R).
1. Montrer que la “tribu borélienne de R” (définition [£.4]) est une tribu.

2. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par la classe des intervalles
de la forme Ja, b] avec a,b € R.

3. La tribu borélienne de R est-clle engendrée par la classe des intervalles de la
forme |a,b[ a,be R?

Définition 5.6. Un pavé ouvert (respectivement fermé) de R? est un sous-ensemble

de la forme
H Ja;, b;[  (resp. 1_[ [a;, bi]).

1<i<d 1<i<d

Exercice 5.4 (Tribu borélienne produit).
1. Montrer qu'un ouvert de R? est une union dénombrable de pavés ouverts. Quelle
différence notable a-t-on avec la dimension un ?

2. En déduire que B(R?) est engendrée par ’ensemble des pavés ouverts de R2.
3. Montrer que B(R?) = B(R) ® B(R).
L’extension des questions précédentes & R? ou & C¢ est immédiate.

4. Montrer que, si E et F' sont deux espaces métrique séparables,

B(E x F) = B(E)® B(F).
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Autres exercices

Exercice 5.5 (Une distance sur R).
1. Montrer que I'application

h:R—]—1,1, z— Argthzx

est un homéomorphisme (bijection bicontinue).

On la prolonge en une application h : R — [~1,1] posant
h(—w) = —1 et h(+w)=1.

2. Montrer qu’elle induit une distance sur R.

3. Décrire une base de voisinages de 400 ; on rappelle qu'une base de voisinages
d’un point x est un ensemble B, de voisinages de x tel que pour tout voisinage V'
de z il existe U € B, contenu dans V.

4. Montrer que la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de R est bien la tribu
décrite dans la définition (.41

Un autre point de vue plus naturel est le suivant ; mais il requiert de considérer
une topologie “abstraite”, qu’on ne donne pas comme la topologie d’une distance.

Exercice x 5.6 (La topologie de I'ordre sur R).
Cet exercice utilise les notions d’ordre et de topologie.

Soit (X, <) un ensemble non vide totalement ordonné. On note < la relation
d’ordre strict associée & < (a < b si et seulement si a < b et a # b). Un intervalle
ouvert est une partie de I'une des quatre formes suivantes :

Ja,b[:={z, a <x <b}, Jo,a[:={z, x <a}, Ja,w[={z, a<z}, Jo,w[=X,
ou a,be X (et on a et w ne sont que deux symboles qui n’ont aucun sens hérité

d’ailleurs).
1. Montrer que 'ensemble des parties O de X telles que quel que soit a € O la
partie O contient un intervalle ouvert contenant a est une topologie de X ; c¢’est la
topologie de l'ordre de (X, <).
2. Dans le cas de (R, <), montrer que la topologie de l'ordre coincide avec la
topologie usuelle.
Notons —oo et 400 deux éléments quelconques n’appartenant pas a R, et X =
R U {—0, +o0}. Soit < I'unique relation d’ordre sur X qui prolonge celle de R et
telle que

—wo <z <+ (VreR).
On munit X de la topologie de la relation d’ordre.
3. Donner une base de voisinages de +co.
4. Montrer que R est dense dans X. (Pour cette raison, on note souvent X = R,
ce qui présuppose de connaitre la topologie de X.)
5. Montrer que la fonction ¢ : R —]0, 1| définie par
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se prolonge par continuité en une application R — [0,1] et que ce prolongement
est un homéomorphisme.

6. En déduire une distance d sur X dont la topologie métrique associée soit la
topologie de I'ordre de X.

(Le lecteur rigoureux remarquera que |a,w|[= [—00, +o0], ce qui montre que 'on
ne peut généralement pas identifier o et w aux plus petit et plus grand éléments
de X, méme & supposer que ceux-ci existent !)

7. Montrer que la tribu borélienne de X (c’est-a~dire engendrée par les ouverts de
X) est la “tribu borélienne” de R au sens de la définition [5.4]

Exercice 5.7 (Nombres diophantiens, partiel 2013).
Soit n — ¢, une bijection N — Q. Définissons

L= ﬂkeN UneN In,k:-

On voit que Q < L. Définissons Ly = L\Q et D = R\L, de sorte que R se
décompose en la partition suivante :

{In,k =] =27 g+ 27" ] (n,keN)

R=QuLyuD;
—_—

=L

les nombres de L sont qualifiés de liouvilliens, et ceux de D de diophantiens.

L’objectif est de montrer que presque tous les nombres réels sont diophantiens.
(On verra dans l'exercice [[1.1] que Ly est non dénombrable.)

1. Montrer que L et D sont boréliens.

2. Montrer que D est Lebesgue-négligeable ; on pourra chercher une majoration
convenable de la mesure de Lebesgue de U,.
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Chapitre 6

Applications mesurables et
variables aléatoires

Si f: E — F est une application, rappelons que 1’on note f~! I'application
P(F) »P(E), Bw [(B):={reE, f(x)e B}

Soit f: (E, A) — (F,B) une application entre deux espaces mesurables. ]
Définition 6.1. L’application f est mesurable ou est une variable aléatoire si

f'(B)e A pour toute B € B.

Quand E et F sont des espaces métriques, on les munit par défaut de leur tribu
borélienne. Si f est mesurable dans ce cas, on dit aussi qu’elle est borélienne.
Une propriété de mesurabilité plus faible est que f : (E,B(E)) — (F, B(F)) soit
mesurable (la tribu borélienne de l’ensemble de départ étant remplacée par sa
complétée, la tribu de Lebesgue). Dans ce cas, on dit aussi que f est Lebesgue-
mesurable.

Exercice 6.1 (Mesurabilité d'une fonction indicatrice).
La fonction indicatrice 14 : (E, A) — (R,B(R)) de A < E est mesurable si et
seulement si A est mesurable.

Proposition 6.2. La composée de deux applications mesurables est mesurable.

Démonstration. Soient f : (E,A) — (F,B) et g : (F,B) — (G,C) deux appli-
cations mesurables et composables. L’application g o f : (E,A) — (G,C) vérifie
que

(9o /)™HC) =g (C))

1. Si f est une bijection, f~! désigne aussi la bijection réciproque F — E de f. Mais il n’y
a pas (encore) d’ambiguité puisque les arguments de ces deux applications ne sont pas de méme
nature : des parties de F' dans le premier cas et des éléments de F' dans le second.

Le probléme est que, pour simplifier, on note souvent f~!(y) & la place de f~1({y}) < E, et

il faut alors comprendre ce qu’on lit...

2. Cette notation désigne une application f : E — F' et précise en méme temps que F et F
sont munis des tribus A et B.

3. La propriété d’étre mesurable de (E, B(E)) dans (F,B(F)) est souvent délicate & vérifier,
et peu utilisée.
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pour toute partie C' € C. Comme g est mesurable, g~ }(C) € B et, comme f est
mesurable, f~'(g7!(C)) € A. Donc g o f est mesurable. O

Remarque 6.3. Dans la proposition précédente, il est sous-entendu que ’ensemble
F intermédiaire (d’arrivée de f et de départ de g) est muni d’une seule et méme
tribu B. La conclusion n’a bien sir aucune raison d’étre vraie en général si ce
n’est pas le cas. Par exemple, il existe des fonctions Lebesgue-mesurables dont la
composition ne soit pas Lebesgue-mesurable.

Proposition 6.4. Soient f : (E, A) — (F,B) une application et C une classe de
parties de F' qui engendre B. Si

f(B)e A pour toute B e C,

f est mesurable.

Démonstration. L’ensemble
f«(A):={Bc F, f[T}(B)e A}

est une tribu (cf. 'exercice [62]) Par hypothese, C < f«(A). Or, B = o(C) est la
plus petite tribu contenant C. Donc B < f,(A). C’est dire que f est mesurable. [J

Exercice 6.2 (Tribu image).
1. Si A est une tribu de E, montrer que la classe

VA = {f(A), Ae A}
n’est généralement pas une tribu de F', mais que
f«(A):={Bc F, f7(B) e A}

en est une (tribu image de A par f).

2. Montrer que f : (E, A) — (F,B) est mesurable si et seulement si B < f.(A),
c’est-a-dire que f,4(A) est la plus grosse tribu de F' qui rende f mesurable.

Exercice 6.3 (Mesurabilité et continuité).
1. Soit f : £ — F une application entre deux espaces métriques (ou topologiquesé.
Montrer que, si f est continue, elle est borélienne. La réciproque est-elle vraie ?

2. Soit f : R" — R une application borélienne. Montrer que son graphe
Iy = {(z f(2)) € R" x RY, 3¢ R")
est un borélien de R" x R,

Proposition 6.5 (Opérations sur les applications mesurables). 1. Soient
fii (B, A) = (F1,By) et fo: (B, A) — (F2,B)

deuz applications mesurables. L’application

f=(fi,f2) 1 (B A) = (F1 x Fy, B @ Ba),  x— (fi(2), f2(2))

est mesurable.

4. Hésiter sur cette question a un examen énervera instantanément le correcteur, tellement
les contre-exemples sont nombreux.
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2. Sif,g:(E,A) — (R, B(R)) sont mesurables, les fonctions suivantes le sont
ausst :

f+g, fg, inf(f,g),sup(f,g), f" :=sup(f,0), f~ :=sup(—f,0)
(f* et f~ sont les parties positive et négative de f).

8. Si les fonctions f, : (B, A) — (R,B(R)) (n € N) sont des fonctions mesu-
rables de E dans R, les fonctions suivantes le sont aussi :

inf f,,, sup f,, iminf f,, imsup f,. ()
n n n n
En particulier, si la suite (f,) converge simplement, lim,, f est mesurable.

(Pour les définitions des limites inférieure et supérieure, on se reportera au glos-
saire.)

Donc, ’ensemble des fonctions mesurables est I’'un des premiers ensembles de fonc-
tions connu a étre stable par limite simple!

Démonstration. 1. Posons
C = {Bl X BQ;Bl S Bl, BQ € BQ}

Puisque f~Y(By x By) = f{ Y(B1) n f, 1(By) € A pour tout B, x By € C, la
conclusion découle de la proposition [6.41

2. Par exemple, la fonction f + g est la composée de

(E,A) — (R*, BR)® B(R)), z— (f(z),9(z)),

qui est mesurable d’apres le point qui précede, et de
+: (R, B(R?) — (R,B(R)), (a,b) —a+b,

qui est continue, donc mesurable d’apres 'exercice 6.3l On sait que la com-
posée de deux applications mesurables est mesurable, pourvu bien sir que
l’espace intermédiaire soit muni d’une seule et méme tribu. Or, il y a une
incohérence a priori ici, sur la tribu dont R? est muni : B(R)®B(R) dans un
cas, et B(IR?) dans le second. Mais ces deux tribus sont bien égales, d’apres
Iexercice 5.4l Donc f + g est mesurable. Il en va de méme des autres cas.

3. Soit f(x) = inf f,(x). Il suffit de montrer que, pour tout a € R, on a
fH([~,a[) € A. Or,

Fea) = o it fu@) < of = tas fule) <.

d’ou le résultat. Le cas de sup,, f,, est similaire. On en déduit que

hm inf f,, = sup inf f;

n=0 k=n

est mesurable, et de méme pour

limsup f, = inf sup fx.

n n2Uk>n



46 CHAPITRE 6. APPLICATIONS MESURABLES

Exercice 6.4 (Quotient de fonctions mesurables).
Soient f,g: (F,A) — (R, B(R)) deux fonctions mesurables. Montrer que la fonc-

tion
i'E—»R s % sig(z) #0
g ’ 0 sinon

est mesurable.

Exercice 6.5 (Points de convergence). B
Montrer que, si (f,) est une suite de fonctions mesurables de E dans R, I’ensemble

L:= {a: € E; lirlln ful(z) existe}

est mesurable ; on pourra utiliser le fait que la limite de f,,(x) existe si et seulement
si les limites inférieure et supérieure coincident.

Définition 6.6. Soient ¢ : (E,.A) — (F,B) une application mesurable et y une
mesure sur (E, A). La mesure image de p par ¢ est la mesure p(u) sur (F,B)
définie par

p()(B) = p(™(B)).
Si g est une probabilité, f(u) est une probabilité, s’appelle la loi de ¢, et se note
aussl flg,.

Exercice 6.6 (Mesure image).
Montrer que p(p) est une mesure, de méme masse que /.

Les notions introduites dans I'exercice suivant, de tribu engendrée par une appli-
cation et de tribu trace, sont importantes pour la suite.

Exercice 6.7 (Tribu réciproque).
Soit f : E — F une application entre deux ensembles.

1. Si B est une tribu de F', montrer que la classe

f7HB) = {f(B), B eB}

est une tribu de F (tribu réciproque de B par f).

Remarque : Si la tribu B est fixée une fois pour toute et si I'on s’intéresse a
différentes applications mesurables, f~!(B) s’appelle aussi la tribu engendrée par
f et se note o(f). Supposons qu'un expérimentateur observe un systéme physique,
caractérisé par son état x € F, mais que la seule information accessible a son sujet
soit f(x) € F. Intuitivement, o(f) est 'ensemble des événements A < E pour
lesquels, pour chaque x, on peut savoir si x € A ou pas, uniquement sur la base de
I'information fournie par f(x).

2. Montrer que f : (E, A) — (F, B) est mesurable si et seulement si A > f~1(B),
c’est-a-dire que f~!(B) est la plus petite tribu de £ qui rende f mesurable.

3. Dans le cas ou E est une partie de F' et ou f est 'inclusion x € F — x € F|
montrer que la tribu réciproque est

f1(B)={BnE;BeB};
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cette tribu s’appelle la tribu trace de B sur E.
4. Montrer que, si I est un intervalle de R, B([/) est la tribu trace de B(R) sur .

Exercice 6.8 (Tribu engendrée par une application).
Soient X : £ — (F, B) une application et f : E — (R, B(R)) une fonction. Montrer
que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est o(X)-mesurable,

2. f se factorise par X, i.e. il existe une fonction mesurable ¢ : (F,B) —
(R, B(R)) telle que f = po X :

E#R
7
Xl
e
F

Autres exercices

Exercice 6.9 (Image d’une fonction mesurable).
Construire une fonction f : R — R Lebesgue-mesurable, nulle presque partout, et
telle que f(R) = R.

Exercice 6.10 (Mesurabilité et inversibilité).

Donner un exemple de bijection mesurable dont la réciproque n’est pas mesurable.
De méme, donner un exemple de bijection continue dont la réciproque n’est pas
continue.

Exercice 6.11 (Tribu invariante, examen 2012).
Soient (E, A, ;1) un espace mesuré et ¢ : E — E une application mesurable.

1. Montrer que Z = {A € A, p (A) = A} est une tribu de E (on I'appelle la tribu
invariante de ).

2. Soit f : (E, A) — (R,B(R)) une fonction A-mesurable. Montrer que f est
Z-mesurable si et seulement si elle est g-invariante (f o p = f).

Probléme 6.1 (Complétion universelle [BJ0G]).
Soit M(.A) I'ensemble des probabilités sur (E,.A). Pour u € M(A), on note ici A*
la tribu complétée de A pour p. On définit la complétion universelle de A comme
la tribu

A* = ﬁueM(A)-AM-

Montrer que si (F,.A) et (F,B) sont des espaces mesurables et si f : (F, A) —
(F, B) est mesurable, Iapplication

f:(E,A") — (F,B*)
est mesurable.

Probléme % 6.2 (Théoreme de récurrence de Poincaré, examen 2012).
Soient (2, A, 1) un espace de probabilité et T : 2 — €2 une application mesurable.
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On note ur la probabilité image de p par T, et T™ la n-iéme composée itérée de
T, définie par récurrence par 7° = id, 7" =T o T™ (n = 0).

Soit A € A. Un point x € A est A-récurrent s'il existe une infinité de rangs n tels
que T"(z) € A. Notons A I’ensemble des points A-récurrents.

~

Montrer que, si p est T-invariante, on a p(A) = p(A) (théoreme de récurrence
de Poincarél) ; on pourra montrer pour cela que A\/l est 'union des B,, = {z €
A, T Yz)e A, Yk = nT"(x) ¢ A} (n = 1), que pour tous n, k,[ > 1 les parties
T-"%(B,) et T~"(B,) sont disjointes si k # [, et par 'absurde que u(B,) = 0 pour

tout n.

Probléme % 6.3 (Graphe d’une application).
1. Montrer que si A est une tribu engendrée par un ensemble dénombrable C de
parties de F, il existe une fonction f : F — R qui engendre A.

2. En déduire que, si (E, A) et (F,B) sont des espaces mesurables et si une appli-
cation f : F — F est mesurable, le graphe

Gy={(z,y) e Ex F, y= f(x)}

de f appartient a A® B si et seulement si il existe une sous-tribu C de B engendrée
par une classe dénombrable de parties et telle que {y} € C pour tout y € f(FE).

5. Henri POINCARE, mathématicien, physicien et philosophe des sciences frangais (1854-1912).



Chapitre 7

Intégrale et espérance

A la fin du XIXe siecle, il apparut que l'intégrale de Riemann (celle qui est en-
seignée dans les cours de calcul différentiel) devrait étre remplacée par une intégrale
plus flexible et plus générale. Apres plusieurs tentatives, c’est celle de Henri Le-
besgue qui se montra la plus féconde [Leb01].

Soit (E, A, i) un espace mesuré. Qu’est-ce que l'intégrale d'une fonction mesurable
f: E — R? Lamesure d’une partie mesurable A de E peut étre interprétée comme
I'intégrale de la fonction indicatrice de A :

J]IA dp == p(A).

Par linéarité, on prolonge immédiatement la définition de l'intégrale pour toute
fonction “étagée”. Puisque toute fonction mesurable f est limite simple d’une suite
de fonctions étagées f,, il ne reste qu’a prendre, pour l'intégrale de f, la limite
des intégrales des f,. Sauf que... cette méthode conduit a une notion d’intégration
incohérente (pourquoi ?). Le miracle est qu’il suffit de définir I'intégrale des fonc-
tions par limite croissante, du moins si 'on se restreint aux fonctions positives.
Il ne reste alors qu’a étendre la définition aux fonctions de signe quelconque, par
différence, quand cela est possible.

Fonctions étagées positives

Supposons que f : E — R est étagée, c’est-a-dire que f est mesurable et son
image f(F) est finie. Alors f s’exprime tautologiquement comme une combinaison
linéaire finie de fonctions indicatrices :

f= Z Yly-1(y)- (7.1)

yef(E)

1. L’intégrale des f,, n’a généralement pas de limite et, méme & supposer que cette limite
existe, elle dépend de la suite d’approximations étagées choisie. Par exemple, 0 est la limite
simple des fonctions f, = 1|, [, mais on ne voudrait pas définir I'intégrale de la fonction
nulle comme la limite des intégrales des f,, qui valent toutes +00. On retrouve ici la pathologie
qui mettait en défaut la propriété de continuité extérieure d’une mesure quand celle-ci n’est pas
finie. Pire, 0 est aussi la limite des fonctions g, = (—1)"1[, 4o[, Mais les intégrales des g,, valent
alternativement 400 et —oo, donc n’ont pas de limite !
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Cette décomposition de f est dite canonique, parce qu’elle compte le moins de
termes possibles, a savoir le cardinal de f(FE); toutes les autres combinaisons
linéaires de fonctions indicatrices, égales a f, ont strictement plus de termes (par
exemple, si a,b € E, on peut toujours ajouter Ly, — gy — Lgy). De plus, chaque
terme est mesurable, puisque f~!(y) € A pour tout y € f(E).

Par exemple, une fonction en escalier* sur un intervalle de R est étagée. Mais la
fonction indicatrice de Q sur R est étagée sans étre en escalier.

Supposons de plus que f est positive.

Définition 7.1. L’intégrale de f par rapport a p est

j Fdui= Y yu(F(w) € [0, +o],

yGf E)

avec la convention 0.c0 = 0 dans le cas ot y = 0 et u(f~(y)) = oo.

Chaque terme dans la somme du membre de droite appartient a [0, + o], donc la
somme est bien définie. (En revanche, si f n’était pas supposée positive, on aurait
un probleme pour donner un sens a des sommes y + o0 — o0 tout en préservant la
propriété de linéarité du lemme [7.2).

Beaucoup de notations plus ou moins explicites coexistent :

| rau- f ~ [ f@) dute) = [ F@nldo) = G ) = (1) -

ou il ne faut pas chercher a donner un sens a “l’opérateur d’, dans ce cours.
Certains cas particuliers ont aussi des notations disparates mais commodes :
— Si u = A (mesure de Lebesgue), on note

d\(z) = Ndx) =dz = dt = ...

selon le nom de la variable muette utilisée,
— Si (E, A) est un intervalle |a, b[ ou [a,b] de R et si les singletons sont p-
négligeables, on note aussi

]a,b[fd“ <= [avb]fdu> =Lbfdu=Lbf= —Laf:

(la premiere égalité provenant de la décomposition f = fla 5+ fLa) + i)
et du lemme [7.2] ci-dessous).
— Si p est une probabilité, 'intégrale de f s’appelle son espérance et on note

encore plus simplement
f fdu=:FE

Sur les parties de R", par défaut on utilise la tribu borélienne et la mesure de
Lebesgue.

Lemme 7.2. Soient f et g deux fonctions étagées positives.
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1. Sia,b=0,
f(af—l—bg)duzaffd,u—kbfgd,u. (7.2)

ffduéjgd,u.

La premiere partie du lemme (7.2]) ne découle pas directement de la définition de
I'intégrale pour les fonctions étagées, parce que ’ensemble des fonctions indica-
trices, qui engendre l'espace des fonctions étagées, n’en est pas une base : il existe
une infinité de facon de décomposer une fonction étagée en combinaison linéaire
de fonctions indicatrices et il n’est pas trivial que toutes ces décompositions soient

compatibles du point de vue de l'intégration. En particulier, par récurrence on
déduit de (T2) sia; e Ry et A; e A (1 <i<n),

f Z a;ly, | = Z a;i(A;). (7.3)

1<i<n 1<i<n

2. 51 f <y,

(bien que la fonction & intégrer ne soit pas dans sa décomposition canonique, si
certaines parties A; se chevauchent).

Démonstration. 1. Si a = 0, on a manifestement {(0f) = 0 f. Supposons
a # 0. Alors f(z) =y < (af)(z) = ay, donc

[

()

I Il

= > zp((af)
2e(af)(E)
=N ayp(f ()
yef(E)
—a > yulf () = aff'
yef(E)
f(f+g)=Jf+Jg-

En général, f, g et f+ g ne prennent pas les mémes valeurs. Nous allons ce-
pendant découper les sommes donnant leurs intégrales de facon a ce qu’elles
soient indexées par les mémes ensembles.

Montrons maintenant que

Considérons la partition de E par les ensembles de niveaux de g:

E= ] '

zeg(E)

2. Un ensemble de niveau d’une application g est une partie de son ensemble de départ E
d’équation g = z, ou z est un élément de ’ensemble d’arrivée de g. La collection des ensembles
de niveau de g est une partition de F parce que : elle recouvre bien E, parce que tout élément a
une image par g, par définition méme d’une application ; les ensembles de niveau sont disjoints
deux & deux parce qu'un élément x € E n’a qu'une seule image par g,par définition encore d’une
application ; enfin, les ensembles de niveau sont non vides, parce que z est choisi dans I'image de

g.
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et cette union est disjointe. Par additivité,

ff— yu(f ()

yef(E)
= > (W) g ()
vel (), zeq(E)

et, symétriquement,

f o= Y (W) n g (2),

yef(E), zeg(E)

de sorte que

ff+fg= Y w2 W) ng ()

yef(E), zeg(E)

= > > p(f ) g7 (2))

ue(f+9)(E) yef(E),2€9(E),y+z=u

= D un((f +9)(w)

ue(f+9)(E)

=JU+9%

I'avant-derniere égalité étant justifiée par le fait que (f +g)~!(u) est I'union
disjointe des f~(y) n g7 1(2) avec y € f(E) et z € g(F) tels que y + z = u.
L’éaglité (T3) se déduit de la linéarité ainsi démontrée, par une simple
récurrence.

2. Supposons f < g. Pour comparer les intégrales de f et de g, utilisons la
méme formule que précédemment :

{Sf e (). seatsy YT W) A g7 (2)
§9 zﬁﬂE%wﬂEywdf‘lﬁo 9 (2))-

D

Pour tout x € E, f(x) < g(x), soit, en notant y = f(x) et z = g(x), y < 2.
Donc { f < {g.

Fonctions mesurables positives

Notons &£, I'ensemble des fonctions mesurables étagées positives sur E. Soit f une
fonction positive étendue, c¢’est-a-dire une fonction

[ (B, A) — ([0, +0], B([0, +0]))

(il est commode pour la suite d’autoriser f a prendre la valeur +o0), supposée
mesurable ; B([0, +0]) est la tribu trace de B(R) sur [0, +o0] :

B([0, +]) = {An[0,+x0], Ac BR)}.
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Définition 7.3. L’intégrale de f est

ffdu = sup Jhdu.
he€y, h<f

La seconde propriété du lemme montre que cette définition est cohérente avec
la précédente quand f est étagée.

Propriétés 7.4. 1. L’intégration est croissante : si f < g, § fdp < § gdp.

2. L’intégration est “définie” : si f = 0 en dehors d’un ensemble de mesure
nulleﬁ? [ est intégrable et § f du = 0.

Démonstration. 1. La croissance découle de la définition méme et de la crois-
sance pour les fonctions étagées.

2. Si u(f71(]0,+])) = 0, toute fonction de £, minorant f est elle-méme
majorée par la fonction étagée +001s-1(j0 4c0]), dont l'intégrale est nulle
d’aprés la convention dans la définition [1l Donc § f = 0.

]

Théoréme 7.5 (de convergence monotone, de B. LEVIH). Si (fn) est une suite
croissante de fonctions mesurables positives étendues sur F,

limTffnduzjlimTfndu.

La place et ’accord des mots sont essentiels : ’énoncé devient faux et perd méme
son sens si I’on suppose avoir “une suite de fonctions mesurables positives étendues
croissantes” (alors lim f,, n’existe pas en général) ; c’est bien la suite, et non chacune
des fonctions, qui doit étre croissante.
Le théoreme de convergence monotone est capital dans la théorie. La version ci-
dessus n’est pas la plus générale, mais permet déja de calculer des intégrales,
comme le montre la remarque suivante (voir une mise en application dans 1’exer-
cice [7.9).
Remarque 7.6. Si f est une fonction mesurable positive étendue, il existe une suite
croissante (f,) de fonctions étagées convergeant vers f. En effet, il suffit de poser

fn(z) = max I jeN E min(f(z),2")

n 2n’ ] ) 2n = )

autrement dit, de définir f,(z) comme le plus grand multiple de 27" majoré a la
fois par f(z) et par 2" (voir la figure [I2)).
Les fonctions ainsi définies sont bien étagées positives puisque, n étant fixé, f,
prend ses valeurs dans ’ensemble fini

LU
on? gn T om .
3. On dira bientot : f nulle presque partout.
4. Beppo LEVI, mathématicien italien (1875-1961)
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JAVRLYY

F1GURE 12 — Une fonction f et ses deux premieres approximations étagées

De plus, la suite (f,,) est croissante. En effet, posons

A, = {;nj eN, 2 < mm(f(x),Q”)}.

Comme tout nombre j/2" peut s’écrire (2j)/2""1,

A, = {2‘771 JEN}m[O,f(m)]m[O,Q"]

= A = { i JE N 0. @] A 0,27,

Comme de plus f,(z) = max A, et f,11(z) = max A, 1, onabien f,(x) < f,11(z).

Enfin, pour tout z € E, (f,(z)) converge vers f(z). En effet, si f(z) = +oo,
fn(x) = 2" — 400. Et sinon, a partir d'un certain rang, 2" > f(z) donc

(o) = ma { L5 g, 2 < 1o

donc il existe j tel que

donc ) )
]+1_i_i
on o 9n

0< f(z) = fulz) <

Démonstration du théoréme. Remarquons d’abord que
— la limite simple f :=lim 1 f, : E — [0, +o0] existe parce que la suite (f},)
est croissante,
— comme lintégration est croissante, la suite ({ f,du) de [0, +o0] est crois-
sante, donc posséde une limite lim 1 § f,, dp.
Comme f,, < f pour tout n et comme l'intégration est croissante, on a

| < [ sau o)

donc

limTandu<depJ.

Il reste a montrer I'inégalité inverse. D’apres la définition de l'intégrale de f, il
s’agit de montrer que, pour toute fonction h étagée positive majorée par f,

fh < limjfn.
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C’est une situation typique, en analyse, ou cela simplifie de se donner « un peu
d’espace »[1 en démontrant le résultat équivalent que, pour tout a € [0, 1],

ajhéhmff

Soient donc h une fonction étagée positive :

h= > ylg-iy

yeh(E)
telle que h < f, et a € [0, 1[. L’ensemble
E,={zx € E, ah(x) < fu(x)}
est mesurable et, puisque a <1, E = J 1 E,, :

ah(z) — fulz)  f(z)

| | |
[ [ [

De plus,
CLh]lEn < fm

et donc

Jah]lEn dip = a Z yu(h ™ (y) N E,) < ff" djs.

yeh(E)
Or, E, 1 E, donc h™'(y) n E, 1 h™'(y) et, d’apres la propriété de continuité
intérieure d’une mesure,

p (P y) nEy) 1 (b (y)).

Dongc, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans l'inégalité précédente il
vient

a ) yu(h1(y))=ajhdu<ﬁmTandu,

yeh(E)

d’ou la seconde inégalité voulue. O]

Proposition 7.7. Si f et g sont mesurables positives et si a,b e R,

f(af—kbg):afvabfg.

Démonstration. D’apreés la remarque [[.0] il existe des suites croissantes (f,) et
(gn) de fonctions étagées positives convergeant respectivement vers f et g. Alors

J(a f+bg) =lim 1 f(a fn + bgn) (théoreme de convergence monotone)

= lim 1 (a f fn+ bf gn> (linéarité pour les fonctions étagées)

—af 4o

5. « € of a room », ce qui a donné son titre & deux livres de T. Tao [Taol0al [Tao10b].
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Exercice 7.1 (Intégration d'une série de fonctions positives).
Montrer que si (f,,) est une suite de fonctions mesurables positives étendues,

J;fnd,u:;ffndﬂ-

Définition 7.8. Un propriété dépendant de x € E est vraie p presque partout
(souvent abrégé en p-p.p. ou méme p.p.) si elle est vraie en dehors d'un ensemble
négligeable (définition du chapitre ). Si p est une probabilité, on dit aussi p
presque surement (u-p.s.).

Par exemple, dire que f = g p.p. signifie

pl{z e B; f(z) # g(2)}) = 0.

Exercice 7.2 (Fonction continue nulle presque partout).

1. Montrer que la mesure de Lebesgue charge les ouverts : si O est un ouvert non
vide de R4, \(O) > 0.

2. Montrer que, si f : U ouvert < R? — R est nulle A\-presque partout et continue,
f est nulle partout.

3. En déduire que, si f,g: U ouvert < R? — R sont égales A-presque partout et
continues, f = g partout.

Proposition 7.9. Soient f et g deux fonctions mesurables positives.

1. Inégalité de Markovfd : pour tout a > 0,
1
plla e By f(z) = a}) < — | fdu.

2. Par ailleurs, on a :

§fdu<oo=f<+wo pp.
(fdu=0< f=0p.p.
f=9 pp.={fdu=7Fgdun

La réciproque des deux implications qui ne sont pas signalées comme des équiva-
lences est fausse (pourquoi?).

Démonstration. Notons A, = {x € E; f(z) = a} pour a € [0, +o0].

1. Onaaly, < f (sur A, comme sur son complémentaire), donc

ap(Ay) = Ja]lAa dp < f Fdu.

6. Andrel Andreievitch MARKOV, mathématicien russe (1856-1922), célebre pour ses travaux
en probabilités et notamment sa découverte des chaines de Markov, qui sont a la source du calcul
stochastique.
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2. 1) Supposons que §f < oo. Il s’agit de montrer que pu(A,) = 0. Alors,
d’apres I'inégalité précédente,

) < f fdp < .
Donc
uM@—u(ﬂAJ
n=1
=lim | pu(A,) (continuité exérieure)
1
=lim | — J fdu (inégalité de Markov)
n ' n

2) Par ailleurs, on a déja vu que, si f = 0 p.p., { f = 0. Réciproquement,
supposons que S f = 0. Alors, d’apres I'inégalité de la premiere partie de la
proposition,

u({x € L, f( > 0} (U Al/n) = Z (Al/n) ’

Al/n \ ffd,u—()

ce qui démontre I'implication voulue.

3) Supposons enfin que f = g p.p., donc que max(f,g) = min(f,g) p.p
Donc,

| max(r.9) = [min(s.9) + | max(£.) ~ minf.0)) = | wmin(. )

Puisque
min(f,g) < f < max(f,g)

et de meéme pour g, il en découle que

| 7= [maxtto) = | o

Exercice 7.3 (Intégrale d'une fonction strictement positive).
Montrer que I'intégrale d’une fonction mesurable et > 0 et > 0 sur un ensemble
de mesure non nulle est > 0.

L’exercice suivant est particulierement important.
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Exercice 7.4 (Mesure a densité).
Soient f mesurable positive et fu : A — [0, +00] définie par

(fr)(4) = Lfdu = [1asan

1. Montrer que fu est une mesure sur (£, A); on Uappelle la mesure de densité f
par rapport a .

Attention, cette mesure n’est pas la méme chose que l'image ¢(u) de p par une
application ¢ (définition [6.6]), bien que les notations soient proches!

2. Montrer que, si une partie A € A est p-négligeable, elle est (fu)-négligeable (on
dit que fu est absolument continue par rapport a u et 'on note fu « p; cf. la

définition BL.T]).

3. Montrer que, si g est une fonction mesurable positive,

Jg d(fu) = ffg dp.

4. Montrer que, si fu est o-finie (définition [[3.3]), la densité f de fu est unique
a un ensemble p-négligeable pres; on pourra d’abord le démontrer dans le cas o
f v est finie.

5. Trouver un contre-exemple si fu n’est pas o-finie.

Fonctions intégrables

Soit f : F — R une fonction mesurable. Rappelons que les parties positive et
négative de f sont respectivement les fonctions mesurables

[T i=sup(f,0) et f~:=sup(—7f,0).

Les fonctions f* et f~ sont positives, méme f~ malgré son nom! Notons que
f=fr=f et |fl=f"+f"
Définition 7.10. La fonction f est u-intégrable si

| 191du < e

Dans ce cas, 'intégrale de f est le nombre réel

| raw={ st du-| s an

On note LY(E, A, i) (ou L, etc. selon le contexte) 'ensemble des fonctions finies
p-intégrables.

Comme 0 < f* < |f], { /T < o0 et la définition de I'intégrale de f a bien un sens,
comme différence de deux nombres réels (finis).
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FI1GURE 13 — Une fonction f et ses parties positive et négative.

Remarque 7.11. La terminologie est troublante : certaines fonctions ne sont pas
qualifiées d’intégrables alors qu’elles ont une intégrale (alors infinie). On peut
définir I'intégrale d’une fonctions f mesurable dans 3 cas sur 4 :

[/t <w (ft=w

(<o {feR §f=+w
f “intégrable”

/= (f=-w +00 — o0 =7
{ f non définie

Mais dans la suite, la théorie se concentre sur le cas ou f est d’intégrale finie.

Propriétés 7.12. 1. Si felt,

‘Jﬁﬂ<fuwu

2. LY(E, A, ) est une espace vectoriel réel, sur lequel 'application f — Sf du
est une forme linéaire.

3. L’intégration est croissante : si f,g€ L' et [ < g, { fdu < (gdp.
4. Sifgellet f=gpp., {fdu=7Sgdu.

Démonstration. Les deux premiers points sont laissés en exercice : il suffit de
revenir a la définition en terme d’intégrale des parties positive et négative.

Si f et g sont intégrables telles que f < g,

Jo=]1+]u-n=]s

Si f et g sont intégrables et égales p.p., f et g ont mémes parties positive et
négative, donc méme intégrale. O
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Exercice 7.5 (Intégrale par rapport a la mesure de Dirac).
Montrer que, si a € E et si f est une fonction intégrable sur F,

| a5, = rta)

Exercice 7.6 (Intégration par rapport a la mesure de comptage).
Soit (U, )neny une suite réelle, vue comme une fonction mesurable sur (N, P(N), ¢),
ou ¢ est la mesure de comptage sur N.

1. Montrer que, si (u,,) est positive,
Jun dc = Z U,
n=0

(ce qui permet de transcrire beaucoup de résultat sur les intégrales, en termes de
séries).

2. En déduire par exemple que si (Vpm ) (n,m)enz €st une suite double réelle positive,
222, nm = 2 ) Unam:
n m m n

3. Montrer que (u,) est intégrable par rapport a la mesure de comptage si et

seulement si
Z lu,| < o,
n

auquel cas
Jundc = Zun = Zu:{ —Zu;.
On dit alors que (u,) est sommable au lieu de intégrable.

Exercice 7.7 (Regle de Chasles).
Si I est un intervalle de R, f € £L1(I) et a,b, c € I, montrer cette version de la régle

de Chaslesf : . ) .
Jor=loels

Exercice 7.8 (Sur les fonctions intégrables sur R).

1. Donner un exemple de fonction f positive intégrable sur R, qui ne tende pas
vers 0 en +c0.

2. Montrer qu'une fonction f intégrable sur R et possédant une limite en 400 a
forcément une limite nulle.

3. Montrer que, si f et g sont intégrables, max(f,g) est intégrable.

7. Michel CHASLES, mathématicien francais (1793-1880), connu pour ses travaux en géométrie
projective et énumérative. Il a été victime d’une mystification célebre, en acquérant une collection
de lettres inédites prétendument de Pascal (établissant la découverte par Pascal de la loi de
Pattraction universelle, antérieurement & Newton), d’Alexandre le Grand & Aristote, de Jules
César a Vercingétorix, etc., en réalité toutes écrites dans un faux vieux francais par le faussaire
Vrain-Lucas.
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Extension aux fonctions complexes

Soit f : (F,A) — (C,B(C)) une fonction complexe mesurable (la mesurabilité
équivaut au fait que les parties réelle et imaginaire de f sont mesurables).

Notons f; et fy les parties réelle et imaginaire de f. Remarquons que

max (|f1, [ fal) = v/max (| f1]?, [ 22) < |f] = VIAP + [ f2]?
< Al +1fal-
Donc
Jlf! <OO@J’f1‘ <o et f\fz’ <
soit,
\fle Lt < |fil,]fo] € £ (7.4)

Définition 7.13. La fonction f est u-intégrable si

[ 171 < e

Dans ce cas, 'intégrale de f est le nombre complexe

depa: ffldﬂ+ijf2dﬂ

(bien défini d’apres (74). On note L§(E, A, i) 'ensemble des fonctions complexes
finies intégrables.

Les propriétés [[.12] se généralisent directement au cas complexe.

Ce qui vient d’étre fait pour les fonctions a valeurs dans C = R? se généralise ispo
facto au cas de R

Formule d’intégration par rapport a une mesure image

Soient 4 une mesure sur (E,A) et ¢ : (E, A) — (F,B) une application mesurable.
Rappelons que la mesure image de p par ¢ est la mesure notée p(p) (ou fi,, ou
ws«(1t), etc.) définie par

p(n)(B) = w0~ (B)), BeB.

Soit aussi f : (F,B) — (R,B) une fonction mesurable. Comme le diagramme
suivant 'indique :

(B, p)
(Pi fop
(Eyp(p) —~R,

ces données permettent d’envisager d’intéger soit f oy par rapport a u, soit f par
rapport a (). Le théoreme suivant dit que les deux opérations sont équivalentes.
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Théoréme 7.14 (Formule d’intégration par rapport a une mesure image). —
Si f est positive, on a ’égalité suivante, dans RT :

Lfosodu= Lfdsow)-

— Ona fope L' (u) = feL'(f(n) et, si ces deuzx conditions équivalentes
sont satisfaites, 1’égalité ci-dessus est encore satisfaite, dans R.

Cette formule permet en théorie de se débarrasser de n’importe quelle fonction ¢
dans une intégrale { f o ¢ du & calculer. La mesure image ¢(u) est parfois méme
mieux connue que u elle-méme, en probabilités. Un autre cas important ou la
mesure image est connue est celui o ¢ est un difféomorphisme entre deux ouverts
de R™; on peut alors donner a la formule précédente une forme plus précise, appelée
formule du changement de variable (chapitre [I3]).

Démonstration du théoreme. Si f = 15 avec B € B,

ffosodu=f113wdu, (ot Ipop = 1,1(p)
= u(p Y(B)) (intégrale d’une fonction indicatrice)
= o(1)(B) (définition de ¢(x))
= | Ipde(p) (intégrale d’une fonction indicatrice).

La formule reste vraie, par linéarité, si f est une fonction mesurable étagée. Si
f est mesurable positive, soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables
étagées positives qui tende vers f. Alors

ffosod/L:flimTfnwdu

= lim 1 f faopdu (théoreme de convergence monotone)
= lim 1 f fado(p) (d’apres le cas précédent)
= J fdo(p) (théoreme de convergence monotone).

Considérons enfin une fonction f mesurable quelconque. La fonction f o ¢ est
intégrable par rapport a u si et seulement si la quantité suivante est finie :

[ 1o eldn= [1f100dn
= f|f| dp(p) (d’apres le cas précédent),
c’est-a-dire si f est intégrable par rapport a p(u). Dans ce cas, on obtient la formule

en décomposant f en la différence de ses parties positive et négative, auxquelles
on peut séparément appliquer la formule obtenue dans le cas précédent. [l
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Autres exercices

Exercice 7.9 (Exemple béte d’'intégrale).
Calculer I'intégrale de Lebesgue de la fonction

f:[-2,2] - R
x — 1 — |z

par rapport a la mesure de Lebesgue de [—2,2], en n’utilisant que les définitions
et le théoreme de convergence monotone.

Exercice 7.10 (Inégalité de Jensen).
Soient (F, A, 1) un espace de probabilité, f : E —]a,b[ (—0 < a < b < +0) une
fonction intégrable relativement & u et ¢ : |a, b|— R une fonction convexe.

1. Prouver l'inégalité de Jensen B

as(ffdu) < [or)du:

on pourra utiliser le fait que le graphe d’une fonction convexe est 1’enveloppe
supérieure des fonctions affines qu’elle domine, et commencer par justifier ’exis-
tence des intérales apparaissant dans l'inégalité.

2. Ecrire cette inégalité en termes de la probabilité image f(u).

(C’est sous cette forme que I'inégalité de Jensen se comprend le mieux parce que p
et f n’y jouent séparément aucun role particulier : seule v compte. En fait, la ver-
sion véritablement géométrique, par opposition a fonctionnelle, de cette inégalité
dit que le centre de masse d’'une probabilité, quand il existe, est dans ’enveloppe
convexe du support de la probabilité.)

3. En déduire I'inégalité de Jensen finie, obtenue dans le cas particulier ou £ =
la, b, A = B(la,b]), f(z) =z et p = | @, 6, désignant la mesure de Dirac
en x et les oy étant des réels tels que > a; = 1.

Exercice 7.11 (Entropie d’une partition finie).

Dans un article célebre publié en 1948, Shannonf] jeta les fondements d’une nou-
velle discipline, la théorie de l’information, dans laquelle la notion d’entropie joue
un role fondamental.

My greatest concern was what to call it. I thought of calling it informa-
tion. But the word was overly used, so I decided to call it uncertainty.
When I discussed with John von Neumann, he had a better idea. He
told me : « You should call it entropy, for two reasons. In the first
place your uncertainty has been used in statistical mechanics under
that name, so it already has a name. In second place, and more im-
portant, no one knows what entropy really is, so in a debate you will
always have the advantage. » (Citation de C. Shannon, rapportée par
M. Martin et J. England dans Mathematical theory of entropy (1981)

8. Johan JENSEN, mathématicien danois (1859-1925)
9. Claude E. SHANNON, mathématicien et ingénieur électricien américain (1916-2001)
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L’entropie peut étre définie a plusieurs niveaux. Le plus basique est celui des parti-
tions finies. Soit donc une expérience aléatoire avec un nombre fini de résultats pos-
sibles, formant une partition mesurable finie C d’un espace de probabilité (E, A, ) ;
mesurable signifie que C = A. On veut quantifier 'information H(C) que cette
expérience nous apporte : quasi-nulle pour une partition C = {A, B} avec

p(A) =107 et pu(B)=1-pu(A)

(a la limite, si u(A) = 0, on sait juste que w € B p.s., ce qui est une information
triviale puisqu’on sait a priori que w € §2) et grande si

Remarquons d’ailleurs que l'information apportée par le résultat de 'expérience
correspond a l'incertitude avant que l’expérience n’ait eu lieu; c’est la raison
pour laquelle Shannon a hésité entre des termes aux sens aussi opposés que ceux
d’information et d’incertitude.

Nous allons voir que les propriétés générales que ’on souhaiterait naturellement
voir vérifiées par H déterminent quasiment H. Cherchons donc une expression
convenable de H, comme une fonction des probabilités p(A), A € C. Considérons
d’abord le cas équiprobable o, pour tout A € C,

et notons f(n) = H(C) la fonction de n ainsi obtenue. Il est naturel d’imposer :
(E7) La fonction f est croissante,

puisque par exemple la ville dans laquelle quelqu'un habite (sur Terre) contient
plus d’information que son simple pays.

Considérons maintenant deux expériences indépendantes, la premiere avec n résul-
tats possibles équiprobables, et la seconde avec m résultats possibles équiprobables.
L’indépendance des deux expériences signifie que la connaissance de l'issue de la
premiére expérience ne modifie pas 'incertitude (ou n’apporte aucune information)
concernant l'issue de la seconde. Autrement dit,

(E2) f(nm) = f(n) + f(m).
(Le membre de droite est bien une somme, et non un produit : si par exemple la

seconde expérience est triviale i.e. f(m) = 0, 'incertitude de la réunion des deux
expériences combinées doit étre celle de la premiere.)

Soit maintenant une expérience aboutissant a n issues possibles, que 1’on regroupe
en deux paquets C; et Cy ({C1,Ca} est donc une partition de C). Notons A; =
Uaec, A et Ay = Uaee,A. 11 est naturel d’estimer l'incertitude totale comme la
somme de trois termes :
— Tincertitude de réaliser A; ou A,
— Dincertitude de réaliser 'un des A € C;, conditionnellement a la connais-
sance de A;
— lincertitude de réaliser I'un des A € C,, conditionnellement a la connais-
sance de A,.
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Ceci se traduit par la formule :
(E3) H(C) = H({A1, As}) + p(A1)H(C1) + p(A2)H(Co).

1. % En supposant que les axiomes (E}), (E2) et (E3) sont satisfaits, et que la
fonction H dépend contintiment des probabilités u(A) €]0,1[, A € A, montrer
qu’il exsiste ¢ > 0 tel que, pour toute partition finie C,

H(C) = —¢ > u(A) Inp(A) €]0, +o0f
AeC

avec la convention, pour chaque terme, 0In0 = 0.

L’entropie de C est cette quantité H(C) avec ¢ =1 :

H(C) = = ] u(A) Inp(A) €]0, +o0] .
AeC

2. Interpréter H(C) comme l'intégrale sur £ d’une certaine fonction Ic associée a
C, mesurable et a valeurs dans [0, +o0]; I¢ est la fonction d’information de C. En
déduire une définition de I'entropie d’une partition mesurable quelconque.

3. Le nombre fini n € N, de parties A € C étant fixé, montrer que l'entropie de
C est maximale si toutes les parties A € C ont méme mesure; on pourra utiliser
I'inégalité de Jensen finie (exercice [T.10).

Probléme 7.1 (Fonctions de premiere et deuxieme classes [Cho01]).

Soit E un espace métrique complet. Une fonction f : £ — C est de premiére classe
si elle est la limite simple d'une suite de fonctions continues; elle est de deuxieme
classe si elle est la limite simple d'une suite de fonctions de premiere classe.

1. Vérifier que I’ensemble F; des fonctions de premiere classe est un espace vectoriel
stable par les opérations f ~— |f|, f, 1/f (pour les f qui ne s’annulent pas), ainsi
que (f,g) — fg, min(f,g) et max(f,g) (pour les f réelles). Montrer qu'’il en est
de méme pour ’ensemble F5 des fonctions de deuxieme classe.

2. Montrer qu’une fonction de premiere classe possede des points de continuité ; on
pourra utiliser la propriété de Baire* de E, a savoir que 'intersection dénombrable
d’ouverts denses de FE est dense dans F.

3. Montrer que la fonction de Dirichlet 1y est de deuxieme classe, mais pas de
premiere classe.

En modifiant la fonction de Dirichlet sur un ensemble négligeable, on peut la rendre
continue (en 'occurence, 1y = 0 p.p.), donc de premiere classe. On peut cependant
montrer qu’il existe des fonctions qu’on ne peut pas rendre de premiere classe par
modification sur un ensemble négligeable. En revanche il n’en est pas de méme
avec la deuxieme classe :

4. Montrer que, pour toute fonction f € £!(R), il existe une fonction g de deuxiéme
classe telle que f = g presque partout (Vitali).

De fagon analogue (au prix d’une récurrence transfinie), on peut définir ’ensemble
F. des fonctions de classe a pour tout nombre ordinal «, et montrer, a I'aide de
I'exercice 011 que I’ensemble des fonctions borélienne n’est autre que la réunion
des F,.
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Exercice 7.12 (Convergence en probabilité).
Soient X € £1(Q, A, P) et (A,) une suite d’événements telle que P(A,,) tend vers
0. Montrer que E(X1,4,) tend vers 0.

L’extension de l'intégrale aux fonctions a valeurs dans C = R ou dans R" se fait
sans difficulté : il suffit de raisonner composante par composante. En revanche,
I'extension aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de dimension infinie
est plus problématique. L’exercice suivant propose une telle extension.

Probleme % 7.2 (Intégrale de Bochner [BJ06]).
Soient (F, | -|) un espace de Banach séparable * muni de sa tribu borélienne B(F),
et F’ le dual topologique de F'.

1. Montrer qu’il existe une suite de fonctions boréliennes étagées ¢,, : F — F
(n € N) telle qu’on ait la propriété suivante d’approximation de I'identité :

[¢n(u) —u| =n 0 (Vue F).
Montrer qu’on peut de plus construire ¢,, de sorte que

[on(u)]l < Jlul (VneN,ue F).

Soient (E, A, i) un espace mesuré et L} = LL(E, A, i) I'ensemble des fonctions
mesurables f : E — F telles que

[ 1<

2. Montrer que L1 est un espace vectoriel.

3. Montrer que, pour toute f € LL, il existe un unique élément de F, appelé
intégrale de Bochnerld de f par rapport a u et noté { fdu, tel que, pour toute

forme linéaire ¢ € F”,
egfdu) _ fodu;

on pourra commencer par définir cette intégrale quand f est étagée, et nulle en
dehors d’une partie mesurable de £’ de mesure finie, uis prolonger cette définition
en utilisant une approximation étagée de I'identité.

4. Montrer que lapplication d’intégration ainsi définie £}, — F est linéaire et que

\ | fduH < [1s1dn

10. Salamon BOCHNER, mathématicien américain d’origine austro-hongroise (1899-1982),
connu pour ses travaus en analyse, théorie des probabilités et géométrie différentielle.
11. Cette construction est proche de celle de I'intégrale de Daniell.
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FIGURE 14 — Henri LEBESGUE (1875-1941)
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Chapitre 8

Théoremes de convergence

Soit (F,A, ) un espace mesuré. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la question
de savoir, si (f,,) est une suite de fonctions convergeant simplement, si I'on peut
intervertir les opérations d’intégration et de limite :

limffn dp = Jlim fadup? (8.1)

Cette égalité n’est certainement pas vraie en général

Ezemple 8.1 (Evasion & linfini). Si f, = Linngr) sur R,

limffndleiml =1# Jlimfndsz.

En quelque sorte, la masse des f,, part a I'infini, n’en laissant aucune a la limite
simple des f,.

Ezemple 8.2 (Elargissement infini). Si f, = L1 10,n), égalité (BI) n'est pas satis-
faite non plus bien que les f, convergent uniformément vers 0, la masse des f,, se
dispersant a l'infini sur un ensemble de mesure infinie.

Ezemple 8.3 (Ascension infinie). Si f, = nl[i/n /), I'égalité (81]) n’est pas satis-
faite non plus, la masse des f, s’échappant verticalement.

Les hypotheses du théoreme de convergence dominée ci-dessous permettront préci-
sément d’éviter ces phénomenes. Avant cela, voyons deux théoremes extréemement
utiles, plus généraux.

Rappelons d’abord le théoreme de convergence monotone, démontré dans le cha-
pitre précédent.

Théoréme 8.4 (de convergence monotone). Si (f,) est une suite croissante de
fonctions mesurables positives sur FE,

limTffndu—JlimTfndu.

Exercice 8.1 (Variantes du théoreme de convergence monotone).
Les deux premiéres questions ont pour objectif d’étendre la notion de linéarité (de
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la limite et de I'intégrale) aux sommes de deux termes dont I'un (mais seulement
I'un) peut étre infini.
1. Soient (u,) et (v,) deux suites de R telles que
— limu,, existe dans [—o0, +0]
— limv,, existe dans R.
Montrer que
lim(u,, + v,) = limu, + limv,

(avec la convention naturelle que +00 + ¢ = +00 pour tout réel ¢).

2. Soient f, g : E — R mesurables telles que
— f possede une intégrale € [—o0, +o0] (au sens que 'un au moins des deux
nombres § f* ou § f~ est fini)
— g est intégrable (au sens habituel que {|g| < o0, ce qui implique { g € R).

Montrer que
Jurva=]r+]o

(avec la méme convention arithmétique que précédemment).

3. Montrer que, si (f,) est une suite croissante de fonctions mesurables minorées
par une fonction intégrable g, la conclusion du théoreme de convergence monotone
est vraie.

4. Que dire d'une suite décroissante de fonctions mesurables négatives? D’une
suite décroissante de fonctions mesurables majorée par une fonction g donnée qui
soit intégrable ?

Le théoreme de convergence monotone possede une version tres utile ou 1’on ne
suppose plus que la suite de fonctions f,, est croissante. (Attention, on ne peut plus
invoquer la limite simple des f, ou des { f, parce que ces limites n’existent pas en
général. Voir les notions de limite inférieure ou supérieure dans le glossaire.)

Théoréme 8.5 (Lemme de Fatou). Si (fn) est une suite de fonctions mesurables
positives sur F,

J(lim inf f,,) dp < lim infffn dp.

Informellement, le lemme de Fatou dit que quand on prend la limite inférieure
d’une suite de fonctions, la masse { f,, du peut étre détruite (comme dans les trois
exemples du début du chapitre), mais pas créée.

Démonstration. On a
liminf f, = lim 1 (inf fk> ,
n n k=n

donc, d’apres le théoreme de convergence monotone,

f(lim inf f,) dp = lim 1 J (égf fk> dp.

1. Pierre Joseph Louis FATOU, mathématicien et astronome francais (1878-1929), célebre pour
ses nombreuses contributions en analyse, ainsi qu’en dynamique complexe.
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Par ailleurs, pour tout [ > n,
inf fr < fi,
k=n

k=n I=n

Les deux membres de cette inégalité sont croissants par rapport a n, et possede
donc une limite quand n tend vers l'infini, de sorte que

donc

lim 1 f <linf fk) dp < lim 1 linfffl dp = lim ianfn du.
>n n =n
[]

Exercice 8.2 (Variantes du lemme de Fatou).

1. Montrer que la conclusion du lemme de Fatou reste vraie si I’'on suppose seule-
ment que (f,) est une suite de fonctions mesurables minorées par une fonction
intégrable g (le lemme de Fatou correspondant donc au cas particulier ou g = 0).

2. Montrer que, si (f,) est une suite de fonctions mesurables dominée par une
fonction intégrable g, i.e. |f,| < g pour tout n,

Jlim inf f,, <lim ianfn < lim supffn < flim sup f.

Le lemme de Fatou lui-méme permet de démontrer le théoreme suivant, da a H.
Lebesgue, ou 'on ne suppose ni que la suite de fonctions est croissante, ni que les
fonctions sont positives, mais ou ’'on fait deux hypotheses de remplacement : une
hypothese naturelle de convergence, et une hypothese de domination permettant
d’éviter le phénomene de fuite de masse a l'infini.

Théoréme 8.6 (de convergence dominée). Si (f,) une suite de fonctions, réelles
ou complexes, mesurables, telle que

1. il existe une fonction mesurable f telle que
falz) = f(x)  p-p.p.

2. et il existe une fonction g positive intégrable qui domine les f,, p.p. : pour
tout n,

(@) < g(x)  p-pp.,
la fonction f est intégrable (f € L) et

limffndu:ffdu et hmf]f—fn|du=0.

Remarque 8.7. Dans I'’hypothese de domination, l’ensemble négligeable N, en
dehors duquel on a |f,(z)| < g(z) peut a priori dépendre de n, mais, I'union
dénombrable d’ensembles négligeables étant elle-méme négligeable, il revient au
meéme de supposer que NV, ne dépend pas de n.
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Démonstration. Remarquons d’abord que, d’apres I’hypothese de domination, pour
tout n, f, est intégrable et, par passage a la limite, |f| < ¢g donc f elle-méme est
intégrable, donc |f — f.| < |f| + |f.| aussi. Donc les intégrales apparaissant dans
I’énoncé sont définies et finies.

Par ailleurs, la seconde égalité a démontrer implique la premiere :

| rau— | 1. =U<f—f@du\sﬁf—fn!dwo.

Il s’agit donc de montrer que

i [ 17 = fuldu = .

Commencons par supposer les hypotheses plus fortes suivantes :
1. il existe une fonction mesurable f telle que f,, — f simplement sur £
2. et il existe une fonction g positive intégrable qui domine (f,,) partout sur
E:|f.l <g.
On a
O<|f_fn|< |f|+|fn| < 2g.

Donc, d’apres la variante du lemme de Fatou pour les suites de fonctions dominées
par une fonction intégrable (exercice 8.2]),

0< liminfj|f—fn| < limsupf|f—fn| < Jlimsup|f—fn| = 0.

Donc
liminfﬁf — fal = limsupflf — fal =0,

donc §|f — fu| = 0.
Revenons aux hypotheses plus faibles de I’énoncé. Notons

Ay ={z e E; fu(z) - f(z)}
et,
Ay = {ze E; Vn, |fu(z)] < g(x)}.
Par hypothese, le complémentaire de ces ensembles est négligeable. Sur I’ensemble
des «bons z € E »

B = A A

on a simultanément

(@) < g(x)  (Vn),

et, puisque B¢ = A§ U AS, le complémentaire de B aussi est négligeable :
u(B%) < p(A7) + p(A3) = 0.

On peut appliquer la premiere partie de la démonstration aux fonctions 1gf, et
1 f, qui sont presque partout égales respectivement aux f,, et a f. Les intégrales
ne sont pas modifiées par la multiplication des fonctions par 1, qui vaut 1 p.p.,
donc le résultat en découle. O]

{fn(x) - f(x)
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Autres exercices

Exercice 8.3 (Une application du théoreme de convergence monotone).
Soit f :[0,1] — R une fonction mesurable. Déterminer la limite de

f dt

o AV f)?2+1/n

Exercice 8.4 (Inégalité de Fatou stricte).

Notons A la mesure de Lebesgue de l'intervalle [—1,1]. Soit (f,,)nen la suite de

fonctions définie par
I = Tjp1)  sin pair
" 1j_10; sin impair

Montrer que
f <lim inf fn) d\ < lim infffn dA.
n—-+0o0 n—+0o0

Exercice 8.5 (Une application du théoreme de convergence dominée).
Soient a et b deux réels tels que a < b, et f :]a,b[ — R une fonction mesurable
bornée possédant une limite ¢ € R en a®. Montrer que, pour tout t € ]a,b[, la

fonction z — f(x)/+/(z — a)(t — x) est intégrable sur ]a, t[, puis calculer
lim (=)

t—at Jjag A/ (z —a)(t — x)

dx;

on pourra admettre que la fonction est intégrable sur I'intervalle [a, t].

z—a)(t—z

Exercice 8.6 (Constante v d’Euler, rattrapage 2013).
1. Montrer que la suite

1 1
Cp = 1+§+'-~+E —Inn

converge vers un nombre v, appelé constante d’EulerH.

A cause de la lenteur de la convergence de la suite (¢,), on connait trés mal la
constante d’Euler. Par exemple, on ne sait méme pas si elle est irrationnelle.

J (Gs) e

ou [z] désigne la partie entiere de x, et en déduire que v > 0.

2. Montrer que

3. Montrer que
v = —J e ¥ Inzdx;
R+

on pourra calculer de deux facons différentes la limite de Sg (1 — %)n In x dx quand
n tend vers 'infini.

2. Leonhard EULER, éminent mathématicien et physicien suisse (1707-1783), qui fit d’impor-
tantes découvertes en calcul infinitésimal, analyse, mécanique, astronomie.
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Exercice 8.7 (Interversions d'une somme et d’une intégrale).
1. Soit a et b deux réels strictement positifs. Pour z € R}, soit

xe*(l{[’

f($)=m~

Montrer que

- 1
fdxznz_jo(a+nb)2'

2. Soit 4 une mesure sur R telle que la fonction z — e*” soit p-intégrable. Donner
un exemple d’une telle mesure p, puis montrer que pour tout nombre complexe z

on a .
Z Z—J " dp(z) =J e*r du(x).
= R
3. Montrer que la fonction f : [1, +o0[— R définie par
0
= Z ne
n=1

est intégrable sur [1, +oo| relativement a la mesure de Lebesgue, et calculer son
intégrale.

R+

Exercice 8.8 (Calcul d’une intégrale gaussienne, partiel 2013).
On veut retrouver 1’égalité
e}
J e du = ﬁ

0 2

Soit f la fonction définie sur R, par

T ) 2 1 e_$2(1+t2)
f e du) +J .

N
1. Montrer que f(0) = 7/4 et que lim, o f = (SSO e du) .

)= (

2. Montrer que, si g : R —> R, z — Sg e~ du, le taux d’accroissement (glx +¢)—
g(x))/& a une limite quand £ tend vers 0. En déduire que ¢ est dérivable sur R et
calculer sa dérivée.

3. Montrer que h : R —- R, z — Sé #dt est dérivable sur R et calculer
sa dérivée; on pourra admettre (ce qui sera démontré ultérieurement) que h est
dérivable et que sa dérivée s’obtient en dérivant sous l'intégrale. Conclure.

Probleme % 8.1 (Formules de la moyenne, ezamen 2012).
Soient (2, A, 1) un espace mesuré, f une fonction réelle mesurable sur €2 & valeurs
dans un intervalle [u, v] et g une fonction réelle intégrable sur €.

1. Montrer que fg est intégrable et que, si g est positive, il existe k € [u, v] tel que

J fgdu = kf gdu (premiére formule de la moyenne).
Q Q
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Supposons de plus que Q est un intervalle [a,b] de R, que p est la mesure de
Lebesgue, et que f est positive décroissante. On veut montrer qu'’il existe £ € [a, b]
tel que

f(z)g(x)de = f(a) fg g(x)dx (seconde formule de la moyenne).

[a,b] a

2. Montrer que G(§) := Si g(x) dx est continue et que G([a,b]) est un intervalle
[m, M].

3. En supposant f étagée, montrer qu’il existe une subdivisiona = ag < a1 < -+ <
b = a, de l'intervalle [a, b] telle que, sur chaque intervalle |a;, a;41[, la fonction f
est constante égale a un réel o; ; en déduire que

f@g@)de = > (i1 — a)Gla;) + an1Glan);
[a,0] 1<i<n—1
puis que la seconde formule de la moyenne est satisfaite pour f.
4. Montrer la seconde formule de la moyenne dans le cas général.
Soient f : [0, +oo[— R positive, décroissante et de limite nulle, et g(x) = sinx.

5. Déduire de la seconde formule de la moyenne que F(z) := { f(t) sint dt possede
une limite quand z tend vers +co (on pourra montrer que, si (z,,) tend vers U'infini,
(F(x,)) est de Cauchy).

6. % Peut-on en déduire que la fonction f(¢) sint est intégrable sur [0, +oo[ ?

FIGURE 15 — Leonhard EULER (1707-1783) et Pierre Joseph Louis FATOU (1878-
1929). Euler est I'un des mathématiciens les plus éminents et prolifiques de tous
les temps.
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Chapitre 9

Classes monotones %

Le théoreme de classe monotone, démontré par W. Sierpiﬁski en 1928, est un
outil commode pour construire des mesures.

Définition 9.1. Une classe monotone d’un ensemble E est une classe M de
parties de E telle que
— FeM
— A,Be M = B\A e M (stabilité par différence)
— A Ay, .e Met Ay € Ay < ... = U, A, € M (stabilité par union crois-
sante dénombrable).

Une tribu est, en particulier, une classe monotone. Comme on le verra, si y et v
sont deux mesures sur (E,.A), les parties mesurables de E telles que p(A) = v(A)
forment un autre exemple de classe monotone.

Comme pour les tribus, on voit que 'intersection d’une famille non vide quelconque
de classes monotones est une classe monotone. Si donc C est une classe quelconques
de parties de F, la classe monotone engendrée par C est

M(C) = N M.

M classe monotone - ¢
On a donc M(C) < o(C).

Théoréeme 9.2 (de classe monotone). Si C < P(E) est stable par intersection

finie,d M(C) = o (C).

L’idée est que les classes de parties stables par intersection finie sont souvent plus
pratiques a décrire que les tribus. Si une propriété est facile a vérifier sur une telle
classe, le théoreme de classe monotone permet, dans les bons cas, d’en déduire que
cette propriété est vraie plus généralement sur la tribu engendrée.

Des exemples de classes de parties stables par intersection finie sont :
— la classe des intervalles de R

1. Waclaw SIERPINSKI, mathématicien polonais (1882-1969), connu pour ses travaux en
théorie des ensembles, topologie et théorie des fonctions.

2. Le terme de A-systéme est synonyme.

3. Une telle classe s’appelle un w-systeme.
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— la classe des pavés A x B d’un espace produit £ x F (Ac E, Bc F).

Démonstration du théoreme. Puisque toute tribu est une classe monotone, tauto-
logiquement on a

M(C) < a(C).

Montrons 'inclusion inverse, c¢’est-a-dire que M(C) est une tribu. Pour qu’'une
classe monotone soit une tribu, il faut et il suffit qu’elle soit en plus stable par
intersection finie, parce qu’alors, par passage au complémentaire elle sera stable
par union finie, puis par passage a la limite croissante elle sera stable par union
dénombrable. Montrons donc que M(C) est stable par intersection finie.

Soit A € M(C) fixé. Posons
M, ={BeM(C); An Be M(C)}.

Il s’agit de montrer que M(C) = M.

Supposons pour commencer que A € C. Puisque C est stable par intersection finie,
C < M. Il suffit ensuite de vérifier que M est une classe monotone. Or :

— Fe M1

— Stabilité par différence : Soient B, B’ € M tels que B < B’. On a

An (B\B')=(An B)\(An B) e M(C),

donc B"\B € M;.
— Stabilité par union croissante dénombrable : Si B,, € M croit par rapport
an,
An(uB,)=uU(AnB,) e M(C)
donc UB,, € M.
Donc M est bien une classe monotone.

Supposons maintenant A € M(C). D’apres le cas particulier précédent, I'intersec-
tion d'un élément de C et d'un élément de M(C) est dans M, donc C = M. Les
mémes arguments que dans le cas particulier précédent s’appliquent pour montrer
que M; est une classe monotone. Donc M(C) < M, donc M(C) est stable par
intersection finie. [

On en déduit facilement le résultat d’unicité de mesure suivant, qui sera appliqué
pour démontrer 'unicité de la mesure de Lebesgue (sous deux caractérisations
différentes : proposition [[1.4] et théoreme [[1.9), des mesures produit (proposi-
tion [[3.4)), des lois conjointes (définition et remarque suivante), des mesures
de Lebesgue-Stieltjes (exercice [@.]), etc.

Corollaire 9.3. Soient p et v deux mesures sur (E, A). Supposons qu’il existe
une classe C < A vérifiant :
— C est stable par intersection finie et o(C) = A
— p(A) = v(A) pour tout AeC
— p(E) = v(F) < w0 ou il existe une suite croissante de parties E, € C telle
que B = UE, et u(E,) = v(E,) < o pour tout n.
Alors p = v.
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Démonstration. Traitons d’abord le cas ou pu(F) = v(F) < . Posons
G- {Ae A p(A) - v(A)).

Par hypothese, C < G et on voudrait montrer que G = A. L’ensemble G est une
classe monotone (exercice). Donc G contient M(C), dont le théoreme de classe
monotone affirme que c’est o(C), soit A par hypothese. Donc G = A. C’est dire
que i = v.

Dans le second cas, pour tout entier n notons u, et v, les restrictions respectives
de p et de v a E,. D’apres ce qu’on vient de démontrer, p, = v,. D’apres la
propriété de continuité extérieure des mesures (chapitre [), pour tout A € A,

wA) =lim t u(An E,) =lim 1 v(An E,) = v(A).

O
Exercice x 9.1 (Mesures de Lebesgue-Stieltjes).
1. Montrer que la relation
p(la,b]) = F(b) — F(a) (-0 <a<b< ) (9.1)

définit une équivalence entre
— les mesures p sur (R, B(R)) localement finies, ¢’est-a-dire telles que u(I) <
oo pour tout intervalle borné I ;
— et les fonctions F' : R — [—o00, +00] croissantes, continues a droites et telles
que F(0) = 0.
Pour définir p & partir de F', on pourra introduire I'inverse a droite de F' (F oG =
id ) défini comme la fonction G : R — R telle que

G(t) =inf{seR; F(s) > t}, teR,
puis poser = G(A). (Une autre solution consiste a utiliser le théoréeme de Hahn-

Kolmogorov.)

Une fonction F' comme ci-dessus étant donnée, on note pp la mesure localement
finie qui lui est associée, dite de Lebesque-Stieltjes, et

| ar= | sdur.

(Attention a ne pas utiliser la notation @

b
f fdF pour fdF ou fdF
a [a*yb] ]avb[

si 'on n’est pas certain que F' soit continue, sans quoi les deux dernieres intégrales
peuvent ne pas étre égales.)

2. Montrer que, si F' : R —]—00, +o0[ est croissante, dérivable et telle que F'(0) = 0,
pr = F'(x)dz.

3. Montrer la formule d’intégration par parties : si F' et G sont deux fonctions
R —] — o0, +o0| croissantes, continues a droite et nulles en 0 :

f FdG + J GdF = FOHGH) — Fla™)Glao).
[a,]

[a,b]
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L’exercice suivant donne un analogue fonctionnel du théoreme de classe monotone,
dont on notera la ressemblance formelle avec le théoreme de Stone-Weierstrass™.

Probléme % 9.1 (Théoreme de classe monotone fonctionnel [Bog07]).
Soit F une classe de fonctions sur un ensemble F, contenant la fonction constante
égale a 1. Soient encore Fy une partie de F et &£ la tribu engendrée par F.

1. Supposons que F est un sous-espace fermé de I’ensemble des fonctions bornéees
sur £/ muni de la norme uniforme, que F soit stable par passage a la limite crois-
sante de fonctions positives uniformément bornées, et que Fy soit stable par mul-
tiplication. Montrer que F contient toutes les fonctions bornées £-mesurables.

2. Application : Soient p et v deux probabilités sur (RY, B(R?)) telle que § f du =
{ f dv pour toute fonction f : R? — R bornée de classe C*. Montrer que p = v.



Chapitre 10

Le probleme de la mesure.
Mesures extérieures %

Le concept de mesure p(.S) d'un solide S est fondamental en géométrie euclidienne.
En petite dimension, u(S) s’appelle la longueur (dimension 1), I'aire (dimension
2) ou le volume (dimension 3) de S.

Par exemple, pour calculer I'aire d'un triangle 7', on se ramene a l’aire d'un rec-
tangle par la construction de la figure [16l qui permet de retrouver que 'aire est la
moitié du produit de la base par la hauteur.

hauteur

base

FIGURE 16 — L’aire du triangle est la moitié du produit de la base par la hauteur

De tels calculs peuvent étre justifiés en faisant appel a I'intuition géométrique, ou
bien en postulant 'existence d’une mesure p(.S) associée a tous les solides S, qui
satisfasse certains axiomes géométriques raisonnables. L’avenement de la géométrie
analytique, a I’époque de Descartes, fit considérablement reculer les limites de
I’horizon mathématique, puisqu’on commenca a étudier des objets géométriques
définis pas des équations. Et il ne fut plus évident de définir la mesure d’un sous-
ensemble général de I'espace euclidien R?. C’est tout le probleme de la mesure (ici
décrit de fagon assez vague) que de donner une telle définition.

Dans un chapitre antérieur, nous avons défini le concept de mesure mathématique
de fagon axiomatique, auxquels plusieurs siecles de recherches ont conduit. Nous
allons maintenant voir de plus pres comment le concept d’ensemble mesurable
s'impose quand on essaye de construire une telle mesure.

Soit E/ un ensemble. Pour construire une certaine mesure sur E, nous allons partir

1. René DESCARTES, philosophe et mathématicien frangais (1596-1650). Son influence fut
considérable. En particulier, il est considéré comme le pere de la géométrie analytique.
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d’un objet auxiliaire qui ressemble a une mesure, sans en vérifier tous les axiomes,
et qui est défini sur P(E) entier.

Définition 10.1. Une mesure extérieure sur E est une fonction p* : P(E) —
[0, +00] telle que

L w* () =0

2. u* est croissante : A ¢ B = p*(A) < u*(B)

3. pu* est o-sous-additive :

I (U Ak) <D (Ap).

Nous verrons comment construire des mesures extérieures, notamment sur R. Pour
le moment, voyons comment construire a partir de p* une tribu M(u*) (dépendant
de p*), en restriction de qui p* est une mesure.

Si A et B sont deux parties quelconques de E, par sous-additivité on a toujours
p(A) < (A B) + p*(An BY).

Pour une mesure, il faudrait avoir 1’égalité puisque An B et A B¢ sont des parties
disjointes. Il revient a Carathéorody d’avoir introduit la définition astucieuse
suivante d’ensemble mesurable.

Définition 10.2. Une partie B de E est u*-mesurable si, pour toute partie A de
E, ona

WH(A) = 1(A A B) + (A  B9).
Notons M (u*) I'ensemble des telles parties.
Autrement dit, que B soit p*-mesurable signifie que si I'on utilise B pour diviser
une partie quelconque A en deux, on garde la propriété d’additivité. Si \* était

finiment additive, tous les ensembles B seraient p*-mesurables. Mais on verra que
ce n’est pas le cas par exemple avec la mesure extérieure de Lebesgue.

Théoréme 10.3 (d’extension de Carathéodory). 1. M(u*) contient toute les
parties B telles que p*(B) = 0.

2. M(p*) est une tribu.

3. La restriction de p* a M(u*) est une mesure compléte de E.
Démonstration. Notons M = M(u*) et u la restriction de pu* a M.
1. Si p*(B) = 0, pour toute partie A de E on a
w*(A) = p*(An B (croissance)
= (AnB)+p*(AnB) (car u*(An B) < p*(B) =0),

donc B € M.

2. Constantin CARATHEORDORY, mathématicien grec (1873-1950), spécialiste d’analyse réelle,
de calcul variationnel et de théorie de la mesure. Il a aussi donné une présentation axiomatique
de la thermodynamique.
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2. Montrons que M est une tribu. Le seul axiome qui ne soit pas immédiat
est la stabilité par union dénombrable.

Montrons d’abord la stabilité par union finie. Soient B, B, € M. Pour
toute partie A de F,

IM*(A M (Bl U Bg)) = IM*(A N (Bl U Bg) M Bl> + [I,*(A M (Bl U BQ) N Bf)
(car By € M)
= p*(An By) 4+ " (An By n BY)

(par simplification),
donc

P (An (B Bs))+ p*(An (B u By)°)

= (An By)+ pu (An Bf n By) + n*(An Bf n BY)

= p*(An By) + p*(An BY) (car By € M)
= u*(A) (car By € M).

Donc B; u By € M. Par récurrence, M est stable par union finie et, par
stabilité par passage au complémentaire, M est stable par intersection finie.
En particulier, si B,B’ € M, B\B = B’ n B € M. Pour démontrer la
stabilité par union dénombrable, il suffit donc de montrer la stabilité par
union dénombrable de parties disjointes deux a deux. Soient donc By, e M
(k € N) deux a deux disjoints. Montrons par récurrence que, pour tout
m € N et toute partie A de F,

p(A) = Z w* (An By) + u* (Am( ﬂ B,’;))

0<k<sm 0<k<m

L’égalité est vérifiée pour m = 0 parce que By € M. L’égalité au rang m+ 1
se déduit de celle au rang m, puisque

0<k<sm
= u (Am ( ﬂ B,ﬁ) mBmH) +p* (Am ( ﬂ B,‘;))
0<k<sm 0<ksm+1

(car B,,11 € M)

= (AN Byyr) + 107 (Aﬂ< N BE))

0<k<m+1

(car B,,.1 est disjoint de By, ..., By,).
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D’apres I'égalité ainsi vérifiée par récurrence et d’apres la croissance de p*,

prA) = > pr(An B+t (Aﬂ (ﬂ BE))

0<k<m k=0

(croissance de p*)

> Zu*(AmBk)Jr,u* (Am <ﬂB,§)>

k=0 k=0
(& la limite quand m — o)

(o)) ()

(par o-sous-additivité)),

ce qui montre que | J,., B € M.

3. Montrons enfin que p est une mesure; elle est automatiquement complete
d’apres la premiere partie du théoreme. Le seul axiome a vérifier est la o-
additivité de p. Soient By, Bs, ... une famille dénombrable d’éléments de M.
On a vu que, pour toute partie A de F,

pr(A) = Z p*(An By) + p* (A N (ﬂ Bg)) .
k=0 k=0

Dans le cas ou A = ( J,-, By, on obtient

u (U Bk) > ) u(By),

k=0 k=0
qui est le sens manquant a priori pour la o-additivité.
[

Remarque 10.4. La mesure extérieure n’est généralement pas o-additive (I'argu-
ment est le méme que pour construire une partie non borélienne de R); cf. 'exer-
cice 1.3l Un exemple élémentaire est donné par la mesure extérieure p* sur N

définie par
N 0 si A est fini
p(A) = {

1 sinon,

pour laquelle on a Y, p*({n}) = 0 < p* (U{n}) = p*(N) = 1.



Chapitre 11

La mesure de Lebesgue %

Pour toute partie A de R, on définit
X*(A) = inf ) (b — az),

ou la borne inférieure porte sur 'ensemble des recouvrements dénombrables {]ay, by, ...}
de A par des intervalles ouverts.

Théoréme 11.1. 1. \* est une mesure extérieure sur R.
2. La tribu M(X*) contient B(R).

3. Pour tous a < b,
X ([a, b)) = A*(Ja,b) = b - a.

Le qualificatif “extérieur” est donc justifié par le fait que 'on approche les parties
quelconques de R par des recouvrements, qui les débordent.

Définition 11.2. La tribu de Lebesque est M(N\*). La mesure de Lebesque est la
restriction, notée A, de A* a B(R).

Ezemple 11.3. Du théoréme découle immédiatement que A(R) = +o0 et A(Q) = 0.

Comme le montre I'exercice [4.4], ce serait une grossiere erreur de penser que toute
partie Lebesgue-négligeable est dénombrable. En voici un autre exemple.

Exercice % 11.1 (Nombres liouvilliens).

D’apres l'exercice 0.7, I'ensemble L des nombres réels liouvilliens est Lebesgue-
négligeable. Montrer que L est non dénombrable ; on pourra utiliser la propriété de
Baire* de R. (En 1844, Liouville en a déduit 'existence de nombres transcendants,
c’est-a-dire de nombres réels qui ne sont la racine d’aucun polynome a coefficients
entiers.)

Démonstration du théoreme. 1. 1l est immédiat que \*(J) = 0 et que A* est
croissante. Montrons que A* est o-sous-additive, et choisissons pour cela une
suite (A, )nen de parties de R. S’il existe un entier n pour lequel A\*(A4,) =
+00, il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que A*(A,,) < 400 pour tout
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n € N. Soit € > 0. Par définition de A\*, il existe des intervalles |a,,;, by [
(7,n € N) tels que, pour tout n,

An - Uz ]an,i7 bn,i[
N (Ap) < 2(bni — any) < AN (A) + 5.

271

La famille dénombrable (Jay, i, by.i[)inen recouvre la réunion des A,,, et donc

A* (U An> <Y (bni = ang) < DA (AR) + 26

En faisant tendre € vers 0, on obtient que \* est o-sous-additive.

. Comme M (A\*) est une tribu, il suffit de montrer qu’elle contient une classe

de parties de R qui engendre B(R), par exemple la classe des intervalles de
la forme | — o0, a] avec @ € R. Soient donc v € R et B =] — 0, a]. 1l s’agit
de vérifier que B est A*-mesurable, c’est-a-dire que, pour toute partie A de
R,

A (A) = N(An B) + X' (An BY).

Soient € > 0 et (Ja;, b;[)ien un recouvrement de A. Les intervalles
] min(a;, o), min(b;, o) + €27°[
recouvrent A n B, et les
| max(a;, @), max(b;, )|
recouvrent A n B¢. Donc

{/\*(A N B) < Y, (min(b;, o) — min(a;, o)) + 2¢
N(A n B°) < ), (max(b;, ) — max(a;, o).

En ajoutant ces inégalités, le membre de droite se simplifie et donc

XN (AN B) + N (An B <> (b — a;) + 2
en faisant tendre € vers 0,
N(AnB)+ M (An B < (b — a);

en prenant enfin I'infimum sur tous les recouvrements de A, on obtient
I'inégalité voulue.

. Par définition,

A[a,b]) <b—a.

Il reste a montrer I'inégalité inverse. Supposons que

[a, 0] | Jas, bi[.

€N
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Comme [a, b] est compact, il existe N € N tel que
[a,0] ] las, bil.
0<i<N

Par un raisonnement élémentaire, on voit que

0<is<N

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient
b—a< )\([CL, b])a

et cette inégalité est donc une égalité. Mais d’apres la définition de A* on
voit que A({a}) = A({b}) = 0 et, comme A est additive, A(]a, b[) = \([a,D]).
O

Proposition 11.4. La mesure sur (R, B(R)) telle que, pour tout intervalle non
vide |a,b[, A(Ja,b[) = b— a est unique.

Démonstration. Soit. A’ une deuxiéme mesure satisfaisant la méme propriété. La
proposition découle du corollaire appliqué avec prenant pour C la classe des
intervalles ouverts (dont on sait qu’elle engendre B(R)) et pour suite de parties
E, les intervalles | — n,n| (n € N). O

Rappelons qu’un pavé ouvert de R? est un ensemble de la forme

P = H]az,bz[

1<i<d

Le volume de P est, par définition

vol(P) = [ ] (b — ).

1<i<d

Pour toute partie A de R?, on définit

A (A) = infz vol(P;),

ou l'infimum porte sur 'ensemble des recouvrements dénombrables (F;);eny de A
par des pavés ouverts.

Le théoreme précédent se généralise directement en dimension d.

Théoreme 11.5. 1. \* est une mesure extérieure sur R?.
2. La tribu M(\*) contient B(R?).
3. Pour tout pavé ouvert ou fermé P, \*(P) = vol(P).

La démonstration, peu différente du cas unidimensionnel, est laissée a la sagacité
du lecteur.
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Définition 11.6. La mesure de Lebesgue d-dimensionnelle est la restriction, notée
A (ou parfois \g), de \* & B(R?).

On peut se demander si la tribu M(A*) est beaucoup plus grande que B(R). Nous
allons voir que non, dans un certain sens.

Proposition 11.7. La tribu M(\*) est la tribu complétée de B(RY) (cf. cha-

pitre [4).

Démonstration. On a vu que M(\*) contient B(R?) (theoreme [TT.H) et I'ensemble
N des parties N de R? telles que \*(N) = 0 (théoreme M0.3)). Comme M (\*) est
une tribu, M(\*) contient donc la tribu borélienne complétée

BR?) = o (B(RY) UN).

Inversement, montrons que M(A\*) = B(R?). Soit A € M(X\*). Comme A est la
réunion dénombrables des An] —n, n[?, il suffit de démontrer que A € B(R?) dans
le cas ot A <] — N, N[% le cas général s’en déduisant. On a alors \*(A) < oo, et
on peut trouver des pavés ouverts P, ; <] — N, N[d (i,n € N,) tels que

Ac ;P
N (A) < Y, vol(P) < N (A) +

3=

Posons
B,=|JPui et B=()B.

Alors A = B e B(R?) et, pour tout n,

X(B) < ) vol(By) < A*(A) + 1,

n

ce qui montre que \*(A) = A*(B). En remplagant A par | — N, N[\ A, on construit
de méme une partie borélienne B de | — N, N[? contenant | — N, N[\A et telle

que \*(] — N, N[\A) = \*(B). Posons enfin B’ =] — N, N["\B; on a B’ = A et
A*(B') = A*(A). Donc B et B’ sont deux boréliens tels que

B'cAc B et AB\B)=0.
Donc, d’apres Pexercice 3, A € B(RY). O

Remarque % 11.8. On peut cependant montrer que, du point de vue des cardinaux,
les tribus M(\*) et B(R?) sont tres différentes : la premiere a le cardinal de P(R),
tandis que la seconde a seulement le cardinal de R.

Théoreme 11.9 (Caractérisation de la mesure de Lebesgue). La mesure de Le-
besque sur R? est invariante par translation :

MA+2)=XA) (VAe BRY), veR"™).

Inversement, si u est une mesure sur (R, B(R?)) finie sur les parties bornées et
invariante par translation, il existe un réel ¢ = 0 tel que p = c\.
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Démonstration. Soit 7, la translation y — y — 2 dans R%. La mesure image (cf. la
définition [6.6]) de A par o, est définie par
02N (A) = Mo, (A) = Mz + A) (VA e B(RY)).

T

1l s’agit donc de montrer que o,(\)(A) = A(A) pour tout A € B(R?). Si A est un
pavé, A et x+ A ayant méme volume, ’égalité est satisfaite. Le cas général découle
donc du corollaire 0.3

Réciproquement, soit x4 une mesure sur (R%, B(R?)) invariante par translation. Soit

=H ([07 1[d) :

Pour tout entier n > 1, [0, 1[? est I'union disjointe de n? pavés obtenus par trans-

lation du pavé |0, l/n[ , donc
1[? c
0,-| | ==,

On généraliser cette formule a un pavé de coordonnées réelles quelconques, en
I'encadrant avec deux pavés du type précédent. Soient aq, ..., aq = 0. Notons [z] la
partie entiere de x. On a

H{O’[Z_a]lcn[oﬂz[cnlo,w%ll?

donc

p (100 ai0) = w (T, [) nail) &
p(IL[0.0.0) < HZ— 0. 1) =<n (Inai] + 1)) .

D’apres les propriétés de continuité intérieure et extérieure de u (exercice F2]),
quand n tend vers I'infini on obtient

M(lj[o%>_cnaz_d<ﬂ0aj[>.

Donc les mesures 1 et cA coincident sur tous les pavés de la forme [ [;[a;, b;[. Ici
encore, le corollaire permet de conclure : = cA. [l

Autres exercices

Exercice 11.2 (Recouvrement de Q).
Montrer que, pour tout € > 0, on peut recouvrir Q par une famille dénombrable
d’intervalles ouverts, dont la longueur totale est < €

Exercice 11.3 (Mesures de Lebesgue 1 et 2-dimensionnelles).
Montrer que la mesure de Lebesgue bidimensionnelle de I'intervalle

I={(z,0),0<z<1} cR?

est nulle (et donc que les mesures de Lebesgue 1-dimensionnelle et 2-dimensionnelle
sont distinctes).
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Exercice 11.4 (Régularité de la mesure de Lebesgue). )
Montrer que la mesure de Lebesgue est réguliére : pour toute partie A € B(R?),

AA) = inf {\(U), U ouvert o> A} = sup {\(K), K compact < A}.
Donner un exemple pour lequel A\(A) # sup {A\(U), U ouvert < A}.

Exercice 11.5 (Un ensemble non Lebesgue-mesurable).

Soit A un ensemble de Vz’tali, construit de la fagon suivante. Soit R la rela-
tion d’équivalence sur R qui identifie deux nombres réels dont la différence est
un nombre rationnel. Chaque classe d’équivalence de R possédant un représentant
dans U'intervalle [0, 1[, on peut définir A < [0, 1| comme un systéme de représentants
de R, c’est-a-dire une partie de [0, 1[ qui contienne un et un seul point de chaque
classe d’équivalence (I'existence d’une telle partie repose sur I'axiome du choix*
non dénombrable).

1. Montrer, en utilisant le fait que R = U,cg(A + 1), que A*(A) > 0.
Posons X = Ugeqn[-1,11(4 + q).
2. Montrer, en utilisant le fait que [0,1] € X < [—1,2], que

I<M(X)<3<+mw= Z A (A +q)

qeQn[-1,1]

(ainsi, la famille (A 4 ¢)gen[o,1] est un contre-exemple a la o-additivité de A\*) et
que, donc, la mesure de Lebesgue ne se prolonge pas en une mesure sur (R, P(R))
invariante par translation.

On vient de voir que \* n’est pas o-additive. Pire :

3. Déduire de ce qui précede que A* n’est pas méme finiment additive : il existe
des parties bornées disjointes E et F' de R telles que \*(F U F') # \*(E) + \*(F).

(En revanche, a 'aide du théoreme de Hahn-Banach, on peut construire un pro-
longement finiment additif de la mesure de Lebesgue a P(R), qui soit invariant
par translation!)

Remarque % 11.10. Ce type d’exemple est relié au paradoxe de Banach- Tarski,’ﬁ
qui démontre (avec 1’axiome du choix non-dénombrable) qu’il existe une partition
finie de la boule unité de R? telle que 1'union de ses éléments déplacés par rotation
et translation forme deuzr boules unité! Une telle partition est bien str faite de
parties non Lebesgue-mesurables. La construction de telles parties requiert des
arguments de théorie des groupes moyennables. Ce paradoxe aide a comprendre
pourquoi la mesure de Lebesgue (qui est o-additive et invariante par rotations et
translations, et qui charge les ouverts) ne peut pas mesurer toutes les parties de
R™.

Par ailleurs, un théoreme de Solovay@ affirme que la question de I'existence d’en-
sembles non Lebesgue-mesurables est indécidable sans 1’axiome du choix non-

1. Giuseppe VITALI, mathématicien italien (1875-1932)

2. Stefan BANACH, mathématicien polonais (1892-1945), fondateur de I’analyse fonctionnelle

3. Alfred TARSKI, mathématicien et logicien polonais (1801-1945), principalement connu pour
ses travaux en théorie des modeles et en logique.

4. Robert SOLOVAY, mathématicien américain (né en 1938), spécialiste de théorie des en-
sembles.
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dénombrable, c’est-a-dire que l'on peut construire un modele de théorie des en-
sembles dans lequel toute partie de R est Lebesgue-mesurable [Sol70].

Curieusement, l'existence d’ensembles non Lebesgue-mesurables implique aussi
I'existence d’ensembles non boréliens, comme le montre 1’exercice suivant.

Probléme 11.1 (Un ensemble Lebesgue-mesurable non-borélien).
Notons, pour tout x € [0, 1],

€n
x=22—n, en € {0,1}

n=1

le développement dyadique infini de x (tout nombre non nul possede en effet un
unique développement dyadique qui ne se termine pas pas une suite infinie de

zéros) ; cf. [Tao09)].
1. Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction €, : [0,1] — {0, 1} ainsi définie
est borélienne.

Soit f :[0,1] — [0, 1] la fonction

Comme l'exercice [£.4] le montre, f réalise une bijection de [0, 1] sur 'ensemble de
Cantor triadique C'. Nous utiliserons uniquement le fait que C' est de mesure nulle.

2. Montrer que f est borélienne.

Soient A un ensemble de Vitali € P(R)\B(R), comme celui construit dans I'exer-
cice[[LH et B = f(A).

3. Montrer que B est Lebesgue-mesurable.

4. Montrer que f n’est pas borélienne.

FIGURE 17 — Giuseppe VITALI (1875-1932), Alfred TARSKI (1901-1983) et Robert
Martin SOLOVAY (né en 1938) ont eu tous trois des contributions marquantes en
théorie de la mesure
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Probleme 11.2 (Mesure de Hausdorff [Taol0al).

La mesure de Hausdorff d—dimensionnelleﬁ est une mesure adaptée pour les objets
d-dimensionnels dans R™. Nous allons faire jouer le role des les pavés ouverts dans
la construction de la mesure de Lebesgue, par par les boules ouvertes

Bla,r) ={y e R |y — x| <r},

auxquelles on assigne la mesure r? (la constante multiplicative éventuelle qu’on
pourrait ajouter n’a aucune importance qualitative). Pour toute partie A < R",

notons donc
hj o (A) = inf Y,
k=1
ou la borne inférieure porte sur les familles dénombrables de boules B(xy, 1) qui
recouvrent A.
1. Montrer que Ay, est une mesure extérieure.

Comme dans la construction de la mesure de Lebesgue, on peut donc considérer
la restriction de hj, a la tribu M(hj] ) des parties hj ,-mesurables de R".
Le probleme est que, si d < n, la plupart des parties de R™ ne sont pas hy -
mesurables !

2. Dans le cas n = 1 et d = 1/2, montrer que

W goo[,8]) = (b;a)m.

3. En déduire que
* * 1 *
1/2,00([07 1]) = 1/2,00(]17 2]) = 75 et h1/2,oo([07 2]) =1,

puis que [0, 1] n’est pas hi )y -mesurable.

On voit d’ou vient le probleme : la fagon la plus efficace de recouvrir [0, 2] n’est
pas de recouvrir séparément [0, 1] et |1, 2], mais de recouvrir [0, 2] directement par
une grosse boule. Pour pallier cette difficulté, on va se limiter aux boules de petit

rayon. Posons
h§7T(A) = inf Z r,‘f,

k=1

en faisant maintenant porter la borne inférieure sur toutes les suites de boules
B(xy, 1) recouvrant A avec ry < r; puis, hj, étant croissante par rapport a r,
définissons la mesure extérieure de Hausdorff d-dimensionnelle

hi(A) = lim hg,(A).

r=0

4. Montrer que, si d > n, h); = 0.

5. Felix HAUSDORFF, mathématicien allemand (1868-1942). 11 fut I'un des fondateurs de la
topologie générale, et fit de nombreuses découvertes en théorie des ensembles, théorie de la mesure
et analyse fonctionnelle.
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Dans toute la suite, on suppose donc que 0 < d < n.
5. Montrer que les hg,, 7 > 0, et donc A} sont des mesures extérieures sur R".
6. Soient A et B deux parties de R™ dont la distance soit > 0 :

dist(A, B) = inf{|z —y|; z € A, ye B} > 0.

Montrer que
h5(Au B) = hi(A) + hj(B).

7. En déduire que tout borélien, et donc toute partie Lebesgue-mesurable, est hj-
mesurable ; on pourra remarquer qu’il suffit de considérer un fermé A de R"™, puis
montrer que, pour toute partie F,

ha(E 0 A) + ha(E\A1m) < hg(E) < hy(E 0 A) + hg(E\A),

olt Ay, est le 1/m-voisinage de A.

On note hy la mesure, restriction de k% a M(h}).

8. Montrer que hg est la mesure de comptage sur (R”, P(R"™)).

9. Considérons a I'opposé la mesure n-dimensionnelle.

9.1. Montrer que, si A(4) =0, h,(A) = 0.

On admettra qu’alors il existe une fonction ¢ telle que h, = cA (théoreme de

Radon-Nikodym BT.2) et que, comme h,, et A sont invariantes par translation, ¢
I’est aussi, i.e. ¢ est constante.

9.2. Montrer que, si 'on note w, la mesure de Lebesgue de la boule unité en
dimension n,

1
hy = —A.

Wn
10. Montrer que la restriction de hy a un sous-espace affine V' de R" est égal a
1/w, fois la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle sur V.
11. En déduire que hy n’est pas o-finie (définition [3.3) si d < n.
12. Soient U un ouvert de R? et ¢ : U — R™ une immersion (c’est-a-dire une

application dont la différentielle soit de rang d en tout point). Montrer que, pour
tout compact K de U,

ha(p(K)) = L{thd = wid B J dAg,

ol le jacobien J est

1/2
J = (Z(det M)2> :

la somme étant étendue a tous les mineurs d x d de do.

13. Que dit cette formule dans le cas d’une courbe 7 : [a,b] — R™ de classe C*
telle que v ne s’annule pas ? Pourquoi la formule reste-t-ell vraie dans le cas d’une
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courbe C! par morceaux et non-dégénérée par morceaux ?
14. Soient d < d’' et A un borélien de R™. Montrer que :
14.1. si hy(A) < 0, hg(A) =0;
14.2. si hg(A) > 0, hy(A) = .
15. En déduire que
w si d<d
ha(BY0,1) =31 si d=d
0 si d>d.

16. Montrer plus généralement que, pour tout borélien A de R", il existe un unique
réel dans [0, n] (appelé la dimension de Hausdorff de A et noté dimy(A)), tel que

MV T00 st d> dimg(A).

17. Montrer que la dimension de Haussdorff de I’ensemble triadique de Cantor
vaut 1/2.

La construction faite en début de chapitre de la mesure extérieure de Lebesgue
a partir de la longueur des intervalles peut étre axiomatisée, pour ensuite servir
dans d’autres constructions. Rappelons la notions d’algebre, déja rencontrée dans
le probleme 311

Définition 11.11. Une algébre (de Boole)@ sur un ensemble £ est une classe de
parties Ag vérifiant les axiomes suivants :

— Ensemble vide : &f € A,

— Stabilité par complément : si A € Ay, A° € Ay

— Stabilité par union finie : si A, B € Ay, AU B € A.
Autrement dit, ce qui manque a une algebre pour étre une tribu est la stabilitié
par union dénombrable.
Une prémesure sur (E, Ag) est une fonction pg : Ag — [0, +00] o-additive : pour
toute suite Aj, Ao, ... € Ay de parties disjointes deux a deux telle que | J A; € Ay,

H (U Ai) = ZM(Ai)~

Probleme 11.3 (Théoréme d’extension de Hahn-Kolmogorov [Taoll]).

Appelons partie élémentaire de R? une partie qui soit la réunion finie de produits
d’intervalles bornés de R.

1. Montrer que les unions finies d’intervallles et, plus généralement, les parties
élémentaires forment une algebre respectivement sur R et sur R

2. Sans utiliser la mesure de Lebesgue, montrer que le volume des parties élémentaires
de R? est une prémesure.

3. Construire un exemple de mesure finiment additive (soit une fonction g :
Ay — [0, +0] finiment additive avec po(f) = 0) qui ne soit pas une prémesure.

6. Il existe une autre notion d’algebre de Boole, qui est abstraction de celle-ci et que nous ne
considererons pas ici.
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Indication. Prendre E = N et Ay = P(N), puis définir py séparément sur les
ensembles finis et infinis.

L’objectif est de montrer le théoréme de Hahn—KoZmogomvEI . Toute prémesure g
sur une algébre Ay de E se prolonge en une mesure (o-additive) p : A — [0, +0].

4. Montrer que la formule

p*(A) = inf po(En),
ou la borne inférieure porte sur I’ensemble des recouvrements dénombrables { Ey, F1, ...},
E; € Ay (Vi), de A, définit une mesure extérieure sur F.

On définit A comme ’ensemble des parties p*-mesurables et ;1 comme la restriction
de p* a A. D’apres le théoreme de Carathéodory, A est une tribu et p une tribu
sur (E,A).

5. Montrer que toute partie A € Ag est pu*-mesurable, c¢’est-a-dire que A contient
Ap.

6. Montrer que, pour toute partie A € Ay, u(A) = po(A), c’est-a-dire que pu
prolonge 1.

(La construction de la mesure de Lebesgue est donc un cas particulier de ce qui
précede. )

FIGURE 18 — George Boole (1815-1864), Felix HAUSDORFF (1868-1942) et Hans
HAHN (1879-1934). Felix Hausdorff se suicida pour éviter la déportation.

7. Hans HAHN, mathématicien autrichien (1879-1934), qui s’est illustré en analyse fonction-
nelle, topologie, analyse réelle et théorie des ensembles.
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Chapitre 12

Lien avec l'intégrale de Riemann

Rappelons qu'une fonction g : [a, b] — R est en escalier * 'l existe une subdivision
finie ap = a < a; < ... < a,_1 < a, = b telle que g soit constante sur chaque
intervalle |a;_1, a;[ (sa valeur aux points a; pouvant étre encore différente des deux
valeurs prises a gauche et a droite) :

9= Z Yilja, s e + Z zila,y-
1<i<n o<i<n

En particulier, g est étagée (puisqu’elle prend au plus 2n + 1 valeurs y, ..., yn,
20, 21, -+, Zn ), borélienne (c’est une combinaison linéaire de fonctions indicatrices
d’intervalles, donc de boréliens), et intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue

(g € L) puisque
9| = Z ’yi|]l]ai_1,ai[ + Z |Zi’]l{ai}

1<i<n 0<isn

j[ loldo = 3 e, 0i) <
a,b

1<isn

et donc

De plus, son intégrale de Lebesgue

J gdx = 2 yi(ai - azel)
[a,b]

1<i<n

coincide avec son intégrale de Riemann.

(En revanche, une fonction étagée n’est pas, en général, en escalier, comme le
montre l'exemple de la fonction de Dirichlet 1g.)

La définition générale de l'intégrale de Riemann, ainsi que quelques unes de ses
premiére propriétés, ont été rappelées dans le chapitre [II; nous noterons ici I(f)
'intégrale de Riemann d’une fonction f quand elle existe. Une fonction f : [a,b] —
R est Riemann-intégrable s'il existe deux suites (g,) et (h,) de fonctions en escalier
vérifiant

g < [ <h, et limI(g,) =limI(h,).

On définit alors l'intégrale de Riemann de f par 1’égalité

I(f) = lim I(gy) = lim I(hy).

97



98 CHAPITRE 12. LIEN AVEC L'INTEGRALE DE RIEMANN

Proposition 12.1. Si f est Riemann-intégrable, f est Lebesque-mesurable et ses
intégrales de Riemann et de Lebesque coincident.

Démonstration. Choisissons deux suites (g,) et (h,) comme avant la proposition.
Quitte a remplacer g, par max(gi, ..., g,), on peut supposer que la suite (g,) est
croissante, et de méme que la suite (h,) est décroissante. On peut alors définir

9o :=1lim T g, < f

et
he :=1lim | h, > f.

Les fonctions g4 et hy sont mesurables et bornées. D’apres la variante du théoreme
de convergence dominée de I'exercice BI], puisque g, = g, € L et h,, < hy € L1,

sy 9o A = 1im 1§ g dX = Tim 1 1(g,) = I(f)
gy oo dA =T | ) dX = Tim | I(hy) = I(f).

Donc
f (hoy — g.0) dA = 0.
[a,b]

Puisque g5 < ho, ’égalité précédente entraine

g = hey  D.D.

Comme g, < f < hy, f coincide p.p. avec une fonction borélienne. Donc f est

Lebesgue-mesurable, i.e. mesurable de ([a,b], B([a,b])) dans (R, B(R))). De plus,

Fdx = f gdx = I(f).
[a,b] [a,b]

]

Remarque 12.2. On voit ici 'intérét d’avoir complété la tribu borélienne de [a, b] :
une fonction Riemann-intégrable est Lebesgue mesurable, mais généralement pas
borélienne.

Remarque 12.3. Dans le chapitre[I8], on verra que I'intégrale de Lebesgue peut étre
vue, en un certain sens, comme la complétion métrique de l'intégrale de Riemann.
L’avantage de la théorie de Lebesgue est de réaliser, par construction, les éléments
de I'espace complet (que nous appellerons l'espace L') comme des (classes de)
fonctions, ce que le procédé abstrait de complétion d’un espace normé ne ferait
pas.

Exercice % 12.1 (Fonctions bornées Riemann-intégrables [Rud76]).
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Montrer que f est Riemann-intégrable si
et seulement si 'ensemble de ses points de discontinuités est négligeable.



Chapitre 13

Mesures produits

Soient (E,.A) et (F,B) deux espaces mesurables. Rappelons la définition suivante.

Définition 13.1. La tribu produit de E' x I est la tribu engendrée par ’ensemble
des pavés mesurables, c’est-a-dire des parties de la forme A x B avec A € A et

B e B.

Exercice 13.1 (Caractérisation de la tribu produit).
Montrer que la tribu produit est la plus petite tribu qui rende mesurables les deux
projections canoniques g : E x F' > Eetmp: Ex F — F.

Lemme 13.2. 1. Soit C e AQ B. Pour tous { € E et ne F, les sections

Ce={yel; ({yeCleB
C":={xekF,; (x,n)eC}eA

sont mesurables.

2. Soit f: E x F — G une application mesurable. Pour tous £ € E etn e F,
les apllications partielles

f(f?'):y’_’f(gay) et f('>ﬁ)1$Hf(37>U)

sont respectivement B-mesurable et A-mesurable.

Démonstration. 1. Un £ € F étant fixé, soit
C={Ce A®DB; C¢ e B}.

On aC c A® B et I'on veut montrer 'inclusion inverse. Si C' = A x B,

Ce — B si'ﬁeA
& si€é¢ A

Donc C contient les pavés mesurables. De plus, C est une tribu (exercice).
Puisque A ® B est la plus petite tribu contenant les pavés mesurables,

C=AR®B.
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AT
e

E

T

FIGURE 19 — Section d'une partie mesurable

2. Pour toute partie mesurable D de G,

f& ) (D) ={ye F; (&y) e fT(D)} = (f1(D)), € B.

Exercice 13.2 (Mesurabilité sur les espaces produits).

1. Montrer que f = (f1, f2) : (G,C) — (E x F, A®QB) est mesurable si et seulement
si ses composantes f; : (G,C) — (E,A) et de fo: (G,C) — (F,B) le sont.
L’objectif de la suite est de trouver un exemple d’ensemble non mesurable dont
les sections le soient, et d’en déduire un exemple de fonction définie sur un espace
produit, qui ne soit pas mesurable mais dont les applications partielles le soient.
Considérons le cas £ = F = R, A = B = o({z},z € R}) (tribu des parties
dénombrables ou de complémentaire dénombrable), A = {(z,z)}.cr (diagonale de
R?), f = 1. On veut montrer en particulier que A n’est pas dans la tribu produit
A®? mais cette tribu produit n’est pas facile & décrire. Nous allons construire une
sur-tribu qui ne contient pas Al

Soient L la classe des unions dénombrables de droites affines horizontales ou ver-
ticales dans R?; et M la classe des parties A de R? telles que A ou A° soit incluse
dans une partie L € L.

2. Montrer que M est une tribu contenant A%
3. Montrer que A ¢ M et conclure.

(On peut rapprocher ce phénomene du fait qu’il existe des fonctions de deux va-
riables continues par rapport a chacune des deux variables mais pas conjointement,
comme par exemple

Ty :
FR R <x,y>H{x2+y2 i (2.0) # (0.0)

0 sinon.)

Exercice x 13.3 (Produit des tribus de Lebesgue).
1. Montrer que le produit de deux tribus de Lebesgues (sur R? et sur R?) n’est

1. Merci & J. Lehec et E. Séré d’avoir rectifié ma construction erronée.
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pas la tribu de Lebesgue de I'espace produit (R%*?).

2. Montrer que la tribu de Lebesgue de R est la complétion du produit des
tribu de Lebesgue de R? et de R?.

Supposons maintenant que (F, &, u) et (F, F,v) sont deux espaces mesurés.

Définition 13.3. La mesure u est o-finie si il existe une suite de parties mesu-
rables E, telles que F = U, E, et u(E,) < 400 pour tout n.

Pour construire une mesure sur le produit (£ x F, A ® B), il est commode de
supposer que p et v sont o-finies, ce que nous ferons.

Par exemple, (R", B(R"),\,) est o-fini (c’est la réunion des boules centrées en
'origine et de rayon n € N). En revanche, R” muni de la mesure de comptage ne
I’est pas. Cependant, la plupart des espaces mesurés que 1’on rencontre en analyse
(dont, trivialement, les espaces probabilisés) sont o-finis.

Proposition 13.4 (Mesure produit). Si (E, A, u) et (F,B,v) sont o-finis, il existe
une unique mesure p® v sur (E x F, A® B) telle que

(A x B) = u(A)v(B) (13.1)
pour tout A € A, B € B. Cette mesure est o-finie.

Démonstration. L’'unicité d’écoule du corollaire appliqué avec, pour ensemble
C d’unicité, la classe des pavés mesurables.

Montrons l'existence de m := u ® v. Pour tout C' € A® B, on voudrait poser
m(C) zf v(Cy) p(de). (13.2)
E

D’apres le lemme [[3.2] les sections C, sont dans B donc v(C,) est bien défini.
Mais pour que la formule (I3.2]) ait un sens, il faut démontrer que I'application
x — v(C,) est A-mesurable.

Supposons d’abord v finie. La classe
G={Ce A®B; © — v(C,) est A-mesurable}

contient les pavés mesurables (parce que v((A x B),) = 14(z)v(B)), dont 'en-
semble est stable par intersection finie. Donc la classe monotone engendrée par
G est la tribu engendrée par G. Or, G est une classe monotone (si C' < (',
v(C"\C) = v(C") — v(C) parce que v est finie, et si (C,) est une suite crois-
sante, v((UC,),) = lim T v((C,).) par convergence monotone). Donc G est une
tribu, contenant les pavés mesurables. Donc G est contenue dans A ® B, et lui est
donc égale.

Dans le cas général ou v est seulement o-finie, il existe une suite croissante de
parties B, € B de mesure finie, telle que F' = uB,,. Le méme raisonnement que
dans le cas fini montre que x — v(B, N C,) est mesurable. Par suite, z — v(C,) =
lim 1 v(B,, n C,) l'est aussi.
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La fonction m ainsi définie est bien une mesure sur (£ x E, A® B). En effet, si
(Cy) est une suite de parties deux a deux disjointes dans A ® B,

m(Jcn) - LV (Ucn.) wtax)
- | St utaa
=S L V((Co)a) pi(dz) (convergence monotone)
= > m(Cy).
La formule ([32) dit immédiatement que
m(A x B) = u(A) x v(B).

Et si 'on définit enfin m’ par la formule symétrique

w(C) = | ulc)vidy),

le corollaire entraine m = m’, d’ou la derniere égalité voulue. m

Remarque 13.5. Le produit ainsi défini sur les mesures o-finies est associatif :

(1 @ p2) @ pz = 11 @ (p2 @ pa3)

parce que cette mesure est caractérisée par ses valeurs i (A1) ua(As)ps(As) sur les
pavés mesurables A; x Ay x Az. Sans ambiguité on peut donc noter

M1 ® H2 ® M3,
sans parentheses, le produit de trois mesures o-finies. Par récurrence, il en va de
méme pour le produit de n mesures o-finies.
Loi conjointe et lois marginales

Soient X,Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé (2,4, P). On a
déja défini la loi de X, par exemple, comme la probabilité image de P par X :

Py(A) = P(X"Y(A)) = P(X € A) (VA€ B(R)).

Définition 13.6. La loi conjointe de X et de Y est la loi du vecteur aléatoire
(X,Y): (A, P)— (R? B(R?), caractérisée par :

Pxyy(Ax B):= P{XeA}n{YeB}) (VA BeB(R)).

Remarques 13.7. — Le fait que la probabilité P xy) soit caractérisée par la
valeur qu’elle prend sur les pavés boréliens découle du corollaire du
théoreme de classe monotone.
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— X et Y seront qualifiées d’indépendantes si
Pxy)(Ax B):= P({X e A}) P{Y € B}) (VA,Be B(R)).

Définition 13.8. Inversement, les lois marginales d’un vecteur aléatoire (X,Y) a
valeurs dans R? sont les lois de ses composantes.

Les lois marginales sont bien str déterminées par la loi conjointe :

Px(A) :P(X7y)(AXR) et Py(A) IP(X7y)(R><A).

Autres exercices

Exercice 13.4 (Inégalité de Bell [Canl3]).

Soient X, X', Y, Y’ quatre variables aléatoires a valeurs dans {—1,1}. Supposons
les quatre variables définies sur un espace de probabilité commun (€2, .4, P) (ce
qu’on peut ne pas savoir a priori, dans une expérience aléatoire donnée). Alors
le quadruplet possede une loi conjointe. Montrer 'inégalité de Bellfl suivante est

satisfaite :

|[E(XY)+ EX'Y)+ E(XY') — E(X'Y")| <2
on pourra pour cela calculer I'espérance de la variable Z = (X + X")Y +(X - X")Y’
et montrer que |Z| < 2.
(Cette inégalité tres simple a eu un retentissement considérable parce que, en
mécanique quantique, on peut construire des variables qui violent cette inégalité,

en conformité d’ailleurs avec 'expérience. Ceci a conduit a abandonner certaines
interprétations philosophiques classiques de la mécanique quantique.)

Probléme 13.1 (Mesure de Bernoulliﬁ).

Soient S un ensemble fini de cardinal > 2 et Q = SN I'ensemble de tous les résultats
possibles quand on tire au hasard un élément de .S une infinité dénombrable de fois.
En théorie de l'information, S joue le role d’un alphabet (fini) et €2 de ’ensemble
des mots (de longueur infinie)

w = (wo,wr,ws, -..);
les fonctions 7; : 0 — S, w — w; sont les projections canoniques, encore appelées

fonctions coordonnées.

Un cylindre de rang n est une partie de €2 de la forme
Cy =A{w, (wo,...,w,) € H} = {(mo, ..., 1) € H}

pour une certaine partie H < S™ (autrement dit, A est déterminée par une
contrainte quelconque donnée, sur les n-premieres composantes de w). Soit C 'en-
semble des cylindres de tous les rangs possibles.

1. Montrer que C est une algebre (définition [T1.11]), mais pas une o-algebre.

2. John Stewart BELL, physicien britannique (1928-1990), célebre pour ses travaux en
mécanique quantique.

3. Jacob BERNOULLI, mathématicien suisse (1654/6-1705), ayant travaillé en calcul
différentiel, calcul des variations et probabilités. Il est notamment ’auteur de la premiére version
de la loi des grands nombres.
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Soient py, s € S, des probabilités sur S. Définissons une fonction P sur C

P(Cu)= D>, Puy Den-
("J07~~~7Wn)€H
Par exemple, si H = {(wg,...,wy)}, P(Cy) = pug - Dusg -
2. Montrer que cette définition est consistante, c¢’est-a-dire que, si Cy = Cx pour
deux parties a priori distinctes H < S™ et K < S™,

Z Puwo " Pw, = Z Puwo * " Pu,

(wo,...,wn)eH (wo,...;wm )EK

3. Montrer que P est additive au sein de C.
4. On souhaite montrer que P est o-additive au sein de C.

4.1. Montrer que, si (Cy) est une suite décroissante de cylindres non vides, la
limite NxC} est non vide; on pourra utiliser un argument diagonal.

(Ce résultat est un cas particulier du théoreme de Tychonov : si S est muni de la
topologie discrete, 'espace topologique produit S* est compact non vide.)

4.2. Montrer que P est extérieurement continue : si (C}) est une suite décroissante
de cylindres qui converge vers f, P(Cy) — 0.

4.3. Conclure.

Donc P est une prémesure sur 'algebre C, qui, d’apres le théoreme de Hahn-
Kolmogorov (probleme [[T.3]), se prolonge en une mesure, encore notée P et appelée
mesure produit, sur (2, 0(C)) (théoréme de Bernoulli).

Probléme 13.2 (Théoreme de Kolmogorov [Bil95]).

Soient (£2,.4, P) un espace de probabilité et 7' un ensemble ; typiquement, T est un
intervalle réel, ou N, ou Z, et représente le temps. Une famille (X;);er de variables
aléatoires s’appelle un processus stochastique. Sitq, ..., t; sont des éléments distincts
de T', notons pu, ¢, la loi du vecteur aléatoire

(Xt17 ...,th> Q) — Rk

Ces marginales de dimension finie du processus satisfont les deux conditions de
compatibilité suivantes :
— symétrie : si m est une permutation de {1, ..., k},

Pyt (Br X o X By) = iy (Bra X -+ X Br)

(par exemple, si pst = v @V, s =V QU);
— compatibilité relativement aux restrictions :

/“Ltl---tk—l (Bl X X Bk)—l) = :u’tl...tk_ltk(Bl X oo X Bk—l X R)

On se donne dorénavant une probabilité p, , sur R* pour tout k € N, et toute
famille finie (t1,...,%;) d’éléments distincts de 7.

1. Montrer que ces probabilités satisfont les deux conditions de compatibilité
précédentes si et seulement si

o —1
Byt = Huq.oup, © ¢ )
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pout toute application 7 : R™ — R* de la forme

d](l’l, ,l’m) = (.Iﬂ-fll, ...,Qfﬂflk),

ou 7 est une permutation de {1, ..., k} et
(Ufﬂpfll7 ceey Uﬂ-flm) = (tb ceey tk, tk‘—i—la P tm)

Pour tout ¢t € R, notons Z; : RY — R la t-itme projection canonique (ou t-itme
fonction coordonnée) = — x(t) = ;. Soit

BY =o({Z, teT));

c’est la généralisation de la tribu borélienne B(R™) = B(R)®" de R", qui peut étre
vue comme la tribu engendrée par les fonctions coordonnées (cf. exercice exo :borel-
produit). Par ailleurs, un cylindre de RT est une partie de la forme et

Ctl...tk,B = {x € RT, (ajtl, ...,xtk> S B}7

outy, ...ty € T et B € B(R) (c’est la généralisation d’un pavé mesurable). On note
enfin Bl Pensemble des cylindres.

2. Montrer que BY est une algebre (définition [T.TT]) mais généralement pas une
tribu.

L’objectif est de montrer le théoreme de Kolmogorov suivant : si les probabilités
[, ..+, sont compatibles au sens de la premiere question, il existe une probabilité P
sur (R, BT) telle que les marginales de dimension finie du processus (Z;);er soient

leS /,l,tlmtk .

3. Montrer que, pour tout cylindre Cy, 4, p, on peut définir sans ambiguité
P(Ctl...tk,B) = :utl...tk<B)'

4. Montrer que P est finiment additive.

5. Montrer que P est g-additive au sein de B! ; on pourra commencer par montrer
que, si Ay, Ay, ... € Bl est une suite décroissante tendant vers I'ensemble vide,
P(A,) tend vers 0.4

6. Conclure.

4. Une partie de 'argument a utiliser revient a démontrer que le produit dénombrable d’en-
sembles compacts est compact.
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Chapitre 14

Intégration sur un espace produit

Soient (E, A, 1) et (F,B,v) deux espaces mesurés o-finis.

La formule dans le théoreme suivant permet de ramener le calcul d’une intégrale
par rapport a une mesure produit, au calcul de deux intégrales simples imbriquées.

C’est cette formule qui constitue le coeur du théoreme. Les deux premieres par-
ties de 1’énoncé ne sont que les propriétés qui permettent de donner un sens aux
différentes intégrales de la formule.

Théoréme 14.1 (Tonelli). Soit f: E x F — [0, +o] une fonction mesurable.

1. Pour tout x € E, f(x,-) est B-mesurable et
pour tout y € F, f(-,y) est A-mesurable.

2. La fonction x — § f(z,y) dv(y) est A-mesurable et
la fonction y — § f(x,y) du(z) est B-mesurable.

3. Enfin,
| ravsn - [ ([ senaw) o - | ([ o) o).
ExF E \JF F \JE
Démonstration. 1. La mesurabilité des fonctions partielles a déja été démontrée

(lemme [13.2).

2. Si f=1¢ avec C e A® B, on a déja vu que les fonctions
oo | S dte) =€) ety | Flay) dute) = e
sont respectivement A-mesurable et B-mesurable. Par linéarité, les fonctions
T - Jf(x, y)dv(y) ety ff(x,y) dp(z)

sont encore mesurables quand f est une fonction étagée positive. Par pas-
sage a la limite simple, elles le sont aussi quand f est réelle étendue positive,

1. Leonida TONELLI, mathématicien italien (1885-1946), connu pour sa premiere version du
théoréme ci-dessus, ainsi que pour ses travaux fondamentaux en calcul des variations, sur la
semi-continuité de la fonctionnelle d’action.
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puisque, si 'on choisit des fonctions f,, étagées positives croissant vers f
quand n tend vers l'infini, d’apres le théoreme de convergence monotone,

{Sﬂx,y) dv(y) = lim 1 § fu(z,y) dv(y)
§flz,y)dv(y) =lim 1 § f(z,y) du(z).

3. Formule d’intégration. Concentrons-nous sur la premiere égalité, la seconde
se montrant de fagon symétrique. Cette égalité est vraie si f = 1o avec
C e A® B, puisqu’elle dit que

p@u(C) = | v(C)du(o)
ce qui est la définition méme de p ® v dans la démonstration du théoreme
précédent. On en déduit le résultat voulu quand f est étagée positive (par
linéarité des deux membres de 1’égalité), puis quand f est mesurable positive
étendue (par passage a la limite croissante en approchant f par une suite
croissante de fonctions étagées positives).

[]

Exercice 14.1 (Théoreme de Tonelli pour les séries).
Soit (% m)nmen une suite double réelle positive étendue (i.e. z,,,, € [0, +00] pour
tous n,m € N). Soit ¢; la mesure de comptage sur N¢ (cf. la premiere partie de

exercice [7.0]).

1. Montrer que ¢;%?(= ¢; ® ¢1) = ¢y et que
JNQ T dea(n, m) = Z Tpm-

2. Montrer avec le théoreme de Tonelli que

0 o ©
P RDIDIE D IP I

(n,m)eN2 n=0m=0 m=0mn=0

Cette démonstration donne un role plus symétrique aux deux sommations que celle
décrite dans l'exercice via le théoreme de convergence monotone, et permet la
généralisation (modeste) suivante.

Soient E et F' deux ensembles quelconques, dénombrables ou pas, et (2, m)negmer
une suite de réels étendus indexée par £ x F'.

3. Montrer que

P DIDIL D IPIL

(n,m)eEEXF neE meF meF neE

(L’exercice montre que, si ces sommes sont finies, ’ensemble des termes non
nuls est dénombrable.)
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Théoréme 14.2 Fubini Soit fe LYEx FAQRB,u®Uv).

1. p(dx)-p.p., la fonctwn f(x,-) est dans L*(F) et
v(dy)-p.p., la fonction f(-,y) est dans L*(E)
)
).

2. §f(, dl/ ) est dans L*(E) et
§ f(z, (z) est dans LY(F
3. Enﬁn,
| rtwen) - f(ffmydW))@t J(jfmydM))W@»
ExF
Remarques 14.3. — Dans le deuxieme point de I’énoncé, par exemple la fonc-

tion F: 2 — { f(-,y) dv(y) nest a priori définie qu'en dehors d’une partie
négligeable N de E, d’apres le premier point. Il est implicite qu’on pro-
longe F' sur N en posant par exemple F'|y = 0, sachant de toute fagon que
I'intégrabilité de F' ainsi que la valeur de l'intégrale de F' ne dépendent pas
de ce prolongement (proposition [.4] et [Z.9]).

— D’autre part, les mémes conclusions restent valables si f est une fonction

complexe € LL(E x FLAQR B, u®v).

Démonstration. 1. On sait déja que l'application partielle f(z,-) est mesu-
rable. D’apres le théoreme de Tonelli appliqué a |f|,

L <JF\f(:c,y)\du<y)> dp(z) = J|f|du®y < o0,

ce qui entraine que, p(dx)-p.p., §. |f(z, y)|dv(y) < o, ie. f(z,-) e L1(F).
2. En utilisant la décomposition f = f* — f~ de f en ses parties positive et
négative, et en utilisant le théoreme de Tonelli, on voit que la fonction de x

| rtwavty) = [ 1 Cpav) — [ o avty)

est A-mesurable et que I'intégrale de sa valeur absolue vaut

fxymdﬂmt f(fuxyIW<Q (o)

- [ 1o <,

donc enfin que § f(-,y) dv(y) € L' (E).

3. La premiere égalité de la derniere formule voulue s’obtient par différence
des égalités analogues pour les parties positive et négative de f,

| ([ renaw) wew - [ oo
[l

2. Guido FUBINI, mathématicien italien (1879-1943), principalement connu pour ce théoréme
d’intégration sur les espaces produits, ainsi que pour sa découverte de la métrique de Fubini-
Study en géométrie kdhlérienne.
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Exercice 14.2 (Théoreme de Fubini pour les séries).
Si (%pm)nmen est une suite double réelle (ou complexe), sommable ()] (nm)eN? |Tpm| <

0),
o0 o0 o0 o0
20 Tam =), ) Tnm = ), D Tnm-

(n,m)eN2 n=0m=0 m=0mn=0

Exercice 14.3 (Contre-exemple a la sommabilité).
La conclusion du théoreme de Fubini est-elle valide dans le cas de la suite double
réelle () nmen définie par

+1 sin=m
Tpm =14 —1 sin=m+1

0  sinon?
Exercice 14.4 (Interprétation de I'intégrale comme aire).

Soient (E, A, 1) un espace mesuré o-fini et f : E — [0, +00] une fonction positive
étendue. Montrer que f est mesurable si et seulement si I’hypographe de f

Hi:={(z,t) e ExR, 0<t< f(x)}
est mesurable dans (E x R, A® B(R)), auquel cas

p@AH) = | 1(a) (o)

Autres exercices

Exercice 14.5 (Applications élémentaires du théoreme de Fubini).
Dans cet exercice, pour les questions d’intégrabilité en dimension un, on peut :
soit utiliser ce qui est connue de lintégrale de Riemann et de l’égalité entre les
intégrales de Lebesgue et de Riemann ; soit retrouver directement ces résultats di-
rectement avec l'intégrale de Lebesque, en admettant la formule du changement de
variable et la formule fondamentdale du calcul différentiel.
1. Etudier I'intégrabilité de

1

f(%y)zm

sur [0, +o0[? en fonction du parametre a € R, et calculer I'intégrale de f dans les
cas ou cette intégrale est finie.

2. Utiliser le fait que 1/x = SSO e *t dt pour montrer que

% sinx

3

lim dr = —.

a—0 0 xr 2
Puis montrer que pourtant la fonction sinz/x n’est pas intégrable sur [0, +oo[;
on pourra, en raisonnant par I'absurde, en déduire que sin®z/z serait elle-méme
intégrable, et montrer que ceci conduit a une contradiction.

3. Soient 0 < a < b deux réels et soit f la fonction réelle sur [0, 1] x [a, b] définie
par f(x,y) = 2¥. On muni [0, 1] x [a, b] de la tribu borélienne. Montrer que f est
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intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue et en déduire la valeur de

1 l’b — 0
dx.
o Inzx

4. Pour tout y €]0, +o[, notons [y] la partie entiere de y, ¢(y) = [y/7] + 1 et
r(y) =y — [y/m]mr. Soit f: R}?* — R la fonction définie par

Fla,y) = e Ta()*/T(y)

La fonction f est-elle intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur |0, +-00[% ?
(On pourra méme calculer son intégrale en utilisant le fait que Y _, n=* = 7%/6.)

5. Pour a € R, soit f, : R?> — R la fonction définie par f,(z,y) = e w mary—y?,
Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f, est intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R? et, quand elle est intégrable, calculer son intégrale I,
en utilisant le fait que {; e dr = \/7.

6. Montrer que

Je‘x2dx=ﬁ;
R

on pourra utiliser ’astuce qui consiste a élever cette intégrale au carré, a convertir
par application du théoréme de Fubini le résultat en une intégrale sur R2, puis a
passer en coordonnées polaires.

Exercice 14.6 (Racines de I'équation de degré deux).
Soient a, b, ¢ trois variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur
[0,1]. On considere I'équation

ax® + 2bx + ¢ = 0.

Calculer la probabilité des événements suivants :
A = { les racines sont réelles distinctes }
B = { les racines sont complexes non réelles }
C = { il y a une racine double }.
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FIGURE 20 — Leonida TONELLI (1885-1946) et Guido FUBINI (1879-1943), deux
illustres représentants de 1’école italienne d’analyse



Chapitre 15

Changements de variable dans R"

Dans la formule de transfert (théoreme [[.I4]), on ne sait pas a priori quelle est la
loi du changement de variable. En revanche, dans le cas ou cette application est un
difféomorphisme entre deux ouverts de R™, et ou la mesure initiale est la mesure
de Lebesgue, on sait dire précisément ce qu’est la mesure image : ¢’est une mesure
a densité par rapport a la mesure de Lebesgue, dont la densité est le déterminant
jacobien. Ceci précise considérablement la formule de transfert.

Il faut déja comprendre le cas des changements de variables affines.

Proposition 15.1. Soient M une matrice réelle d x d inversible, a € R? et ¢ :
R? — R?, 2+ Mz + a. La mesure image de X par o' vérifie

Mep(A)) = |det M| X(A) (VA e B(RY)).

Cette formule remarquable dit en particulier que le facteur par lequel 'aire d'une
figure est multiplié quand on transforme la figure par ¢ ne dépend pas de la figure !

Démonstration. Comme la bijection réciproque ¢! est continue (de méme que
©), pour tout borélien A, p(A) = (o 1)7}(A) est borélien, donc le membre de
gauche de I'égalité annoncée a bien un sens. On cherche donc a calculer A(¢(A))
en fonction de A(A).

Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation (premieére partie du

théoreme [I1.9),
AMp(A)) = AMMA + a) = AN(MA).

De plus, pour tous b € R? et A € B(R?),
MM(b+ A)) = N(Mb+ MA) = A(MA).

Donc la mesure A — A(M A) est invariante par translation. Enfin, cette mesure est
finie sur les parties compactes de R?, puisque M, en tant qu’application linéaire
entre des espaces de dimension finie, est bornée, et que A\ possede elle-méme cette
propriété. Donc, d’apres la seconde partie du théoreme [I1.9, il existe un réel ¢ = 0
tel que, pour tout A € B(R?),

A(MA) = cA(A). (15.1)
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Le plus gros est fait, il ne reste qu’a montrer que ¢ = | det M|, en testant 1’égalité (I5.1])
sur un borélien bien choisi. Nous allons en fait procéder en trois étapes, selon la
nature de M :
— Si M est orthogonale et B? désigne une boule euclidienne de R? M est
isométrique donc M B? = B? ce qui montre que ¢ = 1 = |det M|.
— Si M est symétrique positive, donc définie (puisque inversible), il existe une
matrice orthogonale P telle que
a7
PiMP = .o, 0 > 0.
aq
Pour trouver ¢ dans ce cas, nous allons tester I'égalité (I5.1]) sur I'image
A= P([0,1]%) par P de la “boule £*” : comme le diagramme

A=P(0,1]9) > MA=PJL[0,a])

R (L
commute,
MM P([0,1]Y)) = /\(P(H[O, a;])) (diagramme commutatif)

= )\(H[O, a;]) (P orthgonale)

i

- H a; = det M (définition de )

= (det M) ([0, 1]%)

et ¢ = det M.

— Dans le cas général, on peut toujours décomposer M en le produit PS
d’une matrice P orthogonale et d’une matrice S symétrique définie positive
(prendre S = (*MM)'? et P = MS~"). D’apres les deux cas qui précedent,

¢ =|det P||det S| = |det M]|.
m
Remarque 15.2. Si M n’est pas inversible, son image est contenue dans un hyper-

plan, et 'on se convaincra facilement que la mesure image de A par ¢ ne prend
que les deux valeurs 0 ou co.

Une application du rapport entre aire et déterminant est la suivante.

Exercice 15.1 (Deuxieme loi de Kepler).
Soit x : R — R? une courbe paramétrée vérifiant I’équation différentielle

2'(t) = f(x(t) =(2),

ol f : R?> - R est une fonction de classe C'; autrement dit, on suppose que
l'accélération est parallele a la position. Montrer que l'aire A(t) balayée par le
vecteur z(t) croit linéairement avec le temps (deuxieéme loi de Kepler).
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Soient U et V deux ouverts de R?, et ¢ : U — V un difféomorphisme.* Si ’on note
x = (x1,...,24) les coordonnées des points de U et ¢ = (g1, ..., pq) celles de @, la
matrice jacobienne de ¢ en x est la matrice d x d

Do) o )
)= (E@), - £@)-

0pq ¢4

m(x) (;Td@)

et le (déterminant) jacobien de p en x est

Jo(x) = det ¢' ().

On notera dx et dy les mesures de Lebesgue respectivement sur U et V' ; cette
notation n’utilise pas la lettre “d” de fagon cohérente, mais elle pratique, et sans
risque de confusion.

Dans le cas de la proposition [5.1] ou ¢(x) = Mx + a, la formule démontrée
devient, avec les nouvelles notations,

¢ H(dy) = | det M | dx. (15.2)

Le théoreme suivant donne la formule analogue dans le cas général, pour laquelle
il suffit de remplacer det M par le jacobien (maintenant variable) de (.

Théoréme 15.3 (Formule du changement de variable). 1. La mesure tmage
de dy par o' est la mesure de densité | det ©'| par rapport a dx :
v~ (dy) = |Jo(z)| do. (15.3)

2. Pour toute fonction borélienne f :V — R,
jf @—ff ) [J(2)] d. (15.4)

3. Pour toute fonction borélienne f : V — R, f e LY(dy) si et seulement si
fogldety'| e L1(dx), auquel cas la formule (I54) est encore vraie.

Remarque 15.4. La valeur absolue, autour du déterminant jacobien, n’a rien de
surprenant, puisque ce facteur est la densité (forcément positive) de la nouvelle
mesure par rapport a la mesure de Lebesgue.

En dimension d = 1 quand U = [a, b], on écrit certes souvent cette formule

(
:f @—ff o/ () dr,

sans valeur absolue. Mais, dans le cas ou ¢’ < 0, c’est-a-dire ou ¢ renverse ’orien-
tation, cela revient bien a écrire

(TU @—ff (—¢(2)) da
Jf ()] da
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R

FIGURE 21 — Transformation infinitésimale des volumes

(autrement dit, il n’y a pas de signe négatif dans la version “Lebesgue” de la
formule du changement de variable parce qu’il n’y a pas non plus d’orientation
dans l'intervalle d’intégration).

Démonstration du théoréme. Montrons d’abord que la premiere affirmation im-
plique les deux suivantes. Si f est borélienne positive sur V,

N
f fly)dy =] fopop ' (y)dy (poy™ =id)
1% Jv
[
= | fopd(p '(dy)) (formule de transfert appliquée & ¢~1)
Ju
-
= | foel|Jp(x)|dx (premiere affirmation du théoréme).
Ju

Si f est borélienne de signe quelconque sur V', la caractérisation de son intégrabilité
se montre en appliquant la formule précédente a |f|, apres quoi la formule du
changement de variable se déduit pour f de celle appliquée aux parties positive et
négative de f.

On en est réduit a démontrer la premiere partie du théoreme, c’est-a-dire que,
pour toute partie borélienne A de U,

Ap(A)) = ([Tl dr)(A) = L |[Joo ()| de. (15.5)

Le lemme suivant permet de se ramener, a une petite erreur pres, a une transfor-
mation linéaire décrite dans la proposition [I5.1]

Lemme 15.5. Soit K un compact de U. Quel que soit € > 0, il existe 6 > 0 tel
que, pour tout cube C' d’arétes paralléles aur axes, de centre xo € K et de coté de
longueur < 6,

(1= &) [Jo(x0)[ A(C) < Mp(C)) < (1 + €) [Jp(o) [ A(C).
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Démonstration du lemme. Si § > 0 est assez petit, d’une part § < édist(K, Ue);
d’autre part, comme ¢ est continue et comme K est compact, pour tout xg € K
et x € RY tel que ||z — o] < d6,

le(x) = (o) = ¢'(wo) - (& = x0)| < €l — xol.
Si Ton note £(v) = 9(z0) + ¢/(z0) v (v € RY), et si |z < b,
p(r) = f(z —x0) + h(w,20), avec [h(z,z0)| < €]z — 0]
En posant g(z, o) = ¢'(z0)"* - h(z, z0), on obtient
p(x) = fo =0+ g(w,20)), avec [g(z,z0)| < aelz —wol,

avec a 1= max,er ||¢'(2)| < 0.

Soient C' un cube centré en xq et de coté r < 8, et C le cube centré en 0 translaté
de C. On a )
e(C) < f((1 + dae)C),

donc
() < MF((1 + dae)C)) (croissance)
— [Jo(xo) | MN(1 + dae)O) (proposition précédente)
= (1 + dae)?|Jp(z0)|NC) (homogénéité),

ce qui donne la majoration souhaitée. La minoration apparait de fagon analogue.
O

Fin de la démonstration du théoréeme. Soit C, ’ensemble des cubes élémentaires
d’ordre n, c’est-a-dire des cubes de la forme

ki ki +1
C = H:|2_n’2—n|:’ k’jEZ.

1<j<d

Soient Cy un cube élémentaire d’ordre ng fixé, tel que Cy < U, et € > 0. Fixons
n = ng assez grand pour que

— la conclusion du lemme soit vraie pour K = Cy et § = 27",

— et pour tous z, 2’ € K tels que |z — 2’| < dJ,

(1 =oJe@)] < [Jp()] < (1 + )| Jp(z)]. (15.6)

Alors, en notant x¢ le centre d’'un cube C,

AMe(Co) = Do M) (additivité)

CeCp,CcCh

<(+e) D elze) MC) (lemme)

CeCpn,CCh

< (1+¢€)? Z Jc |Jp(z)| dx (équation (I5.6)

CeCpn,CcCy

= (1+e¢)? JC |Jp(z)| dx (additivité).
0
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De fagon analogue, on obtient la minoration

Mw%»>u—&f\m@wm

Co

En passant a la limite quand e tend vers 0, on obtient 1'égalité (I5.5]) dans le cas
d’un cube élémentaire Cyy quelconque pourvu que son adhérence soit contenue dans
U. 1l s’agit de comparer

— la mesure p image de X par ¢! : u(A) = A(p(A)) pour tout A € B(U)

— et la mesure v de densité |Jo| par rapport a A sur A : v(A) =, [Jo(x)] dX

pour tout A € B(U).

Ces deux mesures coincident sur tout cube élémentaire C' d’adhérence contenue
dans U. La classe de ces cubes est stable par intersection finie, et engendre la tribu
borélienne de U. D’apres le théoreme de classe monotone, on bien p = v. O

Exercice 15.2 (Intégrale curviligne).

Soient I et J deux intervalles compacts de R, a: I — R3 et 3 : J — R3 deux appli-
cations injectives de classe C! et ¢ : I — J, s — t = ¢(s) un difféomorphisme* de
classe C! tels que o = Bo¢. Les deux chemins « et 5 sont donc deux paramétrages
de la courbe C' = a(I) = B(J). Notons A\; et A, les restrictions de la mesure de
Lebesgue respectivement a [ et a J.

1. Montrer que si f : a(l) — R" est une fonction mesurable positive on a

ffwMMMM=ffwﬂHMM-
I J

2. En déduire que les mesures «a(||o/|| A7) (image par « de la mesure de densité /||

par rapport a A7) et B(||8'| As) coincident. Notons /. cette mesure de R3.

3. Interpréter I’égalité de la question précédente et donner une formule pour la
longueur L(C) de la courbe C' faisant intervenir /¢.

4. Calculer la longueur d’un cercle de rayon r > 0.

Soit p une mesure sur / et soit p la mesure image de |o'| p par o. La mesure p

peut s’interpréter comme une répartition de masse, de charge électrique, etc. le
long de C.

5. Donner une expression de la longueur de la cardioide dont 1’équation en coor-
données polaires est
r=1+cosf, 6Oel[—m, 7],

et calculer la masse de cette cardioide en supposant que sa répartition de masse
est donnée par la mesure

ol dg est la mesure de Dirac en 6 = 0.

Remarque 15.6. L’exercice qui précede montre que l'intégrale d’une fonction sca-
laire le long d’une courbe dépend en général du paramétrage choisi. En revanche,



119

si Pon définit I'intégrale de la 1-forme différentielle (champ de formes linéaires)

a = g(s) ds par la formule
| a=[oas
c

on obtient un résultat indépendant des coordonnées choisies pour peu que celles-ci
préservent 'orientation. En effet, si s = ¢(t) avec ¢'(t) > 0, o = g(o(t)) ¢'(t) dt
(c’est ici que 'on voit qu'une forme différentielle ne se transforme pas par chan-
gement de coordonnées de la méme fagon qu’une fonction, c¢’est-a-dire par simple
composition) et donc,

| atsrds = [ ateten o ae.

La généralisation de ceci aux dimension supérieures conduit au concept de forme
différentielle, pour lequel nous renvoyons par exemple au livre [Arn76]. L’exercice
suivant peut étre interprété en terme de formes différentielles de degré deux.

Probleme 15.1 (Intégrale de surface).

Soient K et L deux compacts de R?, o : K — R3 et 8 : L — R3 deux surfaces
paramétrées injectives de classe C! et ¢ : K — L, (s,t) — (u,v) = ¢(s,t) un
difféomorphisme de classe C! tels que a = S o ¢. Les deux applications « et 3 sont
deux paramétrages de la surface S = a(K) = (L).

1. Montrer que si f : R® — R* une fonction mesurable positive on a

J;foa ds@dt:J;foB

2. En déduire une mesure og sur R? qui dépend de S mais pas son paramétrage. En
déduire une formule pour I'aire A(S) de la surface S, que 'on justifiera rapidement.

—_— A —

oo Oo
0s ot

o 0dp
u A %H du ® dv.

3. Calculer laire de la sphere et du tore, respectivement d’équations

SPiat i+t =1 et T?:(Wa2+9y2—a) + 22 =12
(0<r<a).
4. Montrer que pour la sphere la mesure og2 est invariante par rotation.

Considérons maintenant un compact K de R? et une fonction positive f : K — R*
de classe C!. Notons

S={(z,y,2) eR’, 2 = f(a,y)}
le graphe de f.
5. Trouver un paramétrage a : K — R? de S et en déduire une expression de I'aire
de S comme une intégrale sur K.
6. Calculer cette aire dans le cas ot K = {(z,y) € R?, 2? +y* < 1} et ou f(z,y) =
s(2? +y?).
7. En revenant au cas général du début de ’exercice, montrer que
oo Oal? ool | oa|? da da\”
—_— A — — _ _ — —_ e —
ds Ot 0s ot os Ot
et en déduire une formule qui donne l'aire d’une surface dans R™ en fonction de
son paramétrage o : K < R? — R".
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La moindre des choses pour notre théorie de l'intégration est de permettre de
retrouver les formules donnant le volume de certains solides, telle qu’ ARCHIMEDE
DE SYRACUSE] savait les calculer il y a plus de 20 siecles, par la célebre méthode
d’exhaustion.

Exercice 15.3 (Calculs de volumes de solides).

1. Calculer le volume de 'ellipsoide solide de demi grands axes a, b et ¢; on rappelle
que ce solide a pour équation z?/a? + y?/b* + 2%/c* < 1.

2. Pour a > r > 0, calculer le volume du tore solide A obtenu par révolution
autour de 'axe des z de

A={(y,2) : (y—a)*+ 22 <r’}.

3. Soit A un borélien du demi-plan (y, z), y = 0. Montrer que I'ensemble A de
R? obtenu en le faisant tourner autour de 1’axe Oz est borélien et que son volume
vaut

V = 27Tf ydydz.
A

4. Montrer que le domaine sous le simplexe standard de dimension n, soit I’ouvert
de R?} défini par I'inéquation

T4+ a, <1,

a pour volume V,, = %

5. Calculer le volume de la boule B" de rayon 1 en dimension n; on pourra faire
une récurrence sur la dimension.

Autres exercices

Exercice 15.4 (Calculs de densités).

Soit X une variable aléatoire de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue.
Montrer que les deux variables aléatoires suivantes admettent une densité, que I'on
calculera :

|X| et asin(X +a) (a>0aeR).

Probleme % 15.2 (Mesurabilité et applications linéaires).
1. Soit ¢ : R — R" une application linéaire injective. Montrer que, si A est un
borélien de R?, p(A) est un borélien de R™.

L’affirmation analogue est fausse en général si I’on ne suppose pas ¢ injective. En
fait, il existe un borélien de R? dont la projection canonique sur I’axe des abscisses
n’est pas borélienne. Ce fait surprenant fut démontré par Souslin@ en 1917. Au-
pravant, on pensait que ce n’était pas possible, et Lebesgue, commettant un erreur

1. ARCHIMEDE DE SYRACUSE, savant grec (287 & 212 avant notre ¢re), I'un des plus grands
mathématiciens de tous les temps
2. Mikhail Yakovlevich SOUSLIN, mathématicien russe
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FIGURE 22 — Archimede de Syracuse. Il porta la méthode d’exhaustion a un tel
degré de virtuosité que les tentatives de le dépasser resterent vaines pendant mille
ans au Moyen-Age.

célébre,ﬁ pensait avoir démontré le contraire! Ce fut le départ d’une branche des
mathématiques maintenant appelée la théorie descriptive des ensembles.

2. Soit ¢ : R? — R? une application linéaire inversible. Montrer que, si A appar-
tient a la tribu de Lebesgue de R?, il en est de méme de o(A).

3. % Peut-on dire la méme chose pour une application linéaire quelconque ¢ :
R? — R"? On précisera la réponse en fonction de n et d.

Exercice 15.5 (Exemple de coordonnées polaires).

Soient R et © deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives
exponentielle de parametre 1/2 et uniforme sur [0,27]. Montrer que le vecteur
aléatoire

Z = (VRcos©,VRsin©)
de R? suit une loi N (0, I).

Exercice 15.6 (Mesure invariante par une transformation, exzamen 2012).
Soient (€2, .4, ) un espace de probabilité et T : Q ©O une transformation mesurable
(cette notation signifie T : © — ). On note ur la probabilité image de p par
T , et T" la n-iéme composée itérée de T, définie par récurrence par T° = id,
TP =ToT" (n>=0).

1. Montrer en général que p est invariante (ur = p) si et seulement si

f(on—sO)d/FO

3. Lebesgue savait que les opération de projection et d’intersection ne commutent pas en
général, mais pensait qu’elles commutent dans le cas d’une intersection décroissante. C’est faux,
comme le montre I'exemple des R x [n, +0o0[.
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pour toute fonction ¢ € L'(u) telle que ¢ o T € L'(u); on pourra commencer par
montrer que

mT—m(A):f(nAoT—m)du (VA€ A)

2. On suppose dans cette question que Q =]0, 1[, A est la tribu borélienne, p est
la mesure de densité ((In2)(1 + x))~! par rapport & la mesure de Lebesgue, et
T :10,1[ — 0, 1] est I'application de Gauss définie par

() = 1k sik%l<a:<%,keN*
|1/2 siz=1/k, keN,.

Montrer que p est invariante ; on pourra, dans le calcul de 8]0,1[ poT du, découper
10,1[ en Ugs1 [, £ [» puis utiliser le fait que [(y + & + 1)(y + )= (y+ k)t -
(y+k+1)""

Supposons dorénavant que la mesure p est invariante. On dira qu’elle est ergodique
si, pour toute partie mesurable A € A invariante (T (A) = A)H, on a u(A) =0
ou u(A) = 1.

3. Montrer que, si T est bijective,

THA) =A== A=T(A)

pour toute partie A de €2, et donner un contre-exemple avec une transformation 7'
non bijective.

4. Montrer que yu est ergodique si et seulement si, pour toute fonction ¢ € L' ()
telle que p o T' = @,  est constante u-p.p.

* Considérons dorénavant le cas out ) = T? := R?/Z? A est la tribu borélienne,
T(z1,79) = (11 + a1, T2 + ao) pour un certain (ay, as) € R2.
5. Montrer que, si ¢ est irrationnel, la mesure de Lebesgue est 'unique mesure

invariante, et qu’elle est ergodique.

6. Montrer que, si z—; est rationnel, il existe une infinité de mesure invariantes, une
infinité de mesure ergodiques, et une infinité de mesure invariantes non ergodiques.

Probléme 15.3 (Potentiel newtonien).
Si A est un borélien de R3, le potentiel newtonien de A dans R? est la fonction
réelle négative ¢4 : R3\ A — R définie par

1 1
Pal@) = ‘EL e

En Physique, le potentiel détermine I’attraction newtonienne dune particule en x
créée par la distribution de masse (ici choisie uniforme) 1 4 dy.

4. Une bonne définition de l'invariance ne devrait pas dépendre de parties négligeables. Ici,
pour simplifier on impose T71(A)AA = & (ou A désigne la différence symétrique de deux par-
ties : AAB = (A\B) u (B\A)). En général, on impose seulement que cette différence symétrique
soit négligeable : u(T~1(A)AA) = 0.
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On suppose dorénavant que A est la boule
A={zeR’ |z| <R},

et, étant donné 'invariance par rotation de ¢4, on suppose aussi que x = (0,0, a),
a > R, de sorte que

1 1
Pa(x) = —— dy.
AT Jiyi<r /Y2 + 13 + (ys — a)?
Montrer que
vol(A) 1 R 1
bala) = —2

dr a3

c’est-a~dire que le potentiel newtonien est le méme que si toute la “masse” vol(A)
était concentrée en I'origine. On pourra utiliser des coordonnées cylindriques (r, 6, y3)
telles que y = (rcosf,rsind, ys).

¢
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Chapitre 16

Intégrales a parametres

Quand on integre par rapport a une variable une fonction de deux variables, on
obtient une fonction de la variable restante (le parametre). Les exemples sont
nombreux et importants : transformation de Fourier, convolution, intégrales de
Fresnel et de Laplace, etc. Dans ce chapitre, nous étudions deux questions natu-
relles : quelle est la régularité de la fonction obtenue ? et quel est le comportement
asymptotique de cette fonction au voisinage de certaines valeurs importantes de
son argument ?

Soient (U, d) un espace métrique (typiquement, un ouvert de RY), (E, A, ) un
espace mesuré et f: U x E — R (ou C) une application.

Théoreme 16.1 (Continuité sous l'intégrale). Supposons :
1. p(dx)-p.p., Uapplication f(-,x) est continue en un point ug € U fizé;
2. pour tout u € U, Uapplication f(u,-) est mesurable;

3. il existe une fonction g € LY(E) telle que, pour tout u e U,
[f(u, 2)| < g(x)  p(dr)—p.p,
Alors la fonction F : > § f(u,x) du(x) est définie sur U et continue en uo.

Démonstration. D’apres les deuxieme et troisieme hypotheses, pour tout u la fonc-

tion f(u,-) est intégrable, donc F'(u) est bien définie. Ensuite, soit (u, ) une suite de

U convergeant vers ug. D’apres la premiere hypothese, quand n tend vers 'infini,
flun, x) — fug,x)  p(dx)—p.p.

D’apres la troisieme hypothese, cette convergence est dominée. Donc

i | () i) = | Flao,) dla).

Donc F' est continue en ug. ]

125
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Exercice 16.1 (Continuité de certaines fonctions intégrales).
Montrer que les fonctions suivantes de u sont continues sur R :

1. La transformée de Fourier de ¢,
plu)i= [ eola) drGo),

ou @ € El(]R, B(R), \).
2. La convolée

v (1) 1= j h(u — o) plx) dA(2),

olt p € LYR,B(R),\) et oit h: R — R est une fonction continue bornée.
3. F(u) := S]foo al o(x)du(zx), ou p estune mesure diffuse sur (R, B(R)) et ¢ €
LR, B(R), ).

Restreignons-nous maintenant au cas ou U est un intervalle ouvert de R. On
considere toujours une fonction f: U x £ — R (ou C).

Théoréme 16.2 (Dérivation sous l'intégrale). Supposons :
1. p(dx)-p.p., f(-,x) est dérivable en un point ug € U donné ;
2. pour tout we U, f(u,-) e LYE);
3. il existe une fonction g € LY(E) telle que, pour tout u e U,

| (u, ) = f(uo, )| < g(@)|u —uo|  p(dx)—p.p.

Alors F: U > R, u— § f(x,u) du(z) est dérivable en ug et de dérivée
0
Fu) = [ & wo.) du(o)

(ou, dans le membre de droite, la notation Z—Juc(uo, x) est a prendre au sens de “0”
pour les x éventuels pour lesquels f(-,x) n’est pas dérivable en ug, les tels x formant
de toute fagon un ensemble négligeable).

Comme la dérivabilité est une propriété locale, il est souvent préférable, pour
montrer la dérivabilité en point ug, de choisir un intervalle U suffisamment petit.

Démonstration. Soient (u,) une suite de U\{ug} convergeant vers ug et

f(un, ) — f(uo, :c)

Up — Ug

gn(T) =

D’apres la premiere hypothese, g,(z) — %(uo, x), p(dx)-p.p. D’apres la deuxieme
hypothese, la fonction F' est bien définie. D’apres la troisieme hypothese et le
théoreme de convergence dominé,

lim F(u,) — F(ug

n Up — U

) = liyrlnjgn(x) du(zr) = Jg—i(uoﬁ) du(z).
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Pour vérifier les hypotheses du théoreme précédent, on est souvent amené a
— montrer que u-p.p. la fonction f(-,z) est de classe C' sur un intervalle
compact, donc que sa dérivée est bornée,
— puis appliquer le théoreme des accroissements finis.

Exercice 16.2 (Dérivée de certaines fonctions intégrales).

Montrer que les fonctions suivantes de u sont dérivables sur R, et calculer leur
dérivée :

1. La transformée de Fourier de ¢, ou ¢, zp(z) € LR, B(R), \).

2. La convolée h * p, ot p € LY(R,B(R),\) et ot h : R — R est une fonction de
classe C'!, bornée et de dérivée bornée.

3. F(u) := S]_oo’u](u —x)" p(z)du(r), on p est une mesure diffuse sur (R, B(R))
et o(z), zp(x) € LR, B(R), ).

Exercice 16.3 (Intégrale holomorphe).
Cet exercice s’adresse au lecteur familier avec la C-dérivabilité.

Soient D un ouvert de C et f: D x E— C une fonction complexe. Supposons :
1. pour tout ue D, f(u,-) € LYE);
2. p(dx)-p.p., f(-,x) est C-dérivable en un point uy € U donné;

3. il existe une fonction g € L}(F) telle que, pour tout u € D,
[f(u,z) = fluo, )| < g(z)|u —uo|  p(dz)—p.p.

Alors F: R > R, u— § f(x,u) du(z) est C-dérivable en ug et de dérivée

Fu) = | Y o, ) da)

Exercice 16.4 (Méthode de Laplace, ezamen 2011).

Soit f : ]0,1[— R une fonction borélienne intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue. On suppose que f possede une limite f(17) € R, a gauche en 1. On
veut démontrer I’équivalent suivant quand n tend vers +oo :

I, =J " f(x)dx ~ @

0

1. Montrer que [,, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

2. Montrer 'équivalence voulue dans le cas olt f est de classe C* sur [0,1], en
faisant une intégration par partie.

3. Pourquoi ne peut-on pas généralement appliquer le théoreme de convergence
dominée directement a ni,, ?

4. Démontrer 'équivalent de I,, en coupant U'intervalle [0, 1] en deux : un voisinage
de 1 sur lequel f est bornée et ou 'on pourra faire le changement de variables
y = 2", et son complémentaire dont la contribution est négligeable quand n tend
vers 'infini.

4
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Exercice 16.5 (Formule de Stirling, examen 2012).
Soit

o0
f(n) = J t"etdt, neN.
0

1. Montrer par récurrence que f(n) =n!sine N.

2. Montrer que

+0 y n e
f(n)=+/nn"e™ f <1 + —) e YV dy.
—n \/ﬁ
Indication : on pourra partir du membre de droite.
3. En déduire la formule de Stirling :

fn) ~poi V2mnn™e ™,

on rappelle que e V2 dy = /2.

Probleme 16.1 (Formule de Watson).
Soit F' une fonction réelle définie sur un voisinage de 0 dans |0, +oo[. Un dévelop-
pement asymptotique en 0 est une fonction de la forme Z aphg, ol Gy, ...,aN

n<ks<N
sont des nombres réels et h,, ..., hy sont des fonctions définies sur un voisinage de

0 dans |0, +ool, tels que, pour tout k € {n, ..., N},

F(z) = Y ajhy(@) + o(hu(x))

n<j<k

quand z tend vers 0. Les développements asymptotiques furent introduits par
Poincaré a la fin du XiXe siecle pour étudier le mouvement des planetes sur de
longs intervalles de temps, le role du temps étant alors joué par 1/z. On se propose
ici d’étudier quelques développements asymptotiques particuliers.

On utilisera & plusieurs reprises la fonction I": |0, +oo[ - R d’FEuler définie par

Iy) =y~ fo Y dt. (16.1)

1. Montrer que, pour tout y > 0, yI'(y) = ['(y + 1) et en déduire que, pour tout
neN, I'(n+1) =nl

2. On considere dans cette question une fonction F' de la forme

0
F(z) = f e~V f(t)dt
0
ou f:]0,+0[— R est une fonction continue sur |0, +ool, telle que :

— il existe un entier K > 0 et un réel C' > 0 tels que f(¢) < Ct¥ sur |1, +oo],

— et il existe un entier N > 0, deux réels A > 0 et > 0 et des réels ay, ..., ayn

tels que
flt) = 2 ay, t*HA=m/e 4 (t(k+/\—u)/u)
0<k<N

quand t tend vers 0.
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Le principal objectif est de montrer la formule suivante (Watson, 1952) :

k+ A
F(z) = Z ap T’ (%) gV o (VAR (16.2)

0<k<N

quand x tend vers 0.
3. Pourquoi F est-elle bien définie ?

On note
pr(t) = f(0) = D) apton

0<k<N

le reste du développement asymtotique de f.

4. Montrer qu’il existe T > 0 tel que

T
J e pn(t)dt = o (:E(N+’\)/“) :
0

5. Soit X > 0. Montrer que la fonction
t
Oy T, 40| >R, t— J e™*/X pn(s) ds
T

est continue bornée, et que, si X est assez petit et 0 < x < X,

© 1 1 x
| e - (- - X) | ety ar
T

T T

En déduire que, pour tout n = 0,

J: e px(t)dt = o(a").

6. Conclure.

Nous allons déduire de la formule de Watson un développement asymptotique de
la fonction I' en +00; on se ramene a un développement asymptotique en 0 en
notant x = 1/y.

7. Montrer par un changement de variable que

0

[(y) =eYy’ J e ¥ ds,  ¢(s) = s —1In(1 + s),

-1

et tracer le graphe de ¢ sur | — 1, +oo[.
8. Montrer que, sur | — 1,1,
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Soient ¢_ et ¢, les restrictions de ¢ aux intervalles | — 1,0[ et |0, +o0].

9. Montrer que la fonction /¢, se prolonge sur | — 1, +o0[ en une fonction V' de
classe C®. Calculer le développement limité de V en 0 a ’ordre 3.

10. Montrer que, si € > 0 est assez petit, la fonction V' est une bijection de
] — €, +oo[ dans |V (—e¢), +0f .

11. Montrer qu’il existe des réels by, by et b3 tels que la bijection réciproque de V
satisfasse, quand v tend vers 0,

V7 (v) = bio + bov® + b3v® + 0 (v%)
et en déduire que, quand ¢ tend vers 0,
¢ (q) = biy/q + bag + b3g*? + o ((13/2) .

12. En déduire le développement asympotique

(g = 4 24 VD
63710) = Z5+ 3+ o oW,

en admettant pouvoir dériver terme & terme le développement de ¢ '.

On admettra que, de méme, quand q tend vers 0,

(6=1)'(q) = —% + ; = % + 0(1/9)-

13. Montrer que

() = ey | e (67 (g) — (6°)(q) da.

0

14. En déduire le raffinement suivant de la formule de Stirling (exercice [[6.0)) :

- (3) (o)

quand y tend vers l'infini ; on pourra utiliser le fait que I'(1/2) = /7.
Probleme 16.2 (Sommation au plus petit terme).
Soit la fonction F': ]0, +0o[ — R définie par
+00
F(z) = J e~ VTl dt.
1

On va voir qu’une série divergente peut étre utile pour calculer une valeur ap-
prochée de F' en un point particulier.

1. Montrer que F est bien définie et de classe C* sur |0, +o0|.
2. Montrer que, pour tout N > 0 et tout z > 0

F(l‘) = SN(J?) + RN<I>
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avec

Sn(x) = Xy (=D (B = )l e~z
RN(‘T) = (_1)N N! SUN S;_OO e_t/ﬂft—(N—i-l) dt.

3. Pour tout z > 0 fixé, montrer que la série >)(—1)*1 (k — 1)! z* diverge et que

la suite (Ry(z))ny=1 n’est pas bornée.
4. Montrer que, si N e Net z > 0,

|Bx ()] < [rn(@)];

on pourra commencer par faire le changement de variable t = xs.

5. Montrer le reste est de 'ordre du premier terme négligé : pour tout N = 0,
RN(2) ~pmso Tn(z) = (1) N1gNHL Ve,

6. Montrer que, pour tout x > 0, la suite (|ry(x)|)y=0 est décroissante jusqu’a un
certain rang, puis croissante. (On ne demande pas de montrer cela pour la suite
([Bx(2)[)n=0.)

Quand on utilise Sy(z) comme valeur approchée de F(x), on dit que lerreur
relative est

Ry ()
E =
o) = 5
7. Montrer que, si N est pair : N = 2M avec M > 0,etsi0 <x < 1/N,
N N+1
En(z) < - .
D (1= 20+ 1)x) (20)! 2
0<l<M-1

8. Vérifier que

1
E,l—=)<3.1073.
4(1O> 3.10

Probléme % 16.3 (Inégalité de Schauder [Taol0a]).
Soient a €]0, 1| et f une fonction a-holdérienne sur R?, nulle en dehors de la boule
unité. Soit u la fonction définie sur R? par

s fy)
)= 3 [ Ty

1. Montrer que u est continue sur R3.

2. Montrer que u est de classe C* et que

ou 1 f(y)
%j(f@ = R3<xj — YY)

3. Montrer que u est de classe C? et que

2 1 s — .
u r) = — lim - [3(% v) (@ —ye) _ 9, ] f(y) dy;
T—y||=€

00k Am =0 |z =yl |z —yl?
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on pourra établir cette formule d’abord dans le cas particulier ou f(z) = 0, puis
dans celui ou f est constante au voisinage de x.

4. Montrer que Au = f sur R3.

5. Montrer que u € C*%(R3), et établir 1'inégalité de Schauder suivante :

|ufc2amsy < Cal flooams),

ou C, ne dépend que de .

Cette inégalité remarquable dit que, si Au est a-holdérienne, il en est de méme de
toutes les autres dérivées secondes de u (y compris celles qui n’apparaissent pas
dans le laplacien!). Ce phénomene est connu sous le nom de régularité elliptique,
et repose de fagon cruciale sur le fait que le laplacien est un opérateur elliptique.
On peut montrer que 'inégalité est fausse en général si a = 0, ce qui explique la
nécessité d’introduire les espaces de Holder.



Chapitre 17

Lien avec le calcul différentiel

L’objet de ce chapitre est de retrouver les deux “théoremes fondamentaux de I’ana-
lyse réelle”, qui donnent des conditions suffisantes pour que

— (§T fdt)" = f(x), e lafonction F(x) = {7 f dt est une solution de 'équation
différentielle F'(z) = f(z) de donnée f,

— [P F'(t)dt = F(z) — F(a), i.c. Péquation différentielle F'(z) = f(x) possede
au plus une solution une fois que F'(a) est donnée, a savoir F'(a) + SZ f(t)dt,
ce qui montre en particulier que la variation F'(z) — F'(a) ne dépend que de
F'" (par exemple, si F' =0, F(z) = F(a));

nous choisissons des hypotheses de régularité non optimales pour que ces théoremes
soient des conséquences simples du théoreme de convergence dominée.

Théoréme 17.1 (Premier théoreme fondamental de 1’analyse, de dérivation de
I'intégrale d’une fonction continue). Si f : [a,b] — R est continue, la fonction

F:la,b] > R, foxf(t)dt

est dérivable et F' = f.

Remarque 17.2. Le théoreme de dérivation sous l'intégrale tel que nous I’avons
énoncé ne s’applique pas directement a la fonction

x b
- f f(t)ydt = j Ly (1) () dt

parce que, a cause de la discontinuité en x = t, 'hypothese de domination du taux
d’accroissement n’est pas vérifiée. D’ailleurs, si le théoreme s’appliquait, la conclu-
sion serait que F’ = 0, puisque x — 1, ,1(t) f(t) est presque partout dérivable de
dérivée nulle. Or, comme on le verra, ce n’est pas le cas! Le plus simple est de
repartir du théoreme de convergence dominée.

Démonstration. Soit x € [a,b]. Pour tout h # 0 tel que x + h € [a, b], on pose

F(x 4+ h) — F(x)
- :

T:(h) =

133
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Un changement de variable (t = ¢(s) = h + s) dans le premier terme et la regle
de Chasles (exercice [.7]) montrent que

=1 [ s

Le clhangement de variable t = ¢(s) = = + hs, 0 < s < 1, de jacobien h, montre
quel!

T:(h) = L f(x + hs)ds.

Comme f est continue, f(z+hs) — f(z) quand h tend vers 0, et f est bornée, donc
dominée par une constante (forcément intégrable sur Uintervalle compact |[a, b]).
Par convergence dominée, on a donc

m 7, (h) = L f(z)ds = f(z).

li
h—0

Donc F est dérivable en x (plus précisément, F' est dérivable sur |a, b[, a droite en
a et a gauche en b) et F'(x) = f(x). O

Mentionnons sans démonstration le célébre théoréme suivant.

Théoréme * 17.3 (de dérivation de Lebesgue). Si f € L' ([a,b]), la fonction
F:la,b] - R, x'—>f f(t)dt

est continue, dérivable p.p. et F' = f p.p.

L’hypothese est plus faible puisque la fonction f n’est plus supposée continue (et
donc intégrable sur [a, b]), mais seulement intégrable. La conclusion aussi est plus
faible puisque F est dérivable non plus partout mais presque partout. Il reste que la
démonstration est considérablement plus délicate que celle du “premier théoreme
fondamental” tel que nous I’avons énoncé. Une superbe référence sur ces questions
est le livre de théorie de la mesure de T. Tao [Taoll].

Théoréme 17.4 (Second théoreme fondamental de I’analyse réelle, d’intégration
d’une dérivée bornée). Si F : [a,b] — R est dérivable (p.p. n'est pas suffisant ici!)
de dérivée bornée, F' est borélienne et

b
f F'(t)dt = F(b) — F(a).
a

(Un exemple de fonction F' dérivable sur [0, 1] mais dont la dérivée n’est pas bornée
est F': ¢ — a%sin x—12 Dans cet exemple, la conclusion du théoreme reste vraie,
mais pour d’autres exemples plus compliqués ce n’est pas le cas...)

L. Sih <0, |Jo(s)| = b = =h, done §77" f = =§ ., o F(&)dt = hSpg ) f(x+ hs)ds (cf. la
remarque [[5.4)).

2. Terry TaAoO, mathématicien australien vivant aux USA (né en 1975), travaillant entre
autres en analyse harmonique, équations aux dérivées partielles, analyse combinatoire, matrices
aléatoires, théorie analytique des nombres.
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Démonstration. Soient «a et 3 tels que a < a < f < b. On va montrer que

8
J F(t)dt = F(B) — F(a).

[0}

La formule voulue en découle par passage a la limite quand « tend vers a™ et [ vers
b~ . En effet, dans cette limite, le membre de gauche de 1’égalité tend vers SZ F'(t)dt
par convergence dominée (Lo g F'(t) — LjapF"(t) = F'(t) p.p-, et [Lja,zF ()] est
bornée). Quant au membre de droite, il tend vers F(b) — F'(a) parce que F' est
continue.

Soit x € [a, b]. Pour h # 0 tel que = + h € [a, b], soit

F(x+ h) — F(z)

T:t:(h) = h

le taux d’accroissement de F' entre x et x + h.

Nous allons calculer de deux facons différentes la limite de Sg 7. (h) dz quand h
tend vers 0.

1. Comme F' est dérivable sur [«, 8], quand h tend vers 0, 7,(h) tend vers
F'(x) sur [a, B]. De plus, d’apres I'inégalité des accroissements finis, si 'on
note M une borne de |F’| sur [, 3],

()] < M € LY([a, B]).

Par convergence dominée, quand h tend vers 0,
B B
J 7.(h) dx — J F'(z) dz.

2. Si z + h € [a,b], une translation dans le premier terme (¢t = h + s) et la
régle de Chasles (exercice [[.7]) montrent que

Lﬂn(h)dx:%(J:Mf—fjhf).

Maintenant, les changements de variables t = § + hs et t = a + hs pour
chacun des deux termes montrent que

B 1
J Tp(h) dx = f (F(B+ hs) — F(a+ hs)) ds.

a 0

Par continuité de F', quand h tend vers 0 on a
F(a+hs) > F(a) et F(8+ hs) — F(B).

De plus, F est bornée. Donc, par convergence dominée,

B
J m(h) dz — F(B) — Fla).

[0}
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Par unicité de la limite, on a bien

B8
j F(t)dt = F(8) - F(a),

puis en passant a la limite comme indiqué en début de démonstration, la formule
annonceée. O]

Remarques % 17.5. (1) L’hypothese “dérivée bornée” n’est pas nécessaire, mais
simplifie grandement la démonstration. En toute généralité, les fonctions vérifiant
I’égalité

J F'(t)dt = F(z) — F(a) (Vz € [a,b])

sont les fonctions absolument continues. Elles sont caractérisées par le fait que
D) = 15l
i

tend vers 0 quand ([s;,t;]); est une famille finie quelconque d’intervalles disjoints
dont la longueur totale ). (¢; —s;) tend vers 0. On peut montrer en particulier que,
pour une telle fonction, I'image d’un ensemble négligeable est négligeable, ce qui
n’est pas le cas de “I’escalier du diable” décrit dans I'exemple [I7.71 Voir [Taolll.

(2) Le théoreme [[74] donne lieu & une généralisation appelée formule de Stokes,
la plus importante formule de la physique mathématique. Cette formule de Stokes
fait le lien entre les opérations de dérivation d de 'objet a intégrer et de “bord
géométrique” ¢ du domaine d’intégration, et affirme que les deux sont adjointes
I'une de l'autre relativement & la forme bilinéaire d’intégration : §,, f = §_ df.
Pour lui donner son sens, il faut introduire les variétés différentielles a bord (D)
et les formes différentielles (f), qui sont une sorte de généralisation géométrique
de la notion de mesure. La cohomologie de de Rham est alors l'obstruction a la
formule du second théoreme fondamental sur une variété différentielle.

Exercice 17.1 (Critere de Riemann).
Soit o € R. Montrer que la fonction

fi]l,+0[-> R, z— 2
est intégrable si et seulement si @ < —1.

Exercice 17.2 (Dérivée par rapport aux bornes).
Reprenons les hypothese du second théoreme fondamental, et supposons de plus
que « et 3 sont deux fonctions dérivables |c, d[— [a, b]. Quelle est la dérivée de

B(w)
gb:u'—>f F'(t)dt?
a(u)

Si 'on affaiblit 'hypothese de dérivabilité, 'une des deux inégalités du second
théoreme fondamental subsiste.
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Proposition x 17.6 (Intégration d'une dérivée positive). Si F' : [a,b] — R est
croissante, continue en a et b, et presque partout dérivable,

JbF'(x)da: < F(b) — F(a),

ou F'(x) désigne conventionnellement la dérivée de F' quand elle existe et la fonc-
tion nulle ailleurs.

D’apres un théoreme de dérivabilité de Lebesgue, la propriété que F' soit presque
partout dérivable est en fait une conséquence de ce qu’elle est monotone.

Démonstration. Comme toute fonction croissante continue, F' est borélienne : en
effet, 'image réciproque d’un intervalle est un intervalle, et les intervalles en-
gendrent la tribu borélienne. De plus, comme f est croissante, elle est bornée
par max{|F(a)|, |F(b)|}, donc intégrable.

Définissons sur [a, b] la suite des fonctions intégrables

le taux d’accroissement de F entre x et x + 1/nsix + 1/n <b
0 sinon,

gM@={

n(F(z+1/n)—F(z)) sta<z<b—1/n
%@>:{0 sib—1/n<z<b.

Ces fonctions sont positives et, pour presque tout x la suite (g,(x)) converge vers
F'(x). La fonction F” est donc positive la ou elle existe et I’on pose conventionnel-
lement F’(x) = 0 ailleurs. Comme liminf g,, = F” presque partout, I’ est Lebesgue-
mesurable et le lemme de Fatou implique

b b
J F'(z) dz < lim inff gn(z) de.

D’autre part, posons ¢(x) = {7 F(t)dt; alors
| oy de = n(6(6) ~ 60~ 1/0)) = n(o(a + 1/n) = 6(a)).

Comme F' est continue en a et b, le membre de droite tend vers F(b) — F(a). O

Ezemple % 17.7 (Escalier du diable de Lebesgue). 1l existe une fonction F' : [0, 1] —
[0, 1] continue, croissante, telle que F(0) = 0 et F(1) = 1 et telle que presque
partout F' soit dérivable de dérivée nulle, de sorte que

f F(t)dt = 0 < F(1) — F(0) = 1.

0

Nous allons construire une telle fonction, en plusieurs étapes.
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rF
1
fE
344
fy
1/2
fy

1/4 /

IJ| /9 219 143 U3 B9 1

FIGURE 23 — Fonctions Fy, F, Fy de 'exemple IT7.7

1. Soit (A,) la suite de parties de [0, 1] définie par

A, 24+ A,
Ag = [07 1]7 Apr = ? U +3 .

A, est un fermé, réunion disjointe de 2" intervalles fermés de longueur 37".
Soit maintenant (F},) la suite de fonctions sur [0, 1] définie par

T

F.(z) = (3/2)”J La,(t)dt.
0
On a F,(0) = 0 et, comme A(A4,) = (2/3)", F,,(1) = 1. D’autre part, F,, est
continue et croissante sur [0, 1].

2. Montrons que (F},) converge uniformément. Si I est I'un des 2" intervalles
compacts dont A, est la réunion, \(I) = 37" et A(I n A1) = 2/3X(]).
Donc

J L, () dt = 2 f o, () dt.
I 2 I

En outre, F), est constante sur chacun des 2" — 1 intervalles ouverts com-
posant Af; et il en est de méme de la fonction F,,;; puisque A < Af_ ;.

n

Donc I'égalité précédente entraine que, quel que soit x € AS,

R@= X 0 [ tmi- ¥ 627 L= ),

IcAnn|[0,x] IcAnn[0,z]

ou I est toujours 'un des 2" intervalles composants A,,. En particulier, pour
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un tel I, F,,11(min ) = F,(min /). Donc, pour tout x € I,

| Fria(z) — Fu(z)]

N

|F1(z) — Fppr(min I)| + |F,(x) — Fy,(min T)|

< (3/2)m! L Lo (0) dt + (3/2)" L L, (£) dt = 27+,

La suite (F,,) est donc uniformément de Cauchy, donc converge uniformément
vers une fonction F', nécessairement continue et croissante.

3. De plus, pour tout m > n, F,, = F,, sur chacun des intervalles ouverts dont
A¢ est la réunion. Donc F' = F), sur A{. Or, F, est constante sur AS. En
particulier F' y est dérivable de dérivée nulle. Finalement, F' est dérivable
de dérivée nulle sur U, >0AS, qui est de mesure pleine.

Remarque : Dans cette construction, 'intersection décroissante des A,, est un com-
pact K d’intérieur vide et de mesure nulle, mais non dénombrable : ¢’est I’ensemble
triadique de Cantor déja rencontré,

1

C= {Zg—z xne{O,Q}}.

Pour aller plus loin dans cette direction, il convient d’introduire les notions de
dérivée faible et de distribution, ce que nous ne ferons pas ici. En revanche, voici une
derniere formule tres utile a la fois en calcul différentiel, en théorie des distributions
et en calcul stochastique.

Intégration par parties

Soient f, g€ L'([a,b]) (a < b). Posons, pour tout z € [a, b],

{F(m)
G(z)

Théoréme 17.8 (Formule d’intégration par parties).

§o fdt
§ogdt.

J: fGdt + Jb Fgdt = [FG]” = F()G(b) — F(a)G(a).

a a
Démonstration. La formule équivaut a la formule plus symétrique suivante :

J fO(G(t) = Gla)) dt = f (F(b) — F(t))g(t) dt.

a
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Jb FO(GE) — Gla)) dt = J b () ( f t g(s) ds) dt (définition de G)
ansgt F(£)g(s) ds) dt (linéarité)

Ja

b rb

:J ( Ts<tf(t)g(s) dt) ds (théoreme de Fubini)

Ja
(I

I
S

f(t) dt) g(s)ds (linéarité)

I
%
f=al
Na
—~

(Va)
SN—
~—~

b
—

[y
SN—

|

b
—

(V)
SN—
N—

QL
\_Cn

Iapplication du théoreme de Fubini étant justifiée par le fait que la fonction
(s, t) 1= T, f(t)g(s) est dans L'([a,b]?), puisque, d’apres le théoreme de To-
nelli,

b b
[ etntdsaes [ irollolasa = ([ iar) ( [[lolas) <o

[]

Exercice 17.3 (Intégration par parties bis).

1. Montrer que la formule du théoreme [[7.8 reste vraie si on ajoute une constante
a Fouad.

2. Si f : [a,b] — R est une fonction intégrable et si G : [a,b] — R est de classe
C', montrer que

Lb fG = [FG], - Lbf(t)G’(t) dt, F(z)= f: F(#) d:

ce sont les hypotheses et la formules souvent les plus pertinentes pour « intégrer
par parties ».

3. En supposant que f et g sont continues, démontrer plus simplement la formule
d’intégration par parties du théoreme [I7.8]; on pourra utiliser les deux théoremes
fondamentaux.

Exercice 17.4 (Partie finie de Hadamard, examen 2011).
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe C*.

1. Montrer qu’il existe une fonction 6 continue telle que
¢(z) = ¢(0) + z 0(x).

2. Dans quels cas la fonction z — ¢(z)/z est-elle intégrable sur [0, 1] ? En déduire
que, dans tous les cas, quand € tend vers 0, la limite, notée P.f. Sé o(t)/tdt, de

Jl @ dt + ¢(0) Ine,

existe (partie finie de Hadamard de Sé o(t)/tdt).
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FIGURE 24 — Terry TAO (né en 1975)
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Chapitre 18

Les espaces L'(u) et L% ()

Dans ce chapitre, (E, A, 1) est un espace mesuré donné. Toutes les parties de E
considérées sont A-mesurables. Pour étre concret, on va s’intéresser aux fonctions
boréliennes f : ' — R, mais la théorie des fonctions a valeurs complexes ou dans
R" est completement parallele.

On a défini la notion d’intégrabilité pour une telle fonction f, que I'on note f € £!
et qui signifie que

| 1£1du < e

Remarque 18.1. On pourrait aussi considérer des fonctions a valeurs dans R, mais
on a vu que, si une telle fonction est intégrable, elle est finie en dehors dun
ensemble négligeable et que donc on peut modifier cette fonction en lui donnant
la valeur nulle la ou elle était infinie, sans modifier son intégrale. Donc, étendre
'ensemble d’arrivée & R ne conduirait & aucune généralisation significative.
La fonction f € L' — §|f]dp vérifie les propriétés

— d’homogénéité :

[ lastdn=1al |15 (vacm)

— et d’inégalité triangulaire :

J 1+ gldn < [ 1f1d+ [ 1l an

mais pas
— de séparation :

[ 1#1di= 7 =0
puisque l'on a seulement

J!f\du3f=0p.p'

(sia e E et p({a}) = 0, la fonction 1, a une intégrale nulle mais n’est pas
identiquement nulle), ce qui fait de (|- |du une semi-norme.

Dans cette théorie, on aurait donc envie d’identifier les fonctions nulles presque par-
tout a 0, et, plus généralement, d’identifier deux fonctions qui sont égales presque
partout.

143
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Définition 18.2. Deux fonctions f et g sont équivalentes si elles sont égales u-
presque partout.

La classe d’équivalence d’une fonction f est ’ensemble [ f] des fonctions g qui lui
sont équivalentes.

On vérifie que la relation définie est bien d’une relation d’équivalence (sinon elle
porterait mal son nom), c’est-a-dire que les classes d’équivalences forment une
partition de ’ensemble des fonctions considérées.

Définition 18.3. Le premier espace de Lebesque L'(E, A, 1) (aussi noté L', etc.
en l'absence d’ambiguité) est ’ensemble des classes d’équivalence de fonctions dans

LYE, A, ).

A proprement parler, un élément [f] de L' n’est donc pas exactement une fonction
E — R. 1l est cependant typique de faire ’abus de langage de parler d’une fonction
f appartenant & L', et il est entendu qu’il s’agit en fait d’une fonction définie a
équivalence pres. Cela n’a pas de sens de s’intéresser a la valeur d’une classe de
fonctions sur un ensemble négligeable, puisque la classe d’équivalence contient des
fonctions prenant des valeurs distinctes en ces points. Mais, du point de vue des
propriétés intégrales de f, seule sa classe compte et 'identification de f a sa classe
simplifie les énoncés puisqu’elle permet de supprimer les “presque partout” qui
trainent dans beaucoup d’affirmations.

Partition de £! en fonctions équivalentes R

— T

o

FIGURE 25 — L’intégrale définie sur L'
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est inchangée si l'on remplace f par n’importe quelle fonction équivalente. Ceci
permet de voir la fonction

L’intégrale

F oo Il = j fldp



145

comme une fonction sur 'espace L', & valeurs dans | — o0, +o0|. Cette fonction est
bien une norme, puisque I'axiome de séparation est maintenant vérifié : si f e L!
) Y

[y =0=f=0,

ol la derniere égalité est & prendre au sens de L' : pour toute fonction f, € f,
fo=0p.p.

De méme, les opérations arithmétiques habituelles gardent un sens dans L', par
exemple la somme de deux (classes de) fonctions : si f ~ f' et g ~ ¢/, alors
f+g ~ f' '+ ¢. On peut donc définir la somme de deux classes d’équivalence
comme la classe d’équivalence de la somme de n’importe quels représentants.

Théoréme 18.4. (L, -||;1) est un espace de Banach.[]

Rappel 18.5. Soit (F, | -||) un espace vectoriel normé. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :
— F est de Banach (i.e. complet) ;
— toute série Y u, de E absolument convergente (i.e. > _,|lun| < ) est
convergente (i.e. Ziv:o u, converge vers une limite dans £ quand N tend
vers l'infini).

Démonstration du théoréme. Soit (fy,)neny une suite de L telle que ., fn soit ab-
solument convergente. On veut montrer que Y f,, est convergente. Par convergence

monotone,
[ 1S 1t = [ S 1= 3 [ Ul

n=0 n=0 n=0

c’est-a-dire

Dl

n=0

= > Ifaller,

1 n=0

le membre de droite étant fini par hypothese. En particulier, la fonction positive
Do | fn| est finie presque partout, i.e. ] _, fu(7) est une série réelle absolument
convergente pour p-presque tout z. Comme R lui-méme est complet, > _ fn(z)
converge pour pu-presque tout x; notons

Fz) = ) fal):

n=0

D’apres le théoreme de convergence dominée, la somme partielle >, _, _ fn con-
verge vers I dans L', ce qui conclut la démonstration. ]

Exemple 18.6 (Espace £'). Dans le cas o E = N et ol y est la mesure de comptage
(qui charge tous les points de N, par définition), on a a déja vu que £ est ’ensemble
des suites réelles (u,) sommables, c’est-a-dire telles que »; _,|un| < 00. Comme
chaque suite (u, )nen n'est équivalente qu’a elle-méme, L' = £!. On note ¢! = (}(N)
ce dernier espace.

1. Stefan BANACH, mathématicien polonais (1892-1945), 'un des fondateurs de l'analyse
fonctionnelle
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Plus généralement, on définit ’espace £P (0 < p < o0) comme 'espace vectoriel
des fonctions mesurables f : £ — R dont la puissance p-ieme soit intégrable :

[ 15t <

puis 'espace de Lebesgue LP comme 'ensemble des classes d’équivalence de telles
fonctions f. On munit ce dernier de la norme

1/p
fl = ( [1se du) .

Il est non trivial, mais élémentaire, de montrer que LP est un espace vectoriel. (Cf.
le probleme [I81] question [21) La méme démonstration Eque pour L' montre que
(LP| - ||z») est un espace de Banach (théoréme de RieszH).

On définit aussi 'espace L™, de la facon suivante.

Définition 18.7. f : ' — R est essentiellement bornée si il existe M > 0 tel que
f <M p-p.p. La norme L* de f est la borne inférieure des tels M :

[flze := inf{M; pu({z; f(z) > M}) = 0}.

Enfin, L%(E, A, 1) est I'espace des fonctions de norme L* finie, et I'espace de
Lebesgue L™ est 'ensemble de ses classes d’équivalence.

(Le soin de vérifier que | - ||z~ est une norme est laissé au lecteur.)

Remarque 18.8. Soit A € A une partie telle que 0 < pu(A) < 0. Soient de plus
a > 0 (amplitude) et f = al 4. Pour tout p €0, +o0|,

[ £le = alu(A)P —prioo a = | fl=,

donc dans ce cas au moins la norme L® est la limite des normes LP quand p
tend vers 'infini. Par ailleurs, dans ce cas on voit aussi que les normes L sont une
combinaison de la “hauteur” a et de la “largeur” u(A), bien que ces deux quantités
ne soient pas définies pour des fonctions plus générales.

Tous ces espaces de Lebesgue sont des exemples importants d’espaces de Banach.
Mais dans ce cours nous n’utiliserons que L' (dont la définition méme est appelée
par la théorie), L? (un espace de Hilbert, que nous étudierons dans le chapitre
suivant) et L (le dual topologique de L').

Proposition 18.9. (L™, | - |L=) est un espace de Banach.

La démonstration est encore plus simple que pour les autres espaces LP.

2. Frigyes RIESz, mathématicien hongrois (1880-1956), aux nombreuses contributions en ana-
lyse fonctionnelle
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Démonstration. Si ) f, une série absolument convergente de L™, pour tout entier
N, d’apres l'inégalité triangulaire,

D11l

0<n<N

< D0 Il < 201 fle= < o0,

o o<n<N n=0

donc p-p.p. la série numérique > f,(x) converge absolument, et, puisque R est
complet, cette série converge vers une limite F'(z) dont on voit qu’elle appartient
a L™, O

Ezemple 18.10 (Espace (). Dans le cas ou £ = N et ou p est la mesure de
comptage, on note * l'espace L* = L*. Pour une suite de E, “essentiellement
borné” signifie “borné”.

Terminons ce chapitre en indiquant le lien qui unit L' et LOOE Rappelons que le
dual (topologique) d'un espace vectoriel normé F' est l'espace F' := L(F,R) des
formes linéaires continues sur F'.

Exercice 18.1 (Dual en dimension finie).
Montrer que le dual de R" est isomorphe a R".

Exercice 18.2 (Dual d’'un espace normé).
Montrer que, si F' est non trivial, F” est non trivial ; on pourra (et devra!) utiliser
le théoreme de Hahn-Banach.

Théoréme 18.11. Si u est o-finie, le dual de L' s’identifie a L™.

Début de la démonstration du théoréme. Si p € L*, la forme linéaire
o
est bien définie sur L! et continue parce que

f\s@f\ dp < Jlop] = J [fldp = l@llee] fler (18.1)

Réciproquement, nous montrerons dans le chapitre sur L? que 'application ainsi
définie

LOO s Lll, 90 N Tcp;
est surjective. O

Remarque 18.12. Etant donné la symétrie de I'estimation (I8, on pourrait étre
tenté de penser que, de méme que L® est le dual de L', L! est le dual de L*. Or,
en général ce n'est pas le cas; on dit que L' n’est pas réflexif parce qu’il n’est pas
isomorphe a son bidual : L' & L'”. L’estimation en question montre bien que L!
s’injecte dans L*™'. Mais cette injection n’est pas surjective : il existe des formes
linéaires continues sur L* qui ne soient pas de la forme ¢ — o f du avec f e L'

3. Le théoreme ci-dessous est de méme nature que le théoreme de Radon-Nikodym, et lui est
“quasiment” équivalent.
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Voyons-en un exemple dans le cas de ¢*(N). Soit ¢(N) le sous-espace de ¢*(N)
constitué par les suites convergentes. La fonctionnelle “limite”

A:ie(N) >R, u=(u,) — limu,

est bornée de norme 1. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, A possede un pro-
longement

A:(”(N) >R

de norme 1. Supposons par I’absurde que ce prolongement soit de la forme

Au) = > anu,  (Yue (*(N))

n=0

pour une certaine suite (a,) € £*(N). En appliquant A successivement & toutes les
suites (u,) = (Lgky(n)) avec k € N, on trouve

AMLy) = ag;

mais, puisque la suite (1) est dans ¢(N) et que sa limite est nulle, ceci implique
a = 0, ce qui est absurde puisque A est non triviale.

Autres exercices

L’exercice suivant montre qu’on aurait pu définir L' comme le complété de 1'es-
pace des fonctions étagées intégrables (quotienté par la relation d’égalité presque
partout), ou comme le complété de I’espace des fonctions continues a support com-
pact, relativement a la norme | - ||z:. L’énorme inconvénient d’une telle définition,
si courte soit-elle, est que les points ajoutés & ces ensembles pour former L' ne
seraient pas explicitement « réalisés » comme des fonctions.

Exercice 18.3 (Densité de Lip.(R?) dans L*(R%)).
Dans cet exercice, on établit un résultat de densité dans 'espace L' = L'(R?, B(R?), \).
Dans chaque question, € est un réel > 0 arbitraire.

1. Montrer que, si O est un ouvert borné de R, il existe une fonction lischitzienne
g a support (fermé) compact telle que |1p — g1 < e.

2. En déduire que, si A est est un borélien de R? de mesure finie, il existe une
fonction lischitzienne g a support compact telle que |14 — g||z: < €. On pourra
utiliser la régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, a savoir que, pour tout
e > 0, il existe un ouvert O contenant A et tel que A(O\A) < € (exercice [T.4]).

3. En déduire que, si f est une fonction étagée intégrable, il existe une fonction
lischitzienne g a support compact telle que || f — g1 <e.

4. En déduire que, si f € L', il existe une fonction lipschitzienne g & support
compact telle que ||f — g[|p: <e.

Remarques : (1) La densité des fonctions étagées intégrables dans L' est vraie pour
un espace mesuré quelconque — la démonstration est la méme.

(2) Dans R?, avec les opérateurs de convolution, on verra mieux : I'espace des
fonctions C® A support compact est dense dans L' (exercice [9.3).
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Probleme 18.1 (Inégalités de Holder et de Minkowski).
Soient (E, A, 1) un espace mesuré, p, q €]0, 40| deux réels conjugués, au sens que
1 1

S4-=1
poq

Y

et f et g deux fonctions réelles mesurables sur E.
1. Montrer I'inégalité de Holder :

[fhloe < [ fllee [A] Lo

on pourra remarquer que l'inégalité est triviale lorsque le membre de droite est
infini, puis, dans le cas contraire, utiliser I'inégalité de Jensen pour la probabilité
de densité |f|?/ (| f|P par rapport a p, la fonction u = |g|/|f[P~ 140 et la fonction
convexe q — uf.

(En particulier, cette inégalité montre que, si f € L? et g€ L9, fge L)
2. Montrer que, si f,ge LP, f + ge L.
3. Montrer 1'inégalité de Minkowsk: :

If +gllee < 1fllee + llg]ee-

Probleme 18.2 (Borne supérieure dans £ et L').
On munit les deux espaces £ et L' de la relation d’ordre définie par

f<geg—f=0.

Soit (f;) une famille d’éléments positifs de £! ou de L', majorés par un autre
élément g > 0, stable par 'opération “sup fini”.
1. Montrer que, dans £, la famille (f;) n’a pas nécessairement une borne supérieure,
et que, si elle en a une, on n’a pas toujours {sup f; = sup §{ f;.
2. Montrer que, dans L', la famille ( f;) a nécessairement une borne supérieure, et
que {sup fi = sup§ fi.
Probléme 18.3 (¢}(N) comme dual).
On consideére les deux sous-espaces suivants de (*(N) :

— ¢.(N), constitué des suites a support compact (i.e. nulles a partir d’un cer-

tain rang dépendant de la suite),

— ¢o(N), constitué des suites de limite nulle.
1. Montrer que le dual ¢.(N)" est isomorphe & ¢!(N).

2. Montrer que le complété de ¢.(N) est isomorphe a ¢o(N).
3. En déduire que le dual ¢y(N)’ est isomorphe & ¢'(N).
4. Montrer que le dual de ¢*(N) est £*(N).

Probléme 18.4 (L' non réflexif).

1. Montrer qu'un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual est
réflexif.

2. En déduire que si un espace mesuré (E, A, ;1) contient une suite infinie de parties
disjointes de mesure > 0, L}(E, A, 1) et L*(E, A, i) ne sont pas réflexifs.
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FIGURE 26 — Stefan BANACH (1892-1945)



Chapitre 19

Convolution

Les raisons pour introduire le produit de convolution des fonctions sont nom-
breuses. Par exemple, la convolution permet de construire des “approximations
de l'identité” et elle est transformée en le produit habituel par la transformation
de Fourier (voir le chapitre sur la transformation de Fourier). Plus physiquement,
considérons un systeme mécanique, financier, biologique, ou autre, que ’on excite
avec un signal d’entrée f(t) et qui réagit avec un signal de sortie s(t). Il est courant
que l'opérateur A : f — s possede les propriétés suivantes :

— Linéarité : A(af + Bg) = aA(f) + BA(g).

— Homogénéité dans le temps : A(f(r —-)) = A(f)(7 — ) (i.e. si on applique
en entré le méme signal décalé dans le temps, on obtient en sortie le méme
signal de sortie décalé du méme intervalle de temps)

— Causalité : si f(t) = 0 pour ¢ < o, A(f)(t) = 0 pour ¢ < .

L’opération de convolution telle que nous allons la définir modélise, dans une large
mesure, ce type de situation.

Théoréme et Définition 19.1. Si f,g € L' = LL(RY, B(R?), \), le produit de
convolution de f et g est la fonction

feg:RISC, o f Fx— y)gly) dy = f oo fy)dy.  (19.1)

Il appartient a L' et

1f = glee < [fleelglr- (19.2)

Démonstration. Le produit de deux fonctions intégrables n’est généralement pas
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intégrable. Pourtant, ici c’est bien le cas. En effet,

J |f(z — y)| dxdy = J\g (J |f(z—y)| dx) dy (théoreme de Tonelli)

= 1ol ([ 1@ ar) ay

(changement de variable 2’ = z — y, a y fixé)

U!f \da:> (fyg ydy> (linéarité)

= [ flzrlgler < <o,

donc (z,y) — f(z —y)g(y) est intégrable sur R? x R%. Donc, d’aprés le théoréme
de Fubini,
— dx-p.p., la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable (donc le produit de
convolution est bien défini p.p. par la premiere formule intégrale donnée)
— et f * g est intégrable.
L’estimation annoncée découle du calcul précédent :

If * gl = f\f*g )| dr < f (@ — w)g(w)] dz dy < | gl

Il reste a démontrer que

ff T =y dy—fg(w—y)f(y)dy

(commutativité du produit de convolution). Mais cette égalité provient de la for-
mule du changement de variable ¢/ = x — y (de jacobien (—1)%). O

Par exemple, si f = %]1[_1,1] sur R, la convolution par f, en un point x, revient a
moyenner sur U'intervalle [z — 1, 2+ 1], comme le changement de variable ¢/ = x —y
le montre :

Feo@) = [ot-wr@ar=3 [ se-nas=3 [ awar.

Exercice 19.1 (Dérivée d’'une convolée).
Soient f € L' et g continue et bornée.

1. Montrer que I'équation (I9.1]) définit une fonction f = g continue et bornée.

2. Soit r € N. Montrer que si les dérivées partielles d’ordre r de g sont continues
et bornées, les dérivées partielles d’ordre r de f = g le sont aussi, et

of+g) . 09 3(f+9) . Py

(3.73]' an7 &xjc?xk c?xjaxk’

Exercice 19.2 (Convolution d’'une fonction dans L},.).

Notons L. = Li,.(R™) I'espace des fonctions f localement intégrables, c’est-a-dire

telles que, pour tout compact K < RY, la fonction f1x soit intégrable. Soient
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fe L. etge L' nulle en dehors d’un certain compact K de R?. Montrer que

I'intégrale
frg(z) = ff(x —vy)g(y) dy

1
loc*

est définie dz-p.p. et que f+ge L
Exercice 19.3 (Approximations de l'identité).
Soient f e L' = L'(R?) et
1 2

h(x) = me‘“’”“ et hn(z) =n%h(nz) (zeR? neN).
1. Montrer que h, h, € C* n L' et que {h = (h, = 1.
2. Montrer que, pour tout n, f = h, est de classe C* et donc que C* est dense
dans L.

Pour cette raison, la suite des opérateurs de convolution f — f = h,, s’appelle aussi
une suite réqularisante.

3. Montrer que (f*h,,) converge vers f dans L' ; on pourra commencer par supposer
que f est continue a support compact, puis utiliser le résultat de densité démontré
dans l'exercice [18.3]

La suite des opérateurs de convolution f — f = h, et, par abus de langage, la suite
des fonctions h,, elle-méme, s’appellent une approzimation de [’identité.

L’objectif final étant de démontrer que 'espace C° des fonctions C* a support
compact est dense dans L', on désire d’abord définir un analogue de la fonction h
a support compact.

4. Montrer que la fonction

N (—ﬁ) siz] < 1
0 siflz] =1

est dans C;° ; on pourra considérer la fonction intermédiaire sur R

{exp (—%) siu>0
u —
0 siu<0.

5. Montrer que les fonctions n(x) := S% et n, () := nin(nz) vérifient les propriétés
qui nous ont été utiles pour h et h,, en plus d’étre a support compact.

6. Montrer que, si f € C, f*n, € Cf.

7. En déduire que Cf° est dense dans L.

Autres exercices

Probleme % 19.1 (Autour du théoreme de Steinhaus [TaolOal).
1. Soit £ < R? une partie Lebesgue-mesurable de mesure > 0. Montrer que

I’ensemble
E—FE:={zx—y;, x,ye E}
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contient un voisinage ouvert de 'origine (théoreme de Steinhaus).

Indication : Se ramener au cas ou F est borné, puis considérer la convolution
lg=1_g, on —E :={-y; ye E}.

Un homomorphisme f : R? — C est une application vérifiant f(x+y) = f(x)+f(y)
quels que soient z,y € RY.

2. Montrer que les homomorphismes mesurables sont continus.

Indication : Pour tout disque D centré & I'origine dans C, montrer que f~!(z +
D) est de mesure non nulle pour au moins un z € C, puis utiliser la question
précédente.

3. Montrer que f est un homomorphisme mesurable si et seulement si f est de la
forme
f(x1, ., 2q) = 21210 + -+ + Tq2q

pour certains coefficients complexes 21, ..., z4, quels que soient xq, ..., x4 € R.

Indication : L’établir d’abord quand x4, ...,z,; sont rationnels, puis utiliser la
question précédente.

4. (Pour les lecteurs familiers avec le lemme de Zorn, cf. [TaolOa, § 2.4]) Mon-
trer qu’il existe des homomorphismes f : R? — C qui ne sont pas de la forme
précédente.

Indication : Utiliser la structure de Q-espace vectoriel de R? et de C, et le fait
(conséquence du lemme de Zorn) que ces espaces vectoriels possedent une base
algébrique. (Ceci fournit une construction alternative d’ensembles non Lebesgue-
mesurables.)



Chapitre 20

Transformée de Fourier

Dans ce chapitre, nous notons L' = LL(R?, B(R), \).

Définition 20.1. La transformée de Fouriert] dune fonction f e L' est la fonction
F(H=FR=C, &~ | [fla)e™dr,
R4

Oﬁ$'€:$1€1+“'+xdfd.
La transformée de Fourier d’une mesure y finie sur R? est la fonction

Fp)=pi:R'—C, & | e dp(z).

R4

En probabilités, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X : (2,4, P) —
R? est la fonction ®x := Py, c’est-a-dire telle que

by (&) = Je‘im'f dPx(z) = E (e7%¢).

La cohérence de ces définitions est que, si p a une densité f, i = f.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur la premiere des trois définitions. Les
fonctions caractéristiques seront utilisée ultérieurement en probabilités.

Théoreme 20.2. La fonction f est continue, tend vers 0 a l'infini et vérifie

| Flze < 1l (20.1)

Démonstration. Le fait que f soit continue a déja été démontré dans exercice [6.11
La majoration (20.0]) découle de la croissance de I'intégrale. Il reste & démontrer
que la limite de f a l'infini est nulle (“lemme de Riemann-Lebesgue”).

1. Joseph FOURIER, mathématicien frangais (1768-1830), célebre pour son étude des équations
de la chaleur et des ondes.
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Supposons d’abord que f est continue a support compact. Pour £ # 0,
f©) = | e <rta) ds
= — Jei(mﬂé){f(x) dz

—ix- £
= —Je &f <x+7rw> dx,

Fo =3 [ (ro -1 (2475 ) ) o

Soit B une boule contenant le support de f :

donc

©=3 (-1 (o4 rpep) ) o
) szﬁﬁmae fo)=f =+ mpep ) ) 4

De 'expression précédente, il vient

fO|<vol(B)  swp [f(y) — f@)]

ly—z|<m¢/|€]?

La fonction f étant continue a support compact, elle est uniformément continue.
Donc le membre de droite de la derniere inégalité tend vers 0 quand & tend vers
Iinfini.

Soit maintenant f € L!. D’apres I'exercice 9.3} il existe des fonctions f,, continues
a support compact telles que

|17z —o0.

I1 découle de l'inégalité ([20.1]) que Hf — anLoo tend vers 0. Or, pour tout &,

FOI < |FE) = ful®)] + [ fu(O)];

dans le membre de droite, le premier terme est majoré par ||f — f,/ L1, qui est
arbitrairement petit si n est assez grand, uniformément par rapport a &; et le
second terme est alors arbitrairement petit si [§] est assez grand, d’apres le cas

particulier des fonctions continues a support compact. Donc f tend vers 0 a I'infini.
O

Si l'on utilise un théoreme d’approximation plus fort, on obtient une démonstration
tres simple, comme le montre l’exercice suivant en dimension d = 1; dans le
cas général (d quelconque), la formule de Stokes doit se subtituer a la formule
d’intégration par parties, ce que nous ne ferons pas ici.

Exercice 20.1 (Sur le lemme de Riemann-Lebesgue).
Montrer que le lemme de Riemann-Lebesgue en dimension d = 1 pour les fonctions
f de classe C'® a support compact ; on pourra faire une intégration par parties.



157

Ezemple 20.3 (Indicatrice d'un intervalle).

sin b—a - a
0 sié=0.

o

En revanche, d’apres le théoreme, 1,3 (étant discontinue) n’est la transformée de
Fourier d’aucune fonction L.

Ezemple 20.4 (Gaussienne). Pour a > 0, on a

F <€—ax2/2> (€) = 4| 2T e-€¥/t20)
a
Premiére démonstration. On a
F (e‘“”) (€) = et/ J eo(o+3) 12 4. (20.2)

, . . , _ax2 . , s
En écrivant que l'intégrale de e~**" sur le contour orienté dessiné sur la figure

est nul, puis en montrant que les contributions des cotés verticaux tend vers 0
quand on étire a l'infini le rectangle horizontalement, on voit que l'intégrale du

membre de droite de (20.2)) est égale & Se*“‘#/ 2dx = /% (exercice [4.5).

C i&/2a B
|

-
[ iy

D 0 A

FIGURE 27 — Le contour d’intégration dans ’exemple [20.4

Deuzieme démonstration. Par application du théoreme de convergence dominée
(ou, plus directement, du théoreme [[6.2] ou de 'exercice [[6.2)), la transformée de
Fourier de f(z) = e~*"/? est dérivable de dérivée

F1(€) = —'Je_ixg <a:e_“x2/2> dx.
Une intégration par partie montre que

fey— &
a

floy = - [ S )

Donc il existe un réel C' tel que

fig) = ceere
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Mais, on sait que

R 2
f(0) = f e 2 gy — 4 | X
R

a

(exercice [[4.0]). D’ott la formule annoncée.

Par le changement de variable élémentaire 2’ = (z — p)/o et en prenant a = 1, on
en déduit que la fonction caractéristique d’un variable aléatoire X de loi gaussienne

N(u,0?)

est

f===Ff) pp. (20.3)

ot [’on note classiquement

Flo)a) = g(a) = | e*o(e)ag
R
(par rapport a F, on a juste remplacé i par —i).

Remarque 20.6. Plus explicitement, (20.3) s’écrit

@) = o | (f s p(y) dy) i

Formellement, on aimerait intervertir 'ordre des deux intégrales (que faire d’autre ?)
et écrire le membre de droite comme

(2%[1 fRd UR e d€> f(y) dy,

puis essayer de se convaincre que cette expression vaut f(x). Mais l'utilisation ici
du théoreme de Fubini est illicite parce que la fonction (y, &) — '@ %9 f(y) n’est
pas intégrable sur R??. Nous allons adapter cette idée en multipliant cette fonction
par e~ I€l2/4 (qui, en particulier, tend vers 1 quand € tend vers 0), puis faire tendre
e vers 0 dans les deux expressions obtenues en intervertissant I’ordre d’intégration.

Démonstration. Soit, pour n = 0,

1 (z—)-£  —e2| €12 /4
L(z) — e J J a0 € =2 £ (1 dy de.

R2d

Cette fois-ci, le théoreme de Fubini s’applique. En intégrant par rapport a £ et a
y dans les deux ordres possibles, on va obtenir deux expressions de la limite de I,
quand n tend 'infini, et, par unicité de la limite, obtenir ’égalité voulue.
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En intégrant d’abord par rapport a y, on obtient

1 & —e2|£12/4 p
1) = oy JRd el L (g)de.

La fonction qui reste a intégrer par rapport a { est dominée par | f | e L et tend
vers €€ f(€) quand e tend vers 0. D’apres le théoréme de convergence dominée,

L F(H@).

fim I(@) = (2m)d

En revanche, en intégrant d’abord par rapport a &, on obtient

I(x) = f he(x — ) () dy = he » f(2),

avec
1

he(@) = Gy e erriag
T

Rappelons 1’égalité montrée dans I'exemple 20.4] (ot 'on a interverti les roles de x
et de &, et pris la conjugaison complexe des deux membres), en dimension 1 :

J giniér g=ag/2 ge, _ ) | 2T —at/(2a),
R a

En dimension d, d’apres le théoreme de Fubini on obtient

9\ 42
J giv€ gmalél?/2 ge — (2T plel/(2a)
Rd a

et, en prenant a = €%/2,

/2
J eiv€ =l ge — (AT el
R¢ ¢

1 e 1. (€
he(x) = T5aC 1€/ = —Mh (_)

T L€E € €

Donc

La convolution par ces fonctions forme une approximation de l'identité et, de la
meéme facon que dans 'exercice (ot n jouait le role joué ici par 1/e€), on voit
que

If = hex fllor = 1f = Ll =m0 0.

On admet provisoirement que ceci implique qu’il existe une suite €, tendant vers
0 telle que I, — f p.p. (cette réciproque partielle du théoreme de convergence
dominée sera démontrée dans le chapitre sur les modes de convergence). Donc

f=0@m™F(f) pp. O
Corollaire 20.7 (Injectivité). Si f,ge L* et f =g, f = g.

Autrement dit, la transformée de Fourier d’une fonction L' la caractérise.



160 CHAPITRE 20. TRANSFORMEE DE FOURIER

Démonstration. Sous ces hypotheses, f/—\g = 0 € L. Donc, d’apres la formule
d’inversion, f — g = (27) ¢F(f —g) = 0 p.p. O

Remarque 20.8. Dans le corollaire, il n’est pas nécessaire que f et g soient som-
mables, parce que la formule d’inversion est appliquée a la fonction f — g qui, par
hypothese ici, est nulle.

La formule d’inversion peut-étre adaptée aux probabilités (voir 'exercice 20.7). On
en déduit alors de la méme fagon I’analogue du corollaire précédent.

Théoreme 20.9 (admis). La transformation de Fourier des mesures de probabi-
lités est injective.

Remarque 20.10 (Normalisation). Si l'on note

f( =cr Jem”éf(x) dx (a,C e Ry)

la formule d’inversion devient

s = (L25) [emcioae

Théoréme 20.11. Soit f € L'nC" dont les dérivées partielles aussi sont intégrables.

Alors ;
F (—f) - i6; f(6).

51']-

Soit g une fonction intégrable telle que les fonctions x — x;g(x) soient intégrables.
Alors § est de classe O et

F (a;9(x)) = z‘j—fj@).

C’est une propriété remarquable de la transformation de Fourier de convertir
une dérivation en une opération algébrique (la multiplication par &;). Ceci ex-
plique l'importance de la transformation de Fourier dans 1’étude des équations
aux dérivées partielles. L’exercice donne un exemple de résolution d’équation
aux dérivées partielles par transformation de Fourier.

Plus quantitativement, on peut aussi remarquer que la transformation de Fourier
échange les propriétés de régularité et de décroissance a l'infini : par récurrence,
on voit qu’'une fonction tres réguliere (ayant beaucoup de dérivées successives dans
L') aura une transformée de Fourier petite & I'infini (telle qu’elle reste intégrable
apres multiplication par un monome de degré élevé), et vice-versa.

Démonstration. Pour démontrer la seconde partie du théoreme, il suffit d’appliquer
le théoreme de dérivation sous le signe somme. Regardons donc la premiere partie.
Traitons le cas de la dimension d = 1. Il est faux en général qu'une fonction
intégrable est de limite nulle & I'infini. C’est pourtant le cas ici, parce que f et f’
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sont supposées intégrables. En effet, d’apres le deuxieme théoreme fondamental de
I’analyse réelle,

flz) = Jf t)dt —4 i f(O J f(t

Donc limy f existe. De plus, cette limite est forcément nulle, sans quoi f ne
pourrait pas étre intégrable.

Une intégration par parties montre que

R . R f
f e_mgf/(x) dr = [e—m’{f(m)]_R + Zgj e—wﬁf(x) dx
-R

-R

Grace au fait que limy f = 0, par convergence dominée on obtient, quand R tend

vers 'infini :
J e ! (x) do = zfj e f(z) da
R R
Nous laisserons au lecteur le soin d’adapter cet argument en dimension d. O

Corollaire 20.12. Soit X : (2, A, P) — (RY, B(R?)) une variable aléatoire de
carré intégrable. Alors sa fonction caractéristique ®x est de classe C? et

Dx(€) = 1~ iB(X) €~ S'EBXX)E + of €],

Dans cette formule, !X désigne la matrice transposée de X. En particulier, X*X
est la matrice carré d x d de coefficients X jX k- On peut écrire, plus explicitement,

Ox(§) =1-i Y GE(X; 2 EEE[X;X3] + o([€]?).

1<jy<d 1<] k<d

Exercice 20.2 (Transformation de Fourier et convolution).
Montrer que, si f, g€ L,

F=a(6) = F(©)a©).

Remarque % 20.13. Nous avons mentionné dans la premiere définition de ce cha-
pitre comment la transformation de Fourier se généralise aux mesures finies, ce qui
revét une importance considérable en théorie des probabilités. L’analyse harmo-
nique moderne s’intéresse a une autre direction de généralisation, gigantesque, a
savoir I'analyse harmonique sur les groupes. Cette voie a atteint un certain stade
d’aboutissement uniquement pour les groupes abéliens localements compacts. On
munit un tel groupe G de sa mesure de Haar, son unique mesure invariante par
I’action a gauche, a homothétie pres. Un caractére est un morphisme de G dans
le cercle unité de C. Les caracteéres de G forment eux-mémes un groupe, appelé
groupe dual G de G. Par exemple, le groupe dual de R est R=R (les caracteres
étant les fonctions x — €/* ¢ € R), et celui de T = R/Z est T = Z (les caractéres
sont les fonctions x — €'* t € Z). On définit alors la transformée de Fourier d’une
fonction f e L'(G) par

)= | o) fia) do
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On peut alors montrer que, sous certaines conditions, la formule d’inversion sui-
vante est vraie :

flg) = L F(Ht(g) dg.

Ces outils operent un rapprochement remarquable de I'analyse et de la théorie des
groupes et des représentations, et la théorie des nombres [Dei05, [Gur9g].

Dans l'exercice suivant, on résoud “I’équation de la chaleur”

ou
ot
ot u est une fonction sur RT x R ¢t € R* et z € RY, et ott Au(t,z) = Up g, + ... +
Ugp,z, €St le laplacien de u. Les méthodes utilisées fonctionnent remarquablement

bien, en général, pour les équations aux dérivées partielles a coefficients constants
sur R?. L’équation de la chaleur est importante a plusieurs titres :

(t,z) = Au(t, ), (20.4)

— En physique, on montre qu’elle régit I'évolution de la température dans
certains milieux. En effet, dans une petite boule B de l'espace, 1'énergie

thermique est
J cudx,
B

ou u est la température et ¢ la capacité thermique, ici supposée constante.
De plus, la loi de Fourier affirme que le flux de chaleur a travers le bord 0B
de B est

\(Jg/ﬁgradu -vdS,
B

ol la conductivité thermique  est une constante, ou v est le vecteur normal
sortant de 0B et ou cette intégrale est une intégrale de surface. Comme
div grad = A, la formule de Stokes affirmant que

§/{gradu-ud5 =J kAudr,
B

0B

la conservation de I’énergie impose
J (cou—kKkAu) dr=0.
B

Comme cette équation est vérifiée pour toute boule B, on en déduit que la
fonction sous l'intégrale est nulle :

atu = DAU,

avec D = £ (coefficient de diffusion). Le facteur D est inessentiel est peut

étre supposé égal a 1 : il suffit de considérer plutot la fonction (s, z) =
u(Ds, x) (ce qui revient a changer d'unité de temps).

— L’équation de la chaleur peut aussi étre vue, en complexifiant le temps (c’est
la rotation de Fick des physiciens), comme ’équation de Schrodinger de la
mécanique quantique, pour une particule dans le vide.
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— En probabilités, I’équation de la chaleur est intimement liée au mouvement
brownien, ce que nous allons voir ici de fagon informelle. Considérons une
particule se mouvant le long de l'axe réel de facon aléatoire, suivant les
regles suivantes, ou Az et At sont deux parametres > 0 donnés :

— pendant chaque intervalle de temps [nAt, (n + 1)At] (avec n € N), la
particule se déplace aléatoirement vers la gauche ou vers la droite ;

— les accroissements successifs x,,1 — x, entre les instants nAt et (n +
1)At sont des variables aléatoires 2 — {+Ax} indépendantes (voir
la définition de l'indépendance dans le chapitre qui lui sera bientot
consacré) et identiquement distribuées, de loi de Bernoulli 3 (6_as+0az)-

Alors la probabilité p(t,x) de trouver a l'instant t la particule a 'abscisse

x vérifie, d’apres la formule des probabilités totales,

p(t + At,z) = % (p(t, @ — Ax) + plt,x + Ax)). (20.5)

Un tel systeme dynamique aléatoire s’appelle une marche aléatoire (symé-
trique, ici, puisqu’a chaque étape la probabilité d’aller a gauche ou a droite
est la méme).

On s’intéresse a la limite d’une telle marche aléatoire aléatoire quand At
et Az tendent chacun vers 0. Il est alors commode de supposer que p(t, x)
est une fonction définie sur R* x R (et non plus seulement en des valeurs
discretes de t et de x) et que la formule (20.5]) est encore valable. Alors, en
écrivant

p(t+ At x) = p(t,x) + L(t, ) At + o(At)
p(t,x + Az) = p(t,x) + L(t,2)Ax + L28(t, 2) Az + o(Az?),

apres division par At I’équation devient

op  10%p Az? Ax?
_cpar (28 ).
o 2o ar o\ ar ) oW

L’équation a une limite non triviale si At et Az tendent vers 0 de fagon que
le rapport
Ax?
At
soit constant (le facteur 2 étant la pour une pure raison esthétique); D
s’appelle le coefficient de diffusion. Alors I’équation limite est I’équation de
diffusion de la chaleur

=2D

op o%p

ot ox?
Le comportement qualitatif de ses solutions ne dépend pas de la valeur
précise de D : on peut toujours se ramener a D = 1 en faisant le changement
d’inconnue consistant & poser u(t,x) = p(D.t,x) (ce qui revient & changer
d’unité de temps).
Mais, dans cette limite, qu’est devenu le mouvement de la particule initiale-
ment considérée ? Les accroissements normalisés &; = % sont indépen-
dants, identiquement distribués, d’espérance nulle et de variance 1. Le



164 CHAPITRE 20. TRANSFORMEE DE FOURIER

théoreme central limite (voir plus loin le chapitre qui lui est consacré) af-
firme que la position

Ty =Ax.(§+ &+ + &)

de la particule a I'instant nAt, a supposer que I'on choisisse Az = +/2tDn,

converge quand n — +00 en loi vers une variable aléatoire réelle B(t) de loi

normale N(0,2Dt). La position limite se note B(t,w), de sorte que

— pour tout ¢, la fonction w — B(t,w) est une variable aléatoire,

— pour tout w, la fonction ¢ — B(t,w) est une courbe dans I'espace des
positions (ici R), définissant la trajectoire de la particule.

On montre que les trajectoires ¢ — B(t,w) sont des courbes continues nulle

part dérivables. B s’appelle un mouvement bmwm’enﬁ ou un processus de

Wiener.

Voyons comment trouver heuristiquement (c’est-a-dire en raisonnant formellement,
en faisant toutes les hypotheses supplémentaires de régularité et d’intégrabilité
nécessaires pour intégrer, dériver sous le signe d’intégration, etc.) une solution de
I'équation ([20.4) avec la transformation de Fourier. Supposons qu’il existe une
solution de cette équation, vérifiant la condition unitiale u(0,z) = ¢(z) (une cer-
taine fonction de x donnée). Prenons la transformée de Fourier de 1'équation de la
chaleur par rapport a la variable spatiale x, le parametre ¢ étant fixé :

f Oyue ¢ dy = J Aue ™€ dx.
Rd R4

En supposant que le théoreme R20.11] s’applique, on obtient
(?ta(ta f) = —H£H2ﬂ(t, 6)7

ou u est la transformée de Fourier de u par rapport a la variable spatiale x. On
a ainsi converti I’équation de la chaleur en une équation différentielle ordinaire
(puisque seule la dérivée de @ par rapport au temps intervient), la variable spatiale
duale £ pouvant étre prise comme parametre. Comme de plus

a(0,€) = ¢(8),
on obtient
a(t, ) = p(&) e

soit, d’apres la formule démontrée dans l’exercice 20.2] (& supposer toujours que
celle-ci s’applique),

1 = 2
— —lel?t
u(tPT) SO *LL‘ (27T)d/2f <6 ) bl
ol “x,” désigne le produit de convolution par rapport a x, soit

u(t,m) = 90(5@ *x N(t> ZE)

2. D’apres Robert BROWN, paléobotaniste écossais (1773-1858). Il étudia au microsope le
mouvement de graines de pollen de Clarkia pulchella immergés dans ’eau, ce que 'on modélise
aujourd’hui par un mouvement brownien.

3. Norbert WIENER, mathématicien américain (1894-1964).
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avec

1 e

L’exercice suivant justifiera le degré de validité de cette formule.

Exercice 20.3 (Equation de la chaleur).
Considérons 1’équation de la chaleur

ou
%(ta x) = Au<t7 .CE),

ol u est une fonction sur Rt x R%, ¢t € R* et € R% Imposons de plus la distri-
bution initiale u(0,-) = ¢ € L'(R%). On montre en Physique que la température
d’un espace homogene isotrope sans source de chaleur définit une solution de ce
probleme de Cauchy.

Soient N : R} x R? — R le noyau de la chaleur défini par I'équation (20.6) et
u: Rf x R? - R la fonction définie par

u(t, r) = (N(t,-) * o) ().

1. u est une fonction de classe C* sur R} x R?.
2. u est une solution de 1’équation de la chaleur sur R} x R9.
3. u(t,-) converge vers ¢ dans L'(R?) quand ¢ tend vers 0.

Pour tout ¢ > 0 on note symboliquement e*® le propagateur de la chaleur
¢® LHRY) — C*(RY), ¢ ult,-) = N(t,-) = .

4. Montrer que e'® est un opérateur continu positif L'(R%) — L'(R9).

5. Montrer que e'® se prolonge de facon unique en un endomorphisme continu

L*(R?) — L2(R%); on pourra utiliser sans le démontrer que la transformation de
Fourier se prolonge en une isométrie de L?(R?).

Montrer que quelle que soit la fonction ¢ € L2, que la fonction e'®¢ satisfait
I’équation de la chaleur sur R} x R? et u(t,-) converge vers ¢ dans L? quand ¢
tend vers 0.

Remarque 20.14. La solution de 'équation de la chaleur sur R x R construite
dans I'exercice précédent grace a la transformation de Fourier peut étre elle-méme
utilisée pour résoudre 1’équation sur un domaine spatial borné de la forme

Q={reR" 0<z;<a;,0<j<n}

La méthode consiste a se ramener 1’espace R? entier par réflexions dénombrables
du domaine.

Exercice 20.4 (Non surjectivité de la transformation de Fourier).
Soit
€ oin

1
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1. Montrer que la fonction 6 est continue sur |0, +oo[ et qu’elle posséde une limite
finie en +o0.

2. Montrer que, si f est une fonction intégrable sur R et si f est sa transformée
de Fourier, ’expression
¢ fm)
o€) = | T ay
17

a une limite finie quand ¢ tend vers +oo0.

Soit ¢ la fonction paire définie sur R par

(2) = 1 sifzr] <1
IE = 1/ +In(1 + |z)) si|z| > L.

3. Montrer que g est continue et tend vers 0 en +00, mais que g n’est la transformée
de Fourier d’aucune fonction intégrable.

Exercice 20.5 (Rotations minimales).
Soient a = (v, ..., aq) € T? = R/Z% et

Ry:T* T z—z+a.

On identifie T¢ & [0, 1[%, et on le munit de la restriction de la mesure de Lebesgue.

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— les nombres (1, ayq, ..., ay) sont libres dans le Q-espace vectoriel R (on dit
que R, est minimale)
— l'unique mesure de probabilité invariante par R, est la mesure de Lebesgue.

Probléme 20.1 (Une inégalité de concentration [BJO06]).
Soient X une variable aléatoire réelle, Py sa loi, ®x : t — E(e "¥) sa fonction
caractéristique et

Cx : [0,+o0[— [0,1], vy~ sup Px([z,z+ y])

zeR
sa fonction de concentration. On suppose que Py est diffuse, c’est-a-dire que
Px(a) = 0 pour tout a € R.

1. Tracer le graphe de la fonction C'x dans le cas d'une variable de loi uniforme
sur un intervalle [a — h,a + h] (a € R, h e R}).

On revient au cas général.
2. Montrer que Cx est croissante.
3. Montrer que C'x est continue a droite.
4. Soient T'> 0 et a € R. Montrer :
g [21 —cosT(X +a)
T?(X + a)?

1 (F y
] - 73] (T lthe ™ ox(®)dt.

5.777 En déduire qu’il existe un réel A universel (indépendant de X) tel que, si
A>0et0<zA<m,

A

Cr(x) < XJO B (1) dt.
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Soient X une copie indépendante de X, b > 0 et Z indépendante de (X, X) et de
densité

6. Montrer que
7. En déduire :

C Ly (" 2q
> —— Dy (t t.
<02 gy | 0

Exercice 20.6 (Inégalité d’Heisenberg (R. Krikorian)).
Soit f : R — R une fonction de classe C? telle que zf(x) et f'(x) soient dans L.

Montrer que
200002 do ()2 d 1
([ rwrac) ([ rera) =5

quels sont les cas d’égalité ?

Indication : On pourra considérer les opérateurs A, et AF tels que A;f(x) =
f'(x)+taf(x) et A f(x) = —f'(x) + ta f(x), et montrer que {(AFA, f)(x)dz > 0.
(L’exercice 22.4] donne une version duale de cette inégalité, au sens de la transfor-
mation de Fourier.)

Exercice 20.7 (Inversion de la transformation de Fourier).
Soit u une probabilité sur R? telle que i € L'(R?). Montrer que y admet une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue et que cette densité vaut

fola) = gz |, i€ 7 e

FIGURE 28 — Joseph FOURIER (1768-1830)
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Chapitre 21

L’espace de Hilbert L?(u)

On a démontré dans un chapitre précédent que L' (E, A, i) est un espace de Banach
(théoreme[IR4) et que la démonstration de la complétude de L' se transpose muta-
tis mutandis & tous les espaces LP. L’espace L? jouit de la propriété supplémentaire
qu’il est hilbertien, puisque sa norme est manifestement issue du produit scalaire
hilbertien (disons complexe, si I'on considere des fonctions complexes, mais on
pourrait tout aussi bien se limiter aux fonctions réelles)

(flg) = j F@)(x) du(z).

Rappelons les propriétés qui font de cette application {:|-) un produit scalaire
préhilbertien :[1
— sesquilinéarité :

(aflg) = alflg) et (flag) = alf,9)
— symétrie hermitienne : L
Wlf) =<l
— positivité :
1) =0

— caractere défini :
1flzz == {flf)=0=f=0.

On a donc démontré le résultat suivant.

Théoréme 21.1. L*(E, A, ;1) est un espace de Hilbert.

Ainsi, L? bénéficie du lot de propriétés tres fortes qui accompagne tous les espaces
de Hilbert. Par exemple, 'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que

[l < [f]ellgllze,

1. David HILBERT, mathématicien allemand (1862-1943), dont l'influence fut considérable. Il
définit une liste de 23 problemes fondamentaux, qui a orienté une grande partie des recherches
mathématiques au XXe siecle.
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fivaf (i) (fora)”

Voyons trois applications simples de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

soit

Ezemple 21.2. Le produit scalaire (-|-) : L? x L? — C est continu.
Ezemple 21.3. Si p est finie, L? = L'. En effet, si f € L2,

[l = flfldu < [ flel ez = 1f e/ (E) < 0.

Ezemple 21.4. La formule du produit de convolution définit un produit des fonc-
tions dans L?(R%), & valeurs dans I’espace des fonctions continues bornées sur R¢,
puisque

|f#g(x)] < Jlf(y)g(x —y)ldy < |flezllg(z — )z = | flz]gllze-

Nous rappellerons les propriétés de réflexivité, existence et unicité de la projection
sur un convexe fermé non vide, existence de base hilbertiennes etc., au fur et a
mesure des besoins.

Fin de la démonstration du théoréme[I8.11. L’argument suivant est di & von Neu-
mann.? Soit A € L. On veut montrer que, sous I’hypothese que p soit o-finie, il
existe une fonction g € L telle que, pour toute fonction f € L', on ait

M) = J fgdp.
Notons b la norme de A :
MAI<O[fl (VfelLh).
Supposons d’abord que p soit finie. Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
[l < [f]zzllgl

[ir1< U\f\2>l/2u(E)1/2

implique que L? < L', donc LY < L*. Donc )\ peut étre vue comme une forme
linéaire sur L2, par simple restriction. Cette restriction est continue, comme le
montre encore 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

appliquée avec g =1 :

) < bl = b f |- Lpdu < | fle | Lelze.

2. John vON NEUMANN, mathématicien américano-hongrois (1903-1957), qui s’est illustré
dans des domaines aussi variés que ’analyse fonctionnelle, la théorie des ensembles, la mécanique
quantique, l'informatique et ’économie. En informatique, il a imaginé larchitecture (qui porte
aujourd’hui son nom) utilisée dans tous les ordinateurs modernes.
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Dans le cas de L2, la surjectivité nous est donnée gratuitement par la théorie
hilbertienne : d’apres le théoréme de Riesz,* il existe une unique fonction g € L?
telle que

A(f) = ffgdu

pour toute f € L2 Remarquons que, pour tout ensemble A de mesure finie, 14 €
L' N L? et

‘f]lAgd,u' = A1) < b|Lallp: <bu(A).

Donc
l9(x)[ < bp.p.
(exercice : justifier cette affirmation), donc g € L® et |g|p» < b.

Comme I'espace des fonctions étagées intégrables est dense dans L' (exercice[I8.3),
par continuité

A = [ fodu

pour toute f € L'. Ceci démontre la surjectivité dans le cas olt u(FE) < oo.

Le cas général ou p est seulement o-finie s’en déduit. O]

Autres exercices

Exercice 21.1 (Séries de Fourier L?).
Les séries de Fourier sont un cas particulier de la transformée de Fourier, mais on
peut les étudier indpendemment. Ici, nous nous attachons & la théorie L2

Considérons 'intervalle C' = [0, 1[ muni de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue. On considere P'espace de Hilbert L?(C') des fonctions complexes, muni
du produit scalaire complexe (produit hermitien) défini par

1
ol = | i
0
Un tel produit hermitien définit naturellement une norme par la formule :

|9l = /<l

On vérifiera ou on admettra que les résultats démontrés dans le Cours pour les
espaces de Hilbert réels se transposent aux espaces de Hilbert complexes.

Soit (€ )nez la famille de fonctions définie par e, (t) = ™.

1. Montrer que la famille (e,,),cz est orthonormée.

Notons C{°(R) ’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C* sur R. Soit
¢ € CF(R); par restriction a C, on peut voir ¢ comme une fonction sur C. Pour
tout n € Z on pose

ea(d) = (Bleny = jc o(1)en(t) dt.
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puis
N

Sn(9)(t) = Y, cald)enlt).

n=—N
2. Montrer en faisant deux intégrations par parties que la série de somme partielle
Sn(¢)(t) converge.
3. Montrer que

72N + 1)(t — 6))

sinm(t —6) 0.

A%w@=ﬁmmm(

4. En déduire que Sy converge vers ¢ uniformément sur C'.

5. En déduire que si ¢ appartient a l'orthogonal de (e,)nez alors ¢ = 0. En
admettant la densité de C{°(R) dans L*(C), montrer que (e,)ncz est une base
hilbertienne de L*(C').

Soient a € R et g € L?(C). Considérons 1'équation
ft+a (mod 1)) — f(t) = g(t)
d’inconnue f e L*(C).

6. Montrer que, si g n’est pas de moyenne nulle, I’équation n’a pas de solution.
7. Montrer que, si a est rationnel, en général I’équation n’a pas de solution.
8. Donner un exemple avec o ¢ Q ou I’équation admet une solution non constante.
9. % Donner un exemple ou ’équation admet une solution avec o ¢ Q et g(t) =
Dinez €n(t)/27.
Comme seconde application des séries de Fourier, on se propose de retrouver la
formule classique suivante :
1 72

P
10. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction ¢ qui est impaire et 1-
périodique, qui vaut 1 sur [0, 1/2].
11. Exprimer Y, _, & en fonction de )’ !

n=1 n2 n=0 2n+1"

12. En déduire le résultat cherché, en utilisant 1’égalité de Parseval.

Probléme 21.1 (Séries de Fourier bi-dimensionnelles).

Soit f : R? — R une fonction de classe C3, qui soit 1-périodique par rapport &
chacun de ses deux arguments. On définit, pour tout k = (ky, ky) € Z2, le k-iéme
coefficient de Fourier de f,

1 1
fr = f J f(0) e ™% df, db, e C
0 Jo
et, pour tout N € N et tout § = (0y,0,) € R?, la série de Fourier

SxI1O) = >, fre*

k‘EKN
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ou KN = {k € Z2, |l{,’1| < N, |k’2| < N} et k-0 = ]{?191 +k’292.
L’objectif de cette partie est de montrer que, pour tout € > 0, il existe N € N tel

que

max | f(0) — Sn[f1(0)| < e,

feR?
ce que nous utiliserons dans la partie 77.

1. La fonction .
Dy :RQ_)(C, 0 — Z 6127rk-9

kEKN
est-elle réelle 7

2. Montrer que .
Sulf)) = | [ 101 Dxt6 - 0y et
0 JO

3. En déduire que, pour tout 6 € R2,

f@ﬂ%m@=LLwM@ﬂ(HﬂMWWHM@—WOﬁmm@M)

§=1,2

avec f(6’) o f(t) '
sin [7(6;, — ¢1)] sin [7 (6 — t2)]’

plf10,t) =

on pourra commencer par écrire que f(6) = Sé Sé f(0) Dy (6 — t) dt; dts.

4. Dans le cas ou il existe une fonction g : R — R telle que f(6) = g(6,), déduire
de la formule [2I1]) que

f@ﬂ%ﬂmm%®=L¢M%MhmwN+erﬁﬂ%

avec
9(61) —g(t1)
sin [71'(91 — t1>] ’
montrer que 1[g] est de classe C* et en déduire que la série (Sy[f])nen converge
vers f uniformément.

Ylg] : (01, t1) —

5. Montrer que, dans le cas général, si I'on pose, pour 0° = (07,09) € R,
heo(0) = f(0° +0) — f(07 + 01,05) — f(07,05 + 62) + f(0°),

la fonction ¢[hg](0,-) est de classe C', et que Sy[hg.|(0) converge vers 0 uni-
formément par rapport a 6°. Conclure.

Exercice 21.2 (Convolution dans L?).

Soient f, g€ L*(R).

1. Montrer, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que la fonction f = g est
partout définie et bornée, en valeur absolue, par ||f| .z [|g]rz2-

2. Montrer que f = g est continue et tend vers 0 a 'infini.

3. f * g est-elle toujours dans L??
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Probleme % 21.2 (Universalité de la convolution).

1. Montrer que la formule du produit de convolution définit un produit de L*(R?) x
L*(R?) dans P'espace Cy(R?) des fonctions continues bornées.

2. Soit A un opérateur continu de L?(R?) dans Cy(R?), continu (c’est-a-dire qu’il
existe C' > 0 tel que, pour toute f € L2(R%), | Af|z» < C|f]z2) et commutant aux
translations (c’est-a-dire tel que A(f(- — 7)) = (Af)(- — 7) pour toute f e L*(R%)
et tout 7 € R?). Montrer qu’il existe a € L%(R?) tel que, pour toute f € L?(R?),
Af = a= f; on pourra utiliser le théoreme de Riesz.

Dans le résultat précédent, on aimerait pouvoir supprimer les hypotheses restric-
tives sur A. Mais ’exemple suivant montre qu’on ne peut pas le faire, du moins
sans utiliser la théorie des distributions.

3. Montrer qu’il n’existe pas de fonction a € L*(R) telle que, pour toute fonction
feL'YR), f =a= f (ce qui correspond au cas ou A est I'identité de L'(R)).

Probleme % 21.3 (De la formule de Taylor aux fonctions d’Hermite, examen
2013).

Soient (2,.A, P) un espace de probabilité et X : Q@ — R une variable aléatoire
réelle. Pour tout £ € R, on note ¢ : R — R la fonction z — €™ et eén)

n-iéme.

sa dérivée

1. Supposons qu’il existe une suite (p,)nen de polynomes d’une variable telle que,
pour tout £ € R, on a
()

cew) = Y B (X)) o

|
neN n:

On cherche ici a montrer que, forcément, les polynomes p,, satisfont une certaine
relation de récurrence et certaines propriétés qui les déterminent. Dans cette ques-
tion, on raisonnera donc par condition suffisante, en supposant notamment que
I’'on peut, dans les calculs, intervertir le signe de sommation avec les opérations de
dérivation et d’intégration.

(n)

1.1. Calculer les dérivées €, ’ pour n € N, montrer que

eve

() > %5“, (21.2)

n=0

puis en déduire que les polynomes p,, sont totalement déterminés par les relations
suivantes :

po(x) =1, pl, =np,_1, Jpn dPx =0 (Vn>=1). (21.3)

1.2. Calculer les p,, dans le cas ou Px = J, (mesure de Dirac) avec a € R, ainsi
que p, pour n = 0,1,2 dans le cas ou Py est la loi de Bernoulli %((50 + 01).
2. On veut montrer, la “formule de Taylor” suivante, pour toute fonction f réelle

de classe C® sur R telle que, pour tout n € N, f((X) soit intégrable, et pour tout
neN:

)= % B ([T e g ar).

| |
o<k<n k! 0 n:
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2.1. Montrer que, pour toute fonction f réelle de classe C* et pour tout n € N,
on a

Y (B - ) ) < [T D pey

| |
o<k<n k! 0 n

2.2. Conclure ; on pourra intégrer la formule précédente par rapport a .

2.3. Dans le cas ou Px est la loi de Bernoulli %((50 + 61), exprimer la formule
obtenue en termes des polynomes d’Euler E, définis par I'égalité

2e%¢ E.(z) .,
€+1 Z n! &

n=1

Calculer E,, pour n =0,1,2.

On se spécialise dorénavant au cas ou X est de loi gaussienne N(0,1/2), c’est-a-
dire de densité e~ /y/m. Les polynomes p, (définis par (ZL2) ou (2L3)) s’appellent
alors les polynomes d’HermiteH et se notent H,.

3.

3.1. Montrer que, pour tout £ € R, la variable aléatoire eX¢ est intégrable, et que
la fonction h : € — E(eX¢) est dérivable sur R, calculer sa dérivée, et en déduire
que h(§) = e£*/* (on pourra trouver une équation différentielle vérifiée par h, et la
résoudre).

3.2. En déduire que
d" 2
Hn = (—1)"9~" x? ( —x > ’
() = (~1y2e e

et calculer H, pour n =0, 1 et 2.

Pour n > 0, notons 1, la n-iéeme fonction d’Hermite définies sur R par
Up(z) = e_xz/QHn(:z:).

4.

4.1. Montrer que (¢ [Vn)r2 = § n(@) b (z) de = 0 sin # m et que (y|th,) 2 #

0; on pourra faire des intégrations par parties et utiliser la récurrence de (21.3)).
4.2. % Soit ¢ € L? une fonction L2-orthogonale & chaque 1, et telle que e’/ 2po(x) €

L'(R). Montrer que ¢ = 0; on pourra remarquer que, pour tout £ € R,
0= Z & e P H, (2)p(x) da
= n! )P ’

montrer que le membre de droite de cette égalité s’exprime comme la convolée de
e et de e”*/2p(x), puis prendre la transformée de Fourier.

3. Charles HERMITE, mathématicien frangais (1822-1901), analyste qui avait en horreur les
fonctions continues nulle part différentiables!
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On admettra que (¢,) est une base hilbertienne de L? (ce que I'on peut voir en
utilisant la question précédente).

5. On veut maintenant prolonger la transformation de Fourier & L*(R), par un
argument du a Wiener [Wie66].

5.1. Montrer que ¢y1(x) = 5(2tb,(z) — ¢, (x)) pour tout n € N.
5.2. En déduire que tn41(§) = —3 (£6a(€) = 04,(€) ), puis que th, = v27(=i)"t.

5.3. Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue F, : L?(R) —
L3(R) telle que .7:2(1@”) = /27 (—1)™), ; cette application est la transformation de
Fourier—Plancherel.

5.4. Montrer que F; est une isométrie de L*(R) et que Fpo0Fy = s, ol (s(p))(x) =
o(—x) (en particulier, F; est I'identité de L*(R)).

5.5. En déduire que L? est la somme directe de quatre sous-espaces invariants par
Fo.

Probléme 21.4 (Transformations linéaires de L*(R)).

Cet exercice utilise la transformation de Fourier-Plancherel, définie dans ’exer-
cice [21.3.

Soit T : L*(R) — L?(R) une application linéaire continue telle que, pour tout
a € R et toute f e LA(R), T(1of) = 7.T(f), ot (7o.f)(x) = f(x — «) (translation
de o du graphe de f). Montrer qu'il existe une fonction ¢ € L*(R) telle que, pour
toute f e L*(R),

Tf=¢f.

4. Michel PLANCHEREL, mathématicien suisse (1885-1967)
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FIGURE 29 — David HILBERT (1862-1943) et John von NEUMANN (1903-
1957), deux prodiges dont le génie s’est exprimé dans tous les domaines des
mathématiques pour le premier, et pour le second des mathématiques les plus
théoriques a l'informatique, la mécanique quantique et I’économie.
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Chapitre 22

Covariance

Soient (2, A, P) un espace de probabilité et X € L?(2, A, P).
L'inégalité de Cauchy-Schwarz (E(|XY]|) < E(X?)Y2E(Y?)"?) montre, dans le
cas particulier ou Y =1 que

B(|X]) < B(X*)"?,

donc que L' = L? (ce qui n’est pas le cas en général dans un espace mesuré dont
la mesure est infinie). Donc X et X? sont intégrables :

E(X*) <o et E(X]) <.
Définition 22.1. La wvariance de X est
var(X) := E ((X — E(X))?) = BE(X?) — BE(X).

L’écart-type de X est

ox = 0(X) 1= +/var(X).

La variance de X mesure la dispersion de X autour de sa moyenne. En particulier,
var(X) = 0 si et seulement si X est constante p.p.

Exercice 22.1 (Calcul élémentaire de variance).
Calculer la variance d’'une variable aléatoire uniforme sur [a, b].

Proposition 22.2. Inégalité de Markov : St X =0 et a > 0,
1
P(X >a) < -E(X).
a
Inégalité de Bienaymé-Tchebicheff B sixer?eta> 0,

P(IX — B(X)| > a) < gvar(X).

1. Trénée Jules BIENAYME, probabiliste et statisticien frangais (1796-1878).
2. Pafnouti Lvovitch TCHEBYCHEV, mathématicien russe (1821-1894), qui s’est illustré en
probabilités et en théorie des nombres.
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Démonstration. L’inégalité de Markov a déja été démontrée, dans la proposi-
tion L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’en déduit en l'appliquant a la
variable positive (X — F(X))2. O

Définition 22.3. Si X,Y € L?, la covariance de X et de Y est
cov(X,Y)=E(X —EX)(Y -EY))) =EXY)—- EX)E(Y).

Si X e L2, (cest-a-dire X = (X1,...,Xq) : @ — R? et E(X?) < o pour tout
i € {1,...,d}), la matrice de covariance de X est la matrice d x d notée Kx et
définie par

Kx = (X — BCOY(X — E(X)).

Remarques 22.4. — La covariance de X et de Y mesure la corrélation entre X
et Y, puisque par exemple les événements pour lesquels X et Y sont simul-
tanément supérieures (ou inférieures) a leur espérance ont une contribution
positive.
Cette notion de corrélation ne doit pas étre confondue avec celle de dépendance,
que 'on décrira ultérieurement. (Grossierement, X et Y sont indépendantes
si nimporte quelle fonction de X est décorrélée de nimporte quelle fonction
de Y.)

— Silon pose Z = (Zy,...,Zy) := X — E(X), la matrice Z'Z est la matrice

carrée symétrique

Z 72 .. 72
7'7 = (Zla"' 7Zd) = )
Z4 27 - 22

de sorte que le coefficient (7, j) de Kx est cov(X;, Xj).
— Avec ces notations, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dit :

lcov(X,Y)| < A/var(X)/var(Y) = oxoy.

Exercice 22.2 (Matrice de covariance).
Soit X € L2,.
1. Montrer que, si a € R? et M € My(R),

Kaixsa = MEx'M.

2. Montrer que Ky est positive, au sens que *éKx& = 0 pour tout ¢ € RY.

Exercice 22.3 (Développement d’une fonction caractéristique).
Soit X € L?(£2) une variable aléatoire centrée (E(X) = 0). Montrer que

Bx(§) = 1 - F'EKAE +oll€]°).
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Si f e L'(R) et a € Ry, un calcul immédiat montre que

F(f(@/a))(€) = aF(f(z))(af).

En particulier, si f(z) et F(f(z))(&) sont de carré intégrable et si @ > 1, la
variance de f(z/a) est multipliée & partir de celle de f(x) par facteur o?, tandis
que la variance de F(f(xz/a))(€) est divisée par rapport a celle de F(f(x))(§) par
un facteur « : en faisant des homothéties, on voit que le produit des variances d’une
fonction et de sa transformée de Fourier est constant. L’exercice suivant montre
que ce produit possede en fait une minoration universelle (indépendante de f)!

Exercice 22.4 (Inégalité d’Heisenberg).
Cet exercice utilise la transformation de Fourier-Plancherel, introduite dans [’exer-

cice [21.3

On munit I'espace

H = {¢ € LAR), z(x) € L? et £(€) € L?}

de la forme bilinéaire
(610) = [ (o0 + [aliod) do+ [ 1€l 60) d(6) .

1. Montrer que H un espace de Hilbert.

Soit ¢ € H. Notons z, et &, les centres de masse des mesures ‘lﬁ(xu)f dz et |1ﬁff“)2|2 d¢ :
2 2

- dx YRS
U I E Gl

et Az, et A&y les résolutions temporelle et fréquentielle de 9 :

1/2 1/2
dx g
Ap., — B 2 2 . A = _ 2 2 )
Ty <JR\;U zy Pl (2)| HM?) §u (JR\S &l ()] w\2>

La résolution conjointe de v est le produit Az, - A&y.

2. Montrer I'inégalité d’HeisenbergH : quelle que soit ¢ € L?(R),

1
Azy - Dby > o
on pourra d’abord remarquer qu’on peut supposer que x, = &, = 0, puis passer
par le cas des fonctions de classe C* a support compact, pour lesquelles I'inégalité
découle d'une intégration par parties, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du fait

que la transformation de Fourier-Plancherel est une isométrie de L*(R).

3. Montrer que 'égalité est atteinte uniquement pour les gaussiennes; on pourra
utiliser le fait que I'inégalité de Cauchy-Schwarz est atteinte uniquement pour les
vecteurs colinéaires.

L’inégalité ci-dessus possede des implications profondes en Mécanique quantique

(principe d’incertitude d’Heisenberg), ainsi qu’en théorie des ondelettes [KLR9S),
p. 311].

3. Werner HEISENBERG, physicien allemand (1901-1976), I'un des découvreurs de la
Mécanique quantique.
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Chapitre 23

Indépendance

Measure theory ends and probability theory begins with
the definition of independence.

R. Durrett

Le concept d’indépendance peut étre défini au niveau des événements, des variables
aléatoires ou des tribus. Ce dernier niveau est le plus difficile a appréhender, mais
aussi le plus fondamental.

Soit, (€2, A, P) un espace de probabilité.
Définition 23.1. Deux événements A, B € A sont indépendants si

P(An B) = P(A) n P(B). (23.1)

Cette définition a le mérite d’étre symétrique par rapport a A et B (elle se
généralise donc facilement a plusieurs événements) et de garder un sens méme si A
ou B sont négligeables. Mais, dans le cas ou P(A) > 0, Iégalité (23.1]) s’interprete
en disant que la probabilité conditionnelle de B sachant A, définie comme

P(An B)

P(B|A) := PE)

coincide avec P(B); autrement dit, le fait de savoir que A est réalisé ne modifie

pas la probabilité de B.

Ezemple 23.2.  — Lancé d’un dé : L'univers est Q = {1,...,6} et P({w}) =
1/6 pour tout w € Q. Les événements A = {1,2} et B = {1,3,5} sont
indépendants, mais A et C' = {3,5} ne le sont pas.

— Lancé de deux dés : L'univers est Q = {1,...,6}* et la probabilité est uni-
forme (P({w}) = 1/36 pour tout w € ). Les événements A = {1} x {1, ..., 6}
et B ={1,...,6} x {1} sont indépendants.

Définition 23.3. Des événements A; indexés par un ensemble I quelconque sont
indépendants si, pour toute partie finie non vide J < I on a

P (ﬂ Aj) =[[PA). (23.2)

jed jed
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Remarque 23.4. Pour que les A; soient indépendants, il ne suffit pas que 1’égalité (23.2))
soit satisfaite pour toutes les paires J = {3, j} < I.

En revanche, si I est fini, il suffit que I"égalité ([23.2]) soit satisfaite pour J = I,
puisque, si J est strictement inclus dans I, on peut toujours poser A; = () pour
tout i € I\J, de sorte que

jeJ i€l jedJ €1

Définition 23.5. Soit (B;);; une famille de tribus de € incluses dans A (on dit
que les B; sont des sous-tribus de A). Les sous-tribus B; sont indépendantes si,
pour toute partie finie non vide J < I,

P (ﬂ Aj) =[P4
jedJ jedJ

pour toute famille (4;);e; € [ [, B;-

Soit (X; : Q@ — (E;, &;)),; une famille de variables aléatoires. Les X; sont indépendantes

si les tribus o(X;) = {X;'(B;), B; € &} le sont.

Exemple 23.6. Le principal modele de construction de tribus indépendantes est ce-
lui des espaces produits. Considérons en effet deux espaces de probabilité (€2;, A4;, P;),
i =1,2, et le produit (2; x Q9,41 ® Ay, P = PL® P). Soient B;, i = 1,2 les deux
sous-tribus de A “horizontale” et “verticale” :

B]_ = U({Al X QQ, Al S Al})
BQ =0 ({Ql X AQ, A2 € AQ}) .

Pour toutes parties A; x 5 € Ay et Q1 x Ay € Ay, comme
(A1 x Q) N (21 x Ag) = Ay x Ay,
on a bien

P(A; x Qs n Qy x Ay) = P(A; x Ay)
:P1<A1)P2(A2) (CarP:P1®P2)
= P(Al X Ql)P(QQ X Ag)

En particulier, n’importe quelles variables aléatoires X; : (; — Ej, i = 1,2, se
relevent canoniquement en des variables aléatoires X; : 0 — Ej (définies par

Xi(wy,wa) = X;(w;)), qui sont chacune B;-mesurable, et qui sont donc indépen-
dantes 'une de l'autre.

Ezemple 23.7. Etant donné une variable aléatoire X : (Q, A, P) — (E,€), on a
couramment besoin d’en construire une ou plusieurs « copies indépendantes », i.e.
des variables aléatoires X; et X, ayant la méme loi que X, mais indépendantes
I'une de l'autre (ce qui interdit de choisir simplement X; = Xy = X); voir par
exemple 'exercice Les deux variables

X, PS5 E w= (w1, wa) — X(w;)
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ont méme loi et 'exemple 23.6l montre qu’elles sont indépendantes. Cette construc-
tion se généralise a un nombre fini quelconque de copies (sur 'espace produit Q"
muni des tribu et probabilité produits), ou méme a une infinité dénombrable de
copies (sur 'espace Q*, muni de la probabilité de Bernoulli construite dans le

probleme [I3.7]).

Lemme 23.8. Des événements A; (i € 1) sont indépendants si et seulement si les

tribus o({A;}) (i€ 1) le sont.

Démonstration. Rappelons que o({A;}) = {, A;, A, Q}. Donc, si ces tribus sont
indépendantes, les A; le sont trivialement.

Réciproquement, supposons les A; indépendants. Soient J une partie finie de I et,
pour tout j € J, B; € 0({4;}). On veut montrer que

P (ﬂBj> :HP(B])

Sil'un des B; est I'ensemble vide, la conclusion est vraie puisque les deux membres
de I’égalité sont nuls. Si By = €2 pour un certain k € J,

{P (ﬂj Bj) =P (ﬂj;ék Bj)
Hj P(Bj) = l_[j;ék P(Bj)a

donc, par une récurrence finie, on se ramene au cas ou les B; sont différents de (2.
. B . . .
On peut donc supposer que, pour tout j, B; = A; ou Aj. Puisque en général on a

"P(A° A B) = P(B) — P(A~ B),”

si il existe un seul k € J tel que By, = A7, on voit que

()= (sn0)

() r(s010)
]l (Ak>]l;£P(AJ>
P(AS) JQP

HPA
J

Par une nouvelle récurrence finie, on voit que 1'égalité voulue est satisfaite dans
tous les cas. O]

Théoréme 23.9. Quel que soit i € {1,...,n}, soit X; : (0, A, P) — (E;,&) une
variable aléatoire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(1) X1, ..., X, sont indépendantes.
(2) Quels que soient By € &, ..., B, € &,,

Pl () {X;eB}| =[] P(xieBy).
1<i<n 1<i<n

(3) La loi conjointe des X; est le produit des lois marginales :

Px= X Px,.

1<i<n

(4) Pour toute fonction mesurable h: [], ., £ — R,
[ ) Kafen) aP= i) = [ HO@), o X)) dP)
n Q

Si les X; sont réelles, 'item supplémentaire suivant est équivalent aux précédents :

(5) La fonction caractéristique de X est le produit tensoriel des fonctions ca-
ractéristiques des X; :

Py (§) = H Dy, (&)

1<i<n

« R 2R : S ) 2
(“tensoriel” signifie ici qu’on ne donne pas le méme argument aux Px, ).

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous allons démontrer le théoreme
pour n = 2 et laisserons le cas général (qui ne présente pas de difficulté autre
qu’au niveau des notations) au lecteur. Notons X : (2, A, P) — (E,&) et Y =
(Q, A, P) — (F,F) les deux variables aléatoires.
— Les propriétés (1) et (2) sont équivalentes par définition.
— (2) = (3): Si Ae Aet B e B, par défintion des probabilités image Px y),
P X et Py,

P({X e A} n{Y eB}) = P(X,Y) e Ax B) = Pxy)(Ax B)

et
P({X e A})P({Y € B}) = Px(A) Py(B).

Par ailleurs, d’apres la proposition [[3.4] le membre de droite de la derniere
égalité vaut Px® Py (A x B), et ceci caractérise Px ® Py. Donc, la propriété
(2) équivaut bien au fait que Pxy) = Px ® Py (3).

— (8)= (4): Sih:FE xF — R" est mesurable,

LQ WX (@), Y () dP ® Pw, )
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- J U h(X (W), V(o)) dP(w )) dP(w')  (théoreme de Tonelli)
o \Ja

:J (J h(z,y) dPx( )) dPy (y) (formule de transfert)
F \JE

= J d(Px ® Py)(z,y) (théoreme de Tonelli)
ExF

= J h(z,y)dPxy(x,y) (indépendance)
ExF

= J h(X, (formule de transfert).
Q

— (4)=(2): SiAe Aet BeB,
P({X € A} A {Y € B)) = Pxy)(A x B) = f LandPoy)
ExF
= J Laxp(X(w),Y(w))dP(w) (formule de transfert)
Q

_ j Laxp(X (W), Y () PP (w, )

(par I'hypothese (4))
= P({X € A})P({Y € B}) (théoreme de Tonelli).

— (2) = (5) : Siles X; sont indépendantes,

Px(§) = B (e7F)

- (11)

— H E (e™9%)
- H@xj(ﬁj) = (@ q’Xj> (€)-

— (5) = (2) : Sous 'hypothese (5),
Px =@ Py, = ® Py,
J J
D’apres le théoreme d’injectivité 20.9 (admis), on a donc
Py = R Py,
J

]

Exercice 23.1 (Sur I'indépendance).
1. Si X et Y sont indépendantes, n’importe quelle fonction de X est indépendante
de n’importe quelle fonction de Y.
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2. Si X,Y € L? sont indépendantes, cov(X,Y) = 0.

3. Si X et Y sont dans L' et indépendantes, XY € L!. Donner un exemple
montrant que XY n’est pas forcément dans L' si X et Y sont dans L' mais pas
indépendantes.

4. (H. Doss) Soit X de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer qu’il existe une infinité de
fonctions de X indépendantes. Faire de méme en supposant seulement que X a
une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Terminons ce chapitre par la définition de la convolée de deux probabilités, concept
utile dans I’étude de la somme de deux variables aléatoires.

Définition 23.10. Si p et v sont deux probabilités sur (R, B(R?)), la convolée de
i et v est la probabilité, notée p = v, image de p® v par 'addition (z,y) — x +y :
pour toute fonction mesurable ¢ : R? — [0, +oo],

| @) = | patpduony.

Exercice 23.2 (Convolée de probabilités a densité).
Soient i et v sont deux probabilités sur R? possédant une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue :

w=fA et v=g\

Montrer que la probabilité u = v possede une densité et que cette densité est f g :

(fA) = (gA) = (f = g)\

Exercice 23.3 (Somme de deux variables indépendantes).
Soient X,Y : © — R? deux vecteurs aléatoires indépendants. Montrer les pro-
priétés suivantes de X + Y :

1. Laloide X +Y est Py = Py. Si X et Y ont des densités fx et fy, X +Y
a une densité, qui est fx = fy.

2. La fonction caractéristique de X + Y est

Py (&) = Px(§)Py(€).

3. Sideplus X,Y € LI%W? les covariances s’ajoutent :

Kx+y = Kx-f-Ky.

Exercice 23.4 (Convolée de deux variables de Poisson indépendantes).
Quelle est la loi de la somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes,
de parametres respectifs A et p?

Exercice 23.5 (Indépendance de tribus).
Montrer que des tribus By, ..., B,, sont indépendantes si et seulement si, pour toutes
variables aléatoires réelles positives X7, ..., X, telles que X; soit B;-mesurable pour
tout i € {1,...,n},

E[X:--- X, = E[Xiq] - E[X,].
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Exercice 23.6 (Exemples de variables indépendantes).
1. Soient R une variable de loi exponentielle de parametre 1 et © une variable
uniforme sur [0, 1]; on suppose R et © indépendantes. Monter que les variables

X = VRcos(210) et Y = +/Rsin(270)

sont indépendantes.

2. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, avec

1
PUX =n}) = P{Y =n}) = ..
Trouver les probabilités des événements suivants :
2.1. {min(X,Y) < n}
2.2. {X =Y}
2.3. {Y > X}

2.4. {X divise Y} (dans ce cas on pourra laisser le résultat sous la forme de la
somme d’une série).

Exercice 23.7 (Mesurabilité par rapport a deux tribus indépendantes).

Soient (£2,.4, P) un espace de probabilité, F et G deux sous-tribus indépendantes
de A, et X une variable aléatoire réelle mesurable a la fois par rapport a F et a
G. Montrer que X est constante presque partout.

Exercice 23.8 (Lemme de Borel-Cantelli).
Soit (A,,) une suite d’événements.

1. Montrer que, si >, P(4,) < o, P(limsup A,) = 0 i.e., p.s. © € Q est contenu
dans au plus un nombre fini de A,,.

2. Montrer réciproquement que si P(limsup A4,,) = 0 et siles A, sont indépendants,
Y. P(A,) < w.
Application :

3. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, chacune de loi
exponentielle telle que

P(X,>z)=e¢" (Vz=0).
3.1. Pour a > 0, montrer que

0 sia>1

P ({X,, = alnn pour infinité de valeurs de n}) = _
1 sta<1.

3.2. Montrer que lim sup )If

I
Probleme % 23.1 (Loi du 0 — 1 de Kolmogorov).
Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité.

1. La tribu A est trivialel] si tout événement A € A est de probabilité 0 ou 1.

2 =1 presque surement.

1. Cette définition généralise la définition de l’exercice Bl
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Montrer que A est triviale si et seulement si I'une des deux propriétés (équivalentes)
suivantes sont satisfaites :

1.1. A est indépendante d’elle-méme.

1.2. Toute variable aléatoire X : (,.4) — (R,B(R)) est constante presque
stirement.

2. On démontre ici un critere d’indépendance de tribus qui sera utile ensuite.

2.1. Soient 7 et J deux classes d’événements stables par intersection finie. Montrer
que, si Z et J sont indépendantes (au sens que P(I nJ) = P(I)P(J) pour tous I €
Zet JeJ),o(Z) et o(J) sont indépendantes ; on pourra utiliser le corollaire
du théoreme de classe monotone.

2.2. En guise d’exemple immédiat, en déduire que deux variables aléatoires réelles
X et Y sont indépendantes si et seulement si

PX<zY <y)=PX <z)P(Y <y) (Vz,yeR)

3. Soient (&,) une suite croissante de sous-tribus de (€2, 4) et (F,) une suite
décroissante de sous-tribus de (€2,.4). On suppose que

— Foco(uby)

— pour tout n, F, et G, sont indépendantes.
Montrer que la tribu NG, est triviale (loi du 0 — 1 de Kolmogorov).

4. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On note
(c;n = O'({Xl,...,Xn}), fn = O'({Xn+1,Xn+2,...}) (nEN)

et

Foo est la tribu de queue (ou la tribu asymptotique) de (X,,).
4.1. Montrer que, pour tout n, &, et F,, sont indépendantes.
4.2. Montrer que la tribu F,, est triviale.

4.3. Montrer les deux propriétés suivantes :
— Soit (X,,) converge p.s., soit elle diverge p.s.
— Les variables suivantes sont p.s. constantes :

1 1
liminf X,,, limsup X,,, liminf—(X;+---X,), limsup—(X;+---X,).
n n

Probleme 23.2 (Espérance et indépendance).
Trouver deux variables aléatoires réelles dépendantes X et Y telles que E(XY') =
E(X)E(Y).

Probléme 23.3 (Nombres diophantiens encore).
Soient 7 > 2 et v > 0.

1. Utiliser le lemme de Borel-Cantelli pour montrer que

A= {x e [0,1]; |x — £| < X pour une infinités d’entiers p, q}
q qr
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est de mesure nulle. Indication : 11 suffit de considérer les entiers p tels que

0 < p < q (pourquoi ?), et 'on pourra utiliser le fait que la série q%l converge.

Un nombre z € R est diophantien s’il existe des nombres réels v, 7 > 0 tels que

> — (23.3)

pour touts entiers relatifs ¢ # 0 et p (cf. Pexercice (7).

2. Montrer que presque tout nombre réel est diophantien. Indication : Montrer
qu’il suffit de se restreindre a U'intervalle [0, 1], et qu’on peut toujours choisir v et
7 rationnels avec 7 > 2. Utiliser ensuite la premiere question.
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Chapitre 24

Vecteurs gaussiens

Définition 24.1. Si 0 > 0 et p € R, la loi gaussienne (umdimensionnelle)
Ni(u,0?) est la probabilité sur R de densité

1 (z —p)?
2w P < 202

(par rapport a la mesure de Lebesgue). La loi gaussienne Ny(p,0) est la mesure
de Dirac §,.

On dit que la loi est
— réduite sipu=0et o =1
— centrée si p =0
— dégénérée si 0 = 0 (elle n’a alors pas de densité).

Si o > 0, la transformée de Fourier de Ni(u,0?) est (en se ramenant facilement &

I'exemple 20.4)),

— )2 2
Ny, 02)(€) = éa fR exp (—% - z':cf) di = exp (—ws - %52) .

Dans le cas dégénéré, on obtient

NG 0)(E) = 5.06) = | ey a) = e

Exercice 24.1 (Simulation de Box-Muller).
Soient U; et Uy deux variables aléatoires indépendantes uniformes sur |0, 1[. Mon-
trer que

X =+/—2InUycos2rU; et Y =+/—2InU,cos2mU,
sont indépendantes normales centrées.
Définir la loi gaussienne d-dimensionnelle requiert quelques préliminaires. Nous

allons en fait commencer par définir ce qu’est un vecteur gaussien sans caractériser
sa loi.A Soit (Q, A, P) un espace de probabilité.

1. Johann Carl Friedrich GAuss, mathématicien allemand (1777-1855), dont 'ampleur des
contributions le firent surnommer le prince des mathématiciens.

2. La difficulté vient du fait que nous n’allons pas décrire ’analogue en dimension d de la
mesure de Dirac.

193
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Définition 24.2. Un vecteur aléatoire X : (Q, A, P) — R? est gaussien si, pour
tout n € R?, la variable réelle - X = >, 1, X; suit une loi gaussienne.

Remarques 24.3. — En prenant comme vecteurs n les d vecteurs de la base cano-
nique de R%, on voit que les composantes d’un vecteur gaussien sont gaussiennes.
Mais, comme on le verra, la réciproque est fausse!

— Par ailleurs, si X est gaussien, tout vecteur de la forme M X +a ou M € My(R)
et a € R* est un vecteur gaussien.

Théoréme 24.4. Un vecteur aléatoire X : Q — R? est gaussien si et seulement
si il existe un vecteur u € RY et une matrice symétrique K € My(R) tels que

, 1
Py (§) = exp <—w €~ §t§K£) : (24.1)
De plus, i et K sont [’espérance et la matrice de covariance de X .

Démonstration. Remarquons d’abord que, si a € R et M € My(R),
Dprxiall) = e Dy (ME). (24.2)

(<) Soient n € Ré et Y = 5 - X. D'apres la formule 24.2) (appliquée avec
M ='net a=0), pour tout £ € R,

Dy (§) = Px(&n)

t
— exp (—i(n W)€ - ”TK”f?) |
On reconnait la transformée de Fourier de la loi gaussienne Ny (7 - u, 'nKn).
Donc, par injectivité de la transformation de Fourier des probabilités, Y
suit la loi Ni(n - p,'nKn). Donc X est gaussien.

(=) Supposons X gaussien. On veut calculer ®x(n) mais on ne connait a
priori que la loi des 1 - X. Fixons n € R? et notons y et K l'espérance et la
matrice de covariance de X. Alors la variable Y = 1 - X est gaussienne de
loi Ny(n - p,'nKn). Donc, d’apres Uexemple 204,

B (€)= exp (=i )6~ (Kn)E)

Donc
Cx(n) = E (e™7) = Dyx(1) = Oy (1)
a bien I’expression voulue.
Enfin, en général on a, d’apres le corollaire 20.12,

Dx(€) = 1~ #B(X)E ~ JEBXX)E + ofJE]?),
doncH
Iy (€) = I E(X)E ~ S'EBXX)E + ¢ (B +of[e]?)

— _i'B(X)¢ - %T (B(X'X) = E(X)'E(X)) €+ o([€]).

3. In(l+y)=y— y; + o(y?) quand y tend vers 0, n’est-ce pas?
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En comparant avec l'expression 24.1 on identifie les coefficients p et K comme
I’espérance et la matrice de covariance. [l

Définition 24.5. Soient u € R? et K € My(R) symétrique. La loi gaussienne
Na(p, K) est 'unique loi sur R? dont la transformée de Fourier est la fonction

oxp (i€ - jreKe),

et un vecteur aléatoire est gaussien si sa loi est gaussienne.

Proposition 24.6. 5i X est un vecteur gaussien, ses composantes sont indépendantes
st et seulement si sa matrice de covariance Kx est diagonale.

Démonstration. Si X1, ..., X4 sont indépendantes, c’est un fait général que les co-
variances

cov(X;, X3) = B(X;X3) — E(X;)E(X}) =0
sont nulles si j # k (exercice 23.7]).

Réciproquement, si K est diagonale :
K =

la fonction caractéristique de X vérifie

Ox(6) = [ [ ox, (&)

Donc les X; sont indépendantes. O

Exercice 24.2 (Vecteur non gaussien).

Soient X une variable aléatoire de loi N(0,1) et Z indépendante de X telle que
P({Z =1}) = P({Z = —1}) = 1/2. Montrer que Y = ZX est gaussien mais que
(X,Y) n’est pas gaussien.

Théoréme 24.7. Soit X un vecteur gaussien de loi Ny(p, K). Il eziste des réels
A1y, Ag = 0, des variables gaussiennes Y1, ..., Yy indépendantes de lois respectives
N1(0, A1), ..., N1(0, Ag) et une matrice orthogonale A € Oq(R) tels que

X =AY + p.

Démonstration. La matrice K étant une matrice de covariance, elle est symétrique
positive (rappelons que ceci se voit par exemple en remarquant que ‘K y§& =
Kiex = var (*¢- X)) = 0). Dong, il existe une matrice orthogonale A et une matrice
diagonale A telles que

K = ANA.

Le vecteur
Y ="A(X — p)
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est gaussien, centré, et de covariance
Ky ='"AKA=A""KA=A

(rappelons en effet que, avec les notations de l'exercice 2221 on a Ky xi, =
MKx'M). Comme A est diagonale, les Y; sont indépendantes. De plus, X
AY + p.

Ll

Corollaire 24.8. Un vecteur gaussien de covariance Kx admet une densité si et
seulement si det Kx # 0. Sa densité est alors

1 L, -1
fX(:C) = (QW)d/Q\/m exp (_5 (:C - IU)KX (ZL' - MX)> :

Démonstration. Supposons d’abord det Kx # 0. Reprenons les notations du théo-
reme précédent : il existe un vecteur aléatoire gaussien Y de composantes indépen-
dantes Y; ~ N1(0, ;) et une matrice orthogonale A tels que X = AY + p.

Comme Y = A™HX — p), Ky = A7'Kx A donc det Ky = det Kx # 0 et, puisque
Ky = Diag (A1, ..., Aa), A; > 0 pour tout j. Donc, pour tout j, la loi de Y est

1 v;
Py exp [ —=L | dy;.
KRV 75 v ( mj) v
Comme les Y; sont indépendantes, la loi conjointe de Y est le produit tensoriel de
ces lois :

1 y?
Pyr=& Py, =] | ——=exp (——J ) dy;
j U V21 2x;)
1 t, g1
_ K d — d
(2m)4/2/det Ky exp (—'yKy'y) dy = fy(y)dy,

ot I'on a utilisé Ky = Diag(A[',...,A\;') et det Ky = [[; ;- La loi de Y étant
connue, celle de X = AY + u s’en déduit par un simple changement de variable :
pour toute fonction réelle borélienne positive h sur R,

fh(X) P — [ heay + pyap

- fh(Ay + 1) dPy (y) = fh(Ay +p) fr(y) dy

@) a1 @ - ) da

(y = p(z) = A7z —p), [Jp(@)] = |det A7 = 1),

donc X possede une densité, qui vaut fx(z) = fy(A™H(X — p)), d’ott la formule
voulue.

Réciproquement, supposons que det Kx # 0. Il existe a € R? tel que Kxa = 0. La
variable aléatoire Z = a - X a pour espérance a - ux et variance o3 = ‘aKxa = 0.
Donc Z = a - pu p.p. Donc a - (X — p) = 0 p.p. Soit H 'hyperplan

H=p+a"={zeR? (x—p) a=0}.
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Presque strement, X € H alors que A\y(H) = 0. Si X avait une densité, on aurait

1=P(XeH) :JHfX(x)dxzo,

ce qui est absurde. [l

Dans le cas dégénéré, la démonstration précédente montre que, si I’on suppose par
exemple que oy, ..., 0, > 0 tandis que 0,11 = ... = g4 = 0, et si V est le sous-espace
vectoriel de dimension 7 image par A des r premiers vecteurs de la base canonique
de R™, la loi de X est portée par V et X possede une densité relativement a la
mesure de Lebesgue associée aux coordonnées d’une base orthogonale quelconque

de V.

Exercice 24.3 (Vecteur gaussien standard).
Soit X un vecteur gaussien comme dans le théoreme, avec det K > 0. Montrer
qu’il existe une matrice B telle que X = p+ BY ou Y suit la loi N4(0, I).

Exercice 24.4 (Exemple de vecteur gaussien [BJOG]).
Soit X = (X3, Xo, X3) un vecteur gaussien de densité

1
f(il?) = KeXp _5 (7HxH2 + 61’1%2 + 81’233'3) .

Soit de plus Y le vecteur défini par X = AY avec

134\/53
A==-|-5 0 5

4 —3y2 4

Montrer que Y admet une densité de probabilité, et déterminer : cette densité, la
valeur de K, la matrice de covariance de Y et celle de X.
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FIGURE 30 — Johann Carl Friedrich GAUSSs (1777-1855)



Chapitre 25

Modes de convergence %

Soient (E, A, ;1) un espace mesuré et f,, (n € N) et f des fonctions réelles boréliennes
sur F. Parmi les dizaines de modes de convergence possibles, mentionnons les sui-
vants ; nous ne rappelons pas les convergences simple ou uniforme.

Définition 25.1. (f,) converge vers f...
1. (simplement) presque partout (f, 22> f) si
fo(®) = f(z)  p(dr) —pp;
2. en norme LP (f, 25> f) si

”fn - fHLP - O;

3. presque uniformément (f,, P2, ) si, pour tout € > 0, il existe un ensemble
exceptionnel A € A de mesure p(A) < e en dehors duquel

fn— [ uniformément;

4. en mesure (f, %> f) si, pour tout € > 0,
n({ze E; |fuz) = f(z)| = €}) =4 0.

En Probabilités, la terminologie est la suivante :
— convergence presque partout (p.p.) = convergence presque sire (p.s.)
— convergence L' = convergence en moyenne
— convergence L? = convergence en moyenne quadratique
— convergence en mesure = convergence en probabilité.

Rappelons la signification des deux cas les plus importants, dans ce cours, de
convergence en norme LP :

L :
o fn_’f81 S’fn(.’ﬂ)—f<$)’d,u—>0,
— ISy (on dit aussi essentiellement uniformément) si, pour tout € > 0,
il existe un rang N tel que, pour tout n > N,

() = (@) < e plde) = pp.
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Si l'on note Z, I'ensemble négligeable (a priori dépendant de €) en dehors
duquel | f,(z)— f(z)] < €, on voit que, a fortiori, la méme propriété est satis-
faite en dehors de ’ensemble lui aussi négligeable mais de plus indépendant
de €, défini par Z := (=, Zi-
La notion suivante de convergence est plus faible que les précédentes (et ne requiert
méme pas que les fonctions f,, soient définie sur le méme espace mesuré).

Définition 25.2. Une suite (v,,) de mesures finies sur (R, B(R)) converge étroitement
. A e .

vers une mesure finie v sur le méme espace, ce qu’on note v, — v, si, pour toute

fonction g continue bornée sur R,

Jgdl/n — Jgdv.

Une suite (f,,) de fonctions réelles boréliennes sur (E, A, u) converge en loi (étroi-

tement) vers f, ce que 'on note f, £ f (ou, abusivement, f, £ f(w), si fulp) >

fp), Le.
fgonfnduﬁfgowu

pour toute fonction g continue bornée sur R.

Théoreme 25.3. Les implications indiquées figure [T sont toujours vraies.

Ce labyrinthe d’implications est un enfer pour quiconque essayerait de I’apprendre
par coeur sans avoir idée de la démonstration.

Sur cette figure, il est tacite que “f,,, PP, ¢ signifie que il existe une suite extraite
(fn.) de (fn) qui converge vers f p.p.

Rappelons aussi une propriété déja mentionée, qui n’est pas indiquée sur la figure :
si u(F) < oo, la convergence L? implique la convergence L', comme une simple
application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz le montre.

L°

fo—f

Egorov

fo 7 f

for =5 f fo =5 f

™~

w(E)<w0

fn|<geL? P
fo do p S 2

w(E)<oo
L w(E)<owo simpl.
fn — fﬁ@fﬂ E— (I)f‘

FIGURE 31 — Le labyrinthe des convergences

Démonstration. Certaines de ces implications sont triviales :
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— fo 2 f = il existe une suite extraite (f,,) telle que f,, 22>
N’importe quelle suite extraite convient, y compris la suite extraite triviale
d’indices n;, = k.
ey e e
La suite (f,,) converge vers f uniformément, en dehors d’une partie négligeable
Z de E. Donc, dans la définition de la convergence presque uniforme, il suffit
de prendre trivialement A, := Z pour tout € > 0.
Pour tout € > 0, il existe une partie A., de mesure < ¢, en dehors de laquelle
fn converge vers f uniformément, donc simplement. Donc f,, converge vers
f simplement en dehors de Z := N1 A4, qui est négligeable puisque, par
continuité extérieure de la mesure (ou par convergence monotone),

. 1
(2) = plonA) = Tim p(Aye) < lim o = 0.

o fn £) f - q)fn simplement (I)f : |
Pour tout € € R, la fonction R — C, y — e~™¢ est continue bornée, donc,
par définition de la convergence en loi,

B (O) = [ = [ d = ay(c).

D’autres implications ne sont pas triviales :
— o 2 f = £, 25 f (théoreme de Severini—EgomV’ H) :
Soit
Chyr = U {{fm—=fl>27"} (n,reN).

m=n

Fixons r. La suite (C,, ), est décroissante et, comme ( f,,) converge p.s. vers
fy P(n,Ch,) = 0. Donc, d’apres le théoreme de convergence monotone,

lim P(C,,,) = 0.

Donc quel que soit € > 0 il existe n = n(r, €) tel quel que
P(Cn(r’e)m) <27 L

L’ensemble

Aci=Cuprn

reN

est de mesure < € et, en dehors de A, (f,) converge uniformément.

1. Carlo SEVERINI, mathématicien italien (1872-1951), qui travailla en analyse réelle, théorie
de la mesure et de 'intégration, et en théorie des équations aux dérivées partielles. Le théoréeme
démontré dans cet exercice est souvent appelé théoréeme d’Egorov, mais il fut démontré par
Severini en 1910, soit un an avant Egorov. C’est une illustration du “principe d’Arnold” que
les théoremes ne portent pas le nom de leur découvreur, ce principe s’appliquant d’ailleurs a
lui-méme.

2. Dmitri Fyodorovich EGOrROV, mathématicien russe et soviétique (1869-1931), célebre pour
ses travaux en analyse et géométrie différentielle.
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Soient € > 0 et, pour tout n, A, = {z, |f.(z) — f(x)| = €}. Il s’agit de
montrer que u(A,) —, 0. L’ensemble limsup A4, est 'ensemble des z tels
que |fn(x) — f(z)| = € pour une infinité de valeurs de n; pour de tels z,
fu(z) - f(z). Donc, d’apres 'hypothese, p(limsup 4,) = 0 et, d’apres le
lemme de Fatou,

limsup p(A4,) < p(limsup 4,,) = 0.
Donc lim u(A,,) = 0.
LP
fo == fa > [
Comme e’1s, _fi=c < |fn — [,

eu({e, |fulz) - F(2)] = e}) < f fo— fPdu = | fu— fI5, 0.

fo®> f = fo =
Pour tout ¢ > 0, pu({|f. — f| > €}) — 0. Par récurrence, on peut donc
construire une suite strictement croissante (ny) telle que

p(Ay) <27% avec Ay = {|fn, — f| > 27F).

Z’M(Ak) = ZQ_k < 0.

On a

Donc
u(limksup Ag) = p(Og Vizk A1)
= lillgn p(ui=kA;) (continuité extérieure)

< lim D u(A)  (o-additivité)
=k

=0 (reste d'une série convergente)

(cette derniere partie du raisonnement est semblable a celle de la premieére
partie de I'exercice 23.8]; ici puisque la mesure est éventuellement infinie,
I'égalité due a la continuité extérieure est justifiée par le fait que p(u;A4;) <
D i(A;) < o). De plus, pour tout = ¢ limsup A;, (donc, en dehors d'un
ensemble négligeable), il existe K > 1 tel que, pour tout k > K, = ¢ Ay,
c’est-a-dire |f,, (x) — f(z)] < 27" Donc (f,,) converge vers f p.p.

fo B f=fu S f

Pour tout € > 0,
1 1
p(llh = 11> ) < 5 1= 5P du= 5100 £ —0.
€ €

LP
(fnB fet|ful <gel?’)= fo = f:
D’apres I'hypothese de domination, f,, € LP pour tout n. Nous allons mon-
trer que |f| < g p.p. (donc que f € LP), puis que |f, — f|lo» tend vers
0.
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Remarquons d’abord que, pour tout € > 0 et pour tout n,

{Ifl>g+e < {lfI > |fal + e} ={[f] = [fal > €}
< A{|f — ful > €},

donc
p{lf] > g+eb) < p({lf = ful > €}).

A la limite quand n tend vers l'infini,

u@lf1 > g +ep) <limpu({|f — ful > €}) = 0.

A la limite quand e tend vers 0, d’apres le théoréeme de convergence mono-
tone,

p({lf1 > g}) = 0.

Donc |f| < g p-p.
Maintenant, supposons par ’absurde que f,, ne tende pas vers f dans LP.
Il existe € > 0 et une suite (ny) tendant vers l'infini telle que, pour tout k,

[l gvau=e

Or, (fn,) converge vers f en probabilité, donc possede une suite extraite
( fnkl) qui converge vers f p.p. D’apres le théoreme de convergence dominée,

[ o, = P =0,

ce qui est incompatible avec ce qui précede.

— (fu B fetp(B) <o) = fu 5 f
Commencons par le cas facile ot f, 2% f. Pour toute fonction g continue
bornée sur R, g o f,, converge vers g o f p.p. et, g étant bornée (disons par
un réel M), |go fu| < M € L'(11) (nous avons supposé p finie). D’apres le
théoreme de convergence dominée, {go f,du — §go fdu.
Dans le cas général, supposons par l'absurde qu’il existe une fonction g
continue bornée sur R telle que {go f, du - §go fdu. Alors il existe € > 0
et une suite ny strictement croissante telle que

UQOfndu—ngfdu >e (Vk).

Mais d’apres I'une des implications précédemment démontrée, comme f,,, aN
f, il existe une suite extraite ( fnkl) convergeant simplement p.p. vers f, ce
qui est absurde d’apres le “cas facile” ci-dessus.
— @, Smrlement, o L f (théoreme de Lévy) : admis.
m

Enongons plus précisément le théoreme de Lévy pour les probabilités, ici admis.
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Théoréme 25.4 (Lévy). Une suite (v,) de probabilités sur RY converge étroitement
vers une probabilité v sur R? si et seulement si 1,, converge simplement vers D.

De méme, une suite (X,,) de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? converge en loi
vers un vecteur aléatoire X si et seulement si @y, converge simplement vers ®x.

Si une formule d’inversion de la transformation de Fourier des probabilités existait,
le théoreme de Lévy (dans le sens difficile <) serait une sorte de théoreme de
continuité de la transformation de Fourier inverse (voir I’exercice dans le cas
ot ¥, U, € L*(RY)).

Bien que les modes de convergence different notablement les uns des autres, ceux
de la définition sont tous compatibles dans le sens qu’ils ne sont jamais en
désaccord sur la fonction vers laquelle une suite (f,,) converge, en dehors d'un
ensemble négligeable. Plus précisément :

Exercice % 25.1 (Unicité de la limite [Taolll).

Soient f,, (n € N), f et g des fonctions mesurables F — R. Si (f,) converge vers f
dans I'un quelconque des sens de la définition P51l et vers g dans un autre de ces
sens, f = g p.p. Pourquoi cela n’est-il pas vrai avec la convergence en loi?

Exercice 25.2 (Convergence de oy, 14, [Taoll]).
Soient (ay,) une suite de nombres réels > 0 et (A,) une suite de parties € A de
mesure > (. Pour simplifier, supposons vérifiée I’alternative suivante :

— soit (a,) tend vers 0

— soit il existe ¢ > 0 tel que «,, > ¢ pour tout n
(si (o) ne tend pas vers 0, la seconde propriété est vérifiée pour une sous-suite ;
donc on ne perd pas beaucoup en généralité a faire cette hypothese).

Nous allons déterminer si les fonctions f, := a,1l,4, convergent vers 0, dans
différents modes. Il s’avere que la réponse dépend plus ou moins des trois quantités
suivantes :
— la hauteur o, de la n-iéme fonction f,,
— la largeur p(A,) de la n-ieme fonction f,,
— le n-ieme support de queue A% = Ups,Ax de la suite (f,) (de sorte que
N Af = limsup,, 4,).
Etablir les affirmations suivantes :
. fn converge uniformément vers 0 si et seulement si «,, — 0.
. fn converge en norme L% vers 0 si et seulement si a,, — 0.

. fn converge presque uniformément vers 0 si et seulement si a,, — 0 ou p(A%) —

. fn converge (simplement) vers 0 p.p. si et seulement si a, — 0 ou u(nA%) = 0.

1
2
3
0
4. f,, converge (simplement) vers 0 si et seulement si o,, — 0 ou NA* = .
5
6. f, converge en mesure vers 0 si et seulement si a;,, — 0 ou p(A4,) — 0.

7

. fn converge en norme LP vers 0 si et seulement si of u(A,,) — 0 (p > 0).

Exercice 25.3 (Convergence L' rapide).
Supposons que f,, f : E — R sont des fonctions mesurables telles que

Dillfa = fllr < o0
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(non seulement la suite ||f, — f|z1 — 0, ce qui serait la convergence L', mais elle
converge de sorte que la série dont cette suite est le terme général converge).

1. Montrer que (f,) converge p.p. vers f.
Indication : Commencer avec une fonction indicatrice.

2. Montrer que (f,) converge presque uniformément vers f (ce qui implique la
propriété demandée dans la premiere question, mais qui est 1égerement plus difficile
a démontrer).

3. En déduire que la convergence en norme L' implique la convergence p.p. ou
presque uniforme d’une sous-suite.

Exercice 25.4 (Sur la composition des limites).

Soit g : R — R une fonction continue.

1. Montrer que, si f,, converge vers f p.p., g o f, converge vers g o f p.p.

2. Monter que, si u est finie et si f, converge vers f en mesure, g o f,, converge
vers g o f en mesure.

Autres exercices

Exercice 25.5 (Théoreme de McMillan, examen 2011).
Soit X = {1,...,r} (r > 0) muni d’une probabilité P. On notera p, = P({z}) si
x € X. On appelle entropie de X le réel positif

h = h<p17 "'7p7“) = - Z Pz lnpxa

reX

avec la convention 0In0 = 0 dans les cas ou p, = 0 (voir I'exercice [.TT]).

1. Montrer que h atteint son maximum quand p, = 1/r pour tout z = 1,...;r,
d’abord en supposant que p, > 0 pour tout z (on pourra maximiser h sous la
contrainte p; + - -+ + p, = 1), puis dans le cas général.

Soit 2 = X" l'espace des suites de n tirages indépendants dans X, muni de
la probabilité produit. Soit v, : Q@ — {0,...,n} la variable aléatoire définie par
v;(w) = le nombre de composantes de w = (wy, ...,w,) égales a .

2. Calculer la loi de v, en fonction des p,, r € X.

3. Un nombre § > 0 étant fixé, posons
Cy, = A{w, |vz(w)/n —p.| < (Ve X)}.

Quelle est la limite de P(C},) quand n tend vers I'infini 7 On pourra utiliser la loi
faible des grands nombres.

4. En déduire que, si a > 0 et si 9 est assez petit en fonction de «, pour tout entier
n et pour tout w € C,,,

e—n(h+a) < P({w}) < 6—n(h—a)'

5. En déduire enfin le théoreme de McMillan : il existe 8 > 0 tel que, si n est assez
grand, le cardinal de C), satisfait

e""=P) <G| < "),
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Au regard des deux dernieres questions, interpréter la place de C), dans €.

Exercice 25.6 (Théoreme de Weierstrass).
Soit f € C([0,1]). On définit le n-ieme polynéme de Bernstein associé a f :

Bu(r)= ) Clak(1— 2yt (%)
0<k<n

On veut montrer que B,, converge vers f uniformément sur [0, 1]. Soit € > 0.

1. Montrer que

Soit & > 0. Notons
Ky ={k, |k/n—z| <0} et Ky={0,..,n}\K,

et coupons en conséquence la somme obtenue dans la premiere question en

Bu(x) — f(z) =51+ 5y, By = Y, Cha*(1—a)"" <f <5> —~ f(a:))

kEKl'

2. Montrer que, si ¢ est assez petit, 31| < e.

On veut maintenant majorer ¥ convenablement. Notons M = supyg; [f|. On a

Yo <2M Z CFa®(1 — z)" "

k:|k/n—xz|=6

Pour le probleme déterministe consistant a majorer la somme du membre de droite,
nous allons utiliser un argument probabiliste dii a Bernstein.

Soit S, = X1 + --- + X,, la somme de n variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées, de loi de Bernoulli de parametre z € [0, 1].

3. Montrer que
x(1—1x)
Yol < 2M ——+,
2] 0n
et en déduire que [Y3| < € si n est assez grand; pour montrer I'inégalité, on
pourra appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire S, /n.
Conclure.

Exercice 25.7 (Développements décimaux, examen 2011).

Dans cet exercice, on définit la fonction caractéristique d’une variable aléatoire
réelle X comme ®x(§) = E(e™X¢); ce changement de convention ne modifie pas
les propriétés essentielles des fonctions caractéristiques. Soit (X,,)n>1 une suite de
variables aléatoires réelles indépendantes définies sur le méme espace de probabilité
(Q, A, P), de méme loi uniforme sur I’ensemble d’entiers {0, 1,2,--- ,9}.

1. Calculer la loi et la fonction caractéristique communes des X,,.
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Pour tout n > 1, on définit Y,, comme la somme partielle de rang n de la série
ZleTIZ (une bonne référence sur les développements décimaux est 'appendice
de [Tao09]) :

X1 | X Xn

. SRR

10 102 10m

2. Montrer que la suite (Y;,) converge simplement, vers une variable aléatoire que
I’on notera Y. Converge-t-elle en probabilité ? En loi?

Y, =

3. Montrer que la fonction caractéristique de Y,, est

1 1 —exp(it)
~ 107 1 — exp(10—"it)

Oy (1) (Vt e R) ;

on pourra commencer par supposer t ¢ 2.

4. En déduire que la loi de Y est uniforme sur [0, 1]; on pourra commencer par
calculer la fonction caractéristique de Y.

Exercice % 25.8 (Mesure invariante par une application, examen 2012).

Soient (€2, A, ;1) un espace de probabilité et T une transformation mesurable de
(c’est-a-dire une application mesurable 2 — 2, ce qu’on note encore 7' : 2 ) .
On note T'(1) la probabilité image de p par T', et T™ la n-iéme composée itérée de
T, définie par récurrence par T° = id, T =T o T™ (n = 0).

1. On suppose dans cette question qu’il existe un entier £ > 1 et un point = € {2
k-périodique, i.e. tel que T*(x) = x. Montrer que, si J, est la mesure de Dirac en
a € Q, la mesure p = +(0; + O7(z) + ... + Opr-1(y)) est T-invariante (i.e. T(p) = p
sur A).

2. On suppose de plus, dans cette question, que {2 est une partie compacte non
vide de R™ (ou un espace métrique compact non vide) et 7' un homéomorphisme.
On cherche a montrer qu’il existe une probabilité T-invariante sur €.

2.1. Donner un exemple de probabilité p sur 2.

Pour cette probabilité, on pose

fin =+ T() 4 T ().

On admet que (fi,,) possede au moins une valeur d’adhérence étroite i (c’est une
conséquence du théoreme de Banach-Alaoglu).

2.2. Conclure.

On dit que : une partie A € A est (presque) invariante si u((T-1(A))AA) = of;
la mesure p est ergodique si toute partie invariante a pour mesure 0 ou 1.

3. Montrer que p est ergodique si et seulement si toute fonction mesurable presque
invariante (f o T = f p.s.) est constante p.p.

4. Nous allons caractériser les mesures ergodiques en termes du spectre de la
transformation unitaire U induite sur L4(2, A, ) par T :

U:L2(Q AW O, o foT.

3. La différence symétrique de A et B est définie par AAB := (A\B) u (B\A)
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4.1. Supposons T ergodique. Montrer qu’ une fonction propre de U, presque
strement, est non nulle. En déduire que le spectre de U est un sous-groupe du
cercle unité, et que toute valeur propre est simple.

4.2. En déduire que p est ergodique si et seulement si 1 est valeur propre simple
de U.

Exercice * 25.9 (Exemple de convergence en mesure).
Soit (X,,) une suite de v.a.r.i.i.d. de (€2, .4, P) dans [0, 1]. Soit

Yn _ eanl 4o+ eann.

L’objectif est de calculer la limite de P(Y,, < 1) quand n tend vers l'infini.

On définit la transformée de Laplace d’une v.a.r. positive Z ou d’une fonction
f :R* - R comme les fonctions respectives

L(Z)(u) = L e "ZdP et L(f)(u)= j}w e " f(x)de,

la ou elles existent (u € R).

1. Deux entiers n, k > 1 étant fixés, exprimer la transformée de Laplace de Z =
e~ "X comme une intégrale sur un intervalle de R ; en déduire une expression de

L(Yo)(u).

Soit une fonction f: R*™ — R qui vaut 1 sur [0, 1], et qui vérifie

zf'(x) = —f(x —1)

presque partout sur |1, 4+oo0[. On admettra que sa transformée de Laplace existe
sur R.

2. Montrer que

L = e [ ),

o S
ou 7 est la constante d’Euler (définie dans I'exercice B.0]) ; pour calculer le facteur
e7, on pourra calculer la limite de uL(f)(u) de deux fagons différentes.

3. Montrer que L(Y,,) converge uniformément vers e 7 L(f).

On admettra ici pouvoir en déduire que Y,, converge en loi vers e f. On en déduit
alors directement que la limite de P(Y,, < 1) vaut e 7.



Chapitre 26

Sommes de variables
indépendantes

Les sommes de variables aléatoires jouent un role important en probabilités, ne
serait-ce que de part les probabilités empiriques (voir l'exercice 26.3)). Dans ce
chapitre, on étudie un résultat classique, dans le cas le plus simple, ot les variables
sont indépendantes.

Soit (X,,)n=1 une suite de variables aléatoires réelles € L' indépendantes de méme
loi, d’espérance p et d’écart-type o ; les X,, sont dans L? si et seulement si o < 0.

Posons
_ _X1+--~+Xn

X, (26.1)

n

Par linéarité on a )
_ o

E(X,)=p et var(X,)=—;
pour la variance, on a utilisé I'indépendance de X1, ..., X,,.
Exercice 26.1 (Loi faible des grands nombres).

Supposons que X,, € L2.

1. Montrer avec une inégalité de Markov que

2. Montrer que

Xp ——
n—a0

(ce qui d’ailleurs implique le résultat de convergence de la question précédente).

Il est remarquable que la limite p obtenue est déterministe (variable aléatoire
constante). Ce sera encore le cas pour la loi forte des grands nombres (ce qui
découle de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov). La loi faible peut se déduire de la
loi forte (voir ci-dessous), mais cette déduction n’est pas évidente, et s’avere plus
compliquée que la démonstration directe de la loi faible.

Théoréme 26.1 (Loi forte des grands nombres, Kolmogorov). Si X,, € L,
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La démonstration suivante utilisera par deux fois le critere suivant de convergence
presque stre vers 0 :

Si (Z,) est une suite de variables aléatoires réelles positives telle que la série
> E(Z,) converge, Z, — 0 p.s. En effet, d’apres le théoreme de convergence mo-

notone,
E (Z Zn> - N E(Z,) < o,

donc >’ Z,, < « p.s., donc Z, — 0 p.s.

Démonstration dans le cas ot X,, € L?. Sil'on pose Y, = X,, —pu, il s’agit de mon-

trer que
- i+ + Y, ps
Y, = ! 250.
n

D’apres la loi faible des grands nombres, Y, tend vers 0 en norme L?. On sait
que donc il existe une suite extraite (Y,,,) qui converge presque sturement vers 0
(théoreme 25.3]), mais il est difficile d’en déduire quelque chose sur la suite (Y},)
entiere. Ici, on peut etre plus précis, et trouver une suite extraite explicite.

1. Une suite extraite convergeant p.s. On a

02

E(Y?) =var (X,) = —,

" n

donc, si les termes de la suite dont les indices sont de la forme n = k%, avec k > 1,
forment une série convergente :

Y E(Y) < o,
donc, d’apres la remarque précédant la démonstration appliquée aux Z;, = Y3,
Vi 22,

Il reste maintenant a controler les termes intermédiaires de la suite Y,,, précisément
ceux qui ne sont pas de la forme n = k2, en le comparant au terme d’indice k? le
plus proche.

2. Controle des termes intermédiaires. Pour tout n € N, notons
q(n) = max{k* < n, ke N}
le plus grand carré d’entier, < n; on utilisera le fait que
q(n) <n < (Waln) +1)% = q(n) + 24/q(n) + 1.

Montrons que
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donc, d’apres la remarque précédant la démonstration appliquée aux Z, = A2,
A, — 0 p.s., c’est-a-dire

Yn - @ifq(n) — 0 p-s.,
n

ot ¢(n)/n <1 et Yy, — 0 p.s. La conclusion en découle. O

Ezemple 26.2 (Méthode de Monte—Carlo). Soient f une fonction réelle mesurable
bornée sur [0, 1] et (U,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de
loi uniforme dans [0, 1]. Alors

L)+ [0 25 B0) = | S

De plus, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,
.. 1 X 1
p ([ ) [ ] ) )
n 0

nez  12ne?’
Cette méthode de calcul d'une intégrale est surtout intéressante si f est peu
réguliere, et encore plus pour des intégrales sur des espaces de grande dimension.

Exercice 26.2 (Grandes déviations).
Pour tout entier n, soit .S,, une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p). On veut
montrer que, pour tout € > 0 assez petit, il existe H > 0 tel que, pour tout n,

P(‘&—p' 26) <e
n

1. Montrer que, pour tout a = 0,

P <— > a) < exp (—n sup(as —In(1 —p + pes))> )

s=0

2. Montrer que, pour tout € > 0 assez petit, il existe h > 0 tel que, pour tout n,
P(& >p+e> <e
n

Prouver I'estimation symétrique et conclure.

Exercice 26.3 (Théoreme fondamental de la statistique).
Soit (X,,),>1 une suite de vecteurs aléatoires sur (2, A, P) & valeurs dans R, deux
a deux indépendants et de méme loi m sur R%.

Pour tout w € Q et tout n > 1, la probabilité empirique m,(w,-) est la probabilité
définie sur R? par

1
Ma(@,7) = = (1) 7+ 0x,0)

de sorte que, pour tout A € B(R?), m,,(A) est le nombre d’indices k € {1, ...,n} tels
que Xj(w) € A. Montrer que (m,,) converge étroitement vers m P-p.s. (définition[25.2]).

1. Du nom de 'un des quartiers de la principauté de Monaco, céleébre pour son futile casino.
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Exercice 26.4 (Inégalité de Jensen par la loi des grands nombres).
Soit ¢ : Ja, b[— R une fonction convexe (a et b pouvant éventuellement étre infinis) ;
on rappelle que, pour tous 1, ..., x, € R,

S0<9cl+---+:10n> <g0($1)+"‘+g0($n>
n n

(ceci est méme une définition possible de la convexité). Soit de plus X : Q — ]a, b[
une variable aléatoire réelle telle que X et ¢(X) soient intégrables. Montrer que

P(E(X)) < E(p(X))

en utilisant la loi forte des grands nombres; on admettra qu’il existe une suite
(X,,) de copies de X indépendantes (voir I'exemple 23.7]).

L’exercice suivant montre que la loi (faible ou forte) des grands nombres peut étre
violée par des variables aléatoires non intégrables (« & queue épaisse »).

Exercice 26.5 (Somme de variables de Cauchy, ezamen de juillet 2014).

Soient U une variable aléatoire uniforme sur | — 7/2, 7/2[ et a € R\{0}.

1. Trouver la loi de C' = atan U et, si elles existent, son espérance et sa variance;
C s’appelle une variable de Cauchy de parametre a.

2. Calculer la transformée de Fourier inverse de la fonction ¢ : R — R, ¢ > e~/
et en déduire que la fonction caractéristique de C est ®o(t) = e M.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables de Cauchy indépendantes de parametre .

3. Que la loi des grands nombres nous apprend-elle sur la limite, quand n tend
vers U'infini, de X,, = %(Xl ++ X,)7

4. Déterminer, pour n = 1, les lois de X, et de X5, — X,..

5. La suite (X,,) converge-t-elle dans L' ? En probabilités ? Presque stirement ?

Probleme 26.1 (Une loi forte facile).
1. Soient Xi, X, ... des variables aléatoires indépendantes centrées telles qu’il
existe C' > 0 telle que

E(X)<C<w (Yn);
en particulier, X,, € L* mais on ne suppose pas que les X,, sont identiquement
distribuées.

Montrer que

- X1+ 4+ X,
X, = : — 0 p.s.;
n

on pourra montrer que Y, X} converge p.s.

2. Soient X7, Xo, ... des variables aléatoires indépendantes de méme espérance p
et telles qu’il existe C' > 0 telle que

E(X)<C<w (Yn).
Montrer que
X1+ + X,
n
pour vérifier que (E((X,, — p)*)) est bornée, on pourra utiliser 'inégalité de Min-
kowski, ou une inégalité élémentaire.

— [ DS
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Probleme % 26.2 (Le théoreme ergodique de Birkhoff (1931)).
Soient (F, &) un espace mesurable, f : E — FE une application mesurable et y une
mesure de probabilité de E.

On suppose que pu est invariante : pour toute partie A € &£, on a fou(A) =
u(f~1(A)) = u(A). On suppose aussi que u est ergodique : pour toute partie
A€ & telle que f71(A) = Aona pu(A) =0ou l.

Soit enfin ¢ : £ — R une fonction p-intégrable. Le but du probleme est de montrer
le théoreme de Birkhoff ;7 pour p-presque tout point x € E la moyenne des valeurs
de 1 le long de l'orbite positive x, f(z), f(f(z)), ... de & converge vers la moyenne

de v :

1 n—1

- Z O(fF () — JE@/)du quand n — +o0.

k=0
1. Interpréter ce résultat lorsque 1 est la fonction indicatrice d’une partie B € &.

2. Dans le cas ou E est 'ensemble fini {1,...,p}, ou & = P(E), et ou p est la
probabilité uniforme (u({k}) = 1/p quel que soit k € {1,...,p}), caractériser les
permutations f pour lesquelles u est ergodique.

3. En quoi le théoreme de Birkhoff renforce-t-il le théoreme de récurrence de
Poincaré ?

Commencgons par considérer une fonction auxiliaire ¢ : E — R qui soit p-intégrable.
Notons

Sp(z) = Z_: wo f¥(x) et F,(x)=max(S)(z),...,Sy(x)).
k=0

4. Montrer que pour tout x on a
Frii(x) = o(x) + max (0, F, o f(z)) . (26.2)

5. Montrer que la partie A = {z, F,,(x) — +o0} est mesurable.

6. Montrer que A est invariante (f~'(A) = A) en utilisant 1'égalité [26.2). En
déduire que A est négligeable ou de mesure pleine.

7. En utilisant encore l'identité (26.2]), montrer que sur A la suite des fonctions
F,.1 — F, o f tend simplement vers ¢ ; puis justifier soigneusement que

OéJ‘(FnJrl_Fn)d,uzf(Fn+1_Fnof)d,u_)nH+oof (Pd,ua
A A A

8. En déduire que si §, pdu <0, u(A) = 0.
9. En déduire que si §, pdu <0,

: Sn
limsup — < 0 p-presque partout.
n n

2. George David BIRKHOFF, mathématicien américain (1884-1944), célebre pour ses travaux
en théorie des systemes dynamiques.
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10. Montrer que quel que soit € > 0 on a

1 n—1
lim sup — Z Yo ff < J Wwdp + e p-presque partout ;
n—too 1T, E

on pourra appliquer la question (@) & la fonction ¢ =) — SE wdp — €.

Le méme raisonnement appliqué a —¢ montre que quel que soit € > 0 on a

1 n—1
lim inf — Z Yo fF> f Ydu —e p-presque partout.
k=0 E

n—+w N

En faisant tendre € vers 0 on voit que les limites inférieure et supérieure coincident
p-presque partout, ce qui prouve le théoreme annoncé.

11. Montrer que, pour une transformation uniquement ergodique, la somme de
Birkhoff converge partout vers la moyenne.

Voici deux applications du théoreme ergodique de Birkhoff a la théorie des nombres.

Considérons le cas particulier ou E est I'intervalle [0, 1[ muni de la tribu borélienne,
f:10,1[— [0, 1[ Iapplication

x = 0,110923... — 0, x9w374... = 102 (mod 1) = partie décimale de 10z,

et ¢ la fonction indicatrice de la partie B = [0,1/10].

12. Montrer que la mesure de Lebesgue A est invariante.

13. Montrer qu'il existe une orbite dense, c’est-a-dire qu’il existe un x € [0, 1| tel
que I'adhérence de I'ensemble {f*(z)}ren égale [0, 1[.

On admettra qu’alors A est ergodique.

14. Caractériser les nombres z = 0, z;z973... tels que f*(x) € [0,1/10[, puis in-
terpréter en une phrase l'affirmation du théoreme de Birkhoff dans cette situation.

15. % Montrer que le chiffre de gauche du nombre 2", n € N, en base 10 est plus
souvent un 7 qu’'un 8. On pourra admettre que, si f : [0, 1[— [0, 1| est la rotation
x — z+ a (mod 1), avec a ¢ Q, alors f est ergodique; ceci peut se démontrer
en utilisant le théoreme d’injectivité de la transformation de Fourier des mesures
finies.

Probleme 26.3 (Décalage de Bernoulli).
Soient S un ensemble fini et 2 = SN Iensemble des suites de S. Soient

T Q— S, w=(w,wr,...) = T(w) = wy

la k-ieme projection canonique.
On rappelle (exercice [30]) que € peut étre muni d’une mesure produit, définie
sur la tribu engendrée par ’ensemble C des cylindres de rang quelconque.
Soit
T:Q09, w=(wy,wi,...)—Tw=(w,ws,...)
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le décalage de Bernoulli; T' “perd” le premier élément de w et décale les autres
d’un rang vers la gauche : (Tw)y = wi41, soit mp 0 T' = 741 pour tout k € N.

1. Montrer que T est mesurable.
2. Montrer que P est invariante (par 7' : T'(P) = P).

3. Montrer que T est ergodique, c’est-a-dire que les seules parties A telles que
T71(A) = A sont de probabilité 0 ou 1; on pourra commencer par considérer le
cas d’'un cylindre, puis en déduire ou admettre que la propriété est vérifiée plus
généralement pour toute partie A € o(C).

Soit X : .S — R une variable aléatoire discrete. Pour tout k£ € N, on définit
Xk=XO7Tk:Q—>R, w»—»X(wk).

4. Vérifier que Xy oT = X 1.

5. Montrer que les variables aléatoires X} sont indépendantes et identiquement
distribuées.

6. Montrer comment, dans ce cas, le théoreme ergodique de Birkhoff implique la
loi forte des grands nombres :

1
- Y Xi—E(X)) ps.

0<k<n—1

FIGURE 32 — George David BIRKHOFF (1884-1944)
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Chapitre 27

Théoreme central de la limite

La premiere version du théoreme central de la limite fut postulée par DE MOIVRE
en 1733, qui, dans un article remarquable, comprit que la distribution du résultat
d’un jeu de pile ou face peut étre approchée par la loi normale. En particulier,
et contrairement a la situation décrite par la loi des grands nombres, la limite ici
n’est pas déterministe. L’importance de cette découverte ne fut pas comprise de son
temps. Le résultat fut méme oublié, jusqu’a ce que LAPLACE le remit au gout du
jour dans son traité monumental sur la Théorie Analytique des Probabilités, publié
en 1812. Laplace élargit la portée du théoreme en considérant plus généralement
la loi binomiale. Ce travail recut lui-méme peu d’attention. C’est a la fin du XiXe
siecle que LYAPUNOV en donna I’énoncé actuel et le démontra rigoureusement.

Soit (X, )n,>1 une suite de variables aléatoires réelles € L? indépendantes identi-
quement distribuées. Notons p = E(X3), 0 = ox, et

Sp= X1+ + Xo.

Avec ces données, la loi forte des grands nombres affirme que

S’n, p.s.

__M_)

Mais a quelle vitesse cette convergence a-t-elle lieu? Par exemple, on pourrait se
demander naivement s’il existe un réel o > 0 tel que

(50) e
n

ou C est une constante non nulle ; la multiplication par n® fonctionne comme une
loupe pour la quantité entre parentheses.

Exercice % 27.1 (Théoreme de Moivre).
Supposons que les X, sont des variables de Bernoulli de parametre 1/2, indépendantes.

1. Montrer que, pour tous a < b,
2 (" o
2 Z CS n—0o0 \/; e du;
2+a/n<k<Z+byn @

217
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on admettra que, si une suite (v,,) de probabilités sur R converge étroitement vers
une probabilité v, pour tous a < b on a

b b
f an—’J dv

(ce qui n'est pas trivial parce que Ly ¢ Cp(R)).
2. Montrer, plus précisément, le théoreme de Moivre [

V2 ok = \/gexp <—% (k- g)g) +o(1)

en utilisant la formule de Stirling.

D’apres cet exemple, il s’avere que la réalité est plus compliquée, pour deux rai-
sons :
— La limite n’est jamais déterministe (c’est-a-dire constante). Autrement dit,
le miracle de la loi forte ne se reproduit a aucune échelle a.
— La limite doit étre prise dans un sens considérablement plus faible que celui
d’une limite simple, en 'occurence dans le sens de la convergence en loi.
Ceci étant, pour « = 1/2 il se produit un fait absolument remarquable : y/n (% — ,u)
converge en loi vers une loi normale ! En ce sens, la vitesse de convergence est donc

N

Théoréeme 27.1.

Sh

<— —u) LY ~ N(0,1).
n

e

En particulier, la loi de */Tﬁ (% - u) converge étroitement vers N (0, 1).

Sn

Démonstration. La fonction caractéristique de Y,, := ‘/7% ( 2

- ,u) vaut

S,, —
Dy, (§) =FE (expz'g—\/gug)

—E <eXp’i(Sn - nmi)

o\/n
()

Lo () (e ()

2

d(u) = Px,_p(u) =1— 027 + o(u?)

ou

1. Abraham de MOIVRE, mathématicien francais (1667—1754), connu pour ses contributions
a la théorie des probabilités et pour la formule de Moivre en analyse complexe.
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(puisque F(X; — u) = 0 et var(X; — p) = 0?). Donc

By (€) — exp {n In (1 _ % +o <1>)] L €2 _ By (g)

n

si Y est une variable quelconque de loi N(0,1). D’apres le théoreme de Lévy
(théoreme 25.7]), ceci implique que Y,, converge en loi vers Y. ]

Exercice 27.2 (Démonstration probabiliste de la formule de Stirling [LMO06]).
Supposons que les X,, soient indépendantes, et de loi de Poisson de parametre

A=1: i
SN _ 1
k! ek!

£ S, —n\ _ n"ts
Vn emn!’
ou le signe négatif en exposant désigne la partie négative de la variable aléatoire
entre parentheses.

P(X,=k)=e (k= 0).

1. Vérifier que

2. Montrer que

ou Y est de loi N(0,1).
3. En déduire que

A7) ) oo

on admettra que (S"—\/;L”> Ly~

4. En déduire que, quand n tend vers l'infini,

n! ~vV2mn (ﬁ> )
e

Théoréme 27.2 (Théoreme central de la limite vectoriel). Si (X,,)n>1 est une
suite de variables aléatoires € Léd(Q,A, P) indépendantes de méme loi,

Xi+-+ X,
n

vn < - E(Xl)) —£ L N(0,Kyx,).

n—o0

Remarque 27.3. On ne peut pas trivialement déduire cette version vectorielle du
théoreme en appliquant la version réelle a chaque composante des X,, parce que
la loi conjointe de la limite, a supposer qu’elle existe, n’est pas déterminée par les
lois marginales.

Exercice : se convaincre que pourtant la démonstration est la méme, mutatis mu-
tandis, que dans le cas scalaire.
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Chapitre 28

Le théoreme ergodique de von
Neumann *

Ce chapitre est une incartade en théorie ergodique, la branche de la théorie des
systemes dynamiques qui a pour objet de justifier I'utilisation de concepts pro-
babilistes dans I’étude des systemes dynamiques déterministes. Précisément, on
démontre ici le théoreme ergodique de von Neumann, qui généralise la loi (faible)
des grands nombres a certaines suites de variables aléatoires éventuellement dépen-
dantes, possédant une interprétation dynamique. La conclusion du théoreme fait
surgir I’espérance conditionnelle, qui sera étudiée plus en détail dans les chapitres
ultérieurs.

Soient (£2,.4, P) un espace probabilisé et T : Q © une transformation mesurable
de 2, c’est-a-dire une application mesurable (€2, .A4) — (£2,.4).

Définition 28.1. Un événement A € A est presque invariant si les fonctions
indicatrices 14 et 1p-14) sont égales presque stirement. 2

Lemme 28.2. L’ensemble T des événements presque invariants est une tribu; T
s’appelle la tribu presque invariante de T'.

Démonstration. Soit A presque invariante. On a

Ty =1—1,4
=1—1710a ps. (car 14 = Ip-1(a) Pp-s.)
= ]].T*l(A)c
=Ly (car T71(A°) = T~1(A)°),

donc A€ est presque invariante.

Soient A;, As, ... une famille dénombrable de parties presque invariantes. Pour tout
1, il existe une partie IN; de probabilité nulle telle que

A; 0 Nf =T (A;) n NE.

1. La généralisation analogue de la loi forte des grands nombres est le théoreme ergodique de
Birkhoff, démontré dans les exercices et

2. De fagon équivalente, A est presque invariant si la différence symétrique AAT~1(A) est de
mesure nulle.

221
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La partie N = UN; est aussi de probabilité nulle, et
(UZAz) NN = Uz(Az M NC) = UZ(T_l(AZ) M NC) = T_l(UZAl) M NC,
donc
]luiAi = ]]-T_l(uiAi) p‘S'7
donc u;A; est presque invariante. Donc Z est une tribu. [l

Exemple 28.3. Supposons (2 fini : Q = {x1, ..., 2, }, muni de la probabilité uniforme.
Si T" est une permutation circulaire, par exemple

1 2 - n—1 n
23 -« n 1)

ses seules parties invariantes sont (J et 2. Comme P est uniforme, les parties
presque invariantes de 7" sont en fait invariantes. Alors Z = {(, Q2}.

Exercice 28.1 (Complétion de la tribu invariante).
Montrer que la complétion de la tribu invariante est la tribu presque invariante.

Lemme 28.4. Une variable aléatoire réelle f sur (2, A) est presque invariante
au sens que fol' = f p.s., si et seulement si f est T-mesurable.

Démonstration. Supposons que foT = f p.s. et soit B € B(R). Il s’agit de montrer
que f~1(B) est presque invariante. Soit N une partie de probabilité nulle en dehors
de laquelle f o T = f. En restriction a N¢,

Ly-1m) = Lifory-1() = Lr-1(5-1(B))>

donc f~!(B) est presque invariante. Donc f est Z-mesurable.

Réciproquement, supposons que f soit Z-invariante. Dans le cas ou f est une
fonction étagée positive, il existe des parties Ay, ..., A, € Z et des réels aq, ..., a, > 0

tels que
f = Zai ILAi.

Alors

7

foT =Zai]lT-1(Ai) :Zai]lAi =f ps.

Si f est positive, il existe une suite croissante (f,) de fonctions étagés positives
Z-mesurables, qui converge vers f. D’apres le cas précédent, pour tout i,

fieT =fi ps.

et I’égalité est réalisée en dehors d’une partie négligeable N;. En dehors de la partie
elle-aussi négligeable N = u; N;, f; = f;oT pour tout 7, donc, en passant a la limite
quand 7 tend vers 'infini, f = f oT en dehors de N. Donc f = foT p.s.

Si enfin f est de signe quelconque, ses parties positives et négatives sont presque
invariantes d’apres le cas précédent. Donc f aussi. [l

3. Cette notation est classique pour une permutation. Elle signifie que T'(1) = 2, T(2) = 3,
etc. L’adjectif “circulaire” signifie que les orbites {T%(x;)}ren sont Q entier, i.e. il n’y a qu’une
seule orbite.
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On suppose dorénavant que f € L?*(A) = L*(Q, A, P). On rappelle que L?(A)
posséde un produit scalaire hilbertien réel (g|h) = {ghdP.

Lemme 28.5. L*(Z) = L*(Q,Z, P) s’identifie a un sous-espace fermé de L*(A).

Démonstration. L*(Z) est un espace vectoriel au méme titre que L?*(A). Comme
7T est une sous-tribu de A, une fonction Z-mesurable est automatiquement A-
mesurable. Donc toute classe de fonctions Z-mesurables (pour la relation d’égalité
presque stre) est incluse dans une unique classe de fonctions .4-mesurables. Donc
il existe une application i : L*(Z) — L*(A), qui est injective. De plus, le produit
scalaire sur L*(Z) n’est autre que la restriction du produit scalaire sur L?*(A).
Donc i est une isométrie. Enfin, si une suite (f,,) de L?(Z) converge vers f dans
L*(A), comme la norme L?(A) d’un élément de L?*(Z) est aussi sa norme L*(Z),
(fn) converge dans L*(Z), et sa limite doit étre la méme, f. Donc f € L*(Z). Donc
L*(Z) est fermé. O

Définition 28.6. L’espérance conditionnelle E(f|Z) de f sachant Z est la projec-
tion orthogonale de f sur L?*(Z).

Dans le chapitre 29 on définira plus généralement ’espérance conditionnelle d’une
variable aléatoire sachant une sous-tribu (le fait que la sous-tribu soit la tribu
presque invariante d’une transformation mesurable ne jouant ici aucun role).

En conséquence, E(f|Z) est caractérisée, parmi les éléments de L?*(Z), par le fait
que

(E(fIDlg) = <{flg (28.1)
pour tout g € L*(Z).

E(f|T)
g 0

L%(T)

FIGURE 33 — La projection orthogonale de f sur L?*(Z)

Lemme 28.7. E(E(f|Z)) = E(f).
Démonstration. 11 suffit de prendre g = 1 € L*(Z) dans I'équation (28.1]). O

On suppose dorénavant que P est invariante par T : T'(P) = P.
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Lemme 28.8. E(foT) = E(f) et E(f o T|T) = E(f|T).

Démonstration. La premiere égalité provient de ce que

= J fdT(P) (formule de transfert)
- [ rap - E() (I(P) = P)
Par ailleurs, en prenant ¢ = 1 dans I'équation (287]) et en remplagant f par

foT — f, on obtient

(JoT —=flg=<E(foT - [lT)|g).

Or, g est invariante presque surement, donc le membre de gauche vaut

Tl = [ 1oTg [ £
J
— fngoT—ffg (g=goT ps.)
J
= | fgd(T(P) - Jfg (formule de transfert)
J
- (T(P)=P)
Donc
(E(foT~fIT)lgy=0 (¥ge L*(T)),
donc

E(foT|T) = E(f|T).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 28.9 (von Neumann).

Svf) =5 O foT Eay L B(IT)

0<n<N-1

Remarque 28.10. Si f = 14, A€ A, Sx(f)(x) est le nombre d’entiers n compris
entre 0 et N tels que T™(z) soit dans A. Autrement dit, c’est la fréquence de
passage dans A de la suite des composées itérées de x par 7.

Si Z ne contient que des parties négligeables ou certaines (on dit que T est ergo-
dique), E(f|Z) est constante presque strement, donc, d’apres la question précédente,
E(f|Z) = E(f). Comme de plus f =14, E(f|Z) = P(A).

Sous ces hypotheses, le théoreme ergodique affirme donc que la fréquence limite
de passage dans A de l'orbite de x est simplement la probabilité de A, presque
stiirement.
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Démonstration. Par définition, F( f|Z) possede un représentant Z-mesurable. Donc,
d’apres le lemme 284, E(f|Z) est preque invariante : E(f|Z) o T = E(f|Z) p.s.
Dong, par récurrence, E(f|Z)oT™ = E(f|Z) p.s. pour tout n € N. Donc, pour tout
N e N,

SME(ID) = v Y EUIDeT =+ Y E(ID) = B(fID).

0<n<N-1 0<n<N-1

On s'intéresse dorénavant a fo = f — E(f|Z), qui peut s’interpréter comme la
“partie aléatoire” de f. Il s’agit de montrer que la suite (Sy(fy)) converge vers 0
dans L2

Supposons provisoirement, que 7" est bijective d’inverse mesurable (c’est une pure
commodité de calcul). Si I'on pose

1
Fy = — Z JooIT™™™ (N =1),

N2
o<n,m<N-1

alors

%Mm;=§ﬁ( > hﬂﬂ¢w

0<n<N-1

-] X eermsermyap

0sn,m<N-1

— WJ Z (fooIT™ ' foo T™ 1) dP
0o<n,m<N-1

(formule de transfert, avec T'(P) = P)

1
N2 Z (foo "™ fo) dP (récurrence)
o<n,m<N-1
= (FN|f0)L2 .

De plus, d’apres I'inégalité triangulaire,
1 _
1 Enllze < e DU foo T e
0s<n,m<N-1

Or, la formule de transfert et le fait que T(P) = P montrent que, si k& > 1,
oo THEZs = §(f o T4 = J(foTs 12 — oo = §f2 = [f|2,. Si k < -1, la
propriété précédente appliquée avec 7! au lieu de 7" montre I'identité analogue.
Donc | f o T*||z2 = || fo| 2 pour tout k € Z. Donc

[Enllze < ol 2,

et en particulier la suite (Fy) est bornée dans L?.

Si (Fy) tend vers 0, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[Sxn(follze = (Fxlfo)re < [Fxzz | foll 2 — 0,
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de quoi la conclusion du théoreme ergodique découle.
Supposons par l'absurde que (Fl) ne tende pas vers 0. On a

FNOT—FN:NL Z (fOoTn—m-‘rl_fOoTn_m)

2
o<n,m<N-1

L3 (e p )
0s<m<N-1

1<n<N 0<n<N-1
1 N* _
- Y (o= feT ™)
0<m<N-1

(série télescopique)
donc, quand N tend vers 'infini,

2follz

HFNOT—FNHL2< N

Donc
FOOOT:FOO7

donc F, est Z-mesurable (question B84), donc F., € L*(Z), donc E(Fy,|T) = F..
D’apres le théoreme de Banach-Alaoglu, il existe un suite extraite (Fl,;) et une
fonction Fy, € L?*(A) non nulle telles que, pour toute g € L*(A),

CEN;lg) — o0 (Fol9)-
Par ailleurs, on a E(fy|Z) = 0, donc
E(Fx|T) = 0.
Donc, pour toute g € L*(A),
0= E(E(Fy,|T)g) = E(E(FN,|T) E(9|T)) = E(FN, E(9/T))

et, d’apres ce qui précede, cette derniere quantité (nulle) tend, quand j tend vers
I'infini, vers

E(F. E(9T)) = E(E(Fx|I) 9).
Donc, d’apres le théoreme de représentation de Riesz, E(F,|Z) = 0. D’apres ce qui
précede, ceci montre que F,, = 0, ce qui est contraire a I’hypothese. Donc (Fy)

tend vers 0, et le théoreme est vérifié, dans le cas ou T est une transformation
bimesurable.

Lorsque T n’est pas inversible, il suffit de remplacer Fy par
1 n—m|
FN = m Z fO (©] T .

0<n,m<N-1

Le reste des arguments sont les mémes. O]



227

Exercice 28.2 (Exemple de variables aléatoires dépendantes).
Trouver un exemple dans lequel les variables foT™ (n = 0) ne sont pas indépendantes ;
on pourra utiliser la loi des grands nombres.

Probleme 28.1 (Décalage de Bernoulli et loi faible des grands nombres).
Cet exercice reprend partiellement le probleme [26.3] dans un cadre plus simple.

Soient S un ensemble fini et 2 = SN I’ensemble des suites de S. Soient
Q=S w=(wy,w,...) — Tp(w) = wg

la k-ieme projection canonique.
On rappelle (exercice I3]) que 2 peut étre muni d’une mesure produit, définie
sur la tribu engendrée par ’ensemble C des cylindres de rang quelconque.
Soit

T:Q9, w=(wy,wi,...)— Tw = (w,ws,...)
le décalage de Bernoulli; T' “perd” le premier élément de w et décale les autres
d’un rang vers la gauche : (Tw), = wi41, soit T 0 T = w41 pour tout k € N.
On rappelle que T est mesurable et ergodique, et que P est invariante (par 7T :
T(P) = P).

Soit X : .S — R une variable aléatoire discrete. Pour tout k € N, on définit
XkZXOT(kIQHR, w»—>X(wk),

de sorte que
XpoT =XompoTl = Xompy1 = Xppa.

1. Montrer que les variables aléatoires X sont indépendantes et identiquement
distribuées.

2. Montrer comment, dans ce cas, le théoreme ergodique de von Neumann implique
la loi faible des grands nombres :

1
= Y x5 EX).
n

0<k<n—1

Exercice 28.3 (Généralisation aux mesures infinies).

On considere la situation analogue, ou l'espace probabilisé est remplacé par un
espace mesuré (2, A, 1) tel que pu(2) = oo. On se restreint au cas ergodique, ol
la tribu presque invariante de 7" est triviale : Z = {&,Q}. Montrer que Sx(f)
converge vers (0 dans L2
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Chapitre 29

Espérance conditionnelle dans ?

Intuitivement, I’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire réelle par rapport
a une sous-tribu est la variable aléatoire mesurable pour cette sous-tribu “la plus
proche” de la variable initiale. Son calcul explicite est rarement possible, mais c¢’est
un outil fondamental pour estimer une variable aléatoire quand on ne dispose que
d’informations incompletes.

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité. Considérons pour commencer un événement
B € A de probabilité non nulle. On définit classiquement la probabilité condition-
nelle sachant B, notée P(-|B), par la formule :

P(An B)

P(AIB) = =55

(VAe A).

Cette probabilité induit I’espérance conditionnelle sachant B, ¢’est-a-dire I’espérance
relativement a la probabilité P(:|B) :

E(X|B) = —E](j((;f)

pour toute variable aléatoire réelle intégrable X.

Nous allons généraliser cette notion d’espérance conditionnelle, en définissant I’espé-
rance conditionnelle
— sachant une partition dénombrable B, par exemple la partition par les ni-
veaux d’une variable aléatoire discrete
— ou sachant une sous-tribu B, par exemple la tribu engendrée par une variable
aléatoire mesurable.
Dans ces deux cas, ’espérance conditionnelle n’est plus un nombre, mais une va-
riable aléatoire B-mesurable qui n’est a priori constante que dans le cas d’une parti-
tion ou tribu triviales (I’espérance conditionnelle sachant un événement B, comme
définie ci-dessus, correspondant a l'espérance conditionnelle sachant la partition
{B, B°} ou sachant la tribu o({B}) = {, B, B%,Q}). L’espérance conditionnelle
sachant une tribu est le cas plus difficile a appréhender, mais aussi le plus fonda-
mental.

229



230 CHAPITRE 29. ESPERANCE CONDITIONNELLE DANS L2

Conditionnement par une partition dénombrable

Soit B < A une partition dénombrable de . Par exemple, si Y est une variable
aléatoire a valeurs dans un espace I’ dénombrable, les niveaux de Y forment une
partition dénombrable de €.

FIGURE 34 — La partition de €2 par les niveaux de Y

Les événements A € B ont une probabilité nulle ou pas; notons
B ={Be B, P(B) > 0}.

Comme 54 5 P(B) = 0, pour définir une variable aléatoire presque stirement il
suffit de la définir sur ' = Upep B.

Comme prolongement de l'espérance conditionnelle sachant un événement B, en
faisant varier la partie B dans B’ on obtient la définition suivante.

Définition 29.1. L’espérance conditionnelle de X € L'(Q, A, P) sachant B est la
fonction F(X|B) € L'(Q, o(B), P) définie par

E(X|B)(w)=E(X|B) siweB (VBeB),
soit

E(X|B) = ). E(X|B)1s.
BeB’

Comme E(X|B) est constante sur chaque B € B, F(X|B) est bien o(B)-mesurable.
Le fait que E(X|B) soit intégrable découle du calcul suivant :

BE(X1p)|

E(|E(X,B)|) = Z ‘WP(B) (convergence monotone)
s P(B)
< Z E(|X|1p) (inégalité triangulaire)
Bep’
=E(|X[1,,_.B) (convergence monotone)
=E(|X]) <w© (1,8 =1Dps.).

Ezemple 29.2. Soient 2 = {1, 2, 3} muni de la probabilité uniforme et B = {{1, 2}, {3}}.
L’espérance conditionnelle de X € L! sachant B est

p(x18) = Ty e,

1. Rappelons qu'un niveau de Y : 2 — F' est une partie de 2 d’équation Y (w) = y pour un
certain y € F' donnée.
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Exercice 29.1 (Exemple élémentaire d’espérance conditionnelle).
Dans l'expérience d’un lancé de dé a six faces équiprobables, soit Y la variable
aléatoire définie par

¥ (w) 0 siw est pair
w) = :
1 siw est impair

Calculer I'espérance conditionnelle de X (w) := w sachant Y (c’est-a-dire sachant
la partition par les niveaux de Y).

Proposition 29.3. Si X € L*(A), E(X|B) € L*(o(B)). Si de plus Z € L*(c(B)),
E(XZ) = E(E(X|B)Z).

Démonstration. Supposons donc X € L?(A). Alors,

E(E(X|B)?) =FE (Z E(X|B)2]13)

BeB'
= 2 E(X1p)? (convergence monotone)
< Z E(X*1p) (inégalité de Jensen)
=F <X 2 Z 1 B) (convergence monotone)
— B(X?) <o (> 1s=1 ps),
BeB'

donc E(X|B) € L*(c(B)).
Soit de plus Z € L?(c(B)). Z est constante sur chaque événement B € B, donc de

la forme
Z = Z ZB ]lB,
BeB

ou l'on a noté zp € R la valeur prise par Z sur B. De plus, d’apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz,
XZ, E(X|B)Z € L*(A).

Donc

E(E(X|B)Z)=E (Z E(X]B)]IBZB> (car 1 =3, 515)

BeB
= Z E(E(X|B)lgzp)  (convergence dominée par |E(X|B) Z| € L')
BeB
= Z E(X]lB ZB)
BeB
= FE(XZ) (convergence dominée par | X Z| € L').
O

La définition donnée de 'espérance conditionnelle ne se généralise pas de fagon
évidente au cas d’une tribu qui ne soit pas engendrée par une partition. Mais
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la derniere proposition pallie cette difficulté. En effet, elle s’interprete géomé-
triquement de la fagon suivante : pour toute variable aléatoire Z € L*(o(B)),

X - EX|B)|Z) =0,

c’est-a-dire que X — E(X|B) est orthogonale & L*(B), soit encore que E(X|B) est
la projection orthogonale de X sur L?(c(B)). On justifiera ci-dessous que cette
propriété suffit a définir uniquement E(X|B).

Conditionnement par une tribu

Soit maintenant B est une sous-tribu quelconque de A. (L’exercice B.5 avait montré
que beaucoup de tribus ne sont pas engendrées par une partition.)

Comme Q et P sont fixés dans cette discussion, on note L?(A) = L3(Q, A, P) et
L*(B) = L*(Q, B, P).

Lemme 29.4. [l existe une injection canonique isométrique L*(B) — L*(A).

Démonstration. L*(B) est un espace vectoriel hilbertien réel, au méme titre que
L*(A). Comme B est une sous-tribu de A, une fonction B-mesurable est automa-
tiquement A-mesurable. Toute classe de fonctions B-mesurables (pour la relation
d’égalité presque stre) est donc incluse dans une unique classe de fonctions A-
mesurables (mais ce n’est généralement pas une égalité, parce que un classe dans
I’espace des fonctions A-mesurable contient aussi des représentants A-mesurables
qui, a priori, ne sont pas B-mesurables).

Donc il existe une application j : L?(B) — L?(.A), et cette application est linéaire,
injective (si f € L*(B) et j(f) = 0 dans L?*(A), les représentants de f sont
nuls presque partout, donc f = 0 dans L?(B)) et isométrique (si f,g € L*(B),
G0 = BGDI9) = B(fg) = (flo)).

De plus, supposons qu’une suite (f,,) de L*(B) est telle que (j(f,)) converge vers
g dans L?(A). La suite (j(f,)) est de Cauchy. Comme j est isométrique, la suite
(fn) Pest aussi. Comme L?*(B) est complet, (f,) converge donc vers une classe
f € L*(B) et, par unicité de la limite et continuité de j, j(f) = g. Donc j(L?*(B))
est un sous-espace fermé de L?*(A). O

Dans la suite, on identifiera L?(B) au sous-espace fermé j(L?(B)) des classes de
fonctions f € L?(A) qui possedent un représentant B-mesurable.

Définition 29.5. Soient B une sous-tribu de A et X € L*(A). L’espérance condi-
tionnelle de X sachant B est la projection orthogonale, notée E(X|B), de X sur
le sous-espace fermé L*(B). Autrement dit, E(X|B) est I'unique variable aléatoire
X € L*(B) telle que, pour toute variable aléatoire Z € L*(B),

E(XZ)=E(E(X|B)Z). (29.1)
Il en découle que E(X|B) est la meilleure approximation de X (au sens de la norme

L?) par une variable aléatoire B-mesurable :

|X — E(X|B)|l;2 = min |X — X2,
XeL?(B)
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puisque, en décomposant X comme X = (X — E(X|B)) + E(X|B), on voit
(théoreme de Pythagore) que

X = X|% = | X — BE(X|B)|2: + |E(X|B) — X |22 = | X — E(X|B)|2..

Dans le cas ou B est la tribu engendrée par une variable aléatoire Y : B = o(Y),
on note

EX|Y) = E(X|o(Y)).
Définition 29.6. La probabilité de A sachant la sous-tribu B est
P(A|B) = E(14|B) € L*(B).

Propriété 29.7. SiC est une sous-tribu de B (B étant elle-méme une sous-tribu
de A),
E(E(X[B)[C) = E(X]C).

Les deux exemples extréemes d’espérance conditionnelle sachant B, selon que B est
fine ou grossiere, sont les suivants.

Ezemple 29.8. Si B o o(X) (c’est-a-dire si X € L?(B)), B(X|B) = X.

Exemple 29.9. Si X et B sont indépendantes (c’est-a-dire si o(X) et B sont
indépendantes), pour toute Z € L?(B), X et Z sont indépendantes, donc

E(XZ)=E(X)E(Z) (indépendance)
=FE(E(X)Z) (linéarité).

Comme FE(X) est constante, elle est mesurable par rapport a n’importe quelle
tribu, en particulier B. Donc E(X) satisfait la propriété caractéristique de E(X|B),
donc

E(X|B) = E(X).

Donc, en prenant pour 5 une sous-tribu quelconque de A et en prenant C = {¢F, 2}
(tribu indépendante de toute variable aléatoire), la propriété 29.71 montre que

E(E(X[B)) = E(E(X|B)|C) = E(X|C) = E(X)
(ce qui se voit aussi en prenant Z = 1 dans U'identité (29.1])).

Exercice 29.2 (Exemple élémentaire d’espérance conditionnelle).
Calculer E(X|B) quand 2 = [0,1], A = B([0,1]), quand P est la mesure de

Lebesgue et quand B est la tribu engendrée par I'ensemble des singletons de [0, 1].

Exercice 29.3 (Propriétés élémentaires de 1'espérance conditionnelle).
Montrer les propriétés suivantes :

1. L’application L*(A) — L?*(B), X — E(X|B) est linéaire.
2. E(E(X|B)) = E(X)
3.51 X < X' ps., E(X|B) < E(X'|B).
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Exercice 29.4 (Conditionnement gaussien).
Soit (Y7, ..., Yy, X) un vecteur gaussien centré. On note Y = (Y7, ..., Yy).

1. Montrer que E(X|Y) est la projection orthgonale de X sur l'espace vectoriel
(de dimension finie!) engendré par Y7, ..., Yy, donc qu’en particulier il existe un
vecteur \ € R? tel que

EX|Y)=)\Y.

Posons

o’ =E((X-XY)).

2. Montrer que, si ¢ = 0, pour toute fonction borélienne h : R — R, E(h(X)|Y) =
h(X).

3. Montrer que, si o # 0, pour toute fonction borélienne h: R — R,
BE(h(X)|Y) f B(2)gon o2 (x) d
R
otm = XY et ¢, est la densité de N(m,o?) :

inae(0) = o (<20,

o\ 2T 202




Chapitre 30

Espérance conditionnelle dans !

Soient (£2,.A, P) un espace de probabilité et B une sous-tribu.
Théoréme et Définition 30.1. Si X : Q — [0, +0]| est mesurable, la formule
E(X|B) :=lim 1 E(min(X,n)|B) p.s.

définit une variable aléatoire Q@ — [0,+00] (@ un ensemble négligeable pres) B-
mesurable, caractérisée par la propriété suivante : pour toute variable aléatoire

B-mesurable positive Z,
E(XZ)=EE(X|B)Z).

Démonstration. La variable aléatoire X,, = min(X,n) est bornée, donc dans L?(A).
D’apres 'exercice 29.3] la suite (E(X,|B)) est croissante p.s., donc possede une
limite p.s. parmi les variables aléatoires 2 — [0, +0], que I'on note E(X|B).

Soit Z est une variable aléatoire B-mesurable positive. Pour tout n,
E(X,7Z)=E(E(X,|B)Z).
Donc, par convergence monotone,

E(XZ) = E(E(X|B)Z).

Réciproquement, supposons que X soit une variable aléatoire B-mesurable positive
telle que, pour toute variable aléatoire Z B-mesurable positive on ait

E(XZ)=E(XZ).
K (fin a rédiger) O

Théoréme et Définition 30.2. Soit X € L'(A). Il existe une unique variable
aléatoire E(X|B) € LY(B) telle que, pour tout événement B € B,

E(X1p)=E(E(X|B)1p). (30.1)
Plus généralement, pour toute variable aléatoire Z réelle B-mesurable bornée,

E(XZ) = E(E(X|B)Z). (30.2)

235
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Démonstration du théoréme[30.2. Soient X+ les parties positive et négative de X.
D’apres le théoreme-définition BOI], *** (fin a rédiger). [

Remarque 30.3. On peut aussi montrer le théoreme [30.2] en utilisant le théoreme
général suivant, de prolongement des applications linéaires continues :

Soient F et F' deux espaces de Banach, F’ un sous-espace dense de E, et u : £/ — F
une application linéaire continue. Il existe une unique application linéaire continue
E — F qui prolonge wu.

Exercice 30.1 (Propriétés élémentaires de I'espérance conditionnelle dans L').
Montrer les propriétés suivantes :

1. L’espérance conditionnelle ainsi définie est linéaire pour les combinaisons linéaires
a coefficients positifs.

2. Si X est B-mesurable, F(X|B) = X.

3. Convergence monotone : si (X,,) est une suite croissante positive,
lim 1 E(X,|B) = E(lim 1 |B) p.s.
4. Lemme de Fatou : Si (X,,) est positive,
E(liminf |B) < liminf EF(X,|B).
5. Convergence dominée : Si X,, — X p.s. et |X,| < Z e L}
E(X|B) = lim E(X,|B).

6. Inégalité de Jensen conditionnelle : Si ¢ :]a,b[— R est convexe positive et
X € L' est a valeurs dans |a, [,

¢(E(X|B)) < E(6(X)|B)

(on pourra s’inspirer de la démonstration de l'inégalité de Jensen non condition-
nelle vue dans I'exercice [T10).

Exercice 30.2 (Conditionnement des variables a densité).

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans R™ et dans
R™, dont la loi conjointe possede une densité f : pour toute fonction borélienne
h:R™x R" - RT,

XY = | by dody.
R™ xR™
1. Quelle est la densité fy de Y 7
2. Calculer E[h(X)|Y], en utilisant le fait que, pour toute fonction borélienne
g:R" - R*,
E[nX)g(Y)] = E[E[X[Y]g(Y)].
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Définition 30.4. Soient (E,€&) et (F,F) deux espaces probabilisables. Une pro-
babilité de transition ou un noyau de transition de E dans F' est une application

v:ExF —|0,1]

telle que

— pour tout x € E, v(z,-) est une probabilité sur (F,F)

— et, pour tout B € F, v(-, B) est E-mesurable.
De plus, si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs respectivement dans
(E,E) et (F,F), une loi conditionnelle de Y sachant X est une probabilité de
transition v de F dans F' telle que, pour toute fonction A mesurable positive sur
<F7 f)a

E[h(Y)|X] = j V(X dy)hy).

Exercice 30.3 (Densité conditionnelle).

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans R et dans
R", dont la loi conjointe possede une densité f. Calculer la loi conditionnelle et X
sachant Y, ainsi que la densité conditionnelle correspondante.

Autres exercices

Probléme 30.1 (Exemple de variable aléatoire gaussienne, examen 2012).

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P).

On note, sin > 1, X, = (X1,..., Xp) et, si (z,)n>1 est une suite réelle, 7, =
(1, ooy ).

On suppose que X est de loi gaussienne N(0,1) et que, pour tout n > 1 et tout

Z, € R une loi conditionnelle de X, sachant X,, est la loi gaussienne N(z,,1);
cela signifie que

? _z [z (Znsr) 1 (Tpy1 — Tn)?

Xn=Tn . Xn+1 n+1 n
T = = = ex —_ .

Xn+1 ( +1> f)?n (xn> /27_(_ p ( 2 >

1. Quelle est la densité de X, = (X1, X2)?

2. Montrer que E(Xn+1|)?n) = X, et E(Xn+12\)?n) = 1+ X,%; en déduire les
moyenne et variance de X,,, puis que la suite (X,,) ne converge pas dans L.

3. Montrer que la densité de X, est de la forme [z (Tn) = (2) 2" Fn-An /2
pour une matrice A, qu’on déterminera, puis calculer la fonction caractéristique
g de X,

4. Quelle est la loi du vecteur bi-dimensionnel (X, Xj), j < k7 Calculer la limite
en loi de (X;, X;/v'k) quand k tend vers Uinfini, j étant fixé.

5. (») Calculer la limite en loi de la suite des variables aléatoires

1
Zn:W > X

1<j<n
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Probléme % 30.2 (Théoréme ergodique de Birkhoff).
Cet exercice fait suite a l'exercice [26.2]

1. Montrer la version générale du théoréme ergodique de Birkhoff :

Si f: F — FE est une application E-mesurable préservant la probabilité u (c’est-a-
dire f(u) = p) et si v € LY(€), quand n tend vers +o0 on a

1 n—1

= Y (f*(x)) = ¢z p-presque partout,

k=0
ouZ ={A€é&, f1(A)= A} est la tribu invariante de f.
On adaptera l'exercice 26.2] (ou 'on supposait f ergodique, et ot la tribu invariante
7 était donc la tribu grossiere), en posant notamment, a la fin, ¢ = ¢ — 7 — €.
2. Vérifier directement la validité du théoreme de Birkhoff dans le cas ou £ =

{1,...n}, ne N,, &€ =P(F), et f est une permutation de E se décomposant en
plusieurs cycles.
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Théoreme de Radon-Nikodym *

Définition 31.1. Soient p et v deux mesures sur un espace mesurable (E, A).
— v est absolument continue par rapport a u, ce que I'on note v « p, si

p(A) =0=rv(A)=0 (VAecA).

— v est étrangére a p, ce que 'on note v 1 pu, s'il existe N € A tel que
u(N)=0et v(N°) =0.

Par exemple, la mesure de Dirac en un réel est étrangere a la mesure de Lebesgue.
Dans le probleme B1.1] un exemple est donné d’'une mesure étrangere a la mesure
de Lebesgue et qui ne charge pas les singletons.

Inversement, si f est une fonction mesurable positive, la mesure fu est absolument
continue par rapport a p. Le théoreme suivant montre que 'on construit ainsi
toutes les mesures absolument continues par rapport a u.

Théoreme 31.2 (Radon—Nikodym’). Sotent ju et v deur mesures o-finies sur
(E,A). Il existe un unique couple (v4,V.) de mesures o-finies sur (E, A) telles que

Vg LV
V="V, + V., avec
Ve L p.

De plus il existe une fonction mesurable g : E — R tell que, pour tout A € A,
va(A) = f g9 fu
A
et la fonction g est unique a un ensemble de p-mesure nulle prés.

Démonstration. Supposons d’abord que p et v sont finies et que p > v (c’est-a-
dire que u(A) = v(A) pour tout A € A). Comme L?(u) = L*(u) = L'(v), on peut
considérer 'application

d: L*(p) — R, fHdeV.

1. Johann Karl August RADON, mathématicien hongrois (1887-1956), spécialiste de calcul
variationnel et d’analyse fonctionnelle.

2. Otto Marcin NIKODYM, mathématicien polonais (1887-1974), dont les contributions
concernent des domaines allant de la théorie de la mesure a la mécanique quantique.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

@(f)| < ( [ du) B < ( [ d#) B = (B e,

Donc @ est une forme linéaire continue sur I'espace de Hilbert L?*(u). D’apres le
théoréme de Riesz,* il existe une fonction h € L*(u) telle que, pour toute f € L*(u),

o(f) = |

En particulier, en prenant f = 1,4, on obtient que, pour tout A € A,

V(A) = L hdp.

Dans la suite, on aura besoin de savoir que 0 < h < 1 p-p.p. Pour le montrer,
remarquons que, pour tout € > 0,

0 < ({h(z) < —}) = J{ o S (@) < ),

donc que pu({h(z) < —€}) = 0; et que, pour tout € > 0,
p({h(z) =1 +€}) =v({{h(z) = 1+¢€})
= f hdu
{h(x)=1+¢€}
= (14 e)u({h(z) =1+ €}),

donc que p({h(z) = 1+¢€}) =0.

Si p et v sont toujours finies mais pas forcément ordonnées, on peut appliquer la
conclusion du cas précédent ) v et p + v : il existe une fonction mesurable h telle
que, pour toute fonction f e L*(u + v),

deu - thd(uw).

En particulier, pour toute fonction f mesurable bornée,

ffdyzjfhdMJrthdy,

Jf(l—h)dyzjfhdu. (31.1)

Puisque 1 — h > 0 p-p.p. donc v-p.p., en utilisant le théoreme de convergence mo-
notone, on voit que cette derniere égalité est vraie pour toute fonction f mesurable
positive.

donc
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D’autre part, en posant N = {h = 1} et en prenant f = 1y, on voit que u(N) = 0.
La mesure v, = 1 yv est donc étrangere a . Et, en remplagant f par 1ye(1—h)"'f
dans Iégalité ([B1T]), on obtient que, pour toute fonction f mesurable positive,

h
1—h

chdu=f [ | rodn. g =1y

En posant v, = 1ycv = gu, on obtient bien une mesure absolument continue par
rapport a pu, vérifiant la propriété indiquée dans I’énoncé.

Il reste a généraliser ce qui précede au cas ou p et v sont non plus finies. Supposons
donc p et v seulement o-finies. Alors il existe une partition mesurable dénombrable
(En)nen de E telle que, pour tout n, u(E,) < o et v(E,) < co. Soient u, et v,
les restrictions respectives de i et de v a F,,. D’apres la démonstration dans le cas
fini, il existe une décomposition

Up =V, + 1,

de v, et une fonction mesurable positive g, telles que v2 = gu et v¢ L p. On peut
prolonger g, par 0 en dehors de F,. Il suffit alors de poser

:ZVrCf, Ve:Zti etg:zgn-

neN neN neN

Montrons 'unicité du couple (v,,v,). Soit (7,,7.) un autre couple tel que v =
Vg + Ve, Vg < i €6 v L . Pour tout A € A,

sz<A) - ﬂa(A> = V6<A) - ﬁe(A)

Soient N et N les ensembles pi-négligeables portant respectivement v, et 7. Sil'on
note M = N U N,

Ve(A) — 7(A) = ve(A A M) = 5(A A M) = vg(An M) — 7.(An M) =0

puisque v, € p et 7, < p. L'unicité de g a un ensemble p-négligeable pres a été
démontrée dans I'exercice [7.4l O

Soient (£2,.4, P) un espace probabilisé et B une sous-tribu. Le théoreme de Radon-
Nikodym peut étre utiliser pour définir directement 1’espérance conditionnelle des
variables aléatoires L' sans passer par L? (le détour ayant déja été fait dans la

démonstration du théoréme). On note L'(A) = L' (2, A, P) et L'(B) = L'(Q, B, P).

Démonstration du théoréeme par le théoreme de Radon-Nikodym. Supposons d’abord
X > 0. Considérons la mesure de densité X par rapport a P :

(XP)(A) := BE(X1,) (VAe A).

Elle est bien str absolument continue par rapport a P, et la mesure X P restreinte
a la tribu B est elle-méme absolument continue par rapport a P|z. D’apres le
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théoreme de Radon-Nikodym, (X P)|s posséde une densité par rapport a Pg, qui
est une fonction B-mesurable que nous noterons E(X|B) :

VBe B, E(Xlp)=E(BE(X|B)lp).

En prenant B = (2, on voit que E(E(X|B)) = E(X) < o, donc que E(X|B) €
LY(Q, B, P). La propriété (B0.2) s’en déduit immédiatement, d’apres I'exercice [74L
Si maintenant X est de signe quelconque, en notant X = X — X~ sa décomposition
en la différence de ses parties positive et négative, on voit qu’il suffit de poser

E(X|B) = E(X"|B) — E(X"|B).

Montrons que la variable aléatoire E(X|B) trouvée est uniquement définie par
la propriété [BO.I) (pour cette raison, la propriété ([BO.I]) est souvent appelée la
propriété caractéristique de E(X|B)). Soient X’ et X” deux variables aléatoires
telles que

VBeB, E(X'lp)=E(X"lp)=E(X1p).

En particulier, avec B = {X’ > X"} € B, on obtient
E(X'— X" x_xns) = E(X — X)1x_xrs9) =0,
donc X’ < X” p.s. et, par symétrie, X’ = X” dans L'(B). O

Probleme 31.1 (Une mesure étrangere a la mesure de Lebesgue).

Montrer que la mesure de Lebesgue-Stieltjes pup (exercice [0.1]) associée a I'escalier
du diable de Lebesgue F' (exemple [[T7.7)) est étrangere a la mesure de Lebesgue, et
ne charge pas les singletons.



Chapitre 32

Chaines de Markov

Dans ce chapitre nous examinons un exemple important de suite de variables
aléatoires dépendantes.

Soient S un ensemble fini et, pour toute paire (x,y) € S, pyy € [0, 1], tels que

pryzl (x e S).

yesS

Définition 32.1. Une chaine de Markov (on dit aussi processus de Markov) as-
sociée aux probabilités de transition p,, est une suite (X,,),>o de variables aléatoires
telle que

P(Xn+1 = xn+1|X0 = Xy, '-~>Xn = xn) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn) = pxnazn+1
pour tout n et tout (o, ..., x,11) tels que

P(XO = Xy, ,Xn = In) > 0.

On peut penser aux éléments de S comme les états possibles d’un certain systeme
(physique, économique, biologique, etc.), et & X, comme 'état de ce systéme
au temps n. Une chaine de Markov représente alors 1’évolution du systeme au
cours du temps. La contrainte principale est que la loi conditionnelle de 1’état
au temps n + 1 sachant I’état au temps n ne doit pas dépendre des états passés
antérieurs, Xo, ..., X,,_1. Les exemples d’application sont innombrables, et cette
définition conduit & une riche théorie, qu’ici nous n’effleurons qu’a peine.

Exercice 32.1 (Marche aléatoire symétrique).

Soit un mobile se mouvant sur les points entiers de la droite. On suppose qu’il
est en 0 a l'instant t = 0, et qu’a chaque instant entier il se déplace de +1 avec
la probabilité 1/2, de facon indépendante des déplacements précédents. On note
X, la position a I'instant n (donc Xy = 0), IV, le nombre de déplacements vers la
droite a 'instant n, et M, le nombre de déplacements vers la gauche.

1. Montrer que X, a la parité de n (on pourra utiliser le fait que N,, + M,, = n et
N, — M, = X,,) et en déduire que X,, est a valeurs dans {—n,—n +2,...,n —2,n}.

2. Remarquer que NV,, suit une loi binomiale, et en déduire la loi de X,,.
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Soit Z,, = +1 la variable aléatoire X,, — X,,_1 (n = 1), de sorte que
X,=21+-+ 2,

Par hypothese, les Z,, sont indépendantes les unes des autres et ont méme loi

1
5((571 + 6+1).

La suite (X,,)n=0 s’appelle une marche aléatoire symétrique partant de 0. La tra-
jectoire de w € § pour ce processus est la suite de points (n, X,,(w))nen-

+3 7
+2 1
+1 -+ L[] L[]

FIGURE 35 — Une trajectoire d’'une marche aléatoire

3. Montrer que la probabilité de ne pas repasser par 0 jusqu’a Uinstant n (i.e.
X1, ., Xy #0) est
P(X,.1=0)+P(X, 1 =1).

Soit T, le temps mis pour aller de 0 a a :
Ty(w) := min{n > 0; X, (w) = a}.

4. % Montrer que, quel que soit a € Z, T, est finie p.s.

5. Montrer 1’inégalité des grandes déviations : pour tous a > 0 et n = 0,
P(1X,| > a) < 2¢7;

on pourra utiliser I'inégalité de Markov & la variable aléatoire X avec u > 0.
6. En déduire que, pour tout m > 1,
n
2 P(’Xn| > _) < Z 2efn/2m2’
m
n=1 n=1
puis que

Xn
— — 0 p.s.
n

Exercice % 32.2 (Marche aléatoire asymétrique [LGO6|, partiel 2012).
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi

PXl(l):pa PX1(_1>:1_p7 O<p<1'
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Soit (Z)n>1 la suite de changements de signes de (X,,) : Z, = Lix,2x,,.}-

1. Montrer que si les Z,, sont indépendantes, p = 1/2 (la réciproque est vraie, mais
on ne demande pas de la démontrer) ; on pourra utiliser en particulier I'indépendance
de Z; et Zs.

On pose Sy = 0 et, pour n > 1, S, = >, .., Xi. Soient

Y= Z ]l{snzo} et A= {E < OO};

n=0

donc, la variable aléatoire ¥ compte le nombre d’annulation des S,, et A est
I’événement “les S,, s’annulent seulement un nombre fini de fois”.

2. Montrer qu’il existe une constante C'; qu'on déterminera, telle que

c n
P(S2n = 0) ~ptoo0 \/_ﬁ(4p(1 —p))
(on pourra utiliser la formule de Stirling), tandis que P(S3,.+1 = 0) = 0.
3. (*) En déduire que P(A) = 0sip = 1/2 et P(A) = 1si p # 1/2; on pourra
calculer I'espérance de X..

FIGURE 36 — Andrei MARKOV (1856-1922)
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Annexe A

Borel par lui-méme

Le texte qui suit est extrait des Lecons sur la théorie des fonctions (1898) [Bor9§].
Il donne une définition ce ce que nous appelons maintenant les parties boréliennes
de R. L’objectif est de donner une mesure a des parties de U'intervalle [0, 1] en-
gendrées par union dénombrable et passage au complémentaire. Mais la démonstration
d’existence de la mesure manque. Elle aurait été “longue et fastidieuse”, estima
Borel, et résulte des travaux ultérieurs de Lebesgue.

Les ensembles mesurables.

Tous les ensembles que nous considérerons seront formés de
points compris entre o et 1. Lorsqu'un ensemble scra formé de
tous les points compris dans une infinité dénombrable d’inter-
valles n’empiétant pas les uns sur les autres et ayant une lon-
gueur totale s, nous dirons que 'ensemble a pour mesure s.
Lorsque deux ensembles n’ont pas de points communs, ct que
leurs mesures sont s et s’, ’ensemble obtenu ¢n les réunissant,
c’est-a-dire leur somme, a pour mesure s+ s'. D’ailleurs, il
importe peu dans la définition de la mesure d'un ensemble, on
dans celle de la somme de deux ensembles, que 'on néglige, ou
que U'on tienne tel compte que 'on veut des extrémités des inter-
valles, en infinité dénombrable.

Plus généralement, si I'on a unc infinité dénombrable d’en-
sembles n’ayant deux 4 deux ancun point commun et ayant res-
pectivement pour mesures $;, Sz, ..., Sz, - - ., leur somme (ou

(*) On comparera avec fruit les définitions que nous allons donner avec les
définitions plus générales que donne M. Jordan dans son Cours d’Analyse. Le
probléme que nous étudions ici est d’aillecurs tout différent de celui qu’a résolu
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LES ENSEMBLES PARFAITS ET LES ENSEMBLES MESURABLES.

-
~E

ensemble formé par Jeur réunion) a pour mesure
S+ Seg+...+Spt+...

Tout cela est une conséquence de la définition de la mesure.
Voici maintenant des définitions nouvelles : si un ensemble E a
pour mesure s, et contient lous les points d’'un ensemble E’ dont
la mesure est s', ’ensemble E — I/, formé des points de E qui
r’appartiennent pas a K| sera dit avoir pour mesure s — s'; de
plus, si un ensemble est la somme d'une infinité dénombrable
d’ensembles sans partie commune, sa mesure sera la somme des
mesures de ses parties et enfin les ensembles E et E' ayant, en
vertu de ces définitions, s et s’ comme mesures, et E renfermant
tous les points de E/, I'ensemble E — E' aura pour mesure s — .

Le théoréme fondamental démontré pages 41-43 nous assure que
ces définitions ne seront jamais contradictoires entre elles (');
nous sommes douc libres de les adopter; nous sommes d’ailleurs
assurés aussi que la mesure d'un ensemble ne sera jamais une
quantité négalive; mais un ensemble peut avoir pour mesure séro
et avoir la puissance du continu. Tel est I'ensemble E considéré
tantdt. Si nous reprenons les notations de la page 45 et st nous

désignons par %, la mesure de E, (mu < —1:;) » ’ensemble E, —E, .,

aura pour mesure &, — %,,, (nous savons que E, renferme tous
les points de E, ). L’ensemble A des points qui n’appartiennent
pas & K, a pour mesure 1— o, (c'est la différence de I’ensemble
de tous les points du segment o-1 et de E,;). L’ensemble des points
qui n’appartiennent pas & E peut étre regardé comme formé en
ajoutant 4 A les ensembles E, —E,,,, E, i —E, 5, ...; sa
mesure est donc

E= g+ (2p— 2p41 )+ (Fpet— Xpae ) +. .. =1

puisque o, tend vers zéro pour m infini. Donc, 'ensemble E
aobtenu ¢n retranchanl cet ensemble de I’ensemble de tous les
points 0-1, a pour mesure zéro.

Ainsi un ensemble quia pour mesure zéro peut étre non dénom-

(') Il est du moins aisé d’obtenir ce résultat par des procédés tout & fait ana-
logues & ceux que Pon a employés pour établir ce théoréme,
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brable; mais tout ensemble dénombrable a pour mesure séro;
c’est une conséquence aisée de ce qui précéde.

Les ensembles dont on peut définir la mesure en vertu des
définitions précédentes seront dits par nous ensembles mesu-
rables, sans que nous entendions impliquer par la qu’il n’est
pas possible de donner unc définition de la mesure d'autres
ensembles; mais une telle définition nous serail inutile; elle
pourrait méme nous géner, si elle ne laissait pas & la mesure les
propriétés fondamentales que nous lui avons attribuées dans les
définitions que nous avons données (*).

Ces propriétés essentielles, que nous résumons ici parce
«qu’elles nous seront utiles, sont les suivantes : Laa mesure de la
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles est égale a la
somme de leurs mesures; la mesure de la différence de deux
ensembles est égale & la différence de leurs mesures (2); la
mesure n’est jamais négative; tout ensemble dont la mesure
n’est pas nulle n’est pas dénombrable. C’est surtovt de cetle
derniére propriété que nous ferons usage. Il est d'ailleurs expres-
sément entendu que nous ne parlerons de mesure qu’a propos
des ensembles que nous avons appelés mesurables.

Cependant, si un ensemble E contient tous les éléments d’an
ensemble mesurable E,, de mesure x, nous pourrons dire que la
mesure de I est supérieurc 4 a, sans nous inquiéter si E est mesu-
rable ou non. Inversement, si E, contient tous les éléments
de E, nous dirons que la mesure de E est inférieure a a. Les
mots supérieure et inférieure n'excluent d’ailleurs pas I'égalité.

(') Le procédé gque nous avons employé revient en réalité a ceci : nous avons
reconnu qu’une définition de la mesure ne pouvait étre utile que si elle avait
certaines propriétés fondamentales : nous avons posé a priori ces propriéiés et
ce sont elles qui nous ont servi & définir la classe d’enscmbles que nous regar-
ilons comme mesurables. Cette maniére de procéder présente de grandes ana-
logics avec les méthodes introduites par M. J. Drach, ecn Algébre et dans Ja théorie
des énquations dilférentielles (voir, par exemple, ’Ouvrage cité (p.23) et Comptes
rendus, janvier 18¢5). Dans tous les cas, elle procéde de la méme idée fonda-
nenlale : définir les éléments nouveaux que I’on introduit, & 'aide de lcurs pro-
pri¢tés essenticlles, ¢’est-a-dire de celles qui sont strictement indispensables pour
les raisonnements qui doivent suivre.

(?) Bien entendu quand on parle de la somme de plusicurs ensembles, on sup-
pose qu’ils n’ont, deux & deux, aucun élément ¢ommun et, quand on parle de
leur différence, on suppose que l'un d’eux renferme tous les éléments de Pautre.



250

ANNEXE A. BOREL PAR LU-MEME

LES ENSEMBLES PARFAITS ET LES ENSEMBLES MESURABLES. 49

11 est aisé de voir que les propriétés essentielles s’étendent, avec
des modifications convenables, 4 ces nouvelles définitions : en
quelque sorte, un calcul d’égalités se trouve remplacé par un
calcul d’inégalités qui peunt parfois rendre les mémes services.

Nous allons démontrer, en terminant, une proposition impor-
tante, qui montrera la liaison intime entre les notions diverses
introduites dans ce Chapitre : tout ensemble parfait (V)
limité (*) est mesurable.

Soit en effet A un ensemble parfait dont tous les points sont
dans I'intervalle o-1 et soit 2 un point de cet intervalle, n’appar-
tenant pas a2 A; je dis qu’il existe un intervalle ab comprenant «
et ne renfermant pas de point de A, a et b étant d’ailleurs des
points de A, (L’un des points @ ou b pourrait ne pas appartenir
a A; 1l coinciderait alors avec le point o ou le point 1). En effet,
A étant parfait, « n’appartient pas a A’; il existe donc un
nombre ¢ tel qu’il n’y ait pas de point de A dans l'intervalle o,
« + ¢, ¢ étant positif. D’autre part, en excluant le cas ou il n'y
aurait pas de point de A dans l'intervalle o-1, 1l existe un
nombre ¢’ tel qu’il y ait au moins un point de A dans l'inter-
valle &, « 4- ¢'. I est manifeste que tout nombre positif 7, ou bien
a la méme propriété que ¢, ou bien a la méme propriété que ¢ et
l'on voit aisément qu’il existe un nombre b tel que, sin << b, il
n’y a pas de point de A dans l'intervalle «, « + 7, tandis qu’il y
en a si > b. Or, il est aisé de voir que le point b, ou bien appar-
tient & A, ou bien (®) appartient & A’; or, A est parfait; donc,
dans tous les cas, O appartient & A. On démontrerait de méme
I'existence d’un point @ en prenant ¢ et n négatifs; I'intervalle
ab est I'intervalle cherché.

Ainsi, A étant un ensemble parfait, tout point « qui n’appar-
tient pas & A se trouve dans un intervalle ab ne renfermant
d’autre point de A que ses extrémités. Si nous considérons main-

(*) Le mot parfait peut étre pris ici dans le scns large de M. Jordan; le résnl-
tat serait vrai, a fortiori, s’il avait le sens que lui donne M. Cantor.

(*) On dit qu’un ensemble cst limité lorsque la distance de deux quelconques
de ses points est inféricure 4 un nombre fixe.

(®) Car, si le point & n’appartient pas 4 A, il y a des points de A distincts de b,
dans lintervalle b, &+ k, quelque petit que soit le nombre positif k; donc &
appartient & A’.

4



251

50 CHAPITRE IIl. — LES ENSEMBLES PARFAITS, ETC.

tenant un autre point o/, ne faisant pas partie de A et non situé
dans ab, nous aurons un intervalle analogue a’0’, etc. D’ailleurs,
I'ensemble des intervalles que 1'on peut ainsi définir est certai-
nement dénombrable, puisque la somme de leurs longueurs est
au plos égale a 'unité. L’enscmble A s’obtient donc en retran-
chant de I'ensemble o-1 une infinité dénombrable d’ensembles
mesurables; 1l est donc mesurable ().

Cette démonstration nous fait en méme lemps connaitre le
moyen le plus général de construction d’un ensemble parfait situé
sur le segment o, 1. Pour se donner un tel ensemble, il suffit de
se donner une infinité dénombrable d'intervalles @, by, @, b,, ...,
apbny ..., assujettis d'aillenrs a certaines restrictions. On en
conclut aisément que 'ensemble de tous ces ensembles parfaits a
la puissance du continu. Nous verrons que, d’aulre part, I’en-
scmble de tous les ensembles de points situés sur le segmento, 1,
a une puissance plus élevée que celle du continu (2). Cetle
remarque suffit & montrer quelle restriction considérable on
apporte a la notion d’ensemble, lorsqu’on assujettit un ensemble
a &Lre parfuail et, par suite, combien il est naturel que I'on puisse
étre conduit ainsi a des résultats plus simples.

(*) Nous avons eu d’ailleurs un exemple d’un ensemble mesurable non parfait;
car il était dense dans tout intervalle.
(*) Voir Note I, pages 1og-t10.
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Annexe B

Lebesgue par lui-méme

Ce texte de trois pages de Lebesgue [Leb01] définit I'intégrale et la mesure de
Lebesgue, qui sont d’une portée immense.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une généralisation de I'intégrale définie.
Note de M. H. Lereseug, présentée par M. Picard.

« Dans le cas des fonctions continues, il y a identité entre les notions
d’intégrale et de fonction primitive. Riemann a défini U'intégrale de cer-
taines fonctions discontinues, mais toutes les fonctions dérivées ne sont pas
intégrables, au sens de Riemann. Le probléme de la recherche des fonc-
tions primitives n’est donc pas résolu par I'intégration, et I'on peut désirer
une définition de I'intégrale comprenant comme cas particulier celle de
Riemann et permettant de résoudre le probléme des fonctions primi-
tives (*). '

» Pour définir I'intégrale d’une fonction continue croissante

. v(z)(alxlbd),

on divise 'intervalle (a, &) en intervalles partiels et 'on fait la somme des
quantités obtenues en multipliant la longueur de chaque intervalle partiel

(1) Ces deux conditions imposées a priori i toute généralisation de 'intégrale sont
évidemment compatibles, car toute fonction dérivée intégrable, au sens de Riemann,
a pour intégrale une de ses fonctions primitives.
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( 1026 )

par 'une des valeurs de y quand z est dans cet intervalle. Si « est dans
Iintervalle (a;, a;.,), y varie entre cerlaines limites m;, m;,,, et réciproque-
ment si y est entre m; et m,,,, x est entre a; et a,.,,. De sorte qu'au lieu de
se donner la division de la variation de @, c¢’est-a-dire de se donner les
nombres a;, on aurait pu se donner la division de la variation de ¥, Clest-
4-dire les nombres ;. De l4 deux maniéres de généraliser la notion d’inté-
grale. On sait que la premiére (se donner les a;) conduit & la définition
donnée par Riemann et aux définitions des intégrales par excés et par
défaut données par M. Darboux. Voyons la seconde.
» Soit la fonction y comprise entre 7 et M. Donnons-nous

m=m, m;<my< ...<m, < M=m,;

Yy = m, quand z fait partie d'un ensemble Eo, m;_, < ySm; quand z fait
partle d’un ensemble E,.

» Nous définirons plus loin les mesures 2, %; de ces ensembles. Consi-
dérons I’'une ou 'autre des deux sommes .oz

myA, —I—Zm-'}\,-; mohg~+ Zm;_, ;3

st, quana’ r’ ecart mawzmum entre deux m; consécutifs tend vers zéro, ces
sommes tendent vers iune méme limite mdependante des m; choisis, cette limite
sera par definition l'iniégrale des y qui sera dite intégrable.

» Considérons un ensemble de points de (@, b); on peut d’une infinité de
maniéres enfermer ces points dans une infinité dénombrable d’intervalles;
la limite inférieure de la sorime des longueurs de ces intervalles est la
mesure de l'ensemble. Un ensemble E est dit mesurable si sa mesure aug-
mentée de celle de 'ensemble des points ne faisant pas partie de E donne
la mesure de (a, b)(*). Voici deux propriéiés de ces ensembles : une in-
finité d’ensembles mesurables E; étant donnée, ’ensemble des points qui
font partie de I'un au moins d’entre eux est mesurable; si les E; n’ont deux
4 deuxaucun point commun, la mesure de I’ensemble obtenu est la somme
des mesures E;. L’ensemble des points communs 3 tous les E, est mesurable.

» Il est naturel de considérer d’abord les fonctions telles que les
ensembles qui ﬁgurent dans la définition de I'intégrale soient mesurables.
On trouve que : st une fonction limitée supérieurement en valeur absolue est

() Si-I'on gjoutie & ces ensembles dés’ensembles de mesires nulles convenablement
choisis, on a‘des. ensembles. mesurables au sens de M. Borel (Lecons sur la theone des
fonctions). o B .
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lle que, quels que soient A et B, I’ensemble des valeurs de « pour lesquelles
va A < yIB est mesurable, elle est intégrable par le procédé indiqué. Une
lle fonction sera dite sommable. L’intégrale d’une fonction sommable
st comprise entre l'intégrale par défaut et I'intégrale par excés. De sorte
ue, si une fonction intégrable au sens de Riemann est sommable, 1 "intégrale
it la méme avec les deux définitions. Or, towe fonction intégrable au sens
¢ Riemann est sommable, car ’ensemble de ses points de discontinuité est
e mesure nulle, et 'on peut démontrer que si, en faisant abstraction d’un
nsemble de valeurs de  de mesure nulle, il reste un ensemble en chaque
oint duquel une fonction est continue, cette fonction est sommable.
iette propriété permet de former immédiatement des fonctions non inté-
rables au sens de Riemann et cependant sommables. Soient /() et ¢ ()
eux fonctions continues, o () n’étant pas toujours nulle; une fonction
ui ne différe de /(«) qu’aux points d’un ensemble de mesure nulle partout
ense et qui en ces points est égale 4 /() + ¢(«) est sommable sans étre
atégrable au sens de Riemann. Exemple : La fonction égale 4 o si @ irra-

onnpel, égale & 1 si x rationnel. Le procédé de formation qui précéde

1ontre que I'ensemble des fonctions sommables a une . puissance supé-
ieure au continu. Voici deux propriétés des fonctions de cet ensemble.

» 1° Si [ et ¢ sont sommables, [+ ¢ et fo le sont et I'intégrale de f+ o
st la somme des intégrales de fet de o.

» 2° Si une suite de fonctions sommables a une lzmzte, c’est une fonction
ommable. .

» L’ensemble des fonctions sommables contient évidemment y =% et
= x; donc, d’aprés 1°, il contient tous les polynomes et comme, d’aprés
°, 1l contient toutes ses limites, il contient donc toutes les fonctions con-
inues, toutes les limites de fonctions continues, c’est-a-dire les fonctions
le premiére classe (voir Baire, Annali di Matematica, 1899), il contient
outes celles de seconde classe, etc. :

» En particulier, Zoute fonction deérivée, limitee supérieurement en valeur
tbsolue, étant de premiére classe, est sommable et 'on peut démontrer que
on intégrale, considérée comme fonction de sa limite supéricure, est une de ses
onctions primitives. :

» Voici maintenant une application géométrique : si |/*], |¢’|, |¢'| sont
imitées supérieurement, la courbe

v=[(2),  y=e() s=4{()

1 pour longueur I'intégrale de /" + ¢"> + {/%. Si ¢ = { = 0, on a la varia-
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- (1098 )
tion Lotale de la’ fonctlon f 4 variation lumlee. Dans le cas ot f’ o', v.];’

~ n’existent pas, on peut obtenir un théoréme presque 1dent1que en rem-
placant les dérivées par Tes nombres dérivés de Dini. »

" ANALYSE 'MATHE"’VIATIQUE — Surles i}ztégfaies analytiques des 7e’qaati0ns
différentielles du premier ordre” dans le voisinage de conditions initiales
s_mgulzeres Note de M HENRI DULAC, presentee par M. Painlevé.

S« Xet Y étant des foncti’ons de z et de y holomorphes et nulles pour
xr =y =o0, considérons, dansle champ complexe, aux environs des valeurs
smguheres =y =0, les 1ntegra]es de r equatlon ' '

(y ' Yd_y—i—Y(]w-—o

On connatt leﬁI‘S resultats TB]atlfb au cas ot le point smguher est un point
d’intersection simple des courbes X = 0, Y = 0. Je me propose de recher-
cher dans quelle mésure on peut étendré ces ‘résultats anx autres cas.

" » Soient: n lordre minimum des termes de X et Y, P et Q 'ensemble
de ¢es termes d’ ordre n.de X etdeY (P ou Q peut étre nul) Le point sin-
gulier sera dit d’ordre n.. :

" » T. Recherche des mtegrales algebrozdes passant par r orzgme. — Alamé
thode de Briot et Bouquet je substitue la méthode  suivante, qm permet
aussi d’ebtenir toutes ces *mtegrales Cette méthode, ainsi que je I'ai con-

“staté récemment, ne différe guére que par des detaﬂs d’exposition d’une
- méthode employee par M. T. Bendlxson -

» L’équation- homovene yP-l— wQ =0 fourmt pour z, (n +1) valeurs

égales ou megales 501l: o une de ces valeurs; deux cas peuvent se pré-
benter : s ‘ ’ ’

“»1°La valeur < ='an annule pas a la fois Pet Q. En- posanty w(t+oz)

on- met en ev1dence une seule mtegmle holomorphe, quel que soit Tordre
de multiplicité de «. On permute les roles de x et de y. pour étudier les
mtegrales tangentes dx=o0; :

- » 2° La racine «, "d’ordre de multlphclte r, annule a la fois P el; Q Le
méme- changement de variable noas raméne & I'étude d’une équation
pour laquelle & =¢=0 ‘est un. pomt singulier au plus d’ordre r. Cette
equatlon, ontre l 1ntegrale = o, qu1 ne fourmt pas d’intégrale pour ( I)



Annexe C

Quelques lois classiques

Lois discretes

Loi uniforme sur un ensemble fini F

Za

xGE

Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]
pd1 + (1 — p)do
Loi d’une piece qui tombe sur pile (1) avec la probabilité p et sur face (0) avec la

probabilité 1 — p

Loi binomiale B(n,p) (n € N*, pe[0,1])

2: Cw k n k5

0<k<n

Loi du nombre de piles obtenus en n lancers avec la piece précédente.

Loi géométrique de parametre p €]0, 1|
—p) > "0
neN

Loi du nombre de piles obtenues avant le premier face.

Loi de Poisson de parametre A > 0

3,

neN

Si Xy ~ B(k,pi) et kpr, — A, P(Xg =n) —po0 e A

n!
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Lois continues

Loi uniforme sur [a,b] (a <)

1
m]l[a,, b] dx.

Loi de Cauchy
1

T <1 + (§)2>

Loi de atanY si Y est de loi uniforme sur | — 7/2, 7/2][.

dx

Loi du x? & n degrés de liberté

1 xn/2—1

T(nj2)2e caz Le=0da

Loide Y2+ --+Y?si Y, ..., Y, sont gaussiennes centrées réduites et indépendantes,

Loi exponentielle de parametre A\

e Mgy (z) da.

Loi gaussienne unidimensionnelle N (u,o0?)

1 ( x2> J
——exp | —— | dx
\2mo P 202

Loi log-normale

1 (In z)?
Tpog —— ~ dz.
0 eXp( 2 ) !

Loi de €Y si Y est gausienne centrée réduite.



Annexe D

La double terminologie

... An attentive reader will observe, and perhaps resent,
that in other chapters a function is f or g, and so on,
whereas in this chapter a function is more likely to be x
or y, and so on, at the other end of the alphabet. This
difference is traditional, and is one of the principal
features that distinguishes probability from the rest of

measure theory.

Analyse

Espace mesuré (E, A, 1)

Partie mesurable : A e A

Point : x e

Application mesurable f

Mesure p

Presque partout (p.p.)

Mesure image par f : f(u) = py
Fonction réelle mesurable f: £ — R
(B)

Intégrale § f du

Transformée de Fourier fi (E = RY)

Convergence simple presque partout (p.p.)
Convergence L'

Convergence 1>

Convergence en mesure
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Probabilités

Espace probabilisé (€2, A, P)
Evénement : A e A
Réalisation du hasard : w € 2
Variable aléatoire X
Probabilité P (P(Q2) = 1)
Presque stirement (p.s.)

Loi de X : Px
Variable aléatoire réelle X : 2 - R
{X € B}

Espérance E(X) = { X dP

Fonction caractéristique ®x = X (P)

Convergence presque sure (p.s.)
Convergence en moyenne

Convergence en moyenne quadratique
Convergence en probabilité.
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Glossaire

La plupart de ces définitions sont expliquées dans n’importe quel livre d’analyse.

Axiome du choix Soient I un ensemble et (E;);,; une famille d’ensembles non
vides indexée par I. Alors il existe une famillle (z;);c; d’éléments telle que x; € E;
pour tout ¢ € I ; ou, de fagon équivalente, le produit cartésien [ [._; £; est non vide.

Cet axiome est trivial quand A est un singleton®, et se démontre par récurrence
si A est fini. Mais, si A est infini, on ne peut pas déduire cet axiome des autres
axiomes de la théorie des ensembles.

Base d’ouverts d’un espace métrique (ou topologique) Classe B d’ouverts
telle que tout ouvert soit exactement une union d’éléments de B. Par exemple, les
intervalles ouverts de R forment une base d’ouverts (exercice [.1]).

Classe En théorie des ensemble, la notion de classe généralise celle d’ensemble.
Dans ce cours, nous n’utilisons pas le mot “classe” dans un sens précis, mais
simplement, pour éviter les répétitions au sein d’une phrase, dans le sens d'un
ensemble dont les éléments sont eux-mémes des ensembles. Par exemple, une tribu
de E est une classe de parties de F.

Difféomorphisme Application de classe C! entre deux ouverts de R", dont
I'inverse soit aussi de classe C.

Ensemble dénombrable Ensemble E tel qu’il existe une injection® de E dans
I’ensemble N des nombres entiers naturels.

Par convention, si (z.)eeg est une famille vide de nombres réels (indexée par I'en-

semble vide),

Z:Be=0 et H:vezl;

e ee
cela respecte la croissance de la somme de nombres positifs, et du produit de
nombre > 1. De méme, si (A.)eer est une famille vide de parties d'un ensemble €2,

UAezg et ﬂAezQ.

ee ee

1. L’autre convention possible, en usage en particulier chez les mathématiciens anglo-saxons,
est de dire que F est dénombrable s’il est en bijection avec N.

261



262 ANNEXE D. LA DOUBLE TERMINOLOGIE

En conséquence, une fonction o-additive d’ensembles (mesure) est nulle en 'en-
semble vide.

Espace métrique séparable Espace métrique contenant une partie dénombrable
dense.

Fonction Application a valeurs dans R (on la qualifie alors de réelle), R =
R U {—o0, +0} (on la dit alors réelle étendue) ou C (on la dit alors complexe).

Fonction en escalier Fonction définie sur un intervalle borné [a, b] de R, telle
qu’il existe une subdivision® ag = a < ... < a,, = b et des réels y1, ..., y, tels que

f

Jai—1,ai = Yi (VZ =1, ,n)

Injection Une injection entre deux ensembles E et [’ est une application f :
E — F telle que deux éléments distincts de F ne sont peuvent pas étre envoyés
sur la méme image : f(x) = f(2/) = = = 2/ (pour tous z,2’ € E).

Limites inférieure et supérieure Ces notions existent dans plusieurs contextes.

1) Si (up)nen est une suite réelle, ses limites inférieure et supérieure sont

{lim inf u, = sup,>qinfi=n ur € R

lim sup u,, = inf,>0supys, ur € R.

Ces nombres (éventuellement infinis) existent toujours, contrairement a la limite
de (uy). En effet, comme la suite (infy>, ur)n,>0 est croissante, sa limite existe et
donc
lim inf u,, = lim inf wy;
n kzn
de méme,
lim sup u,, = lim sup wu.
n o k>=n
(Ces formules peuvent éviter d’hésiter entre les définitions des limites inférieure et
supérieure!)
Exercice : Montrer que liminf u,, < lim sup u,, (on pourra montrer que liminf est
la plus petite valeur d’adhérence de (u,,) et que lim sup est la plus grande).
La suite (u,) a une limite si et seulement si ses limites inférieure et supérieure
coincident, auquel cas ces trois notions de limite coincident.
17) Si (f,) est une suite de fonctions réelles, donc d'un ensemble E dans R, en
utilisant ce qui précede, on peut définir les fonctions liminf f,, et limsup f,, par les
formules

(liminf f,,)(z) = liminf(f,(z)) et (limsup f,)(x) = limsup(f.(z)) (Vo e E).
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2) Si (A, )nen est une suite de parties d’'un ensemble E| ses limites inférieure et
supérieure sont

limsup A, = Np=0 Uksn Ak

{lim inf A, = Ups0 Ng=n Ag

La limite inférieure de (A,) est 'ensemble des éléments de E qui appartiennent
a une infinité de A, ; la limite supérieure est I’ensemble des éléments de E qui
évitent au plus un nombre fini de A,,.

Le lien avec les suites de fonctions numériques est le suivant :

lim inf ]]‘An = ]llim inf A,, et lim sup ILAn = ]]-lim sup Ay, -

Ouvert d’un espace métrique Partie O contenant une (petite) boule ouverte
centrée en chacun de ses points.

Propriété de Baire Dans un espace métrique complet, une partie I'intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense ; en passant au complémentaire, on obtient
la propriété équivalente que 'union dénombrable de fermés d’intérieur vide est
d’intérieur vide.

Une intersection dénombrable d’ouverts s’appelle un Gy, et une union dénombrable
de fermés, un Fo La propriété ci-dessus se paraphrase en disant qu'un Gy est
dense, et qu’'un F, est d’intérieur vide.

Remarquons qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est plus qu’une
partie dense ; notamment, elle est non dénombrable (bien qu’il puisse exister des
parties dénombrables denses), puisqu'un ouvert dense privé d’un point reste un
ouvert dense. Par exemple, Q est dense mais n’est pas un G5 de R, tandis que
'ensemble des nombres liouvilliens (pourtant de mesure nulle), est un G dense de

R (exercice [T.T]).

Singleton Ensemble a un élément. Par exemple, {0}, ou {36} sont des singletons
de N. Formellement, il faut distinguer ’entier 0 € N du singleton {0} < N.

Subdivision d’un invervalle [a,b] Partie finie {ag = a < ... < a, = b} de
[a, b], contenant les extrémités.

Théoreme de Hahn-Banach Soient X un espace vectoriel normé et Y un sous-
espace de X. Toute forme linéaire continue n € Y’ sur Y possede un prolongement
7€ X’ sur X ayant la méme norme d’opérateur : 7|y = n et ||7] = |||

Théoreme de représentation de Riesz Si H est un espace de Hilbert, pour
toute forme linéaire continue A : H — C il existe un unique vecteur a € H tel
que, pour tout x € H, A(z) = (a|z). L’application a — (al-) est une isométrie
(anti-isométrie sur le corps des nombres complexes) isométrique.

2. L’origine de ces symboles est la suivante : G provient de l'allemand Gebiet (voisinage), &
de lallemand Durchschnit (intersection), F' du francais fermé et o du francais somme (union).
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Théoreme de Stone-Weierstrass Soient X un espace topologique compact et
C(X) lespace des fonctions réelles continues sur X, muni de la norme sup. Si R
est une sous-algebre de C'(X) possédant la propriété des deux points (& savoir que,
pour tous points distincts x et y de X et pour tous réels a et b, il existe f € R
telle que f(z) = a et f(y) = b), R est dense dans C(X).
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