TD1 : Révisions.
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Quelques rappels importants

Exercice 1. (Développement limité)
Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes, a ’ordre 5.

filz)=——, fo(x) =—-In(l—2), f3(z)=tan(z), f[fi(z)=arctan(z).

Exercice 2. (Intégration)
a/ Montrer que, pour tout E > 0,
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b/ Soit f:RT — R™ une fonction continue, a support compact (il existe A > 0 tel que f(z) = 0 pour z > A),
et non nulle. Montrer que pour tout s > 0, il existe une constante C tel que

Vo > 0, iq = Cs/ f(tz)ts—1de.
€T 0

Exercice 3. (Séries)
Les séries suivantes sont-elles convergentes, et si oui, quelles sont les limites ?
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Des problemes plus sérieux

Exercice 4.
Soit f : R — R la fonction définie par

f(x)_{o si oz <0,

_ 1 .
e <2 sinon.

a/ Montrer que f est continue sur R, croissante avec f(—oco) =0 et f(oc0) = 1.
b/ Soit P, € R[X] la suite de polynomes définies par récurrence par

Py(X)=1, puis P,1(X)=X3P,(X)—-3nX2P,(X)+2P,(X).

Montrer que

P, _
Ve >0, fM(z)= wii(f)e oz,

¢/ En déduire que f est de classe C* sur R, avec f((0) = 0 pour tout n.
d/ En utilisant la formule de Taylor, montrer que pour tout > 0 et tout n € N,
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e/ Montrer que la fonction ¢ : z — f(x)f(1 — z) est une fonction non nulle, C*° & support compact.

Exercice 5. (La fonction I')
On définit la fonction I' : R — R par

I'(z) ::/ t*tetdt.
0

a/ Montrer que 'intégrale est bien définie ssi x > 0.
b/ En faisant une intégration par partie, montrer que

T(z+1) =2l(x).


mailto:gontier@ceremade.dauphine.fr

¢/ Montrer que I'(1) = 1, puis que I'(n 4+ 1) = n! pour tout n € N.
d/ Soit 0 < < 1. Avec un changement de variable, montrer que pour tout ¢ > 0, on a

rl—=) = t/ooo(tu)_me_t"du.

En déduire que (on pourra utiliser le théoréme de Fubini)

u*iE

du.
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[(2)[(1 —2) = /OOO

e/ Montrer que I'(3) = /7, puis que I'(3) = L (on pourra poser u = y?)
f/ En déduire I’ mtegrale de la Gausswnne (on p urra poser t = y* dans la définition de T)
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Avec des matrices

Exercice 6. (Série de Neumann)
On pose ||z||gn := (27 4+ 23 + --- + 22)Y/2. Pour A € M,,(R), on note

Ay = mae 1AXIE
P xeri\{0} ||x[|rn
a/ Montrer que || - ||op est une norme sur M, (R). On Uappelle la norme d’opérateur.

b/ Montrer que pour tout A, B € My(R), on a [[AB|lop < [[Allop|Bllop- En déduire que [[A"[|op < [[A]l, pour
tout n € N*.
¢/ Montrer que, pour tout n € N, on a

(M, —A)(1+A+ A% 4.+ A") =T, — A™TL,

d/ Montrer que si ||Alop < 1, alors la série de Neumann B :=1,, + A+ A? + --- est normalement convergente.
e/ En déduire que si ||Af|op < 1, alors I,, — A est inversible, et que B = (I,, — A)~!

Exercice 7.
Pour A € M,,(R), on note

— 1
exp(A) := — A",
n!

n=0
a/ Montrer que pour tout s € R, la série f(s) := exp(sA) est normalement convergente.
b/ Moutrer que f(s+1t) = f(s)f(t).
¢/ Montrer que f(g) =1z +cA + o(e).
d/ En déduire que, pour tout x € R, f est dérivable en z, avec f'(x) = Af(x).



