TD1 : Révisions (4 corrections).
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Quelques rappels importants

Exercice 1. (Développement limité)
Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes, a I'ordre 5.

filz)=——, fo(x) =—-In(l—2), f3(z)=tan(z), [fi(z)=arctan(z).

Solution

filx) =1+z+ 2%+ 2%+ 2% +2° 4 o(2®)

22 2 xt 2d

_ ot xm Xt 5
folz) =z + > + 3 + 1 + 5 + o(x?).
3

fa@)=a+ 5 4 208 4 o(a).

3 15
IS fES
f4(I) =T — ? + g + 0(175).

Pour f3, on utilise le fait que tan est impaire, donc il n’y a que des termes "impairs” qui apparaissent. Avec
tan’(0) = 1, on cherche a et b tel que tan(x) cos(z) = sin(x) & I'ordre 5, c’est & dire

) 22 gh R
(m+ax3+bx°)<l—2+4,>+0($5)=9€—3,+5,+0(9C5)
On trouve
1 1 3
-i=-% (termes en x3) d 111 s b= 1 LI
— - =, puis b=—-——+ - =
{b—3+41;=§, (termes en 2). 0 T2 6 3 PUF 6 24 5.24 15

Remarque : il n’y a pas de formules «simples» pour le développement limité de tan.
Pour f4 = arctan, on peut dériver f4, et obtenir

1

:m:1—$2+$4+0($4).

fi(z)

On trouve le résultat en intégrant, et en remarquant que f4(0) = 0.

8o&

Exercice 2. (Intégration)
a/ Montrer que, pour tout F > 0,

/ < dz 7

oo B2 422 E’

b/ Soit f:RT — RT une fonction continue, a support compact (il existe A > 0 tel que f(z) = 0 pour z > A),
et non nulle. Montrer que pour tout s > 0, il existe une constante C tel que

1 oo
Vo >0, — = CS/ f(tz)ts—tde.
xs 0

Solution

a/ Pour commencer, on peut «sortir» le E par dilatation. On fait le changement de variable y = z/FE, de
sorte que x = Fy, puis dx = Edy, et on trouve

To_ode 7 Bdy 1 [ dy fl[acta()]oo _r
CE2+a2 | B+ EJ) 1+yp2 BN TR
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b/ On fixe > 0, et on fait le changement de variable y = xt, de sorte que ¢t = y/x puis dt = dy/z. On obtient

oo . oo s—1 d 1 oo o
| stweae= [T r s = L ([ o).

=:Cy

La quantité C; est finie, car I'intégrande est continue et a support compact.

&

Exercice 3. (Séries)
Les séries suivantes sont-elles convergentes, et si oui, quelles sont les limites ?

1 1
51::;7(714_1 SQ—T;G ) 535:T;ma 54;111(1)'

Solution
e Pour S1, on fait une décomposition en éléments simples de

1 1 1
X —=—==-—. (mettre au méme dénominateur pour le vérifier).

XX+1) X X+1

Cela donne, pour tout N € N*,

a N X 1
S () - St e !

On a reconnu une somme télescopique. Pour séparer la somme en deux a la deuxiéme égalité, on est passé
par un parameétre N > 0. La somme infinie fo:l % ne converge pas... Ainsi, on a montré que S; = 1.

e Pour S5, on reconnait une série géométrique, de raison e~! < 1, et de premier terme e~!. Ainsi,
_1 1 1

Ze_n_l—e ! :1j1:e—1'

n>1 e

e Pour S3, on a que le terme générale est équivalent a % lorsque n — oo, donc la série diverge.

e Pour 54, on remarque que

In <1 - nl2> —In <”2 _ 1> —In <(”1)(”+1)> =In(n+1) +In(n — 1) — 2In(n).

En sommant de n = 2 a N, on trouve

N+1 N-1 N
Zln(l—) Zlnn—i—l)—i—ln(n—l —21In(n Zln —|—Zln(n)—221n(n)

n=2 n=2

=In(N+1)—1In(2) +In(1) = In(N) = —In(2) + In (N]i]rl> T In(2).

&

Des problemes plus sérieux

Exercice 4.
Soit f : R — R la fonction définie par

fa) = {0_1 si <0,

e =2 sinon.



a/ Montrer que f est continue sur R, croissante avec f(—oo) =0 et f(oc0) = 1.
b/ Soit P,, € R[X] la suite de polynomes définies par récurrence par

Py(X)=1, puis P, (X)=X3P(X)—-3nX2P,(X)+2P,(X).
Montrer que

Pn(aj)

3n

1
e =2,

Ve >0, fM(z)=

¢/ En déduire que f est de classe C* sur R, avec f(™(0) = 0 pour tout n.
d/ En utilisant la formule de Taylor, montrer que pour tout > 0 et tout n € N,

L[ (@ —t)n I
ﬁ/o oy Trmi(feEdt = e

&8
m""

e/ Montrer que la fonction g : x — f(z)f(1 — x) est une fonction non nulle, C* a support compact.

Solution
a/ f est C sur R% et sur R* comme composée de fonctions C* sur leur domaine de définition. Il ne reste
qu’a regarder ce qui se passe en 0. On trouve f(07) = f(0%) = f(0) = 0, donc f est continue sur R. Le fait que
f soit croissant avec f(oco) =1 se vérifie facilement.

b/ Montrons le résultat par récurrence. Pour n =0, on a Py(X) =1 et

1
e =2,

_ P(x)
20

fla)=e

Supposons le résultat vrai pour un certain n € N, de sorte que

P (z)
x?)n

_ 1
e =2,

Ve >0, fM(z)=

En dérivant, on obtient

3n 3n—1
f("+1)(x) _ € Pr/L(x) - Jzn(x)?’nx efa%? + Pn:gx) <2> ef%
il x°"

23P! (z) — 3n2? P, (z) + 2P, ()
3(n+1)

d’apres la définition de P, ;1. Ceci montre le résultat pour tout n € N.

¢/ On peut faire le changement de variable u = %, et on voit que la limite de f (”)(x) en 07 est aussi

: 3n 1y,—u? _
uli}rréou P.(s)e™ =0,

On a donc f(™(07) = f™(0F) =0, et f(™ peut se prolonger par continuité en 0 avec f(™(0) = 0. Ceci étant
vrai pour tout n € N, on en déduit que f est C°.

d/ D’apres la formule de Taylor avec reste intégrale, on a, pour tout = > 0,
/ 1 " 1 (n) 1 * n en+1
f(m)zf(0)+f(0)+§f (0)+"'+5f (0)‘*‘5 (=) f"T(t)ds.
. . 0

En utilisant que f(k)(O) =0 et la formule de f(™ trouvée & la question b/ et valide pour tout > 0, on trouve
le résultat.

e/ Soit g(z) = f(x)f(1 — ). g est C*° comme composée de fonctions C*. De plus, pour tout x < 0, on a
f(z) =0, et donc g(x) =0, et pour tout z > 1, on a f(1 —x) =0, donc g(x) = 0 aussi. g est nulle sur R\ (0,1),
et (strictement) positive sur |0, 1].

o2

Exercice 5. (La fonction T')
On définit la fonction I' : R — R par



a/ Montrer que I'intégrale est bien définie ssi x > 0.
b/ En faisant une intégration par partie, montrer que

D(x+1) = 2l(x).
¢/ Montrer que I'(1) = 1, puis que I'(n 4+ 1) = n! pour tout n € N.

d/ Soit 0 < z < 1. Avec un changement de variable, montrer que pour tout ¢t > 0, on a

rl—=z) = t/ooo(tu)zet“du.

En déduire que (on pourra utiliser le théoréme de Fubini)

—Z

u
1+u

du.

M)l —xz) = /OOO

e/ Montrer que I'(3) = /7, puis que I'(3) = g (on pourra poser u = y?)
f/ En déduire I'intégrale de la Gaussienne (on pourra poser t = y? dans la définition de T')

/ eV dy = /7.

Solution

a/ L’intégrande f(t) := t*“le~! est positive, continue sur R* , et vérifie t2f(t) — 0, donc f est toujours
intégrable en +oc0. On étudie maintenant son comportement en 0. On a

ft) ~ =t quand ¢ — 0.

La fonction ¢t est intégrable en 0 ssi & > —1. On en déduit que f est intégrable ssi x > 0.

b/ En posant u(t) = t* et v(t) = et on a
(wv) = u'v +w' = xt* et — tTe 7t

En intégrant entre 0 et co, et en remarquant que (uv)(occ) =0 et (uv)(0) = 0, on trouve

0 = (uv)(co0) —uw(0) = / (wv)'(t)dt = x/ t"le~tdt — / tYe~tdt = a'(2) — T'(z + 1),
0 0 0
ce qui montre le résultat.
¢/ On a
o0
—t _¢700
F(l):/ e fdt = [—e ]0 =1
Avec la relation I'(n + 1) = nI'(n), on trouve par une récurrence directe que I'(n + 1) = n! pour tout n € N*.

d/Siz<1l,onal—x>0,et I'(1 —x) est bien défini d’apres la question a/. On fait le changement de
variable t = uy avec y fixé, de sorte que dt = ydu. On trouve

o (o)
N1l-2)= / t e tdt = / (uy)~Te™“Yydu,
0 0

On obtient le résultat en remplagant y par t.

On calcule maintenant I'(z)I'(1 — x) en utilisant la question précédente (valide pour tout t) et le théoréme
de Fubini (I'intégrande est positive). On obtient

P@)Il(1l—-2)= / t* et (t/ (tu)‘”et“du> dt = / / e fu e M dudt
0 0 0o Jo
= / u " (/ et(1+u)dt) du = / Y qu.
0 0 o l+uw

e/ On prend z = % dans la question précédente, et on fait le changement de variable v = y2, de sorte que
du = 2ydy. On trouve

e du  2ydy *  du oo
2) o Vu(l+u) o y(1+y?) o l+u? farctan(uly "




Ainsi, on a I'(3) = /7. En utilisant que I'(z + 1) = 2T'(), on trouve I'(3) = iT'(1) = @

f/ En utilisant la premiére définition de I‘(%), et en faisant le changement de variable ¢t = y2, de sorte que
dt = 2ydy, on trouve

<1 1 2 > 2 2
v =T() :/ —e tdt :/ Ze YV 2ydy = 2/ e Vidy = / e Y dy.
? o Vit o Y 0 R
o=

Avec des matrices

Exercice 6. (Série de Neumann)
On pose ||z||gn := (27 4+ 23 + --- + 22)/2. Pour A € M,,(R), on note

|| || _ < ||AX| Rn
7 xer\{0} [[x||rn
a/ Montrer que || - ||op est une norme sur M, (R). On lappelle la norme d’opérateur.

b/ Montrer que pour tout A, B € M,(R), on a [[AB|lop < [|Allop || Bllop- En déduire que [|A™[|o, < [|A[5, pour
tout n € N*.
¢/ Montrer que, pour tout n € N, on a

(I, —AA+A+A*+... £ A") =1, — A",

d/ Montrer que si ||Allop < 1, alors la série de Neumann B :=1,, + A+ A* + - est normalement convergente.
e/ En déduire que si ||Allop < 1, alors I,, — A est inversible, et que B = (I, — A) .

Solution
a/ On a facilement ||AAllop = |A| |Allop €t [[A]lop =0 = A = 0. Montrons 'inégalité triangulaire. Comme
| - ||z~ est une norme, on obtient que pour tout x € R%\ {0},

(A + B)x||r~ = || Ax + Bx|

& < || x| + [ Bx]

Rn.
Ainsi,
A —+ B X n AX n BX n
A+ Bloy — max Iit Xl oy 1AXlRe | [1BXlle
xeRA(0}  [|x[|rn xeRA(0} [|x[|rn [J[|m
| Ax||gen [ BX |
> 1ax 1 “— = I Allop + | Bllop-
xeR\{0} [[X[|rn  xeri\{o} [[%[[gn
Ainsi, || - |lop est une norme sur M, (R).

b/ Soit x € R?\ {0}. Si Bx # 0, on a

[ABx| _ [[A(Bx)] [[Bx]|
x| B[ x|l

< [l Allop [ Bllop-

Si Bx = 0, alors ABx = 0, et I'inégalité est encore vérifiée. En prenant le maximum sur tous les x € R™ \ {0},
on obtient |AB|lop < || Allop||Bllop-

En prenant B = A", on obtient ||A" ™oy < [|Allopl|A™||lop, €t par une récurrence immédiate, [|A™||op <
1[5,

¢/ 1l suffit de développer ’expression de gauche, et de remarquer que les termes se simplifient 2 par 2.

d/ Soit a = [|Allop < 1. On a [|[A"[|op < [|A[[5, = @, et la série ) a™ est sommable (car a < 1). Ainsi, la
série > A™ converge normalement. On pose

N o)
B = lim (;m) = n;A” € M, (R).

(pour aller plus loin, ici, on a utilisé que l’espace (M, (R), || - |lop) €tait complet, donc la série partielle converge
vers un élément B € M, (R) pour cette norme. C’est une définition possible des espaces complets : E est complet
st toute suite normalement convergente est convergente).



e/ On a directement

I, — A)B = lim (I, A”: Jim T, — ANt —p,.
(

N—><>o

Dans la derniére limite, on a utilisé le fait que [[ANT]|,, < |JA[[JF = o™+t — 0 donc AN — 0.

LV ]
Exercice 7.
Pour A € M,,(R), on note
=1
exp(A) := Z EA”
n=0

a/ Montrer que pour tout s € R, la série f(s) := exp(sA) est normalement convergente.

b/ Montrer que f(s +t) = f(s)f(t).

¢/ Montrer que f(e) =1z + €A + o(e).

d/ En déduire que, pour tout = € R, f est dérivable en x, avec f'(z) = Af(x).
Solution

a/ On utilise encore la norme d’opérateurs de I’exercice précédent (on est en dimension finie, toutes les normes

sont équivalentes). On trouve

1
< =s"||A|l5 =: up,
op n! °op

L (sA)"

n'

La série u,, est convergente, donc la série définissant exp(A) est normalement convergente. De plus, on a montré
que

lexp(sA)llop <

op

= 1 n n
<> —15" 1 Alle, = exp(lls Allop)-
n=0

b/ On pose f(s) = exp(sA). On a

1

S+t Z;S+ nAn Zn'zk'n_ tn kAkAnk

En faisant le changement de variable n; = k et na = (n — k), et en utilisant Fubini (la somme est normalement
convergente), on obtient

Flott)= 32 30 o) S5 (0A) = explsA) expl(t4) = F(6)10)

¢/ On a
oo 1
_ 2 n—2 An
fle)=1,+eA+e¢ <E2n!€ A).

Pour tout € < 1, on a || 2" 2A" ||y, < %HAHQP. Ainsi,

o0

1 cn 2 g
D e A

n=2

oo 1 .
<> —lAllGy < exp(l[Allop)-

op n=2

Ce terme est uniformément borné pour tout 0 < ¢ < 1. On en déduit que f(¢) = 1 +eA + O(£?).

d/ On a
fx+h) = f@)f(e) = f(2) [L+hA+ o(h)] = f(z) + f(x)Ah + o(h).

Le terme h — f(x)Ah est linéaire et continue. Par définition, c’est la différentielle de f au point x. Autrement

dit, f'(x) = Af(x).

&




