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Échauffement
Exercice 1.

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0.

Montrer que pour tout 0 < r < R, il existe 0 < α < 1 et C ≥ 0 tel que

∀n ∈ N, |an| rn ≤ Cαn.

Calcul de rayon de convergence
Exercice 2.

Pour les séries entières suivantes, déterminer le rayon de convergence :∑
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Exercice 3.
Même question que précédemment :∑

n≥0
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Exercice 4.
Déterminer le rayon de convergence de

∑
n≥0 anz

n dans le cas où :
a/ La suite (an) converge vers l > 0.
b/ La suite (an) est périodique.

Exercice 5. Critère de d’Alembert
a/ Déterminer le rayon de convergence de la série entière

∑
n≥0(−1)n

5+n(n− 1)2nzn.
b/ Déterminer le rayon de convergence de la série entière

∑
n≥0 3

nz2n+1.

Exercice 6.
Soit

∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergence R > 0. Quel est le rayon de convergence des séries
entières suivantes (ici, α ∈ R) : ∑

n≥0

anα
nzn,

∑
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∑
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anz
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Des petits problèmes
Exercice 7. (Théorème des zéros isolés)

a/ Soit
∑

anz
n une série entière avec un rayon de convergence R > 0. On suppose qu’il existe 0 < δ < R tel

que
∀|x| < δ,

∑
anx

n = 0.

Montrer que (an) est la suite nulle (et donc que R = +∞).
b/ Soit S(x) :=

∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0.
Montrer que S(−x) = S(x) pour tout x ∈ (−R,R) ssi a2n+1 = 0 pour tout n ∈ N.

Exercice 8.
Soit

∑
n≥0 anz

n et
∑

n≥0 bnz
n des séries entières de rayon de convergence respectifs Ra et Rb.

Soit Rc le rayon de convergence de
∑

n≥0 anbnz
n.

a/ Montrer que Rc ≥ RaRb. Indice : on pourra écrire r = rarb...
b/ A-t-on toujours égalité ? Indice : on pourra considérer

∑
n≥0 z

2n et
∑

n≥0 z
2n+1.
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Exercice 9.
Soit

∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergence Ra ∈ [0,∞]. On pose

bn :=
an

1 + |an|
.

Soit Rb le rayon de convergence de la série entière
∑

n≥0 bnz
n.

a/ Montrer que Rb ≥ max{1, Ra}.
b/ On suppose Rb > 1. Montrer que Rb = Ra.
c/ En déduire que Rb = max{1, Ra}.

Exercice 10. (Somme de séries entières)
Soit

∑
n≥0 anz

n et
∑

n≥0 bnz
n deux séries entières de rayon de convergence respectifs Ra et Rb.

a/ Soit Rc le rayon de convergence de
∑

n≥0(an + bn)z
n. Montrer que Rc ≥ min{Ra, Rb}.

b/ A-t-on toujours Rc = min{Ra, Rb}. Indice : on pourra considérer an = −bn...
c/ Montrer que si Ra < Rb, alors Rc = Ra.

Pour aller plus loin (hors programme)

Dans cette partie, on étudie les séries de type
∑
n≥1

1

ns
sin(nα) avec α ∈ R et s ≥ 0.

Exercice 11.
On commence par étudier la suite un := sin(nα).
a/ Montrer que si α ∈ πZ, alors un = 0.
b/ Montrer que si α ∈ π(Q \ Z), alors (un) est périodique non nulle.
c/ On suppose maintenant que α /∈ πQ. On introduit la fonction f(x) := sin2(x) + sin2(x+ α).

c1/ Montrer que f est continue et 2π-périodique.
c2/ Montrer qu’il existe c > 0 tel que f(x) ≥ c pour tout x ∈ R.
c3/ En déduire que la suite (un) ne tend pas vers 0.

Exercice 12.
a/ Montrer que si s > 1, alors la série

∑
n≥1 n

−s sin(nα) est convergente.
b/ Montrer que si s = 0 et α /∈ πZ, alors la série diverge grossièrement.

Exercice 13. (Une méthode d’Abel)
On suppose dans la suite α /∈ 2πZ, et on pose S0 = 0 et Sn :=

∑n
k=0 sin(kα).

a/ Montrer que Indice : on pourra écrire que sin(x) = Im eix.

Sn =
sin

(
n+1
2 α

)
sin

(
n
2α

)
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(
α
2

) .

En déduire que la suite (Sn) est bornée.
b/ Montrer que

N+M∑
k=N

1

ks
sin(kα) =

N+M−1∑
k=N

Sk

(
1

ks
− 1

(k + 1)s

)
+

SN+M

(N +M)s
− SN−1

N − 1s
.

c/ En déduire que pour tout s > 0, et tout α ∈ R, la série
∑

n≥1 n
−s sin(nα) est convergente.

Exercice 14. (Une série entière)
Soit s ≥ 0. On étudie la série entière

∑
n≥1

1

ns
zn.

a/ Montrer que le rayon de convergence de la série est R = 1.
b/ On regarde ce qui se passe sur le cercle complexe S := {z ∈ C, |z| = 1}.

b1/ Dans le cas s > 1, montrer que la série converge pour tout z ∈ S.
b2/ Dans le cas 0 < s < 1, montrer que la série converge pour tout z ∈ S \ {1}. Que se passe-t-il en z = 1 ?
b3/ Dans le cas s = 0, montrer que la série diverge pour tout z ∈ S.


