TD2 : Séries entiéres (rayon de convergence).
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Echauffement

Exercice 1.
Soit Y a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Montrer que pour tout 0 < r < R, il existe 0 < a < 1 et C > 0 tel que

VneN, Jay|r" < Ca™.

Calcul de rayon de convergence

Exercice 2.
Pour les séries entieres suivantes, déterminer le rayon de convergence :

Zn Z’ﬂ 2 nn
Z ’ Z ’ Z anzn’ Z an Zn, Z nnzn’ Z Zn7

n n! n!
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

Exercice 3.
Méme question que précédemment :

> In (1 + Sin(iﬂ) < Z:O (272)!

n>0

2", E vV
n>0

Exercice 4.
Déterminer le rayon de convergence de ), ., a,z" dans le cas ou :
a/ La suite (a,) converge vers [ > 0. -
b/ La suite (a,) est périodique.

Exercice 5. Critére de d’Alembert .
a/ Déterminer le rayon de convergence de la série entiere »_ . (—1)" T"(n —1)2"2".
b/ Déterminer le rayon de convergence de la série entiere »_, 3"z +1.

Exercice 6.
Soit ano a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Quel est le rayon de convergence des séries
entieres suivantes (ici, o € R) :

E ananzn7 2 :anZQn, § :anz2n+1.

n>0 n>0 n>0

Des petits problemes

Exercice 7. (Théoréme des zéros isolés)
a/ Soit Y a,z™ une série entiére avec un rayon de convergence R > 0. On suppose qu’il existe 0 < § < R tel
que
V]z| < 4, Zanx" =0.

Montrer que (a,) est la suite nulle (et donc que R = 400).
b/ Soit S(z) := > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Montrer que S(—x) = S(z) pour tout = € (—R, R) ssi az,+1 = 0 pour tout n € N.

Exercice 8.
Soit Y, <o anz™ et >, < by2" des séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,.
Soit R, le rayon de convergence de ano anbnz™.

a/ Montrer que R, > R, Rp. Indice : on pourra écrire r = rgrp...

b/ A-t-on toujours égalité ? Indice : on pourra considérer 3 o 2*" et Y, 2>
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Exercice 9.
Soit Y, <o anz™ une série entiere de rayon de convergence R, € [0,00]. On pose

Qn

by = ————.
1+ |an|

Soit Ry le rayon de convergence de la série entiere Y o b,2".

a/ Montrer que Ry > max{1, R,}.
b/ On suppose R > 1. Montrer que Ry = R,.
¢/ En déduire que R, = max{1, R,}.

Exercice 10. (Somme de séries entiéres)
Soit 3,50 anz™ et Y oo bn2™ deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,.

a/ Soit R, le rayon de convergence de ano(an + b,,)2"™. Montrer que R. > min{R,, Rp}.

b/ A-t-on toujours R. = min{R,, Ry} Indice : on pourra considérer a,, = —b,...
¢/ Montrer que si R, < Ry, alors R. = R,.

Pour aller plus loin (hors programme)

1

Dans cette partie, on étudie les séries de type g — sin(na) |avec @ € R et s > 0.
n

n>1

Exercice 11.
On commence par étudier la suite u, := sin(nw).
a/ Montrer que si « € 7Z, alors u,, = 0.
b/ Montrer que si a € 7(Q \ Z), alors (u,,) est périodique non nulle.
¢/ On suppose maintenant que o ¢ 7Q. On introduit la fonction f(z) := sin?(z) + sin®(z + a).
cl/ Montrer que f est continue et 27-périodique.
¢2/ Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que f(x) > ¢ pour tout z € R.
¢3/ En déduire que la suite (u,) ne tend pas vers 0.

Exercice 12.
a/ Montrer que si s > 1, alors la série ) -, n~°sin(na) est convergente.
b/ Montrer que si s = 0 et « ¢ 7Z, alors la série diverge grossiérement.

Exercice 13. (Une méthode d’Abel)
On suppose dans la suite a ¢ 27Z, et on pose Sy =0 et S, := ZZ:O sin(ka).
a/ Montrer que Indice : on pourra écrire que sin(x) = Ime™*.

B sin (”T‘Ha) sin (%a)

" sin (%)

En déduire que la suite (S,,) est bornée.
b/ Montrer que

N+M N+M-1 1 1 g g
1 inika) = g (L _ N4M__ SN-1
St 39 () vy v

¢/ En déduire que pour tout s > 0, et tout o € R, la série ) ., n~°sin(na) est convergente.

Exercice 14. (Une série entiére)

Soit s > 0. On étudie la série entiére E —gz”.
n
n>1

a/ Montrer que le rayon de convergence de la série est R = 1.

b/ On regarde ce qui se passe sur le cercle complexe S := {z € C, |z| = 1}.
b1/ Dans le cas s > 1, montrer que la série converge pour tout z € S.
b2/ Dans le cas 0 < s < 1, montrer que la série converge pour tout z € S\ {1}. Que se passe-t-il en z =17
b3/ Dans le cas s = 0, montrer que la série diverge pour tout z € S.



