TD2 : Séries entiéres (rayon de convergence). Corrections
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Echauffement

Exercice 1.
Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Montrer que pour tout 0 < r < R, il existe 0 < a < 1 et C > 0 tel que

Yn eN, Ja,|r" < Ca™.

Solution
Soit ¢ tel que r < rg < R. On pose a:=71/rg < 1. On a

n
r
n n n n n
alr” = laaly () = (lanl) a” < o
To
Dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que 7o < R, donc que la suite |a,|r{ est bornée.

&

Calcul de rayon de convergence

Exercice 2.
Pour les séries entiéres suivantes, déterminer le rayon de convergence :

n n n

z z 2 n
PIE-TED B 1D DLEAED DL DD Dh=r

n n! n!
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

Solution
On rappelle que le rayon de convergence R est tel que si r < R, la suite |a,|r™ est bornée, et si r > R, elle

diverge.

e La suite (r™/n) est bornée ssi r < 1, donc R = 1.
e La suite (r/n!) est toujours bornée pour tout r > 0 (elle tend méme vers 0). Donc R = co.

e La suite r"a™ = (ar)™ est bornée ssi ar < 1. Donc R = i

e On a r"a™ = exp(n? log(a) + nlog(r)). On distingue plusieurs cas :

— Sia < 1, alors log(a) < 0, et la suite est toujours bornée pour tout r > 0 (elle tend vers 0). On a R = oo
dans ce cas.

— Si a > 1, alors log(a) > 0, et la suite diverge toujours pour tout > 0. On a R = 0 dans ce cas.
— Si a =1, on obtient la suite ™ qui est bornée ssi » < 1, et R =1 dans ce cas.

e On a n"r™ = exp(nlog(n) + nlog(r)) — oo pour tout r > 0, donc R = 0.

e On utilise la formule de Stirling, qui dit que

n
n! ~v2mn (E) .

e
On obtient o )
—r" er”
n! 2mn
La suite est bornée ssi r < e !, donc R = e~ 1.
AL,/

Exercice 3.
Méme question que précédemment :

> I (1 —&—sin(;)) 2", n%% (272)!%, S avien,

n>0 n>0



mailto:gontier@ceremade.dauphine.fr

Solution

e On calcule un équivalent de la suite qui apparait, lorsque n — oco. On trouve
In (1+ sin(%)) r™ ~In (1 + %) r’ o~ %7‘"
qui est bornée ssi 7 < 1. Donc R = 1.
e On utilise de nouveau la formule de Stirling. On trouve
ol N2m(E) 1 (©)" Lo
(2n)! V2r2n (2m)" V2 an
Cette suite est bornée (elle tend vers 0) pour tout r > 0, donc R = oo.

e On a 2V™r™ = exp (nln(r) + /nn(2)), qui est bornée ssi r < 1. Donc R = 1.

n

AL

Exercice 4.
Déterminer le rayon de convergence de ), ., a,z" dans le cas ol :
a/ La suite (a,,) converge vers [ > 0.
b/ La suite (a,) est périodique.

Solution
a/ Sia, = £€>0,o0n al|a,|r™ ~ r", qui est bornée ssi r < 1 (car £ # 0). Donc R = 1.

b/ Si (ay) est une suite périodique, alors la suite a,, est bornée. Si r < 1, la suite a,r" est aussi bornée. Au
contraire, si L est la période de a,, et si a,, # 0 (suite non nulle), alors, pour tout » > 1, on a

no+kL k—oco

no+kL 0,

|an0+kL|r = |an0|r

et la suite n’est pas bornée. Ainsi, R =1 (et R = oo si (a,,) est la suite nulle).

v&

Exercice 5. Critére de d’Alembert )
a/ Déterminer le rayon de convergence de la série enticre >, o, (—1)" 7(n — 1)272".
b/ Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ), 3722 1.

Solution .
a/ On pose a, := (=1)" " (n — 1)2". Pour tout n > 2, a,, # 0. De plus, on a

|any1] _ n2ntl

[aa] (=127 o

Donc R = 1. On peut aussi remarquer que la suite |a,|[r™ = (n — 1)(2r)" est bornée ssi 2r < 1, et conclure
comme avant que R = %

b/ On fait attention qu’il y a beaucoup de termes nulles dans cette série entiére, et qu’on ne peut pas
appliquer d’Alembert directement. Un moyen est d’écrire

23n22n+1 _ ZZgn(ZQ)n _ ZZ?)”LL‘“,

n>0 n>0 n>0

oll on a posé z = z2. La derniére somme est une série entiére avec b, = 3". Par le critére de d’Alembert (par
exemple), elle a un rayon de convergence R, = 1/3. Ainsi, la série converge si |z|2 < 1/3, et diverge si |2|? > 1/3,

o
donc R = 7

&

Exercice 6.
Soit », <o an2" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Quel est le rayon de convergence des séries

entieres suivantes (ici, o € R) :
g a2, E an 22", g anz2ntL.
n>0 n>0 n>0



Solution
eOna) a,a™z" =5 ap(az)™. On reconnait une dilatation. Le rayon de convergence est R/|a| (400 si a = 0).

e On pose z = z?, et on a Y a, 22" =Y a,z". On en déduit que la série converge si |z|> < R, et diverge si
|2|2 > R, donc le nouveau rayon de convergence est v/ R.

e On a, en posant encore = 2%, 3" a,,2>" ™! = 23" a,2". La série converge si |z|? < R et diverge si |2]? > R.
Donc le rayon de convergence est v R.

v&

Des petits problemes

Exercice 7. (Théoréme des zéros isolés)
a/ Soit Y a,z™ une série entiére avec un rayon de convergence R > 0. On suppose qu’il existe 0 < § < R tel
que

V]z| < 4, Zanx" =0.

Montrer que (a,) est la suite nulle (et donc que R = 400).
b/ Soit S(x) := )" anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Montrer que S(—z) = S(x) pour tout « € (—R, R) ssi az,+1 = 0 pour tout n € N.

Solution
a/ La fonction f(x) := > anz™ est C® sur (—R, R), et s’annule sur (—4,0). En particulier, on doit avoir
f(0) = 0 pour tout n € N. Par ailleurs, on sait que a, = %f(”)(O), et donc a,, = 0 pour tout n € N.

b/ Soit S(x) = Y a,zY une SE de rayon R, et soit f(z) = S(x) — S(—z). La fonction f est DSE comme
somme de fonction DSE, avec un rayon de convergence > R, et on a

f(.’]?) = Z anr" — Z an(_$>n =2 Z a2m+1x2m+1.

n>0 n>0 m>0

(tous les termes paires s’en vont). L’hypothese que S(—z) = S(z) implique que f est la fonction nulle. On en
déduit que agm1 = 0 pour tout m € N d’apres la question a/.

o2

Exercice 8.
Soit Y, w0 anz™ et >, < bn2" des séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,.
Soit R, le rayon de convergence de ano anbpz™.

a/ Montrer que R. > R, Ry. Indice : on pourra écrire v = r,7p...
b/ A-t-on toujours égalité ? Indice : on pourra considérer Y., -, z*" et Y., o221
Solution

a/ Soit r < Ry Ry. Alors il existe r, < R, et 1y, < Ry tel que r = ryrp. On a
|anbn|rn = |an|rg : |bn|’r?

Comme r, < Rq, la suite |a,|r] est bornée. Idem pour |b,|r}'. On en déduit que la suite |a,b, |r™ est bornée, et
donc que r < R, Ceci étant vrai pour tout r < R, Ry, on a R, Ry < R..

b/ Non, si as, = 0 et by,+1 = 0, on a a,b, = 0 tout le temps, donc R, = co.

&

Exercice 9.
Soit Y, < anz™ une série entiere de rayon de convergence R, € [0,00]. On pose

an

by = ——.
L+ |an|

Soit Ry le rayon de convergence de la série entiere ) . bp2™.

a/ Montrer que R, > max{1, R,}.



b/ On suppose R, > 1. Montrer que R, = R,,.
¢/ En déduire que R, = max{1, R,}.

Solution
a/ On a1+ |a,| > max{l,|a,|}, et donc

6] < |an] et |bn] < 1.

En particulier, |b,|r™ < r™, qui est bornée si r < 1 et |b,|r™ < |a,|r"™, qui est bornée si r > R,. Ainsi R, > 1 et
Ry > R,, donc Ry > max{1, R,}.
b/ Si Ry > 1, alors la série Y |b,| est convergente, et, en particulier, b, — 0. On a
12
1- |bn|

[6,](1 + |an]) = |an], et donc lan| = ~ |by].

Les suites (ay,) et (by) sont donc équivalentes. On en déduit R, = Rp.

¢/ On sait que R, > max{1l, R,}. Supposons R, > max{1, R,}. En particulier, R, > 1. D’aprés la question
b/, on a Ry = R,, contradiction. Ainsi, on a égalité R, = max{1, R,}.

o

Exercice 10. (Somme de séries entiéres)
Soit } 2,50 anz" et Y2, 5o bnz" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry.

a/ Soit R. le rayon de convergence de )~ - (an + b,)2z". Montrer que R, > min{R,, Rp}.

b/ A-t-on toujours R. = min{R,, Ry} Indice : on pourra considérer a,, = —b,...
¢/ Montrer que si R, < Ry, alors R. = R,.
Solution
a/ Soit 1 < R, et 7 < Ryp. Alors les suites a,r™ et b,r™ sont bornées, donc la suite (a, + b,)r™ aussi. En
particulier R, > r. Ceci étant vrai pour tout r < min{R,, R}, on en déduit que R, > min{R,, Rp}.
b/ Prenons la suite a, = 1 et b, = —1, c’est a dire A(z) = 1 L . et B(z) = —A(z) = ﬁ Alors

R, = Ry, =1, mais ¢, := a,, + b, =0, donc C(z) = 0 avec R, = +00.

¢/ Supposons que R, < R;. D’apres la question a/, on a R. > R,. Supposons que l'inégalité est stricte, et
que R. > R,. On a ¢, = a, + by, donc a,, = ¢,, — b,,. En appliquant la question a/ avec A = C — B, on trouve
R, > min{R., Rp}. Ceci contredit le fait que R, < Rp et R, < R.. Ainsi, si R, # Ry, alors R, = min{R,, Rp}.

v&

Pour aller plus loin (hors programme)

1

Dans cette partie, on étudie les séries de type E — sin(na) |avec o € R et s > 0.
n

n>1

Exercice 11.
On commence par étudier la suite u, := sin(na).
a/ Montrer que si @ € 7Z, alors u,, = 0.
b/ Montrer que si o € 7(Q \ Z), alors (uy,) est périodique non nulle.
¢/ On suppose maintenant que o ¢ 7Q. On introduit la fonction f(z) := sin?(z) + sin®(z + «).
cl/ Montrer que f est continue et 2r-périodique.
¢2/ Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que f(x) > ¢ pour tout z € R.
¢3/ En déduire que la suite (u,) ne tend pas vers 0.

Solution
a/ Si a = 7k avec k € Z, alors sin(na) = sin(nwk) = 0. Sont w,, := sin(na) = 0 est la suite nulle.

b/ Si o =mZ avec p € Z\ {0} et ¢ € N\ {0,1} premier entre eux, alors u,, = sin(7%2). En particulier,

2
Up42q = Sin (WMD> = sin (Wnp + 27T> = sin (7rnp> = Uy,

q q q



Ceci montre que la suite u,, est 2¢—périodique. De plus, on a u; = sin (w%) # 0, donc (u,) n’est pas la suite
nulle.

cl/ Soit f(z) := sin®(z) +sin?(z + a). f est C> comme composée de fonctions C=, et on a f(z+7) = f(x),
donc f est m—périodique.

¢2/ Par périodicité de f, on a

.= inf — inf — mi .
c ;relRf(x) méfé,ﬂf(x) mgf(l){;]f(w)

Dans la derniére égalité, on a utilisé que f est continue sur le compact [0, 7], donc atteint son minimum. Comme
f est positive, on a ¢ > 0. Supposons par 'absurde que ¢ = 0. Alors il existe =, € [0, 7] tel que f(z.) =0. On
en déduit que

sin(x,) =0, et sin(a+z*) =0.

La premiére égalité implique que x,. € 7Z, c’est & dire qu’il existe k € Z tel que 2* = 7k (en fait, comme
Zx € [0,27], on doit avoir k =0 ou k = 1), et la seconde implique que z, + « € 7Z est de la forme z, + a = g
pour un certain ¢ € Z. On en déduit que a = 7q — x, = w(q — k) € nZ. Ceci n’est pas possible si « ¢ 7Q. Dans
ce cas,on a c >0, et f(xz) > ¢ > 0 partout.

¢3/ Supposons par I'absurde que (u,) tend vers 0. Pour ¢ := 1/¢/3 > 0, il existe N € N tel que |u,| < ¢
pour tout n > N. En particulier, pour n > N, on doit avoir |u,|? + |u,41|* < 262 = 2¢ < c. Par ailleurs, on a

[tn|? + [tpy1|* = sin?(na) + sin®(na + a) = f(na) >, (d’apres ¢2/).

contradiction.

o&E

Exercice 12.
a/ Montrer que si s > 1, alors la série ) -, n~°sin(na) est convergente.
b/ Montrer que si s = 0 et o ¢ 7Z, alors la série diverge grossiérement.

Solution
a/ Sis>1,ona

1
< —
n

S?

1.
‘ s sin(na)

et la série de droite est convergente. On en déduit que la série Y bn™* sin(na) est absolument convergente, donc
convergente.

b/ Si s = 0. On a montré dans 'exercice précédent que si a ¢ 7Z, la suite sin(na) ne converge pas vers 0.
En particulier, la série ), sin(na) diverge grossierement.

&

Exercice 13. (Une méthode d’Abel)
On suppose dans la suite o ¢ 27Z, et on pose Sy = 0 et S, := ZZ:O sin(ka).
a/ Montrer que Indice : on pourra écrire que sin(x) = Ime'*.

sin ("T'Ha) sin (%a)

YO

En déduire que la suite (5,,) est bornée.
b/ Montrer que

N N 1 1 S S
1 _ 1 N+M _ SN-1
,;V e sin(ka) l;\] Sk (ks (k+1)5>+(N+M)S N_T°

¢/ En déduire que pour tout s > 0, et tout o € R, la série ) -, n™®sin(na) est convergente.

Solution




a/ On a
Sp = Zsin(ka) = ZIm (eiko‘) =Im (Z eika> .
k=0 k=0 k=0

On reconnait une série géométrique de raison e€'® # 1 (car a ¢ 27Z), de premier terme 1 et avec N + 1 termes.
Ainsi

1— ia(N+1) iadEL  _jo L o ML ) sin aN+1 sin CYN+1
S, =Im (e) =Im ¢ .2 ¢ - e.a ’ =Im (e’O‘N) M.:sin(QN)M.

1 — ele el e i3 — ¢l% sin (%)

N

On en déduit que S,, est bornée, avec

1
sin(§)
b/ On écrit que sin(na) = S, — S,—1 pour tout n > 1. On trouve

S| <

N+M N+M N+M N+M N+M N+M-1

Z %sin(lm): Z %(Sk—Sk,l): Z %Sk— Z %Sk—l = Z %Sk_ Z ﬁSk

k=N n=N n=N n=N n=N n=N-1

1 1 N1 1 1
= NN T (N+M—1)SSN+M+1+ n;v Sk (ks_ (k+1)s>'

¢/ Montrons que le reste de la série est bornée, et tend vers 0 quand N — co. Soit A un majorant de la suite
(Sy). Pour commencer, on remarque que
1 1
=Al————).
ks (k+1)®

5t (- )| =4 - o)

En sommant sur k, on reconnait une série télescopique a droite. On en déduit que la série de droite est sommable,
donc celle de gauche aussi. En particulier, on peut faire M — oo dans I'expression de la question b/, et on
trouve

— 1 1 - 1 1
k=N n=N

Lorsque N — 0o, le membre de droite tend vers 0 (le reste d’une série convergente tend vers 0). On en déduit
que Y, & sin(ka) est une série convergente.

o&

Exercice 14. (Une série entiére)

1
Soit s > 0. On étudie la série entiere Z —2".
nS
n>1
a/ Montrer que le rayon de convergence de la série est R = 1.
b/ On regarde ce qui se passe sur le cercle complexe S := {z € C, |z| = 1}.
b1/ Dans le cas s > 1, montrer que la série converge pour tout z € S.
b2/ Dans le cas 0 < s < 1, montrer que la série converge pour tout z € S\ {1}. Que se passe-t-il en z =17
b3/ Dans le cas s = 0, montrer que la série diverge pour tout z € S.

Solution

a/ La suite nl r™ est bornée ssi r < 1, donc R = 1.

b1/ On note z = €' pour un certain o € R, et on remarque que

1, 1 e 1 . 1 .
—z" = —e'"* = Z e cos(na) + 1 Z e sin(na).

ns ns
n>1 n>1 n>1 n>1

Si s > 1, les séries sont convergentes (cf question 12a).

b2/ Si0<s<1,et a#0,onaa«a¢?2rZ. On peut appliquer les résultats de l'exercice 13 (faite pour sin,
mais marche aussi pour cos). On en déduit que la série > -, T%z" converge. Si z =1 € S,on aa =0, et

1 .n

2" = - qui donne une série divergente.

oy
b3/ Sis=0,ona niz” = 2", qui ne tend pas vers 0 (elle reste de module 1). Donc la série associées diverge
grossierement.

o&




