TD5 : Séries de Fourier. Corrections
Maths fondamentales, L2, PSL, 2023-2024 D. Gontier, gontier@ceremade.dauphine.fr

Conventions. Dans ce TD, si f est T périodique, on note cL(f) = (el f)r avec (f,g) fo fg et
el(x) = %ei%ﬂ”x. On note ¢, et ey, lorsque la valeur de T est claire.

Echauffement, quelques jolies formules

Exercice 1.
Soit f la fonction 1 périodique qui vaut f(z) := |z| sur (—1/2,1/2).
a/ Montrer que f est continue périodique (f € C_,).
b/ Montrer que

1/2
en(f) = / 2x cos(2nmx)dx.
0
¢/ Avec une intégration par partie, montrer que si n est paire différent de 0, alors ¢, (f) = 0, et que

1 1
VkeZ, cop1(f)= m, et enfin ¢o(f) = T

d/ En déduire que

e 4

— i uis que ZL—W—
P 2n+14 (2n + 1)iqger PHRA n=0(2n+1)4*96‘

e/ Soit S:=3""° n4 Montrer que la série est convergente, puis que S = 1 ¢S + 5g- En déduire que
SO
=
—n 90
Solution

a/ Par définition, f est 1 périodique. f est continue sur tous les intervalles de type (n — %, n -+ %) De plus, on
a f((n+3%)-)=f((n+3)4) =1, donc f est continue sur tout R.

b/ Ona T =1, donc

1/2 1/2 1/2

en(f) = flx)e ™o dy = f(x) cos(2mnz)dx + i/ f(x)sin(2rnx)dz.

—1/2 —-1/2 —-1/2

Comme f est paire, la partie imaginaire s’annule ('intégrande est une fonction impaire, intégrée sur un intervalle
symétrique par rapport & 0). Pour la partie réelle, la contribution sur (—1/2,0) est égale a celle sur (0,1/2),

donc
1/2 1/2
enf(f) =2 f(z) cos(2mnax)da = / 2z cos(2mnx)dz.
0 0
1/2

o 2z = [acQ](l)/ ? = 1. Sin # 0, on peut faire une intégration par

¢/ Sin =0, on a directement co(f) =
partie. On obtient

en(f) = — /1/2 sin(2mna) dz + xsin(27mx) 1/2 _ 1 [cos(2mnx) 1/2 0= cos(mn) —1  (=1)" —1
Y ™ ™ ™ 2mn 2w 2m2p?

0 0

Sin = 2k est paire, on a co(f) = 0 (sauf pour k = 0), et si n = 2k + 1 est impaire, on a copy1(f) = W}H)z

d/ La fonction f est continue et périodique, donc on peut appliquer le théoréme de Parseval. On a d’une

part
1/2

) 1/2 vz 23 1
1712 /lzm e =z [ atar=2|T) o

S lealh = ) + Y lenna(AF = +Z7T(2,j+1)

nez k€EZ

D’autre part, on a
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En remarquant que chaque terme impaire puissance 4 apparait deux fois dans la somme (pour k& > 0 et pour

—k — 1), on obtient
4

o0 o0
1 1 111
Z L e Y om (L1
Qk +1)* 12 Pt (2k + 1)4 2 \12 16 96
L. Cette série est convergente par critéere de Riemann. En séparant les termes pairs

e/ Onpose S =3 7 -

et impairs, on obtient
Nt 1 =1 774 1 1
S = —_— — 4 — —.
@t 2 @ 6Z z
k=0 k=1 k=1
——
=S
Ainsi,
15 w4 =1 7
—S=— etenfi — = —.
167 " 96 & ;rﬁ 90
o
Exercice 2.
Soit f la fonction 1-périodique, qui vaut f(z) := e?™® sur [0, 1).
a/ Montrer que
. e?m —1

b/ En déduire que
=1 e’ +1 1

-1 e (6271'_1)2 )
=20 11 n2)’ PUSdEe nZ:On2+1 Toer 1 2

Solution
a/ La fonction f est 1-périodique par définition, et continue sur [0,1). Elle est donc continue par morceaux

périodique sur R, c’est a dire f € C3_, . On a, avec T = 1
e?™ — 1

—in)z 71 T a—2iTn
/ f —127rnxdx / 2w —1271'n1d GQW(l ) _ 62 € 2 -1 —
2m(1 —in) |, 27(1 —in) 27(1 —in)

ou on utilisé le fait que e=2™ = 1 pour tout n € Z.
b/ Ona f € CY,,, donc on peut appliquer le théoréme de Parseval. On obtient
1

- 1 4de _647‘——1 5 T_1q 2_(6277_1)2
171 = [ etmede === et 3 len(NIF =32 = %H"Q’

e = 27(1 —in)
11,z apparait deux fois dans la somme. Parseval donne donc

Excepté pour le terme n = 0, chaque terme 5 +

e47r -1 (627'( _ 1)2 > 1
= 1+2 E .
+ — n2+1

4 472

En utilisant que e*™ — 1 = (e2™ — 1)(e?™ + 1), on obtient
i 1 w41 1
—n?4l o 2e7 -1 2
AL
Exercice 3.
i x) := |sin(z)| sur [—m, 7).

Soit f la fonction 2w-périodique, qui vaut f(z)
a/ Montrer que f est continue périodique.

b/ Montrer que f est paire, puis que
2 (7
en(f) =1/ f/ sin(x) cos(nz)dz
T Jo



¢/ Montrer que (on rappelle que sin(a) cos(b) = 1 sin(a + b) + 3 sin(a — b))

Vn e Z\ {£1}, cn(f)= _\/EI—H—I)"7 puis que c_1(f) =c1(f) =0.

n2—1

d/ En déduire que ¢, (f) = 0 si n est impair, puis que

8 16 1 = 1 2 1
=4+ =Y ——_ etenfi .
T=rt s — anz 1) ;(4712*1)2 16 2
e/ En évaluant f(0), montrer que
S
—dn? -1 2

Solution
a/ f est 2r—périodique par définition. Elle est continue sur (—m,7), et on a f(7~) = f(x+) = 0, donc f est

continue périodique.

b/ f est paire. On a donc, avec T = 27,

L ine *@ ! x) cos(nz)dz =
lf) = = [ st e =2 [ 1) cosfna)e =

sin(x) cos(nx)dx.
\f /0 () (nx)
¢/ On a, pour n # +1,

SIS

V21T ) 1 cos((1+mn)x) cos((1—-n)x)]"™
en(f) = ﬁi/o [sin((1 + n)x) + sin((1 — n)x)] de = Nors { T — = )

1 <(—1)"+1+(—1)”+1>_(—1)"+1 2

V2 \ 1+ 1-n ) Voxr 1-n?

Pour n = 1, on obtient (le calcul est similaire pour n = —1)

V21 1 cos(2x)
ca(f) = ﬁ2/ sin(2z)dx = =0.

d/ Sin est impair, on 1+ (—1)" = 0, donc ¢, (f) = 0 (valide aussi pour n = £1). Si n = 2k est paire, on a

4
CQk(f) = El 7 (2k)2

On applique le théoreme de Parseval. On a
1

I£112 = /7r sin?(z)dz = T, et Z len(F)? = Z o (f)|° = Z %m

- nez kEZ kEZ

A part pour le terme k = 0, chaque terme apparait deux fois dans la somme. Ainsi,
2
+ Z 4k2 _ 1

En particulier,

S o1l
= (dn? =12 16 2
o




Propriétés de la transformée de Fourier

Exercice 4.

a/ (Dilatations) Soit ¢; € C9_,. Pour T > 0, on pose ¢r(z) := —=¢ (%). Montrer que ¢7 € CY., puis que

1
VT
VneZ, c,(¢r)=cp(ér).
b/ (Translations) Soit 1y € C%. Pour a € R, on note ¥, (z) := ¥(x — a). Montrer que 9, € C%, puis que

Vn € Z7 cn(wa) = e—i%‘-nacn(wo).

¢/ (Conjuguée) Soit f € C%. Montrer que f € C, puis que pour tout n € Z, on a ¢, (f) =c_n(f)-
Solution

a/ Ona ¢r(x+7T) = 70(% +1) = 7¢(%) = ¢r(x), car ¢ est 1-périodique. Donc ¢r est T-périodique. ¢r
est continue comme composée de fonctions continues. Enfin, on a, avec le changement de variable y = 7, donc

dr = Tdy, , , N , - |
er(or) = = / or(@pe o = o / o) BTy = (o).

b/ On a, avec le changement de variable y = x — a, donc dz = dy,

I (2r 1 /7 - - e, 1 [T@ (2r
en(Yo) = —= Y(x—a)e Ty = — Y(z—a)e i FET)TIF Ay — o TIF e ___ Y(y)e T dy.
mre \/T 0 \/T 0 \/T —a
On intégre une fonction périodique sur une période, donc l'intégrale sur (—a, T — a), est égale & celle sur (0,7).
Ainsi, .
cn(Va) =€ T "en ().

Fourier transforme des translations en des multiplications par des phases.

¢/ Cette fois, on a

v&

Exercice 5. (Dérivation simple)
a/ Soit f € C} une fonction continiment dérivable. Montrer que

enl) = (157 ) men().

b/ Montrer que >, |c,(f)| < oc.

¢/ En déduire que Sy (f) converge uniformément vers f lorsque N — oc.

d/ (Stone-Weierstrass faible) Montrer que 'ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans Ch
pour la norme || - ||oo : pour tout f € C} et tout € > 0, il existe N € Net P € Ty tel que ||P — flloo < e.

e/ Montrer que si f € C% est k-fois continfiment dérivable, alors il existe C' > 0 tel que

C
Z < —.
vn € ? |C7L(f)| — |Tl‘k

Remarque : Plus une fonction est réguliére, plus ses coefficients décroissent vite vers 0.

Solution
a/, b/ et ¢/ et e/ sont dans le cours.

d/ Soit f € Ck. D’aprés les questions précédentes, on a ||Sy(f) — flle — 0 lorsque N — co. Ainsi, pour
tout € > 0, il existe Ny € N tel que ||Sn, (f) — flleo < €. Le polynéme trigonométrique Sy, (f) est & distance
de f pour la norme uniforme. On en déduit que les polyndomes trigonométriques sont denses dans C}, pour la
norme uniforme.

o&




Exercice 6. (Inégalité de Wirtinger)
a/ Soit f € CF telle que fOT f(x)dz = 0. Montrer que ¢o(f) = 0, puis que (on pourra utiliser ’exercice précédent).

ez, lea(f)l < 5-lealf)l
b/ En déduire que pour tout f € Ct., on a
T ) T2 T . ) 1 /T
/0 |f — My SW/O |f'|*, ouonaposé My ::T/O f.
¢/ Quel est I'ensemble des f € CL pour lesquels on a égalité ?

Soll%tion
a/ Si [y f=0,on a aussi

b/ D’apres Iexercice précédent, on a, pour n # 0,

1T 1T

en(f) = T o—ea(f),  donc len(f)| ea(F)] < lea (1),

o 2in = Tal2x o

car |n| > 1. ¢/ Soit g = f — % OT f, de sorte que g est d’intégrale nulle : fOTg = 0. On applique Parseval a g et
que ¢’. On obtient

r 2 r 2 2 2 T \|2 T2 T /12 T ’ /2
Lok = [P = Y@l = Y @l < g X lal)P< g [ 0B =g [P

nez nez\{0} ne€Z\{0}

T
¢/ En revenant & la question a/, on voit qu'on a égalité si |c,(g)| = 2—|cn(g’)|7 ce qui n’arrive que pour
7T
2w

n = +1. 1l faut donc que f soit de la forme f(z) = ae  F* 4+ 4+ 7! F* = a + beos(2Ex) + esin(ZE ).

&

Exercice 7. (Convolution et Stone-Weierstrass ”fort”, -difficile)
Soit ¢ : R — R de classe C* tel que ¢ > 0, quﬁ =1 et ¢(x) = 0 pour tout |x| > 1/4. Pour § > 0, on pose

ds(x) = 10 (%).

a/ Faire un dessin approximatif de 55/ et ;;5 pour un delta "petit”.
b/ Montrer que pour tout § > 0, on a ¢s5 > 0, ¢s(x) = 0 pour tout |z| > 6/4, et [ ¢s = 1.

Pour 0 < § <1, on pose ¢s la fonction 1-périodique telle que ¢s(x) = ?q;;(x) pour tout x| < 1/2.

¢/ Montrer que pour tout 0 < § <1, on a ¢5 € C.
d/ Soit f € C2. Pour § > 0, on pose

1/2 1/2

U*aﬁ@%=/) fa—posw)dy = [ f)és(x —y)dy.

—1/2 —-1/2

Montrer la deuxieme égalité, puis en déduire que f * ¢5 € CF°.
e/ Montrer que pour tout z € R, on a

1/2 5/2

<ﬂm—fw—y»m@My:/ (F(@) — f(z —v)) és(y)dy

—5/2

ﬂ@—ﬁ*mﬂm=/1

—1/2

f/ Montrer que f est uniformément continue. En déduire que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

If = (fxds)lloc <&

h/ (Stone Weierstrass fort) En déduire que les fonction C2° sont denses dans C% pour la norme uniforme.
Puis en utilisant ’Exercice 5, montrer que les polyndmes trigonométriques sont denses dans C pour la norme
uniforme.



