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MOTIVATION

Cas non magnétique
Un Hamiltonien électronique a N-corps a la forme :

W= =58+ 3 In—gl Y vl

i—1 1<i<j<N
——— ——
énergie cinétique énergie d'interaction potentiel extérieur
H(v) est linéaire est agit sur AN, L*(R®). Son domaine de forme est AN, H*(R?) :
N W(rp1), p(2)s - - - to(ny) = e(P)W(r1,r2,...,ry) (principe de Pauli)
ve ANH(RY) =
i=1 Jean [VW[> < oo (W est d'énergie cinétique finie).
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THEORIE FONCTIONNELLE DE LA DENSITE

On s'intéresse ici a |'énergie de |'état fondamental,

E(v) = (WIH(v)V).

min
VeAHL ||V 2=1

Aprés calculs, on obtient
WIHWW) = T+ W)+ [ v(op(e) o
R3
ol p est la densité électronique définie par
pu(r) = N/ [W(r, e, ... rn))7 dPra. . dPry.
R3(N-1)
On introduit aussi la matrice densité a un corps :
(r,r') = N/ W(r e, .. en)V(F 12, . ry) dPra. . dPry
R3(N—1)

de sorte que p(r) = ~(r,r).
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APPROCHE DE HOHENBERG-KOHN

Théoréme (Hohenberg-Kohn 65)

Si Wy (resp. W) est un état fondamental de H(v1) (resp. H(v2)), avec vi # vo, alors
p1 # p2.

Corollaire : 1l existe une fonctionnelle p — v — W.

Preuve (trés facile)
Ona

(WIH(v)|W) = (V| T + W|W) + /3 v(r)p(r) &

Supposons que |'état fundamental est non dégénére, efque p1 = p2 ;= p. Alors
(Wi|H(v1)[V1) < (W2|H(v1)|V2) = (V2|H(v2)|V2) + (W2 H(v1) — H(v2)[V2)

ou encore

E(v1) < E(v2) +/(v1(r) — va(r)) p(r) d&3r.

De la mé&me maniére, on a

E(v2) < E(n) + [ (va(e) = () o) &

et on obtient une contradiction en additionnant les inéquations.
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DFT AVEC LE THEOREME DE HOHENBERG-KOHN

D’aprés le théoréme de Hohenberg-Kohn, il existe une fonctionnelle p — v — W, de sorte
qu’on peut travailler avec p au lieu de W :

On transforme ainsi le probléme en trés grande dimension

inf {(W|T + W + V|W)}
VeAN | HL(R3),||W|| 2=1

par le probléme en dimension 3 suivant :

inf F
([
et les deux problémes sont équivalents.

Problémes :

@ On ne connait pas la forme de F(p), mais on en connait de relativement bonnes
approximations (LDA, GGA, etc.)

@ On ne connait pas Zy (c'est la question de représentabilité).
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v-REPRESENTABILITE

Qui prendre pour Zy ?
Selon le théoréme de Hohenberg-Kohn, on doit introduire

Vn = {v mesurable, H(v) a un unique état fondamental}
puis
N
An = {\U € /\ H'(R®), |Wllz=1, 3veEVn, o estl|état fondamental de H(v)}
i=1
en enfin

In=1{pe LY(R®), Ivedy, p= pul.

Ce sont les conditions nécessaires pour la preuve du théoréme du Hohenberg-Kohn.
Ce probléme est la v-représentabilité, et est trés difficile.
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APPROCHE DE LEVY-LIEB

Il existe une autre approche qui permet de simplifier le probléme (Levy-Lieb) : on écrit

E(v) = inf (VT + W + V|W)
Ve HL(R3),[|v]=1

inf { inf (V|T+ W+ V|\U>}
PEIN | WeN HE(R3),py=p

inf /vp+ inf {(V|T+ W)}

PEIN Ve HY(R3),py=p

F(p)
ou

N
In = {p eL'(R®), We \H'R), [V[e2=1 p= p\u}.
i=1

Caractériser cet ensemble est le probléme de la N-représentabilité.

Remarque : Il n'y a plus la difficile question d’unicité de I'état fondamental !
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MATRICE DENSITE A 1-CORPS
On préfére généralement travailler avec vy (matrice densité a 1-corps) définie par

Y (x,y) = N/ W(x,x2,...xn)W(Y, x2,...Xn) d3xz ... d3xw.

R3(N—1)

En effet, on a dans ce cas
pu(x) = yw(x,x)
Autrement dit, I'application p : v — p, est linéaire!

On introduit alors les trois espaces suivants :

o Sy = {yw, V est un déterminant de Slater}
o Pu={w WAL H®R), W] =1} (Etats purs)
o My = CH[Pn] (Etats mixtes)

On a alors les propriétés importantes suivantes :
® Sy & Pn & My, donc p(Sn) C p(Pn) C p(Mn)
@ My est convexe, donc p(Mpy) est convexe (car p est linéaire)

o My = CH(Sw), donc p(Mn) = CH [p(Sn)]
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N-REPRESENTABILITE
Théoreme (Gilbert '75, Lieb '81)

o) = {p e CEINCE), p20. [p=N. vpeHE)].

Remarque :
@ p(Sn) est convexe (pas évident), donc p(Sn) = p(Pn) = p(Mn).

Cet ensemble est I'ensemble Zy qu'on cherche

Idée de la preuve (Harriman).
On pose

Du(r) = % - exp(27ik f(r))

ol f est choisie de telle sorte que les ® soient orthonormales. On pose ensuite

1
il det (®i(rj));<; j<n

\V(I’1,r2, .. ,,I’N) =

On vérifie alors directement que

pu(r) = Z |9i(r)* = p(r)
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On veut faire le méme travail dans le cas magnétique
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MAGNETIC HAMILTONIAN

D'aprés I'équation de Dirac, I'Hamiltonian électronique pour N électrons est

H(v,A) = XN:% (a',- . (_iv,- + :‘:A(r,-)>)2 + ) -+ izN;‘v(rf)

i=1 1<i<j<N =
———

énergie cinétique énergie d'interaction potentiel extérieur

H(v,A) est linaire, et de domaine de forme I'espace fermionique AN, H*(R?,C?) :

W(rhT, r27T7 ey rN,T)
N w(r17T7r27T7"'7rN7\L)

Ve /\ H*(R?,C?) a 2" composantes : )
i=1

\U(rlwl/? r27~La BN} rN7\L)
and vérifie toujours le principe de Pauli :
W (rp(1), Qp(1)s Fp(2)s Qp(2)s - - « 5 (W) Cp(n)) = €(P)W(r1, a1, P2, 2, .. Ty, ).

A est le potentiel vecteur (on rappelle que rot(A) = B est le champ magnétique), et
oi = (li,0x,i,0y,i,02,i) contient les matrices de Pauli agissant sur le spin i.
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NOUVEAU CADRE

On a changeé I'espace de Hilbert. On travaille maintenant avec
H= LR C?) = {d=(¢",0") € L’(R®), ¥l < oo}

ou

@)= [ (F007 00 + 5wt () dx.
R
La matrice densité a 1-corps a maintenant 4 composantes :
o ™
e = (1% 7%) ()
v v
ol, par exemple,

Y (r, ) =

N Z / N W(I’T,I‘20‘2,...I'NO'N)\V(I"J,,I'QOQ,...I’NO'N) d3r2.,.d3rN.
o2rone(t iy TEENTY
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DFT MAGNETIQUE

Cette fois-ci, on calcule

(VIH(v, A) V) = (V| T + W|V)

De nouveaux objets sont apparus :
@ p est toujours densité électronique
° jp est le courant paramagnétique

@ m est la densité de spin

p(x) = AT(xx) + 7 (x,x)

jP(X) = Im (VYYTT(X’ X) + v27ii(x»x))
e = ) 006, %)

my = (1700 x) — 7 (x,0)

m. = 0, x) =M (x,x)
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INTRODUCTION DE LA CDFT ET LA SDFT

On rappelle que A et B sont reliés par B = rot A. Cependant, A agit sur les orbitales,
alors que B agit sur le spin. C'est pourquoi on préfére séparer les deux effets, et on pose

o A =0 and B # 0 pour les effets de spin. Spin Density Functional Theory (SDFT).

@ B =0 and A # 0 pour les effets orbitalaires. Current Density Functional Theory
(CDFT).

Ici, je m'intéresse a la SDFT (A = 0).

Pour W € AY, H*(R®), on introduit

Ru(r) = (p”(r) p“(r)) _ (W(n ) A, r)) .

ptT(r)  p*(r) Y r) A ()

Alors, Ry est une matrice hermitienne positive, elle vérifie [ Trc2(Ry) = N, et on a

_ v+ usB; usBx + iusBy
(WIH(v, B)IV) = (vl T+W|W)—|—/Rs T ((HBBX —iugBy v — ugB; (r) Ru(r)
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N-REPRESENTABILITE DE LA DENSITE DE SPIN
On s'intéresse a la N-representabilité, i.e.
N
In = {R € Maxo(L'(R%), 3 e AH'(RC?), |V]|=1 R= Rw}

Comme avant, |'application R : v — Ry est linéaire.

En reprenant nos trois ensembles (déterminants de Slater, états purs, états mixtes) dans
le cas avec spin, on a encore le schéma suivant

Sv & Pv & Mpy=CH[SN]

IR IR IR
R(Snv) C R(Pn) C R(Mnw)=CH[R(Sn)]

Remarque

o Cette fois, on peut vérifier que R(Pn) # R(Mn). En effet, dans le cas N =1 par
exemple, il est facile de vérifier que R(P1) ne contient que des matrices de rang 1.

o Dans ce contexte, il n'y a pas de théoréme de type Hohenberg-Kohn [Esricht,
Capelle, Rasolt, Vignale]

David Gontier N-représentabilité GDR Co-DFT 15 / 17



N-REPRESENTABILITE DES ETATS MIXTES

Théoréme

R(Mpy) = {R € Mawa(L*(R?), R>0, /Trcz(R) =N, VRe MZXz(Hl(Rf’))}

@ La racine carré est ici au sens des matrices hermitiennes (idem pour > 0).
o Trés belle analogie avec le cas précédent ({p, ..., /p € H*(R®)}).
Idée de la preuve

o Construire explicitement des déterminants de Slater pour les matrices de rang 1
partout.
@ Montrer que tout R € My est la combinaison convexe de deux matrices de rang 1.

@ Conclure en utilisant la convexité de My.

Remarque : Ce théoréme montre que R(Myy) est un ensemble convexe. Le montrer
directement est extrémement difficile !
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TRAVAUX FUTURS

Travaux futurs
o Le cas CDFT : N-représentabilité de (p,jp), puis de (p, R,jp).
o Etudier les modéles utilisés en SDFT (GGA, fonctionnelles hybrides).
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TRAVAUX FUTURS

Travaux futurs
@ Le cas CDFT : N-représentabilité de (p, jp), puis de (p, R, jp).
o Etudier les modéles utilisés en SDFT (GGA, fonctionnelles hybrides).

Merci pour votre attention
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