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But :

o Définir et calculer numériquement |'énergie par cellule d’un cristal.

Qu'est-ce qu'un cristal ?

@ Arrangement périodique de noyaux sur un réseau. Modélisé par un potentiel périodique Vper.

o «Nuage» électronique infini autour de ces noyaux.

Dans cette présentation, les électrons sont indépendants (pas d’interaction inter-électrons).

David Gontier Méthode de super-cellules



Notations pour le cristal

Réseau : R = aZ3. Cellule unité : I = [-a/2,a/2)3.
Réseau réciproque : R* = (27/a) Z3. Cellule unité réciproque : I'* = [—7/a,7/a)3.
Super-cellule : '} ;= LT.

On veut étudier les propriétés spectrales d'un opérateur de type

H:= —A + Vper agissant sur LZ(Rd).

Modeéle de super-cellule

Modeéle sur tout I'espace Modeéle sur une super-cellule

Q

Laplacien avec conditions de bord périodiques : —AL.

Hamiltonien de super-cellule

HL = —AL + Vper agissant sur L%er(rL).
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Transformée de Bloch-Floquet (en 1d)

L2..([0,L]) = Vect{

eQiTrOX7 e2i7T(%)x7 (‘r_’i?(/:’)x7 o 217r(LT)
62i7r(%)x7 C2iTr(L—JLr1)x’ (\Z{T(%)X’ o e217r( 2L 1) 7
}
= 2 @ L%Tﬂ ® LT > @ Lgﬂ“)

Fibrés
12 = Vect {eiK‘Xeik'X, Ke R} {w €2 (R, YRER, ¥(-+R) = eik'Rw(.)} .

Lﬁ ne dépend pasde L, keTl*.

r*
Dans le cas général

Ler(M) = D Lk

KeA, AL
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Transformée de Bloch-Floquet dans une super-cellule

fel?(r)= EB fx avec fx = Z eKRf(x —R) € L%.
KeA, RERNM,

Lemme (Transformée de Bloch-Floquet pour les opérateurs)

Soit AL : L%er(rL) — 12_,.(T,) tel que TRAL = ALtg pour tout R € R.

per
Alors AL est diagonal par blocs dans la décomposition des Lf(.

Preuve

[Atf] (0= D MR (ALF) () = 37 K RAL(mef)(x)

RER, RER,

= At Z KR f (x) = AL () (x).
RER,
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Ko
0 A, O 0

AL = ) ) ) ) (transformée de Bloch = décomposition par blocs).
0 . 0

Covariance : L'espace Lﬁ est unitairement équivalent a Lf,cr = L(Z) :
12=5 (Lger(r)) avec  S[f](x) = e**F(x) et (S)7'=S_y.

Transformée de Bloch twistée

Ag = S_kAkSk, L3, =12,
On écrit (attention, abus de notation)

A= P Ak
KEA,

Spectre

o= U o () = U =(4)

KEA, Ken,

Au lieu d'étudier 1 opérateur A de taille L9 x L9, on étudie LY opérateurs de taille 1 x 1.
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Dans notre cas, on a H = —A + Vper. On trouve

HE = =iV + k|* + Vper = —A — 2k - (iV) + k? + Vper agissant sur L2 (I).

Remarque : Hy := HE est indépendant de L (!)

r*

Ap=a

H- = P Hx

Ken,

Ai=g

r*

o
L—oo

3]
Hper = / Hidk.
r*

Noo =T%

(transformée de Bloch-Floquet)

Modeéle de super-cellule <= Echantillonnage régulier de I'*.
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Les opérateurs Hy sont a résolvente compacte :

o0
Hy = Zank|unk><unk\, ek Leo <oy Uk, Umk>L§)er(r) = 6nm-
n=1
Densité intégrée d'états (on note fr, = ‘rl*‘ Jr+)

N(e) = ][r* Zﬂ(snk <e)| dk.

n>0
Energie de Fermi :
er €R tel que N(eg)=N (= nombre d’électrons par cellule)

Energie du systéme

E = % ankﬂ(snk <ef) | dk.
Jr*

n>0

Comment réaliser I'intégration f, ?
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N7Y{N}) = [eF, €] est un interval. NTL{N}) = {er} est unique.
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Le cas isolant

Dans le cas isolant, 1(enq < €r) = 1 si n < N, et = 0 sinon. L'énergie se simplifie en

E = ]i <nﬁ; enk> dk.

L’intégrande k — Z"N:1 ek est analytique et R*-périodique. En particulier, il existe C € RT et
a > 0 tel que, pour tout L € N,

N N
][ <Z a,,k> dk — Z (Z 5nK> < Ce ot (convergence exponentielle).
r= n=1

KeA; \n=1

Preuve : k — H(k) :== —A —2ik - V + k2 + Vper est analytique, et
4

1 Hy
z:s-:,,k—Tr(217T ?éngdez)' . o(H)

€F

Modeéle de super-cellule <= Somme de Riemann.

= Extensions non-linéaires, cristaux avec défauts, etc. (avec S. Lahbabi).
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Systemes Métalliques

avec E. Cancés, A. Levitt, V. Ehrlacher et D. Lombardi.

Problémes
o |l faut d’abord estimer le niveau de Fermi (premiére source d’erreurs) ;

o L'intégrande n'est plus lisse.

Deux types de méthodes utilisés en pratique
o Méthodes "standards” de discrétisation (pas aujourd’hui);

o Méthodes avec température.
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Méthodes avec température
Idée : Remplacer la fonction discontinue f(x) := 1(x < 0) par une fonction lisse
fo(x) = f! (g) obr (f — f1) décroit exponentiellement.
Définition On dit que f! est d'ordre p € N si
/R(f — MY (x)P(x)dx = 0 pour tout polyndme P de degré < p,

1

. D) ' . fo -
Exemple : Fermi-Dirac (d'ordre 1) : f9(x) : T3 o/

Densité intégrée d’états étalée
N(e) : ][ Zf" ek —e) | dk.
n>0

Energie de Fermi étalée
ef €R tel que N7(ef) = N.

Energie par cellule du cristal étalée

r*

n>0
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Deux types d’erreurs
o Erreurentre c =0eto >0: |E— E%|.

o Erreur entre I'approximation numérique de E7 : |E" — Eol|.

Lemme (Cancés, Ehrlacher, Gontier, Levitt, Lombardi)

Si 1 est d'ordre p € N, il existe § > 0 et C € NT tel que, pour tout o > 0,

max IN(e) = N9(e)| < CoPTL, e —eZ| < CoPtl, et |E—E°| < CoPTl,
e€(er—8,er+98)

Idée de la preuve
o prés de eg, N(-) est lisse = développement de Taylor;

@ loin de e, (f — f7)(- — ef) décroit exponentiellement.

David Gontier Méthode de super-cellules 13



Il faut encore approcher numériquement N7, ¢ et E°.
Par exemple, pour N7, on veut calculer

N9(e): ][ Zf" ek —€) | dk.

n>0

7 (e — €) est R*-périodique et

analytique sur une bande complexe de hauteur (cst - o). En particulier, il existe C € RT et a > 0,

Si f1 est la fonction de Fermi-Dirac, I'intégrande k —> Yonsof

tel que

][ S f(em—e) | dk— > | D (e —e) || < Com(@Hbemaok,

n>0 KeA; \n>0

De nouveau, on peut approcher I'intégrale avec une somme de Riemann = valide les modeles

de super-cellules.

Idée de la preuve .
iomw

Zf" Enk—E) = (55 7fz(i;’f)dz> . - o e U(I—lg

n>0
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Conclusion

Isolant avec somme de Riemann

‘E - EL’ < Ce—ot,

Métaux avec température d'ordre p
)E* EO’,L‘ < IEi Eo'| + ‘EO‘ _ EO’,L‘ <C (a_p+1 +U—(d+1)e—ao'L> .

1+
En prenant o ~ oy := L~1",

E- E"L*L‘ <<
— Llp+1)~
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