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INTRODUCTION

Ces notes de cours ont été écrites dans le cadre du cours Maths Fondamentales, Analyse! (L2,
Université PSL).

Le theme général du cours concerne la représentation de fonctions sous forme de séries. Dans
le chapitre 1, on s’intéressera aux séries entiéres, et dans le chapitre 2, aux séries de Fourier.
Au chapitre 3, nous étudierons les intégrales a paramétres, afin de conclure au chapitre 4 sur la
transformée de Fourier.

Je remercie Nicolas Forien et Yijun Wan pour la relecture de ce cours.

Nous commencons par quelques rappels importants.

Rappels sur les différentes notions de convergence pour les fonctions

Convergence simple et convergence uniforme
Soit (Fy)nen une suite de fonctions définies sur I C R.

Définition 0.1 (Convergence simple). On dit que (F,) converge simplement vers F' sur I si

Veel, F,(r)—— F(x).

n—oo

Définition 0.2 (Convergence uniforme). On dit que (F,,) converge uniformément vers F sur I si

sup |F,(x) — F(z)] —— 0.

zel n—00
Lorsque le contexte est clair (lorsqu’on sait qui est I), on écrit
1P = Fll = sup| Fu() — F(a)].
xel
La convergence uniforme s’écrit aussi || F),—F || — 0. La convergence uniforme implique la convergence
simple. La réciproque est fausse, comme le montre le contre-exemple suivant.
Exemple 0.3. La suite Fy,(z) = ™ converge simplement sur I = [0,1] vers
0 si x>0,
Fr) = .
1 st z=1.

La convergence n’est pas uniforme (les fonctions F, sont continues, mais pas la fonction F, voir
Lemme suivant).

1. Page web du cours ici.


https://www.ceremade.dauphine.fr/~gontier/enseignement.html
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La convergence uniforme a un lien fort avec la continuité, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 0.4 (Continuité). Si (F,) est une suite de fonctions continues qui converge uniformément
vers F' sur I, alors F' est continue sur I.

Démonstration. Soit € > 0. On choisit N assez grand pour que |F' — F||s < €. Pour tout z,y € I,
on a

|F(x) = F(y)| < |[F(z) — Fn(z)| + [Fn(z) — Fn(y)[ + [Fn(y) — F(y)]
<e+|Fn(z) — Fn(y)l +e.
Fixons x € I. Comme Fy est continue en z, il existe > 0 tel que Yy € I avec |y — x| < 4, on a
|Fn(z) — Fy(y)| < €. On en déduit que pour tout y € I avec |y — x| < 4, on a |F(z) — F(y)| < 3e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, F' est continue en z. Ceci étant vrai pour tout € I, F' est continue
sur I. 0

Lemme 0.5 (Intégrabilité). Soit (F,) est une suite de fonctions continues qui converge uniformément
vers F' sur I = [a,b] un intervalle fini, et soit

les primitives correspondantes. Alors la suite (Gy) converge uniformément vers G sur I = [a,b]. En
particulier,

b b
lim F, = / F.
n—oo J, a

On écrit aussi

b b
Si F,, CVU (vers F'), alors  lim / F, = / lim F, |
a a

n—oo n—00

Démonstration. On a

Gl) — G(a)| = /;(Fn_F)' s/:wn—ﬂs/ab|Fn—F||OO=<b—a> |F— Fll..

La borne de droite est indépendante de x, et tend vers 0 lorsque n — 0o, ce qui prouve le résultat. [
On en déduit le lemme de dérivation.

Lemme 0.6. Soit (F,) une suite de fonctions de classe C* sur l'intervalle fini I, et soit a € I. On
suppose que

— (Fyn(a)) converge vers «,

— la suite des dérivées (F),) converge uniformément vers une fonction G.
Alors (Fy,) converge uniformément sur I vers une primitive de G. Plus exactement, (Fy) converge
uniformément vers

Fz):=a+ / " G(s)ds.

On retiendra que si les dérivées convergent uniformément, alors les fonctions convergent uniformé-
ment. Comme F' est une primitive de G, on a F'(x) = G(x). Une version simple de retenir le lemme
précédent est d’écrire :

!/
Si (F,,) CVU vers F et (F},) CVU vers G, alors F' = G, ou encore, ( lim Fn) = lim F) |

n—oo n—oo
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Démonstration. On remarque que F' = G et F(a) = . On utilise le Lemme précédent avec la suite
(E}). Pour tout € I, on a

Falo) - P =

La constant de droite est indépendante de x € I. En prenant le sup sur tous les x, puis en faisant la
limite n — oo, on obtient ||F}, — F|lcc — 0. O

Fu(a) + / "B (s)ds — F(a) — / " P (s)ds

o0

b
< |Fn(a)—a|+/ |F, -G, -

F,(a)— F(a) + /CC (E, — F') (s)ds

La réciproque ne marche pas : ce n’est pas parce que la suite (F,,) CVU vers F que la suite (F)))
converge vers F’. Voici quelques contre-exemples.

Exemples 0.7.

— La suite Fy(x) := /2% + % converge uniformément vers |x| sur [—1, 1], mais pas les dérivées

(|z| n’est méme pas dérivable).
. sin(nx . / . /e 4
— La suite F,(x) := % converge uniformément vers 0, mais pas les dérivées.

Convergence normale
Lorsque F), est de la forme F,(z) = Y ;_, fr(z), on parle de série de fonctions.

Définition 0.8 (Convergence normale). On dit que la série Y~ fn converge normalement sur I si

o0

Z an”oo < 0.

n=0

Attention, la convergence normale n’a pas de limite : on parle de convergence normale,
mais pas de convergence normale vers ...

Si la série Y f, converge normalement, alors on a

n—+p n—+p [e’¢)
[Fntp = Fulloo = Z Jr < Z [ frlloo < Z [ fklloo-
k=n+1 0o k=n+1 k=n+1

Le terme de droite est indépendant de p, et tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini (c’est le reste d’une
série convergente). On en déduit que la suite (F},) est de Cauchy (on utilisera cette notion que dans ce
paragraphe). De plus, pour tout I C R, I’ensemble des fonctions continues de I dans R, noté C°(I, R),
est un espace de Banach. Donc la suite (F},) converge vers une limite. On en déduit le lemme suivant :

Lemme 0.9. Si (f,) est une suite de fonctions continues sur I telle que la série Y f, converge
normalement sur I, alors il existe F € CO(I,R) telle que F, := Y v_o fr converge uniformément vers
F sur 1.

On écrit généralement la limite F' comme étant

— 0.

n—oo

F(x):= Z fn(x), dans le sens
n=0

N
re g (3]

Tous les théorémes précédents s’appliquent. On a par exemple :

b b
Si ) fu CVN, alors /an:Z/ fn.

o0
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Si> faet > fr CVN alors Y f = (Z fn> .
A retenir

— Convergence normale = Convergence uniforme = Convergence simple
(CVN = CVU = CVS). Les réciproques sont fausses.

— Si convergence uniforme, alors on peut permuter limite et intégrale.

— Convergence uniforme des dérivées = Convergence uniforme, et on peut permuter limite et
dérivation.




CHAPITRE 1

SERIES ENTIERES

Les séries entiéres forment une famille de fonctions qui ont de bonnes propriétés :

— Elles peuvent étre représentées facilement (intérét numérique) ;

— Elles sont stables par addition, soustraction, multiplication et méme division ;

— Elles sont C*°, et sont stables par dérivation/intégration.
Les séries entieres peuvent étre vues comme une extension de la famille des polyndémes : ce sont en
quelque sorte des polyndmes de degré infini...

1.1 Rayon de convergence

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 (Série Entieres). Soit (an)nen € CN une suite compleze. La série enticére de terme
générale ay, est la série (formelle)

o0
g anz", notée aussi g anz"  ou E anz".
n=0 n

Pour le moment, tout est formel! La variable z est une variable muette. C’est a rapprocher des
polynémes P(X) € R[X], ou la variable X est formelle.

On aimerait donner un sens a cette série, et parler de la fonction S : C — C définie par

o
S(z) = Z anz".
n=0
Pour cela, il faut que la série soit convergente. On note

C = {r >0, lasérie Zanr” converge} et #:= {r >0, lasuite (apr™) est bornée}.
n

On a toujours 0 € ¥ et 0 € A, donc ces ensembles sont non vides. On pose
Ry :=sup% €[0,0], et Rg:=supZB € [0,00].

Si la série > a,r™ converge, alors son terme général a,r"™ converge vers 0, et en particulier est une
suite bornée. Ainsi, € C 4, et donc Ry < Ry. Le théoreme d’Abel affirme qu’on a, en fait, égalité.
Dans la suite, on note B(r) le disque complexe ouvert de rayon r, ¢’est a dire B(r) := {z € C, |z| <r}.
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Théoréme 1.2 : Théoréme d’Abel!

On a R%' = Rg.
Plus précisément, si 79 > 0 est tel que la suite a,r{ est bornée, alors, pour tout z € B(rg), la
série ) anz" converge (absolument).

Définition 1.3 (Rayon de convergence). Le rayon de convergence de la série entiére > anz" est
le nombre commun R := Ry = Ry € [0, 00].
Le disque (ouvert) de convergence est l’ensemble B(R) C C.

Preuve du théoréme d’Abel. On a déja vu que Ry < Rg. Montrons 'autre inégalité Rz < Ry. Soit
ro € A, de sorte que la suite (a,ry) est bornée, et soit M un majorant de (a,rg). Pour z € B(rg), on
pose a :=|z|/rg. Ona 0 < a <1, et

- - 12[\" - M
n __ n| [ 1= n __
E lan| - |2]" = g |anr0|<ro> §ME a =g <o

Pour la derniére égalité, on a reconnu la série géométrique de raison av < 1. Ainsi, la série > a, 2" est
(absolument) convergente. En particulier, |z| € €. Ceci étant vrai pour tout z € B(rg), on en déduit
que [0,79) C €. En prenant le sup, on obtient 7y < Ry.

On a montré que pour tout ro € %A, on a rg < Rg. Autrement dit, R¢ est un majorant de 4. Le sup
R4 étant le plus petit des majorants, on a bien Rp < Ry. ]

En pratique, il est beaucoup plus facile de montrer qu’'une suite est bornée (ensemble %), que de
montrer qu'une série converge (ensemble %).
[ Exercice 1.4 }

Soit (ay) et (b,) deux suites telles que a,, = b,, pour tout n > N. Montrer que Y _ a,z" et >_ b, 2" ont le
méme rayon de convergence.

En reprenant les étapes de la preuve, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.5. Les ensembles € et & sont des intervalles.
— Si B = {0}, alors € = B ={0};
— St B=1[0,R), alors € = A =1[0,R);
— Si B =10,R], alors € = [0, R) ou bien € = [0, R] ;
— Si B =R", alors € = B =RT.

D’apres la démonstration du théoréeme d’Abel, la suite |a,| - |2 peut étre majorée par une suite
géométrique de raison strictement plus petite que 1. On obtient le lemme utile suivant.

Lemme 1.6. Pour tout z € B(R), il existe M >0 et a < 1 tel que |ay,|- |z|" < Ma".

Démonstration. Puisque |z| < R, on peut trouver ry tel que |z| < 19 < R. On applique ensuite la
démonstration du Théoreme d’Abel. O

On a vu que si z € B(R), alors la série ) a,2" converge.
Si |z| = R (cercle critique), on ne sait pas si la série > a,2" converge, ni si la suite a,2" est bornée.
L’étude du comportement des séries entieres sur le cercle critique fera I'objet de la fin de ce chapitre.
En revanche, si |z| > R, la suite (a,2") n’est pas bornée (par définition de R = Rg), donc la série
> anz™ diverge grossiérement.

Exemples 1.7. Quelques exemples importants.

1. Niels Henrik Abel, mathématicien norvégien, 1802-1829
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La sénie est divergente a

I'extérieur du disque <9
-

sur le bord
/ tout est possible

La série est absolument
convergente a l'intérieny
du disque

(i) an, = 1. On pose Si(r) := >, ™. La suite ™ est bornée ssi r < 1. Donc # = [0,1] et R =
sup % = 1. De plus, en R =1, la série ), 1 diverge, donc 1 ¢ €, et € = [0,1).

(ii) an = # On pose So(r) := 3. 41", La suite ;—Z est bornée ssir < 1. Donc # =[0,1] et R =1.

n n2
De plus, la série Yy, 25 converge, donc € = [0,1].

(iii) a, = % Pour tout r > 0, la suite % tend vers 0, donc est bornée. Donc 8 = R, puis R = oo
et € = R*. (Ce sera bientot la fonction exponentielle).

(iv) an = nl. alors pour tout r > 0, la suite nlr"™ diverge, donc B = {0}. On en déduit R = 0 et
¢ = {0}.

A retenir

- { A retenir \
— On associe & une série enti¢re un rayon de convergence R € R™ U {co}.
— Le cercle complexe {|z| = R} sépare le plan complexe en deux régions : si |z| < R,lasérie ) a,z"
converge absolument, et si |z| > R, la série diverge grossierement (la suite a, 2™ diverge).
— Tout peut arriver sur le cercle critique {|z| = R}.
— Pour déterminer le rayon de convergence R, il est toujours plus facile de travailler avec & qu’avec
% (avec des suites bornées plutét qu’avec des suites convergentes).

1.1.2 Comparaison de rayons de convergence

Soit Y anz™ et Y b,z" deux séries entieres, et soit R, € [0,00] et R, € [0,00] leur rayon de
convergence respectif.

Lemme 1.8. Si |ay| = O(|by|), c’est a dire s’il existe C > 0 tel que |a,| < C|by|, alors Rq > Ry. Si
lan| ~ |bn|, alors Rq, = Ry.

Démonstration. Soit r € %y. Par définition de %y, la suite (b,r™) est bornée : il existe M > 0 telle
que |b,r"| < M. On a alors

|ant™| = lan| - [r|" < Clbn| - [r]" < CM,

et on en déduit que la suite (a,7™) est bornée aussi. Ainsi r € %,. Ceci étant vrai pour tout r € %y,
on a B, C %,, et enfin, en prenant le sup, Ry < R,. O

On retiendra que plus (a,) converge vite vers 0, plus le rayon de convergence est grand.
En fait, on a beaucoup beaucoup mieux!
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Théoréme 1.9

Soit s € R. Si a,, < n®b,, alors R, > Rp. En particulier

o o
E anz" et g nanz"

ont le méme rayon de convergence.

Démonstration. Soit r < Rjp. D’apres le Lemme 1.6, il existe M > 0et 0 < a < 1 tel que |b,r"| < Ma™.

On en déduit que
lanr™| < n|bpr™| < n*Ma™.

La suite (n®Ma'™) tend vers 0, donc est bornée. Ainsi, la suite (a,7™) est aussi bornée, et donc r € %,.
Cela montre que [0, Rp) C HB,, et on en déduit Ry < R,.

Pour le deuxiéme point, on pose b, = na,. On a alors a,, < b, < na,, et on applique le Lemme deux
fois pour en déduire que R, < Rp < R,, puis finalement que R, = Rj. O

Remarque 1.10. On peut faire le méme raisonnement pour |an| < |cn| - |bn| 0ot (cn) est une suite
telle que pour tout 0 < a < 1, cp,a™ — 0.

Exercice 1.11 | .

J

Calculer le rayon de convergence de > ° | ayz, dans les cas suivants :
— a, est la n-iéme décimale de 7; (on pourra remarquer que 0 < a,, <9).
— a, est le nombre de diviseur de n; (on pourra remarquer que 1 < a, < n).
— ap = (71)”2 arctan(n)n2020 ;

A retenir

— Plus la suite a,, converge vite vers 0, plus son rayon de convergence est grand.
— Si a, = 0 a partir d’un certain rang, alors R = co (c’est un polynome!).
— Les séries entieres »_ a,z™ et > na,z" ont le méme rayon de convergence.

1.1.3 Calcul de rayon de convergence

On se donne maintenant des regles de calculs pour calculer efficacement le rayon de convergence.

Lemme 1.12 (Critére de D’Alembert !). Si % — (R, alors R = 1.

Lemme 1.13 (Critére de Cauchy ?). Si |a,|'/™ — ¢, alors R = 1/X.

Dans les deux cas, on pourra penser a la série Y2 "z =Y > (fx)™, qui ne converge que si |[{z| < 1.
On rappelle que si une suite vérifie le critere de d’Alembert, alors elle vérifie aussi le critére de
Cauchy (voir Lemme ci-dessous). On pourrait donc se contenter du critére de Cauchy.

Démonstration. Pour le critére de d’Alembert, on écrit que pour tout r > 0, on a

|an1 |+ _ ant|

|an|r™ B |an| n—oo

fr.

1. Jean Le Rond D’Alembert, scientifique frangais, 1717-1783
2. Augustin Louis Cauchy, mathématicien frangais, 1789-1857
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D’apres le critére classique de d’Alembert, la série |a,r"| converge si ¢r < 1, et diverge si {r > 1. On
en déduit R = 1/¢. Pour le critére de Cauchy, on écrit cette fois que

(lan|r™) ™ = Jan|Y"r —— £r,
n—oo

De nouveau, d’apres le critére classique de Cauchy, la série |a,r"| converge si ¢r < 1, et diverge si
fr>1,donc R=1/¢. O

Suivant les suites qu’on a, il est parfois plus simple de travailler avec le critere de d’Alembert que
celui de Cauchy. On fera attention cependant aux suites qui peuvent s’annuler : on ne pas utiliser
le critere de d’Alembert si a, s’annule! On peut tenter de traiter ces termes séparément.

Lemme 1.14 (Rappel : d’Alembert = Cauchy).

Si (up) est une suite telle que % — £, avec £ > 0. alors |u,|"/™ — £ aussi.

Démonstration. On remarque que

||

| = [n] .|“"*1|...@., |

|tn—1| =
[un—1| |un—2|  |uo

|un| =
| n—1|

En passant au log et en divisant par n, on obtient

1 1 n
—log(|uy|) = — (log ( [ > 4+ -+ log (|u1|> +log(|u0])> .
n n |tn—1] |uol

|n]

La suite 10g(|un,1|) converge vers log(¢) (continuité du log), donc d’apres le théoréeme de Cesaro,

%log |un| converge aussi vers log(¢). En passant a Iexponentielle, qui est aussi une fonction continue,

’Un

on obtient que |u, converge vers {. O

1.2 Opérations sur les séries entieres

On étudie maintenant les opérations de base pour les séries entieres.

Changement d’indices Soit S,(z) := >~ ; a,z" une série entiére de rayon de convergence R, > 0,
et soit by, := ap41. La série Sp(z) := ZZO:O b, 2" a pour rayon de convergence R, = R,. En fait, on a

oo oo oo
z Z 12" | = Z an+1z”+l = Z anz" = Su(2) — ap.
n=0 n=0 n=1

Donc z5(z) = Sa(z) — ap.
Décaler une série entiere, c’est la multiplier par z.

Multiplication par un scalaire Si b, = A\a,, alors S, et Sp ont le méme rayon de convergence, et
Sp = AS,.

La somme Sic, = a, + b,, alors la série entiere S. := ZZOZO cpz2™ a pour rayon de convergence
R. > min{R,, Ry}, et on a S. = S, + Sp. En effet, si |z| < min{R,, Ry}, alors z € B(R,) N B(Ry) est
dans le disque de convergence de S, et de Sy, et, comme toutes les séries sont convergentes, on peut

écrire
o0

o0 (o)
Z(an +by)z2" = Z anz" + Z bp2".
n=0 n=0

n=0
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Le produit Soit Y 2 janz™ et Y 2 byaz™ deux séries entiéres et soit

n
Cp 1= E arbp_k.
k=0

Alors la série entiere ) cp,z™ vérifie R, > min{R,, Ry}, et pour tout |z| < min{R,, Ry}, on a

icnz” = < 3 anz"> (i bnz”> .
n=0 n=0 n=0

La démonstration de ce résultat est hors programme.

Dilatation Soit b, = a™a,, pour un certain a > 0. Alors S a pour rayon de convergence Ry, := R, /«,
et on a Sp(z) = Sy(az). En effet, on a

Sp(z) = i bp2" = i aay 2"t = ian(az)”.
n=0 n=0 n=0

La derniére somme (donc les autres aussi) est convergente si |az| < R,, donc si |z] < R,/a.

Rotation Soit b, = e "q,, pour un certain # € R. Alors S, a pour rayon de convergence Ry = R,
et on a Sy(z) = S, (e712). La fonction Sy représente la fonction S, tournée d’'un angle 6.

Remarque : L’axe réel ne joue aucun role particulier dans les séries entiéres.

1.3 Fonctions développables en séries entieres

Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Dans cette section, on étudie la fonction

(@)
Sz Zanz”.
n=0

D’apres ce qu’on a vu précédemment, S est bien définie sur B(R) C C. Dans ce cours, on s’intéressera
principalement & ce qui se passe sur R : S est bien définie sur l'intervalle ouvert (—R, R).

1.3.1 Définitions et propriétés

Théoréme 1.15 : Les séries entiéres sont C°

La fonction S(-) est C* sur (—R, R). Toutes ses dérivées sont des séries entieres de rayon de
convergence R, et

Vx € (—R, R), S'(z) = Zannxnfl = Z(n + Dap+12".
n=1 n=0

Démonstration. Soit xo € (—R, R). Montrons que S(-) est C* en xy. Soit ro tel que |zo| < ro < R.
On pose fp(z) := apz™, et on a

sup | fn()| = lan| - |rol™.
z€[—70,70]
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Comme 0 < rg < R, la série de droite est~convergente3. Donc la série ) f,, converge normalement sur
[—70,70]. D’apres le Lemme 0.9, il existe S continue sur [—70, o] telle que ) f,, converge uniformément
(et donc simplement) vers S. Par unicité de la limite, on a S(x) = S(x) pour tout = € [—rg, ). Donc
S(-) est continue sur [—ro, ro]. En particulier, S(-) est continue en xy.

Montrons maintenant que S est dérivable en 9. On a f/(z) = na,z" . D’aprés le Lemme 1.9, la
série entiere Y (n + 1)ap412™ a pour rayon de convergence R. En raisonnant comme précédemment,
cela montre que la série ), f} converge normalement sur [—rg, o). D’apres le Lemme 0.6, on en déduit
que S est dérivable sur (—rg, ), et que

S'(x) = (Z fn> (x) = Zf;l(x) = Znanxnfl.
n=0 n=0 n=0

Enfin, comme S’ est une série entiere de rayon de convergence R, on S’ est dérivable d’apres ce
qu’on vient de démontrer, donc S est 2 fois dérivable. En raisonnant par récurrence, on obtient que S
est de classe C™°. O

Par récurrence, on voit que la dérivée k-éme de S est une série entiere de rayon de convergence R,

et que

Vo € (-R,R), SP(x)=> ammn—1)---(n—k+1)z""
n==k

B s n! b s (n+ k)
_g“"(n—k)!x _7;“"““ nl 0

On se pose maintenant la question inverse : étant donné une fonction f, est-ce que f peut s’écrire
comme une série entiere ?

Définition 1.16 (Développement en série entiere). Soit I un intervalle ouvert contenant 0, et soit
f:I—R. On dit que f est développable en série entiere au voisinage de 0 s’il existe une série entiére
> apz" de rayon R >0, et un nombre 0 < p < R tel que (—p,p) C I et

Vo (—pp)  f@) = an”
n=0

Si f est développable en série entiere, alors d’apres le Théoreme 1.15, f est une fonction C*° sur
(_P ) P), et

> n+k)
Vo € (_pa p)v f(k)(x) = Zan-‘rk(n')m .
n=0 ’

En évaluant en z = 0, tous les termes de droite s’annulent sauf celui pour n = 0. On obtient que si f
est développable en séries entiere, alors nécessairement,

f™(0)

n!

Vk € N, f(k) (0) := agk! que l'on écrit sous la forme |[Vn €N, a, =

Autrement dit, si f est développable en série entiere, alors forcément la suite a,, est unique, et donnée

. . (n) fo - .
par la formule explicite a, := fT(O). On définit la série entiere Sy par

> £(n)
St(z) == Z f (O)Z".
n=0

n!

3. On ne peut pas prendre directement rq = R, car la série Y |a,|R" peut diverger. C’est pourquoi nous considérons
le rayon intermédiaire ro < R.
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Dire que f est développable en série entiere, c’est dire que f(z) = S¢(z) sur un voisinage de x = 0.
[ Exercice 1.17 } .
Soit f : R — R définie par
e 2 si x>0,
flx) = { :

0 sio <0’

Montrer que f est C* et que f(™(0) = 0. En déduire que f n’est pas développable en série enticre.

Exercice 1.18 } .

Montrer que les polynémes sont développables en série entiere, avec p = R = oo.

1.3.2 Arbre de décision des séries entiéres

Soit I C R un intervalle ouvert contenant 0, et f : I — C une fonction. Pour savoir si f est
développable en série entiere, on répond aux trois questions suivantes :

Question 1 : Est-ce que f est C*° localement autour de 07
e NON : f n’est pas DSE.

e OUI : on continue. On pose

> £(n)
St(x) := Z f nl(o)x”
n=0 :

Soit R le rayon de convergence de S.

Question 2 : Est-ce que R >07
e NON : f n’est pas DSE.
e OUI : on continue.

Question 3 : Est-ce qu'il existe 0 < p < R tel que f(x) = S¢(x) pour tout x € (—p,p)?
e NON : f n’est pas DSE.
e OUI : f est DSE.
1.3.3 Développement de Taylor
Si f est développable en série entiere, son développement peut étre vu comme une série de Taylor in-

finie. Cela nous permet d’avoir des critéres pour savoir si une fonction est développable en série entiere.

On rappelle le théoréme de Taylor .

Théoréme 1.19 : Développement de Taylor

Si f est C* sur (—p, p), alors pour tout N € N et pour tout = € (—p, p), on a

ZN+1
N!

N #(n)
f(ﬂf)zzf (O)x”+RN(:c), avec Ry(z) =

n!

/ 1(1 — )N FNHD () de.
0

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.20. Soit p > 0 tel que la suite des restes (Ry) converge simplement vers 0 sur (—p, p).
Alors f est développable en série entiére.

4. Brook Taylor, mathématicien anglais, 1685-1731
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(n)
Démonstration. On pose fy(z) := 27]:;0 ! n!(O)

simplement vers f sur [—p, p|. Autrement dit,

™. Les hypothéses du Lemme montre que fn converge

> £(n)
vee (- f@) =S W 5.

n!
n=0

En particulier, la série entiere S¢(z) est bien définie pour tout = € (—p, p), donc son rayon de conver-
gence vérifie R > p. De plus, on a bien S¢(x) = f(x) pour tout = € (—p, p). O

[ Exercice 1.21 |

J
Soit K := [—p, p], et soit f € C°(K,R) telle qu’il existe A > 0 avec

1F ™ loe < nlA™

Montrer que f est développable en série entiere sur (—a,a), avec a = min{p, A=1}.

1.4 Quelques exemples

1.4.1 La fonction exponentielle

Définition 1.22. On définit la fonction exponentielle

l,n

e’ = E — (rayon de convergence R = c0).
n!

n=0

Lemme 1.23. La fonction € est de classe C™. Elle est (l'unique) solution de l’équation f' = f et
f(0) = 1. Elle vérifie e*¥ = e eV.

Démonstration. On pose f(z) = e” pour cette preuve. Par définition, I’exponentielle est développable
en série entiere. On a déja démontré que R = oco. D’apres le Théoreme 1.15, elle est C°° sur R. Toujours
d’apres le Théoreme 1.15, sa dérivée est

, SR SR
f(x)znz_:oml)!l’ :nz_:n!l’ = f(x).

De plus, on a f/(0) = 1. Le fait que cette solution est unique vient du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Voici cependant une preuve directe. Soit g une autre fonction telle que ¢'(z) = g(z). On introduit la
fonction A(z) telle que g(z) = A(z) f(x). En dérivant, on obtient

g'(x) = N(2)f(2) + Ax)f'(x), donc g(z) = N(x)f(z)+ Ax)f(x), etenfin N(z)=0.

Ainsi, A est une fonction constante, et g est un multiple de f. Si g(0) = f(0) =1,ona A =1,et f =g,
ce qui montre I'unicité.
Montrons maintenant que f(x +y) = f(x)f(y). Soit y € R fixé, on pose

_ f@)fy)
glo) = fle+y)

En dérivant on obtient

fle+y) f'(@)fy) = fx+y)f(@)fy)
fAr+y)

car f' = f. Donc la fonction g est constante, avec g(0) = 1. On en déduit que f(z)f(y) = f(x +y).
Remarque : On peut aussi utiliser la définition du produit de séries entieres. O

=0

g'(x) =
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1.4.2 Les fonctions trigonométriques.
On a 1
cos(z) = 5 (e +e77).

On en déduit

et le rayon de convergence est infini. On remarque que si n est impair, la parenthese vaut 0. Il ne reste
donc que les termes avec n pair. La somme se simplifie en

© k
-1
cos(z) = g ( Zk)' z?k, (rayon de convergence R = 00).
k=0 (2k)!
Pour la fonction sinus, on peut faire le méme raisonnement, ou simplement utiliser que sin = — cos’.
On obtient
(=1
sin(z) = E e A (rayon de convergence R = 00).
|
— (2k +1)!

On peut aussi faire le développement des fonctions hyperboliques cosh(x) et sinh(z) respectivement
définies par

cosh(zx) := % (e +e™) et sinh(z):=< (" —e7).

On peut soit raisonner comme avant, soit remarquer que cosh(z) = cos(iz) et sinh(z) = sin(iz) (on
rappelle que les séries entieres sont bien définies sur tout le plan complexe). On obtient

oo o0
_ Lok : _ L ok _
cosh(z) = kz_o (2k)!x , sinh(z) = kz_o mx , (rayon de convergence R = 00).

1.4.3 Fractions rationelles

P(x)
Q(x)

des polyndémes. Une telle fonction peut se décomposer en éléments simples. Comme nous travaillons

dans le corps C qui est scindé, les éléments simples sont les fonctions de type oy

On rappelle qu’une fraction rationnelle est une fonction de la forme f(z) = ou P et @ sont

On commence par regarder ce qui se passe pour p = 1, c’est a dire pour la fonction (xia).

Lemme 1.24. Pour tout |x| < 1, on a

1 o0
] = E x". (rayon de convergence R =1).
-z
n=0

Démonstration. Pour tout N € N, et pour tout x # 1, on a la série géométrique

) N l_xNJrl
I+zx+a+---+2" = -

N+1

Si |z| < 1, alors x — 0 lorsque N — oo. Cela montre que la somme est de gauche est convergente.

Donc

> 1
Viz| <1 "= )
x| < 1, ;)x —

Comme la somme diverge en z =1, on a R = 1. O
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On en déduit facilement le développement de tous les x—ia En effet, on a

1 -1 1 _—1°°(x)n
x—a_al—ﬁ_a al ’

et le rayon de convergence est R = a.

Remarque 1.25. De maniére surprenante, la fonction T2 est C*° sur tout R, mais son dévelop-

+ 22
pement n’est défini que sur (—1,1). C’est étonnant, car les points x = + 1 ne semblent jouer aucun
role particulier pour cette fonction... C’est en regardant ce qui se passe dans les nombres complexes

qu’on voit que cette fonction a des poles en z = +i, et donc que R =1.

Une fois qu’on a la formule pour p = 1, on peut dériver la formule et avoir celle pour p = 2. En
dérivant la formule du Lemma 1.24, on obtient par exemple

o0

1
e = Z(n + 1)z". (rayon de convergence R = 1).
n=0

En dérivant de nouveau la relation, on peut calculer le développement en série entiere de (1 — )3, et,
par récurrence, celui de (1 — x)P, mais cela n’est pas trés intéressant en pratique.

1.4.4 Logarithme

En intégrant la relation pour 1=, et en utilisant le fait que log(1) = 0, on trouve (Attention aux
2 signes moins)
0 ot
—log(l —x) = _— rayon de convergence R = 1).
g(1 —2) 7;) | Oay g )

[ Exercice 1.26 J

Montrer que

1og1—m 1
1 —» Zan avec Hn::1+7+...+5_

1.4.5 Arctan

Pour tout x < 1, on a |2?| < 1, donc, en utilisant le Lemme 1.24, on a

1 2
1+a2 Z(—x )
n=0
En intégrant, on obtient
o0 2n+1
arctan(z) = Z(—l)”L, (rayon de convergence R = 1).
o 2n+1

Remarque 1.27. Comme R =1, on peut appliquer cette égalité pour tout |x| < 1, mais pas en x = 1.

Supposons qu’on peut (on le montrera dans la suite du cours), alors on aurait, avec arctan(l) = %,
1 1 1
1:7;)271—1—1:1_34_5_7—’—.” (formule de Leibniz).

Cette formule est assez inefficace pour calculer w cependant. Si on note L(N) := 422[:0 %, on a
(le chiffres en rouge sont les chiffres corrects)

L(10) = 3.04, L(100) = 3.131, L(1000) = 3.1406, L(10000) = 3.14149.
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1.4.6 Fonction puissance (1 + z)°.
Soit f(x) := (1 +2)* On a f'(z) = a(1 4+ 2)*" !, donc
M@y =ala—=1)---(a—n+1)1+2)*", pus fP0)=ala—1)--(a—n+1).

On introduit la fonction

(o)
1 o
_ = g(n) _
St(x) —Zana: , avec ap = n!f (0) <n>’
n=0
ol on a posé
a\  ala—1)---(a—n+1)
n) n!
Si a = N € N, on retrouve le coefficient binomiale (]X ) = n,(NLln),, avec la convention 0! = 1 et

M =0isn>N.
Calculons le rayon de convergence de Sy. Si o € N, la somme est finie, et le rayon de convergence est
R = oo (¢’est un polynéme). Sinon, on remarque que

ant1  ofa—1)---(a—n+1)(a—n) n! (a—n)

an (n+1)! a(a—l)'--(a—n—i—l): n+1

D’apres le critere de d’Alembert, le rayon de convergence est R = 1. Montrons maintenant que Sy = f
sur (—1,1). On propose deux méthodes.
Méthode 1. Pour commencer, on remarque que S¢(0) = 1. De plus, on a

(1 +2)Sh@) = (1+2) 3 2O ”(T'L“_(%!— ntl)

n=1

:a+z(aa—1 (a—m+a(a_1)(7;b.-_(?)!—n+1)>xn

:a+z afa—1) a_n+1)((a—n)+n)$"

On reconnait aS¢(z) dans la derniere ligne. Ainsi, Sy est solution de I’équation différentielle

(14 2)8%(z) = aS¢(z),
Sf(()) =1.
Une solution de cette équation est donnée par la fonction = +— (1 + z)®. Par unicité de la solution

(Cauchy-Lipschitz), on en déduit que S¢(z) = (1 +2)* = f(=).
Méthode 2. On montre que le reste intégrale de Taylor CVS vers 0 pour z € (—1,1). On a

.Z'N+1 1 N4+1
RN(x) = N / (1 — t)Nf(N+1)(t$)dt — W / (1 _ t)NaN_H(N + 1)!<1 + t:L‘)O‘_N_ldt
° 0 . 0
= an41(N + 1)z ! /1 Lot N(1+ta:)°‘*1dt
s o \I+tz :

Comme z € (—1,1), on a pour tout ¢t € [0,1] que 0 <1 —¢ <1+ ¢z, et donc 0 < <1l+ti;) < 1. Cela

donne la majoration

1
By (2)] < ansa| (N + 1)[z|¥+! / (1+ t2)*Ldt = vy.
0

=:Cy
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L’intégrale C, peut étre calculé explicitement, mais nous n’avons pas besoin de cette valeur dans la
suite. On remarquera juste que comme |z| < 1, I'intégrande est bien définie pour tout ¢ € [0, 1] (il
n’y a pas de singularités). Pour N > —q, la derniére puissance est négative, et comme |z| < 1, on a
(1+tz) N < (1 -tV

Montrons que la suite (vy) converge vers 0 en utilisant le critére de d’Alembert. On a, pour |z| < 1,

UN+1 _ lan o] (N +2) |z|V+2
on el (N +1) 2V

— |z < 1.

On en déduit que la série )\, vy converge. En particulier, la suite vy (et donc Ry(z)), converge vers
0. On peut donc appliquer le Lemme 1.20, et on a bien f = Sy sur (—1,1).

Ainsi, f est développable en série entiere sur (—1,1), et

o
(1+2)* = Z (a) ", (rayon de convergence R = 1).
n

n=0

Si a € N| la série s’arréte a partir d'un certain rang. Dans ce cas, c¢’est un polynoéme, et R = co.
Remarque 1.28. C’est une extension de la formule binomiale de Pascal.

Par exemple, dans le cas particulier o = —%, on calcule les coefficients qui apparaissent. En
factorisant les facteurs (—1/2), on obtient

G EC S EREC SR ICISRE NI

n n! T o n!
On simplifie le produit des nombres impairs apparaissant au numérateur de la facon suivante. On a

@n)!=1-2...20)=[1-3-5-...-(2n—1)]-[2-4---...-(2n)] = [1-3-5-...- (2n — 1)] 2"n),

()-S5 =500,

ce qui donne

et enfin

1.4.7 Fonction arcsin
En remplacant = par x2 dans la formule précédente, on obtient que pour tout = € (—1,1), on a

o)
V1—2x2 o 4\ n

En intégrant, on obtient

o)

1 /2 1
arcsin(z) = Z o < 7?) mx%“, (rayon de convergence R = 1).
n=0
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Remarque 1.29. De nouveau, on peut appliquer cette égalité pour tout |z| < 1, mais pas en x = 1.
Supposons qu’on peut, alors on aurait, avec arcsin(1l) = 7,

T i 1 /2n\ 1
2 L=4n\n )2n+1
n=0
Nous démontrons que ce type de formule est valide dans la section suivante.

Cette formule est trés inefficace pour calculer w. En notant A(N) := 227]:[:0 4%(2:)%, on a

A(10) = 2.78,  A(100) = 3.02, A(1000) = 3.105, A(10000) = ??

Le dernier calcul est quasiment impossible numériquement : il faudrait évaluer 4% (2:) pour n = 10000,
ce qui demande de retenir un trés grand nombre de chiffres significatifs (plus que ce que fait PYTHON ).

1.5 Comportement sur le cerle de convergence

1.5.1 Le théoréme d’Abel

Dans cette section, on répond partiellement a la question de ce qui se passe sur le complexe |z| = R.
Le théoréme principal est celui d’Abel (le deuxiéme Théoréeme d’Abel). Formellement, ce théoréme
dit :

Si z est sur cercle de convergence |z| = R, et est tel que S¢(z) converge, alors f(z) = Sf(2).

On met en garde tout de suite que la «réciproque» est fausse : ce n’est pas parce que f(z) existe
que f(z) = Sf(z). Par exemple, on a

f@) = e = Do)
n=0

Le rayon de convergence est R =1, f(1) = % existe, mais la série )7 ((—1)" n’est pas convergente.
Quitte & tourner la fonction (cf. la rotation d’une série entiére), on peut se contenter, sans perte
de généralité, de démontrer le théoréme d’Abel en z = R.

On rappelle que si on pose f(z) := Y .2, anx™ de rayon de convergence R > 0, alors f est par
définition définie sur (—R, R).

Théoréme 1.30 : Théoréme d’Abel

Soit f(z) := Y o7 a,z™ une série entiere de rayon de convergence 0 < R < oo. Si la série
> oo2 oy anR™ converge, alors f admet un prolongement par continuité en z = R, et

z— R~

lim f(z)= Z anR".
n=0

On commence par donner une preuve facile dans le cas ou les coefficients a, sont tous positifs.
Dans ce cas, en posant g, (z) := a,z”, on a sur [—R, R] que ||gnllcc = fn(R) = a,R". Donc

o [e%e]
Z gnlloo = Z anR"  converge.
n=0 n=0

La série ) g, est normalement convergente sur tout [—R, ] (comparer avec le Théoreme 1.15), donc
il existe une fonction f, continue sur [0, R] telle que f(z) = ), a,2". Par unicité de la limite pour
z € [0, R), on en déduit que f est le prolongement par continuité de f sur [0, R].
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Démonstration. On pose fy := Zﬁf;ol anz™. Le but est de montrer que la suite (fy) converge unifor-

mément vers f sur [0, R|. Cela montrera que f est continue au point x = R. On introduit le reste de
la suite

(e 9]
Sp = Z arRF,| de sorte que an,R™ =S, — Spi1.

Cette manipulation qui consiste a exprimer les termes d’une suite comme la différence de deux restes
de série s’appelle la transformation d’Abel. Soit 0 <z < R. On a

T 0= S = S (2= 5 6 (5) = 55 (55 s ()

n=

En changeant d’indices dans la premiére somme, on obtient

(=1 @ =sv(5)" +an+1(( )" - (3)"):

La suite a gauche converge simplement vers 0 si x < R. On veut montrer que la convergence est en
fait uniforme sur [0, R], ot on a posé f(R) := > a,R". Soit € > 0. On choisit N suffisamment grand
tel que |S,| < € pour tout n > N. Le premier terme est borné par €, et le second par

S s ()@= (G -G (™ -()) ==

Ceci montre que max,e(o g] Y ,>n @nZ" < 2¢, donc la série ) | a,x™ converge uniformément sur [0, RJ.
La limite correspondante est un prolongement par continuité de f sur (—R, R]. O

1.5.2 Applications : quelques jolies formules
Avec arcsin

On veut appliquer le théoréme d’Abel a la fonction arcsin. On commence par étudier la série

i(zﬁ) 1
<4 ot

n=

En utilisant ’équivalence n! ~ v/2mn (%)n, on obtient

112! 1 1vVam ()™ 1 1 11
2n+ 147 (n)2  2n4" 27n(n/e)?™  2n/m/n 27 n3/2

La série est donc sommable, et on peut appliquer le théoreme d’Abel. Comme on a arcsin(1) = §, on
en déduit la formule (inutile mais jolie)

*_ZZ 4n 2n+1

n=0n=0

Avec arctan

On commence par étudier la série
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C’est une série alternée dont le terme converge vers 0. Donc la série converge. On peut donc utiliser
le théoréme d’Abel. Avec le fait que arctan(1) = 7, on obtient

=2 =1- =2 :
2n + 1 3 (4n + 1)( 4n+3)
n=0 n:0

Pour la derniere égalité, on a regroupé les termes 2 par 2.

1
Remarque 1.31. On ne peut pas appliquer le théoréme d’Abel en v = —1, car la série Y -, 1
n
n’est pas convergente. En revanche, on a arctan(—1) = —7%.
Avec log
La série

3

—~

> &
—nTt 1
est alternée, avec un terme qui terme vers 0, donc converge. En appliquant le lemme d’Abel, on obtient

> 1

BN VPR S
log(2)—zn+1—1—§+§_‘”_;(2n+1)(2n+2)'

Zx-&l%-\
Zx[LX—I

e E(??_.i(z:x n s z.x(u—lh

FIGURE 1.1 — Mais alors, ou est 'erreur ? The Simpsons, Sky Police, March 2015.



CHAPITRE 2

SERIES DE FOURIER

2.1 Introduction

Soit E7 I’ensemble des fonctions continues et 1" périodiques : f(z+T') = f(z). Sur E7, on introduit
un produit scalaire (en fait hermitien : linéaire & droite, antilinéaire & gauche)

Ti
VigeEr,  (f.g) = /0 F@)g(x)de

et on note || f||2 la norme associée || f|2 := fOT |f|*(x)dx. Pour n € Z, on pose

On a bien e, (-) continue, et e,(z + T) = e,(x), donc e, € Ep. De plus, on a, pour tout n,m € Z,

1 (T .
<en,em> — T/ e*l%nl‘elfmmdx — / m n xdx
0

Si n = m, alors on trouve |le,||?> = 1, et si n # m, on trouve

1 T(m—n _
iP5 (m — n)] 0 ~ 2n(m — n) <62 - 1) =0. (2.1)

Autrement dit, la famille (e,),cz est une famille orthonormale pour le produit hermitien (-, -).
Malheureusement, cette famille est infinie, et nous n’avons pas le droit de dire que c’est une base de !
Er (ca le serait si E7 = Vect{e,}). On pose donc

H := Vect{e,}.

Identifier ’espace H est malheureusement hors du cadre de ce cours. On D'appelle 'espace H =
L?([0,T]). Pour le définir proprement, il faut connaitre la théorie de la mesure et les intégrales de
Lebesgue... Mais sans rentrer dans ces subtilités, on a

T
H =~ {f T-périodiques, I £113 := / |f1?(z)dz < oo} :
0

1. L’ensemble Er n’est pas bien défini, car l'intégrale n’est pas toujours bien définie (intégrale de Lebesgue versus
intégrale de Riemann)...
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Soit f € H. Comme (e,) est une base de H, on peut décomposer f dans cette base, et il existe
des coefficients complexes ¢, (f) € C tel que

= Z cn(f)en
nez

En prenant le produit scalaire de cette identité avec e,,, on obtient par linéarité

<€m,f <€mazcn n> = ch(f) <em;€n> :Cm(f)

nez neL

5” m

Le coefficient ¢, (f) est donc explicite. Il s’appelle le n-éme coefficient de Fourier, et vaut

en(f) = (en, f) \/>/ ﬂfmf (x)dx (coefficient de Fourier)

Nous pouvons maintenant énoncer les trois grands résultats de ce chapitre. Pour commencer, on
a, formellement, pour tout f € H,

f= Z en(f)en. (Théoréme d’inversion de Fourier).
nez

Par ailleurs, en prenant le produit scalaire de f avec lui-méme, on obtient par bilinéarité (linéaire a
droite, anti-linéaire a gauche) que

IFI3={f. )= <ch en,zcm(f)em>— > ealfem(f) em,en = lealf)

nez meZ n,meZ 6 nez
nm

Nous avons montré que pour tout f € H, on a

1£15 =" leal(f)*.| (Identité de Parseval).
neZ

Cette identité peut-étre vue comme une généralisation du théoréeme de Pythagore. On en déduit en
particulier que

cn(f) —— 0| (Théoreme de Riemann-Lebesgue).
n—=+o0

Les trois derniers encadrés sont les grands résultats de ce chapitre.

A retenir

- - - J

— Ce chapitre est géométrique.
— Les grandes formules & connaitre sont faciles a retrouver.

Le but de ce chapitre est de justifier ces formules. En particulier, on aimerait justifier deux points :

— Que veut dire ), (dans quel sens a-t-on de la convergence) ?

— Comment comprendre le théoreme d’inversion de Fourier 7 Est-ce qu’il y a égalité «point par
point» 7 Autrement dit, pour quelle fonction f avons-nous

Vr € R, f(x) = ch(f)en(x) ?

neL
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2.2 Fonctions continues par morceaux

Afin d’énoncer nos théorémes dans un cadre trés général, nous travaillerons avec des fonctions
continues par morceauzx. En effet, la théorie de Fourier nécessite de définir des intégrales. Grace a la
théorie de Riemann, on sait définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux, mais on ne sait
pas (encore) définir I'intégrale d’une fonction qui n’est pas continue par morceaux...

2.2.1 Premiéres définitions

Définition 2.1 (Fonctions CP par morceaux). On dit qu’une fonction f est CP par morceaux sur un
intervalle [a,b] s’il existe une subdivision finie a = o9 < 1 < x2 < -+ < x, = b telle que :
— pour tout 1 < i < n, la fonction f restreinte a l'intervalle (ouvert) |x;—1,z;| est de classe CP ;
— la fonction f®) restreinte d |x;_1, ;] se prolonge par continuité sur Uintervalle (fermé) [x;, zi41].

On dit qu’une fonction est CP par morceaux sur tout R, si elle est CP par morceaux sur tout intervalle
[a,b] avec —oo0 < a < b < 0.

On peut vérifier que si f et g sont CP par morceaux, alors f+g et f-g sont aussi CP par morceaux.

Si f est une fonction CP par morceaux sur [a, b], 'intégrale de Riemann de f est définie comme

/: F6)dt = zn;/j_ F(6)dt.

La somme est finie, et les intégrales de droite sont bien définies car f est continue sur les intervalles
(xiu Ti+1 ) .

Exemples 2.2.
— La fonction définie sur [0,1] par

1 1 1
0)=0, et r)=—, s xE , —
FO=0. @ f)=1. (3]
n’est pas continue par morceaux : elle a un nombre infini de discontinuités.
— La fonction définie par f(x) = \/|z| est continue, mais pas C' par morceaus : sa restriction a
R™ est dérivable, avec f'(z) = ﬁ, qui ne se prolonge pas en 0 par continuité.

Définition 2.3 (Condition du milieu). Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaur. On
dit que f vérifie la condition du milieu si, pour tout a € (a,b), on a

1

Vo € (ab),  fo) =3 [f@)+ f=T)].

FIGURE 2.1 — Une fonction continue par morceaux qui vérifie la condition du milieu.
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Dans la suite, on note C3. (resp. C%.) I'ensemble des fonctions continues (resp. de classe C?) qui
sont T-périodiques :

CL:={feCP(R,C), VzeR, f(z+T)=f(T)}

et C%m (resp. C%m) I'ensemble des fonctions continues par morceauz (resp. CP par morceaux), qui
sont périodiques, et qui vérifient la condition du milieu.

On a Cgﬂ C Ch et C’gﬁi = C%m et Ch. C C’%m. Tous ces espaces sont inclus dans C%m (qui est
donc le plus gros espace dans lequel on travaillera).

2.2.2 Un produit scalaire

On définit sur C%, la forme sesqui-linéaire

Ti
V8.9 € Chy ()= [ Flolgla)da. (22)
0
Comme on intégre des fonctions périodiques, on préfere parfois centrer 'intégrale en 0, et écrire
T/2
()= | Folgla)da.
—T/2

Théoréme 2.4 : La norme L2

La forme (2.2) est un produit hermitien sur C’%m. En particulier, (f, f) =0 ssi f =0.
La norme associée, notée || f||3 := (f, f) s’appelle la norme L2.

Démonstration. Vérifions juste que ||f|l2 = 0 implique f = 0 (le reste est facile & démontrer). Si
fe C%m a pour points de discontinuité 0 = xg < 29 < --- < x, = T, alors

T n x; X4
1713 = / A=Y / FR(®)dt, dome ¥1<i<n, / FP()dt = 0.
0 i=1 Y Ti-1 Ti—1

Comme f est continue sur (z;_1,;), on en déduit que f = 0 sur tous les intervalles ouverts (z;_1,x;).
En particulier, on a, avec la condition du milieu

fla) = 5 () + f) = 50+0) =0,

donc f s’annule aussi aux points de discontinuité x;. Cela montre que f = 0 partout. ]

2.2.3 Coefficients de Fourier

Pour k € Z, on introduit, comme dans 'introduction, la fonction ey(x) définie par

1 i%’rkx

ep(x) :== \/Te

Cette fonction est C° (dans le sens ou sa partie réelle et sa partie imaginaire sont C*), et T-
périodique : ex(x + T) = ex(z). Donc ey € C° C C2, .

Théoréme 2.5

La famille (eg)gez est orthonormale pour ce produit scalaire.
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Démonstration. C’est ce que nous avons montré en (2.1). O

Définition 2.6 (coefficients de Fourier). Pour f € C’%
coefficient de Fourier de f défini par

et pour k € Z, on note ci(f) € C le k-éme

m’

= (e _ b ' z)e iFkeqy
(1) = (exnf) = = [ e Fhoae

Remarque 2.7. Il y a beaucoup de conventions de normalisation différentes pour les coefficients de
Fourier. Ici, on travaille avec la base orthonormée (ey), ce qui fait apparaitre un 1/v/T devant
l'intégrale.

2.3 Polynomes trigonométriques

On commence par donner un cadre simple (en dimension finie), ou les deux résultats de I'introduc-
tion sont valides. Ce cas simple, et un argument de densité, nous permettra de déduire le théoréme
de Parseval dans C%m.

2.3.1 Définitions et théorémes

On commence par définir ’ensemble des polynémes trigonométriques.

Définition 2.8 (Polynomes trigonométriques). L’ensemble des polynomes trigonométriques de degré
au plus N est le C-espace vectoriel

Ty := Vect{e_n,e_Ni+1---eN—1,EN}.

Nous avons vu que la famille (ey) était libre (car elle est orthonormale), et comme il y a 2N + 1
indices entre —N et IV, Ty est un C-espace vectoriel de dimension 2N + 1.

Le cadre des polynémes trigonométriques (un ensemble de dimension finie) permet de prouver nos
«grands théorémes».

Théoréme 2.9 : Fourier et Parseval pour les polynémes trigonométriques

Pour tout V € N, et pour tout P € Ty, on a la décomposition explicite
N
P = Z ck(P)eg. (Théoreme d’inversion de Fourier).

k=—N

De plus, on a
N
P2, = Z |len(P) 2. (Identité de Parseval).
k=—N

Démonstration. Soit P € TVN. Par définition, il existe des coefficients ¢; € C tel que

N
P = Z CLEL-
k=—N

Notre but est de montrer que ¢, = ci(P) est le k-eme coefficient de Fourier. On répeéte les arguments
de l'introduction. En prenant le produit scalaire avec e,, on a (toutes les sommes sont finies ici!)

N

Cn(P) = <€TL7P> = Z Ck<en>ek> = Cn,

k=—N
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ce qui montre la premiere formule. Pour la seconde formule, on prend le produit scalaire de P avec
lui-méme, et on obtient

N N N

1PI7: = (P.P)= Y > @eelersed) = Y lenl
k

=—N/{=—N k=—N

2.3.2 Symétries

On trouvera souvent dans des libres les transformations en sinus et cosinus de fonctions. On
explique rapidement d’ou sortent les formules, mais on n’y reviendra pas.

Si on écrit el = cos(z) + isin(x), et qu'on utilise le fait que cos est paire et que sin est impaire,
on obtient la décomposition en sinus et cosinus de P, a savoir :

L P éak(P) cos (?m) +kZ:bk(P) sin (2;1{3;)]

P(x) Wi

ou on a posé
ag(P) := ck(P) + c_(P), et by(P) :=ick(P) —ic_i(P).

De manieére explicite, on a ax(P) = cx(P) + c_(P) = (e, P) + {e_, P) = (e} + e_g, P), et donc

ax(P) = \% /0 " cos <2T”kx> P(a)dz, ot bu(P) = \/ZT /0 " in <217f;m> P(z)da.

Lemme 2.10 (Symétries).

— Si f est une fonction paire : f(x) = f(—=z), alors bp(f) =0;

— Si f est une fonction impaire : f(x) = —f(x), alors ai(f) =0 et co(f) = 0.
2.3.3 Meilleur polynéme trigonométrique

Soit f € C’%m une fonction continue par morceaux périodique. Comme f n’est pas dans Ty, on
ne peut pas directement appliquer la théorie précédente. Cependant, on peut définir la projection
orthogonale de f sur Ty, notée Sy(f), par

N

Sn(f) =Y alflex  €Tn.

k=—N

Lemme 2.11. Le polynome trigonométrique Sn(f) est le meilleur polyndme qui approxime f pour la
norme || - ||2. C’est a dire :

VP € Ty, |f=Plly > 11f = Sn(f)l;-

Cette inégalité s’écrit aussi
4 2 4 2
vPeTy, [ I7-PEz [ If-swpP.
0 0

Démonstration. La fonction E(P) := fOT |f — PJ? est continue sur I'espace de dimension finie Ty, et
on a £(P) — oo lorsque || P||2 — oo, donc £ atteint son minimum sur Ty . Soit P* € Ty ce minimum.
Pour tout autre polynéme P € Ty et pour tout ¢ > 0 et 6 € [0, 27|, on a P* — te? P € Ty, donc

. 2
|£ =P +ee?P|| = 07— P
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En développant, on obtient
t2Re (e19<P,f - P*>) + 2| P2 > 0.

En divisant par ¢t > 0, et en prenant la limite ¢ — 0T, on trouve Re (ew(P, f- P*>) > 0, pour tout 6.
Cela implique (P, f — P*) = 0. On a donc prouvé

VP e Ty, (P, f—P*)=0.

C’est une propriété bien connue des projections : le reste f — P* est orthogonal au plan T sur lequel
on a projeté. En prenant P = e, on obtient

(ex, f) = (ex, P*) ce qui donne ¢ (f) = cx(P¥),

et on en déduit
n n

P =" (P = > al(f)er = Sn(f).

k=—n k=—n

2.3.4 Densité des polynémes trigonométriques dans C7,,, pour la norme L?

Nous montrons maintenant deux résultats importants :

— les polynémes trigonométrique sont denses dans CJQ (fonctions continues), pour la norme uni-
forme.

— les polynomes trigonométrique sont denses dans C%m, pour la norme L2

Remarque 2.12. Les polynémes trigonométrique ne sont pas "denses" dans C’%m pour la norme
9
uniforme, car la limite uniforme de fonctions continues doit étre continue.

Remarque 2.13. Les normes L (de la convergence uniforme) et L? ne sont pas équivalentes.
On a bien

1l < VT 1Iflls (2.3)

T T 2 T
I1f13 :/0 |f|2($)d$</o ( sup |f’(3)> do = Hf”go/o ldz =T |2

car

s€[0,T

mais il n'existe aucune constante o > 0 telle que || flloo < c||f|l2 pour tout f.

Le premier point est donné par le théoreme de Stone-Weierstrass (que 1’on admet pour commencer,
et que nous démontrerons plus tard, dans la section ?7). Dans le cas périodique, ce théoréme s’appelle
parfois le théoreme de Féjer.

Théoréme 2.14 (Stone-Weierstrass, Féjer). Les polynomes trigonométriques sont denses dans C’%
pour la norme uniforme. Autrement dit, pour tout f € C%, il existe une suite de polynomes Py € Ty
telle que
- P — 0.
IF ~ Pllog ——

Théoréme 2.15 (Densité des polyndmes trigonométriques dans C%m, pour la norme L?).
L’ensemble C% est dense dans C%m pour la norme L2.
Les polynomes trigonométriques sont denses dans C%m pour la norme L2.

Autrement dit, pour tout f € C’% il existe une suite de polynomes Py € Ty telle que

m’

|f = Pnll2 —— 0.
N—oo
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Démonstration. Soit f € C%m une fonction continue par morceaux, et soit 0 < x7 < ---z, < T ses
points de discontinuité dans [0,7). Soit € > 0. L’idée est de construire une fonction f. continue qui
«réparey les discontinuités.

Si z est & une distance plus grande que ¢ des points de discontinuité z;, on pose f.(x) := f(x).
Autour de chaque point z;, on pose

(x —x; +¢)
2e

Vo € (v, —e,xi+¢€), feo(x):=f(zi—¢e)+ (f(zit+e) = flzi—¢€)).

FIGURE 2.2 — Une fonction f discontinue, et la fonction f. (en rouge) continue.

Par construction, f. est continue, et comme f. — f = 0 loin des points x;, on a
n €
If = f-l3 = Z/ f = P (@i + 1)dt < n(2e)|[f = felloo < 1(28) (| flloo + I follos)? < m(28)4]| £112.
=17 "¢

On a utilisé que || fe|loo < ||f]lco dans la derniére inégalité (cf le dessin). On a donc bien || f — fell2 = 0
lorsque € — 0, ce qui montre le premier point.

Montrons maintenant la densité des polyndémes trigonométriques. Soit £ > 0, et soit f. € C% tel
que || f— fe]l2 < e. On applique le théoréme de Stone-Weierstrass & f., qui est continue. Il existe N € N
et Py € Ty tel que ||f: — Pnl|lco < €. Avec 'inégalité triangulaire, et I'inégalité (2.3), on obtient

If = Prll2 < If = fellz+ I fe = Pullz < e+ VTe = 1+ VT)e,

ce qui montre le résultat. ]

En utilisant le Lemme 2.11 et le Théoreme 2.15, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.16

Pour tout f € C%m, la suite Sy (f) € Ty converge vers f pour la norme 2 :

1F = Sw(Hlly == 0.

Démonstration. Soit Py € Ty une suite de polynémes qui converge vers f pour la norme Ly. Cette
suite existe d’apres le théoreme précédent. On a, avec le Lemme 2.11,

lf =Sn(f)ll2 < | f = Pnll2 ~— 0



2.4. PARSEVAL ET RIEMANN-LEBESGUE DANS C%. 33

2.4 Parseval et Riemann-Lebesgue dans C’%m

2.4.1 Les grands théorémes dans C7,,

Nous avons vu que l'identité de Parseval était vrai pour les polynémes trigonométriques. En utili-
sant le Théoréme (2.16), on peut étendre ce théoréme aux fonctions continues par morceaux.

Théoréme 2.17 : Parseval pour les fonctions continues par morceaux

Pour tout f € C’%m, on a

1F15 = leal£)I*.

ne”

Démonstration. On a, en développant,

1f = Sn(HIE = I£15 = 2(f, Sn(f)) +ISn 3 = =13 + 2(F. f = Sn () + I Swll3.

En réorganisant les termes, on obtient

ISv1I3 = LF13] < 214F, £ = Sn(OM + I1f = Sw(H)I13
2| 1f = Sx (Dl + 1 = S (7§ —— 0,

ol on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniere inégalité, et le fait que || f —Sn(f)|]2 — 0
d’apres le Théoreme 2.16. Ceci montre que

N
I£1 = Jim ISNOIP = Jim_ 3 fen(F = Klen(OF-

ne”L

O
En particulier, la série positive > |, (f)]?
On obtient le théoréme de Riemann-Lebesgue.

est convergente, donc la suite |c,(f)| converge vers 0.

Théoréme 2.18 : Riemann-Lebesgue pour les fonctions continues par morceaux

Pour tout f € C’%m, on a

T

cn(f) —— 0, ouencore lim f(t)ei%ﬂ"tdt =0.
n—+oo n—oo Jq

En prenant la partie réelle et imaginaire, et en généralisant le résultat a des fonctions continue sur
[a,b] (admis), on obtient que pour toute fonction f continue sur [a,b], on a

b b
/ f(t) cos(wt) mo, et / f(t) sin(wt) — 0.

2.4.2 Un exemple important

Soit fp la fonction impaire 1-périodique qui vaut 1 sur (0,1/2) (et —1 sur (—1/2,0)).

On calcule les coefficients de Fourier de fp. On a (on prend 7' = 1)
1/2 0

()= [ folt)e 2mmde = - /

. 2
6712n7rxdx + / e*l2’fL7T:de'
—-1/2 -1/2 0
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FIGURE 2.3 — Riemann-Lebesgue : La fonction f(x)cos(20 - x) (rouge) oscille fortement entre f et
— f. Son intégrale tend vers 0.

-2 ) 0 1 2
FIGURE 2.4 — La fonction f de notre exemple.

En faisant le changement de variable x — —x dans la premiere intégrale, on obtient

cos(2nmzx) 1/2 1
2nm

1/2 , , 1/2
cn(f) = /0 (e712nmr _ I20TT) Qg = —2i/0 sin(2nmz)de = 2i [

0 nimw

Tous les coefficients paires sont nuls, g, = 0, et les coefficients impaires sont cop41(f) = ﬁ
n im
Le théoreme de Parseval nous donne

R b SUNUIILE L) o S -
0 " (2n + 1)272 (2n +1)%272’

nez ne”L neN

On obtient la jolie formule

o0

Z;_ﬁ
(2n+1)2 8"

n=0

Par ailleurs, en séparant les termes paires et impaires dans la prochaine expression, on a

<1 <1 > 1 11 72 1 2
S=l a2l gyt i mr il et s TSty

2
On a donc %S = 5, et enfin, la fameuse formule

1 2
>

n=1
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2.4.3 Et le théoréme d’inversion de Fourier 7

Malheureusement, le théoréme d’inversion de Fourier est faux dans C% (et méme dans C3). Plus
exactement,

Il eziste une fonction continue f € CY tel que Sn(f)(0) est une suite divergente.

Le premier exemple d’une telle fonction f a été trouvée par du Bois Reymond 2. Pour cette fonction,
on a f(0) < oo, mais

S eu(fen(0) =00, done f(0) £ Y ealFlea(0)

nez neL

Il n’y a donc pas toujours de convergence simple (et, a fortiori, pas de convergence uniforme) de Sy (f)
vers f. On ne peut pas espérer avoir un «théoréme d’inversion de Fourier» sans faire plus d’hypotheses
sur f.

2.5 Théoreme d’inversion de Fourier avec convergence uniforme

Dans cette section, nous montrons que si f € C’ZIF est dérivable, alors Sy (f) converge uniformément
vers f.

2.5.1 Dérivabilité et transformée de Fourier

Nous commengons par relier la décroissance des coefficients de Fourier ey (f) et la régularité de f.

Théoréme 2.19

Si f € Ck alors ) e CY, et, pour tout n € Z \ {0},

en(F) = (i?)kn’mf).

Démonstration. On a

en(f \F/ (= —iffne g,

En intégrant par partie, on obtient

T
= b [ s () e o (25) o]

Par périodicité, le terme de bord s’annule. Cela prouve le résultat dans le cas k = 1. La preuve pour
les dérivées plus grande se fait par récurrence. O

On en déduit le corollaire important suivant.

Lemme 2.20. Si f € C’éi, alors

C T\F
‘Cn(f)fﬁnf:, avec Cj = <27r> 1F®)|o.

De plus, si f € Ck, alors

S leuDl € 5zl < oo

nez
2. Paul du Bois Reymond, 1831-1889, mathématicien allemand
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Le premier résultat dit que plus une fonction est lisse (plus k est grand), plus sa série de Fourier
converge vite vers 0 (comme C}/ng). Cela en fait une méthode de choix pour Iapproximation
numérique de fonctions périodiques régulieres.

Démonstration. Pour la premiére partie, on commence par remarquer que, pour tout fonction g €

C’%m, on a avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

len(9)] = {en, 9) < llenllL2llgllz2> = llgllL>-

Avec g = f*) et le théoréme précédent, on obtient

T\* 1 T\" 1
0= (52) e [entr®)] < (55) 1

E7
ce qui montre le premier point. l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a (on note Z* :=Z\ {0})

1/2 1/2
T cn( f! T , 1
S lealPl = 0 3 |§j>'s%(z|cn<f>|2> (Z n) .

nez* nez* nez* nez*

D’apres le théoréme de Parseval pour f/, la premiére parenthése est aussi || f||3. Cela montre déja que
2
s

la série ), est sommable. En utilisant que Yo = % » on obtient le résultat. ]

2.5.2 Critere de convergence uniforme

Théoréme 2.21. Soit f € C%m une fonction telle que ), ., |ca(f)| < oo. Alors Sy(f) converge
uniformément vers f lorsque N — oo.

En particulier, f est, en fait, une fonction continue, et le théoréeme d’inversion de Fourier est valide :

Ve eR, f(z) =) cn(flen(z).

neL

Démonstration. On a
_ 1
Jewen(@lloe = mas el lea(a)] = =l

La condition ), |c,| < oo implique que la série ) . cpe,(x) converge normalement. Elle admet
une limite ' € C% pour la convergence uniforme, et on a |[|[F — Sx(f)||cc — 0 (convergence pour la
norme uniforme).

Montrons que F' = f. D’une part, l'inégalité (2.3) implique que ||[F — Sy (f)|l2 — 0 (convergence
pour la norme Lg). D’autre part, Le Théoréeme 2.16, on a aussi ||f — Sy(f)||]2 — 0. Par unicité de la
limite, on a F' = f. O

En combinant le résultat précédent avec le Lemme 2.20, on obtient le résultat suivant

Théoréme 2.22

Si f € CL, alors Sy(f) converge uniformément vers f.

2.6 Théoreme d’inversion de Fourier avec la convergence simple
On s’intéresse maintenant a la convergence simple

N
Vx € R, A}gnoo Z en(fen(z) %f(af)

N—o0
n=—N
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2.6.1 Noyau de Dirichlet
Le résultat principal de cette section est due & Dirichlet 3. Calculons explicitement Sy(f). On a
par définition
N

al r 27 27
Sn(H)@) = D er(ferl) :% > </0 f(y)eiTkydy> R
k=N

k=—N

En inversant la somme finie et 'intégrale, on obtient

T N T
Sn(f)(x) = /O 1) (; 3 eig%"“”)) dy = /0 F(5) D (s — y)dy
k=—N

ou on a défini le noyau de Dirichlet

N N

Dn(2) ::% S ke = &kz ex(2).

k=—N =—N

T
Lemme 2.23. Pour tout N € N, on a / Dy(z)dz = 1. De plus, on a ’expression explicite
0

sin (%”(N + %)z)

Dn(z) = T'sin(7F:2)

P . T
Démonstration. Comme ﬁ fo er = (eo, ex) = ok, on a

N

T 1
/0 Dy (z)dz = \/Tkz (€0, ex) =1

=—N

Pour la formule explicite de Dy, on remarque la série qui définit Dy est une série géométrique, de

raison €', avec § := 2%2. On a
B 1 . 1 B 1
N 02N +1 SON+3) (QiO(N+3) _ eﬂe(NJri)) . 1
Z okt _ -ingl—e @N+1) oiNO _sin (O(N + 3))
- i0 - .1 .1 1 - . 1 )
Pyt 1—¢! elzt (6_159 _ 6156> s1n(§9)
et le résultat suit. O

Voici quelques fonctions de Dirichlet (avec T' = 2).

On remarque que

— Pour tout V € N, le noyau Dy est paire et 21" périodique.

— Le noyau Dy oscille de plus en plus lorsque N — oo (phénoméne de Gibbs).
— Le noyau Dy se concentre autour de x = 0.

2.6.2 Convergence simple pour les fonctions dérivables par morceaux

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme 2.24 : Théoréme de Dirichlet

Soit f € C1, une fonction continument dérivable par morceaux et périodique, alors, pour
tout ¢ € R, on a

Sw(f)(@) —— = (fat) + fa)).

N—oo 2

Dans ce théoreme, la condition du milieu prend toute son importance !

3. Johann Dirichlet, 1805-1865, mathématicien Prusse.
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20

15

10

m3 2 1 o 1 2 im

FIGURE 2.5 — Noyau de Dirichlet pour N =1 (bleu), N =4 (orange) et N = 10 (vert).

Démonstration. On fait la démonstration pour 1" = 27 pour simplifier les notations. On a montré que

T T
:/‘ﬂmDN@—yMy:/‘ﬂx—wDN@ﬂy
0 0

Dans la deuxiéme égalité, on a utilisé le changement de variable ¢y = x — vy, et le fait que I'intégrande
est 2 périodique. On a donc

sx(@) = [ (M)-sin« W= [ fe =0 I@EY) Gy (V + L) dy,

y ¥
- sin § sin

ot on a coupé I'intégrale en deux et fait le changement de variable y' = —y pour la partie entre —7 et 0.
L’intégrale est de la forme [ g(y)sin((N 4 1/2)y) avec

fle—y) + flzt+y)

Yy
sin 3

9(y) =

On aimerait utiliser le théoreme de Riemann-Lebesgue et dire que l'intégrale tend vers 0, mais ce
n’est vrai que si g est continue par morceaux (heureusement, sinon on trouverait 0). La fonction f est
continue par morceaux, mais la fonction 1/sin(y) diverge comme % lorsque y — 0.

L’idée est d’utiliser le fait que [ Dy = 1. On a donc

Sx(f) = (Fa)+ Fa)) = [ 3o -sin(V + $)a. (24)

avec la fonction modifiée

flety) +flz—y) - f@) - fla7)

in ¥
SlIl2

9(y) =
Comme f est C'' par morceaux, on peut écrire, pour y > 0

fle+y)=f@h) + f(ah)y+oly), et, deméme, f(z—y)=f(z")—f(z7)y+o(y).

En additionnant les deux égalités, on trouve, pour y > 0,

i) = (Pt — Fe NI o (pet) - ey

sin 2 y—0+
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En raisonnant de la méme maniere, on trouve que lim,_,o- g(y) a la méme limite. Ainsi, la fonction
g est continue en 0. On en déduit que g est continue par morceaux sur [0, 7]. D’apres le théoreme de
Riemann-Lebesgue appliqué a la fonction g, on a

T T

o1
lim G(y)e™N T2y = 0, et la partie imaginaire donne  lim g(y)sin((N + 3)y)dy = 0.
N—oo 0 N—ro0 0
Avec I'équation (2.4), on obtient bien limy oo Sn(f) = 3 (f(z 1) + f(z7)). O

2.6.3 Exemple

Reprenons notre fonction f de 'exemple en Section 2.4.2. On rappelle que f est 1-périodique, vaut
—1 sur (—1/2,0) et 1 sur (0,1/2), et que les coefficient de Fourier de f sont ca, = 0, et cop+1(f) =
m. La fonction f est Tom (elle est constante par morceaux). Le théoréme de Dirichlet s’applique,
et on a, pour tout z € R,
i sin((2n + 1)27x)
2n+1

SEIS

zt 27)) = 2 i2r(2n+1)z _
(F@®) + f(@7) %(%H)me

(NN

n=0

Dans la derniére égalité, on a regroupé les termes (2n + 1) et —(2n + 1). En évaluant en z = 1, on

obtient
4~ (1) — (- 7
1=— d —
nnzozwrl’ one nzozwrl 1

On connaissait déja cette formule, on I'avait trouvée avec les séries entiéres appliquées & arctan.

2.6.4 Récapitulatif

On peut résumer notre étude précédente avec ce tableau récapitulatif, qui résume la convergence
de Sn(f) vers f, et les autres grands théorémes du cours.

CV L2 + Parseval | CVS | CVU | Commentaires
C’% m oui non | non | Parseval marche toujours
C’flpym oui oui | non | Thm de Dirichlet
C} oui oui oui | Tout marche & partir de C!

2.7 Théoréme de Féjer (Stone-Weierstrass périodique)

Dans cette section, nous revenons sur le Théoréme 4.6 de Stone-Weierstrass/Féjer. Pour une fonc-
tion continue périodique f € C%, nous construisons une suite de polynéme C,,(f) qui converge vers f
pour la norme uniforme [|Cy,(f) — f||oo-

L’idée principale de Féjer est de lisser les oscillations de Dirichlet en faisant une moyenne de Césaro.

2.7.1 Noyau de Féjer
On pose
Ful@) =~ (Do + Dy + -+ Dy 1) (2),
et

r 1
Cul) = [ F@Fue =)y = = (So(7) + -+ Sua ().
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Lemme 2.25. La fonction F,, est positive F,,(x) > 0 et paire F,,(—x) = F,(x). De plus,

2/OﬂFn(x):/7;Fn(a:):1

Pumzl(m@@)g

T
n SlIl§

On a la représentation explicite

Enfin, pour tout § > 0, F,, converge uniformément vers 0 sur [, x].

Le lemme suivant est a rapprocher du Lemme 2.23. La principale différence est que F;, est une
fonction positive. Voici quelques fonctions de Féjer.

10 —

= = =
[=]

o _A_F_ﬂ_‘_/\/l \\_/"\_,-\_A_‘_

m3 2 1 o 1 2 inm

FIGURE 2.6 — Noyau de Féjer pour N =1 (bleu), N =4 (orange) et N = 10 (vert).

Démonstration. Commencons par montrer la formule pour F;,. On rappelle que

: 1
Sin ((n + 5)'1") _ 1 (ei%einx _ e—i%e—in:c> .
sin(1z) 2isin(3z)

1 1 n—1 n—1
Flr)= — —  — ei% eikx _efiz efikx '
0= g (5) - (5))

On reconnait de nouveau des séries géométriques (comme pour la preuve du noyau de Dirichlet). On
a, pour la premiere somme,

Dn<m) -

On a donc

M

nz:l ok _ 1—e 122 gin(nz/2)
k=0 ©

1—e® o3 sin(z/2)

L’autre somme s’obtient en prenant le conjugué (ou en changeant x en —x). Ainsi

Fo 1 1 <ei§ 37 sin(nx/2) it e 2 Sin(nx/2)> _ (Sin(gx))%

:2isin(%x)n ois sin(z/2) e 13 sin(x/2) sin §

On en déduit que F,, est positive et paire. Montrons l'intégrale. On a vu au Lemme 2.23 que
flr D;, = 1 pour tout k. Donc

n—1 n—1
F — —_ = — = .
[or= o=y [ o=
k=0 k=0
Enfin, si « € [§, 7], on a sin(z/2) > sin(d/2). Donc
1

1
Vo€ b |F(@)] = Fa(e) S s 0
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2.7.2 Preuve du théoreme de Féjer

Théoréme 2.26 : Théoréme de Féjer

Si f € CY est continue périodique, alors Cy,(f) est un polynéme trigonométrique de degré n—1,
et la suite C),(f) converge uniformément vers f lorsque n — oo, c’est a dire || f — Cp,(f)||co — O.

Démonstration. Soit f € C%. Comme Sk(f) est un polynoéme trigonométrique de degré k, Fy,(f) est
un polynoéme trigonométrique de degré n — 1.

Soit € > 0. La fonction f est continue sur le compact [—7/2,7/2]. D’apres le théoreme de Heine, elle
est uniformément bornée : il existe & > 0 tel que

Ve,y €R, |z—y[<d = |f(z) - f(y)| <e

Comme [F, =1,0na

™

Culf) (&) — f()] = \ / " (flae—y) — f(@)) Fn<y>dy\ < [ Ve =)~ F@] Fal)dy.

—T

On divise la somme en deux, suivant si y est petit ou non. Dans la partie ou |y| > J, on a par exemple

/ [l —y) = flo)] Fu(y)dy < 2 Hf||oo/ F(y)dy < 2[| fllee max |Fy(x)| (7 — 9).
) 5 z€[d,7]

Remarquons que cette inégalité ne fait pas intervenir x dans le terme de droite. Comme F}, converge
uniformément vers 0 sur 'intervalle [d, 7], on peut trouver N assez grand et indépendant de x tel que
pour tout n > N, cette intégrale soit plus petite que €. Donc, pour n > N, on a

T =
/5 [f(—y) = f(@)| Fa(y)dy <&, et de méme, / [f(z —y) = f(@)| Fu(y)dy <e.

—T

I ne reste plus qu’a montrer la partie entre (—d,0). Dans ce cas, on a x — y proche de z, et on peut
appliquer I'uniforme continuité. On a

6 1
| Jta=n - r@immay < [ R e
On a donc montré que pour cet epsilon, il existait N € N tel que pour n > N, on a
Ve eR, [Cn(f)(z) = fz)] < 3e.
Ceci montre que ||[Cn(f) — f|lco converge vers 0, ce qui conclut la preuve. O

Ce théoreme implique le théoréme de Stone-Weierstrass (voir Théoreme 2.14).

2.8 Compléments

2.8.1 Le phénomene de Gibbs

On peut se demander si Sy(f)(z) converge rapidement vers f. La réponse est non lorsque f a un
point de discontinuité. C’est dii aux oscillations du noyau de Dirichlet Dy. Ce phénomene s’appelle
le phénomeéne de Gibbs.

Lemme 2.27. Soit f € C}., . Si xq est un point de discontinuité de f, et si a:= f(z¥) — f(z7) est
Uécart (ou le saut) de f en xq, alors

T T

Sn(f) <:1:0 + 2N> = f(zd) +a-0.0895... et Sn(f) <:1:0 - 2N> = f(zy) —a-0.0895...
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N =1 N =3
1 ] FA
0 0
-1
-1 v
05 D5 05 05
N
1 v 1 uﬂ
0 0
-1 Fia -1 =
¥ v
05 0.0 D5 05 0.0 05

FIGURE 2.7 — Oscillation de Gibbs : Il existe toujours un point z ot Sy (f)(x) est loin de f(x).

En particulier, pour tout NV, il existe des points ou Sy (f) différe de f d’au moins une constante
indépendante de N

Démonstration. Nous montrons le théoréme que pour f la fonction discontinue impaire, 1 périodique,
qui vaut f(z) =1 pour z € (0,1/2) (et f(z) = —1 pour z € (—1/2,0)). Dans ce cas, on a a = 2. Nous
avons déja montré en Section 2.4.2 que pour cette fonction, on a

con(f) =0, et copy1 = (2n+21)17r
On obtient, pour N = 2n 4+ 1 impaire,
3 2 - 2 . .
Sn(f)(z) = kz mel%(%*l) 2 m <6127r(2k+1)1‘ — e_127f(2k:+1)x>

728111 (2m(2k + 1)z)
(2k + 1)

Comme prévu, on a Sy (f)(0) = 0. Mais si on évalue au point = = 5, on obtient

Sn(f) (%) - 4;”:1 Sin(zgz Zsmc ( 2k + 1)

ol on a posé sinc( ) = sm(x), qui est une fonction continue sur [0,7]. On reconnait une somme de

Riemann, de pas =% et on en déduit que

1 2 [T
Sn(f) <2N> — /0 sinc(z)dz ~ 1.1789797 = 1 + 2 - (0.0895).
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2.8.2 La convolution

Dans ce chapitre, nous donnons quelques propriétés du produit de convolution.

Définition et premiéres propriétés

Pour f,g € C’%m, on note f * g la fonction

(f*g) / flx—y)g(y)dy (produit de convolution).

Comme f * g sont toutes les deux continues par morceaux, l'intégrande f(x —-)g(-) est aussi continue
par morceaux, et 'intégrale est bien défini. De méme, on vérifie que f x g € C’%.
Le terme de multiplication est justifiée par le lemme suivant.

Lemme 2.28. 57 f,g,h € C’%m, ona fxg=gx*f (commutativité) et (f xg)*h = fx(gx*h)
(associativité).
On a aussi f * (g+ h) = fxg+ [ *h (distributivité).

Démonstration. Pour la commutativité, on fait un changement de variable ' = x — y, de sorte que
/
y=z—vy.0Ona

z+T

T
g*f(af)Z/Og(w—y)f(y)dyZ/ o) f(z— o dy—/ f(@— y)gy)dy = f * g(x).

On a utilisé le fait que l'intégrale d’une fonction périodique sur une période ne dépend pas de ou
commence la période. Pour I’associativité, on écrit

Fa(gah)(a /f:c— (g% 1)y dy—/fx— / oy — 2)h(2)d=dy

= /0 /O f(z —y)g(y — 2)h(2)dzdy.

De méme, on trouve

(f*g)*h(a:):/OT(f 9)(x - 2)h dz—//f:c—z—)()h(z)dydz.

En faisant le changement de variable 3y’ = z — y de sorte que y = z — 3/, on obtient comme avant que
f*(g*h)=(f*g)*h. Le reste du Lemme est facile. O

L’importance de la convolution est donnée par le résultat important suivant.

Théoréme 2.29. Si f,g € C’%m, alors f*xg € C’%m

VneZ, |en(f*g)=VTenlf)en(g).

Remarque 2.30. Attention, les conventions de Fourier étant différentes pour tout le monde, il peut
ne pas y avoir le facteur VT avec d’autres conventions. Un moyen de vérifier ce facteur est de prendre

k= 0. En effet, on a (le vérifier)
[ o= (L))

Dans notre cas, on a co(f) := % fOT f, d’ot le coefficient \/T.
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Démonstration. C’est un calcul... On a

1 T 712%1“@ o i T T — efiQT“na: T
cn(f*g)—ﬁ/o(f*g)(x)e dxﬁfo /0 f(@ — pg(y)e Fredyd

On remarque alors que

e—l%na} _ e—l%"'n(x y) —1—ny

ce qui donne

1 (T 2 T o
wlf+9) = = /0 g(y)e  Fm /0 f(@ — y)o FEY dyda.

En faisant le changement de variable z = x — y dans la seconde intégrale, on voit que

T
cn<f*g>:& /0 gy F / F(2)e F 2 dydz = VTen(fen(g).

O]

La transformée de Fourier remplace donc des convolutions par des multiplications. On pourrait
montrer de méme le résultat suivant

Théoréme 2.31 (Pour la culture seulement). Si f,g € C%, ., alors fg € C3.
Cn ch i( (convolution discréte).
kEZ

Nous ne démontrons pas ce théoréme, car la preuve est similaire : il faut remplacer convolution
par convolution discrete !

Convolution et régularité

Comme la transformée de Fourier d’une convolution se traduit par une multiplication des coeffi-
cients, et que la régularité d’une fonction est reliée a la décroissance de ces coefficients, on en déduit
que la convolution va régulariser les fonctions.

Lemme 2.32. Si f € C’;lp, et g€ CY, alors fxg € C%, et
(fxg) =f*g
La convolution prend la meilleur régularité!

Démonstration. On a (le vérifier)

xg)(x —(f*xg)(z r r— A
U1 9)a+0) = (o) >:/O <f< yt) =/ y>)g<y>dy.

L’intégrande converge ponctuellement vers f'(x — y)g(y) lorsque t — 0. De plus, par le théoréme
d’accroissement fini, I'intégrande est toujours majorée par ||f'| - ||g|l qui est intégrable sur [0,7]. On
peut appliquer le théoréme de convergence dominée (voir chapitre suivant), et on en déduit que

o G r9)@+t) = (Frg)(a / floy

t—0 t

(y)dy = f"* g(x).




CHAPITRE 3

INTEGRALES A PARAMETRES

3.1 Rappels sur les intégrales

3.1.1 Intégrales de Riemann (fonction continue sur intervalle fermé borné)

Dans la théorie de Riemann, l'intégrale est vue comme [’aire sous la courbe. L’intégrale de
Riemann s’applique a une fonction f continue sur un intervalle fermé et borné [a, b]. Pour calculer
cette intégrale, on procéde comme suit. Une subdivison de [a, b] est une suite finie

o={a=xz9<xz <---<zy =0}

Le pas de la suite est le nombre d(o) := maxj<;<y |z; — z;—1|. L’intégrale de Riemann de f sur [a, b]
est, par définition,

b N
/a f(t)dt := d({'lff_ko (; f@i)|ws — mil\) -

Il n’est pas évident a priori que la limite existe (il faut montrer qu’elle est indépendante du choix de la
subdivision), et qu’elle est égale a la primitive précédente. Il se trouve que c’est le cas (et cela utilise
le fait que f soit continue) !

On en déduit quelques propriétés de l'intégrale (qu’on démontre pour les sommes, et en passant a
la limite).

— Linéarité. [(A\f +ug)=X[f+p[g;
— Positivité. Si f > 0 sur [a, b], alors

b
/ f(t)dt >0, sia<b.

/ bf(t)dt‘ < [y

/ el < (/ be(t>dt> " (/ bf(t)dt)

— Relations de Chasles.

/abf(t)dtJr/bcf(t)dt:/acf(t)dt, et donc /abf(t):_/baf(t),

— Inégalité.

— Cauchy-Schwarz.

1/2
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3.1.2 Extension aux fonctions continues par morceaux, sur un interval fermé borné

La relation de Chasles permet, entre autre, d’étendre la définition de Riemann aux fonctions
continues par morceaux On peut étendre la définition aux fonctions continues par morceaux. Si
f :]a,b] = R a des points de discontinuité a = zo < x1 < --- < xy = b, on définit 'intégrale de f

sur [a, b] par
b N z;
/f(t)dt ::Z/ f(t)dt.
a i=1"Ti-1

On remarque que, par définition d’étre continue par morceaux, la fonction f admet un prolongement
par continuité sur tous les intervalles [x;_1, z;].

3.1.3 Extension a des intervalles quelconques pour des fonctions positives

On s’intéresse maintenant a ’extension de la définition de l'intégrale a des intervalles quelconque.
On peut imaginer par exemple :

— le cas ou [ est borné, mais pas fermé, c’est a dire I = (a,b) ou I = (a,b] ou I = [a,b);

— le cas ou I est un intervalle non borné de R, par exemple I =R, ou I = (—o00,a] ou I = (a,c0),

etc.

Dans un premier temps, on étend la définition de l'intégrale pour des fonctions positives (et
continue par morceaux sur I) de la facon suivante. On pose a := infI € RU{—o0o0} et b:=sup! €
R U {400}, et on considére une suite décroissante (a,) qui converge vers a, et une suite croissante
(bn,) qui converge vers b. On pose I, := [ay, by], de sorte que I, C Ip,11 C -+ C I, et limy, 00 I, = 1.

Comme f est positive, la suite
Q= f(t)dt
an
est une suite positive et croissante. De deux choses I'une. Soit cette suite est non bornée, et on pose
f; f(t)dt = +o0. Soit cette suite est bornée, auquel cas (o) est croissante bornée, donc convergente,

et on pose
b’IL

/f(t)dt = lim o, = lim f(t)de.

I n—oo n—oo an

Remarque 3.1. A partir de maintenant, il est possible d’avoir [ f=400. On dit dans ce cas que f
est non intégrable.

Exemple : Soit s > 0. On pose f(t) := tis sur I = (0,1]. La fonction f est continue et positive sur I
(car 0 ¢ I). On veut calculer I'intégrale de f sur I. Ona a =0 et b= 1, et on pose a,, = % et b, = 1.

On obtient, dans le cas s # 1,

Lae v, t1=s 7! 1 11
ap:= | — = [ t7*dt = = - :
1 ts 1 1—s 1—s 1—snl-s

1
n

Sis>1,onaa, = oo (également dans le cas s = 1, on a le log dans ce cas), et si s < 1, on a
Qy — l—is Ainsi f est intégrable ssi s < 1, et, dans ce cas,

Tdt 1

0 ts - 1-— S‘

3.1.4 Extension a des intervalles quelconques, cas général

On aimerait maintenant se débarrasser de I’hypotheése de positivité. Il y a deux possibilités pour
cela (et cela donne des notions d’intégrales différentes...).
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Approche 1. Pour commencer, on peut appliquer I’approche précédente a une fonction f quel-
conque : on pose de nouveau

ap = f(t)dt,
Qn
et, si la suite o, converge vers un o € R, indépendant du choizx des suites (a,) et (by), alors on pose
b b
/ f(t)dt :== a = lim f)dt.
a

n—oo an

C’est 'approche utilisés dans I'intégration de Riemann et dans I'intégration de Cauchy pour les fonc-
tions complexes.

Approche 2. Soit f continue par morceau sur I. On pose

{f+ = HlaX{.ﬂ 0} (pa’rtie positive) de sorte que f = f+ — f_ et |f’ = f+ + f—'

f- :=max{—f,0} (partie négative),

Les fonctions fy et f_ sont positives, donc les intégrales

04+3:/If+ et a_::/lf_

sont bien définies, dans [0,400]. Si a; et a_ ne sont pas tous les deux égaux & 400, on définit
lintégrale de f comme

/If(t)dt = Oé+—04—=/lf+—/1f— € [—o0, +o0].

On dit que f est intégrable si ay et a_ sont tous les deux finis. Dans ce cas, | ;[ € Reest fini aussi.
On remarquera que f est intégrable ssi [ 7 |f| < oo, autrement dit, dans cette deuxiéme approche, f
est intégrable ssi | f| est intégrable.

Cette approche est celle utilisée dans I'intégration de Lebesgue.

Comparaison des deux approches. On admettra que si f est intégrable avec la deuxiéme ap-
proche, alors f est intégrable avec la premiére approche (et les intégrales coincident). En revanche,
il existe des fonctions f qui sont intégrables avec la premiere approche, mais non intégrables avec la
seconde approche, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple : Soit (u,) une suite alternée telle que |u,| soit décroissante, et > |u,| = +00. On peut
prendre par exemple u, = (—1)"%. On considere la fonction f : [0,00) — R constante par morceaux
définie par

VneN, f(x):=u, si x€[nn+1).

On a |f|(x) = |uy| pour z € [n,n 4+ 1), qui est non sommable, donc f n’est pas intégrable avec la
seconde approche. Mais f est intégrable avec la premiére approche et

/ i) =§u

qui est une série convergente par le critére des suites alternées.
{ Exercice 3.2 |

) \
(Difficile) Montrer que la fonction f(t) := % sur I = [0, 00) est non intégrable avec la 2éme approche,

mais est intégrable avec la premiere approche, avec

o0 M t
/ smt( >dt = g (intégrale de Dirichlet).
0
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3.1.5 Conventions

Dans la suite du cours, nous allons considérer 'approche 2. Nous pouvons maintenant intégrer des
fonctions continues par morceaux quelconques sur des intervalles quelconques!

Fonctions mesurables. Dans ce cours, on ne parlera que d’intégrale de fonctions continues
par morceaux. Cependant, les théoréemes que nous allons énoncer dans ce chapitre peuvent s’étendre
aux fonctions mesurables, une notion avancée (nécessitant la théorie de la mesure, et la théorie de
I'intégrale de Lebesgue) généralisant les fonctions continues par morceaux. Nous énoncerons donc les
théoremes avec la terminologie fonction mesurable dans les théorémes, et le lecteur devra comprendre
qu’il s’agit de fonctions continues par morceaux. Ainsi, dans ce cours

’mesurable = continue par morceaux

Fonctions intégrables. Comme nous considérons ’approche 2, on dira qu'une fonction f est
intégrable si f est mesurable, et si [;|f| < co. On admettra le lemme suivant (on laisse la démons-
tration en exercice).

Lemme 3.3. Soit f et ¢ > 0 deux fonctions mesurables sur I. On suppose que |f| < ¢ et que ¢ est
intégrable sur I. Alors f est intégrable sur I, avec

‘/If(t)dt' < /I|f(t)|dt§ /I¢>(t)dt.

3.2 La théoréme de convergence dominée (TCD)

Le cours sur les intégrales a parametres commence avec un théoreme admis (hélas). Fixons d’abord
quelques conventions de langage.

Dans la suite, on dit I intervalle de R pour désigner I de la forme I = [a,b] ou I = [a,+00), ou
I =(—00,b],oul =R.
Dans la suite, on dit f intégrable sur I si f est continue par morceaux sur I, et si [ 7 | f] existe.
On rappelle le théoréme suivant.
Théoréme 3.4 (CVU et intégrabilité). Soit (f,) une suite de fonctions définies sur I = [a,b] un
intervalle fini. On suppose que
(i) la suite (f,) converge uniformément vers f sur I,

(ii) fn et f sont continues par morceaux sur I ( = intégrables).

Alors
b b b b
lim fn= lim f,, ouencore lim fn = f.
n—oo a a n—oo n—oo a a

Ce théoreme, déja démontré, est & comparer avec le suivant, beaucoup plus puissant et beaucoup
plus utile!

Théoréme 3.5 : Théoréme de Convergence Dominée (TCD)

Soit (fy) une suite de fonctions définies sur I un intervalle quelconque. On suppose que
(i) la suite (f,) converge simplement vers f sur I,

(ii) fn et f sont mesurables sur I,

(iii) (domination) il existe ¢ > 0 intégrable sur I, et telle que |f,| < ¢.

Alors f, et f sont intégrables sur I, et

lim [ f, = / lim f,, ouencore lim / fn= / f.
=2 Jfr [ 00 n—oo [; 7
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Un cas treés important (le plus utile?) est le cas ou I = [a, b] est un intervalle finie, et ou les | f,]
ont un majorant commun M : |f,| < M. Dans ce cas, on peut prendre ¢ = M, qui est intégrable sur
[a, b].

L’hypothése de domination est importante! Il permet d’éviter deux phénomenes classiques a
connaitre ou la conclusion est fausse :

— perte de masse a l’infini. Soit ¢ une fonction positive, & support compact, et telle que
Jg 9(t)dt = 1. On pose

fo(@) :=g(x —n).
Alors on a f, CVS vers f =0 sur R, mais [ f, = [g=1,et [ f=0.
— Etalement de la masse. On pose cette fois

fal) =g (2.

n
On a f, qui CVU vers f =0 sur R, mais [ f, = [g=1et [ f=0.

Exemples :
— fu(z) = 2" sur I =[0,1].
( ):sm ( ) sur I =10,1].
— falz) =e ™ sur [ = RT.
() =1(z <n)(1 - £)" sur I =R*.

3.3 Intégration d’une série de fonction

Dans le cas ou fp(x) =), un(z), le TCD permet d’intégrer des séries de fonctions qui convergent
simplement. On obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.6 : Théoréme d’intégration termes a termes

Soit (uy,) une suite de fonctions définies sur I un intervalle quelconque. On suppose que
(i) la série ), u, converge simplement vers f sur I,
(ii) les fonctions u, et f sont mesurables sur I,

(iii) la série numérique >, ([, [un|) converge (en particulier, u, est intégrable).

Alors f est intégrable sur I, et

e (E) )

En pratique, la condition (ii7) est simple & vérifier, auquel cas la CVS implique } [ = [>".

Démonstration. On pose fn(x) = ;_ur(x), et on prend la domination ¢(z) =3, |us|(x) dans le
TCD. On a bien f, CVS vers f, et f,, continue par morceaux, car c’est une somme finie de fonctions
continues par morceaux. De plus, on a toujours

S un@)] <3 Jun(@)] < 3 Junla)] = (o),
k=0 k=0 k=0

donc I’hypothése de domination est satisfaite. Enfin, le fait que ¢ soit intégrable est, hélas, hors
programme (lemme de Fatou). En fait, on ne sait méme pas ici si ¢ est continue par morceaux... En
pratique heureusement, ¢ est souvent explicite, et intégrable a vue. ]

[ fn(2)| =

Remarque 3.7. Ce théoréme est particuliérement utile dans le contexte des séries entiéres. Pour les
séries entieres, on a CVU pour tout compact du disque de convergence, mais CVS sur tout le disque
de convergence!



3.4. INTEGRALES A PARAMETRES 50

3.3.1 Exemple type

On veut calculer

x ¢
A=
A ot

On remarque que pour tout ¢t > 0, on a et < 1, et donc

o0

1 1 1 :e_t(l—I—e_t—i-e_?t-i—"'):Ze_nt-
n=1

et—1 etl—et

On pose u,(t) = te™™. On a montré que la série 27]:/:1 un(t) converge simplement vers f(t) := -~

sur I = (0,00). Les fonction u, et f sont continues (en fait C*°) sur I, donc mesurables sur I. On a,
en intégrant par parties,

> > 1 te™1% 1 [-1 * 1
/ |un |(t)dt = / te "t dt = / —e At — { © } == {e‘"t] =
0 0 0 n n 0 n n 0 n

—_——
=0

La série numérique n% est sommable, donc d’apres le théoréeme d’intégration termes a termes, la

fonction ﬁ est intégrable, et on a

[eS) ¢ oo &0 o [e's) 0 1 7T2
A:/ dtz/ up (t)dt = / up()dt =y — = —.

On pourra remarquer que la série > u, ne converge pas uniformément vers f sur (0,00) : il y a
un probléme en ¢t = 0. Il y a en revanche CVU sur tout intervalle de type I. := (g, 00).

3.4 Intégrales a parametres

Soit f(x,t) une fonction a deux variables. On pose, lorsque cela est possible

F@y:ﬁf@@a.

La fonction F' est donc définie via une intégrale. Le but de ce chapitre est d’étudier les propriétés de
F (continuité, dérivabilité, etc.) en fonction de celles de f.

On étudiera principalement le cas ou l'intervalle I ne dépend pas de z (intervalle fixe). Afin que
F(x) soit bien définie, on demande & ce que pour tout z fixé (x est vu comme un parametre), la
fonction ¢t — f(x,t) soit intégrable sur I (i.e. continue par morceaux, et d’intégrale bien définie).

Le premier résultat type est le suivant.

Théoréme 3.8 : Continuité sous le signe [

oit I et I; deux intervalles, et soit f : I, x Iy — R une fonction telle que
(i) pour tout z € I,, la fonction t — f(x,t) est mesurable sur I;;
(ii) pour tout t € I, la fonction = — f(x,t) est continue sur I, ;
(iii) (domination) il existe ¢(t) > 0 intégrable sur I; telle que |f(z,t)| < ¢(t)
Alors la fonction
F(x) := f flx,t)dt
¢

est bien définie et est continue sur I,.

Ce résultat est important, mais pas autant que sa preuve!
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Démonstration. Soit z, € I,. Montrons que F' est continue en . Soit (z,) une suite quelconque de
I, qui converge vers z,. On pose

fu(t) == f(zp,t), desorte que F(x,)= [ fo(t)dt.
I

On veut appliquer le TCD a la suite (f,). Vérifions les hypotheses du TCD.

Pour tout ¢ fixé, comme x — f(x,t) est continue, on a f,(t) = f(x«,t). Donc f, converge simplement
vers f(zx,-).

Pour tout n, la fonction f,(t) est mesurable, et la limite f(x.,-) aussi.

On a |f,(t)] < ¢(t) avec ¢ intégrable et indépendante de n.

On peut donc appliquer le TCD, et on en déduit que les fonctions f, et f sont intégrables, et que

fa(t)dt —— | f(zs,t)dt, ou encore F(x,) —— F(x4).
It n—oo It n—oo

Ceci étant vrai pour toute suite (x,) qui converge vers ., on en déduit que F' est continue en .. Ceci
étant vrai pour tout x, € I, on en déduit que I est continue sur I. O

Remarque 3.9. La continuité est un caractére local. On pourrait relacher les hypotheéses, et avoir
une fonction de domination ¢ qui dépend localement du point x, ot on étudie la continuité. On a par
exemple le résultat suivant.

Corollaire 3.10 (Le cas I; intervalle fini). Si f : R X [a,b] — R est une fonction continue, alors

b
F(x) ::/ flx,t)dt

est bien définie et est continue.

Démonstration. Montrons la continuité au point z, € R. On pose I, := [z, — 1,z, + 1] un segment
fini contenant z.. La fonction f est continue sur le compact I, x [a,b], donc atteint son maximum
M sur ce segment.

On applique le théoréme précédent a la fonction f restreint a I, X [a,b] en prenant ¢ = M, qui est
intégrable sur [a, b]. On en déduit que F(z) est continue sur I, donc en x,. Ceci étant vrai pour tout
x4« € R, F' est continue sur R.

Remarquons que dans cette preuve, M dépend de z,. ]
Exemples :
oo t [o o t e
Fi(z) = / Closﬁz) dt, Fo(z) = / Smff Jotar, Fy(x) = / VT + cos(t)dt.
0 0 0

3.4.1 Une démonstration alternative, sans le TCD.

Dans cette section, nous nous proposons de démontrer le Corollaire 3.10 sans utiliser le TCD.
Nous allons le remplacer par le théoréeme de Heine. On a f continue sur le compact I, X [a, b] donc est
uniformément continue sur ce compact :

Ve>0, 36>0, VY(x,t),(@,t) el x]ab], |[(x,t)— (2 t)|<d= ‘f(az,t) — f($/,t/)} <e

Ici, on utilise une norme || - || sur R? pour le couple (x,t). Le choix de la norme n’a pas d’importance
(toute les normes sont équivalentes en dimension finie -ici 2). On a alors

b b
|F(z) = Fa.)| = /(f(wvt)—f(x*,t))dt‘éf |f(2,t) — f(zs t)] dt
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Soit z, fixé, et soit € > 0. On introduit § celui de l'uniforme continuité. Pour z tel que |z — x*| < 4,
on a |(x,t) — (x4,t)] <. Donc |f(z,t) — f(zs,t)| < e, puis

b
Vo € B(xy,d), |F(z)— F(z4)] < / e=c¢c(a—0).

Ceci étant vrai pour tout €, on en déduit que F(x) converge vers F(z*) lorsque x — x*. Donc F est
continue en x,.
3.4.2 Dérivabilité sous le signe intégrale

De maniere similaire, on peut dériver par rapport a des parametres, sous le signe intégrale, sous
une hypotheése de domination supplémentaire.

Théoréme 3.11 : Dérivabilité sous le signe [

oit I et I; deux intervalles, et soit f : I, X I; — R une fonction telle que
(i) pour tout z € I,, la fonction t — f(x,t) est mesurable sur I;;

pour tout t € I, la fonction x + f(z,t) est de classe C! sur I ; (%ch existe)

(i

i)
(iii) pour tout x € I, la fonction ¢ — df = (,t) est mesurable sur Iy ;
(iv) (domination) il existe ¢(t) > 0 intégrable sur I; telle que ‘a—g(a:,t)‘ < o(t).

Alors les fonctions t — f(x,t) et t — g£ (z,t) sont intégrables sur I, la fonction F(x) :=
f[ (x,t)dt est de classe C! sur I, et

Fl(z) = : gi( ,t)dt, ou encore </f x,t) dt) /(; (@, t)dt)

0
Remarque 3.12. 5% la fonction —f est dominée par ¢, alors la fonction f aussi localement dominée

x
par ¢. En effet, sur un intervalle [a,b] C I, on a, pour tout x € [a,b], et tout t € I,

T af b B
dt‘g ax’(y,t)dtg/a (1)dt = M.

On en déduit que la fonction F est bien continue.

t) =

Démonstration. Soit x, € I,. Montrons que F' est dérivable en x*. Soit (z,) une suite quelconque
de I; \ {z.} qui converge vers x,. On pose

f@nt) = (@, ?) de sorte que / gn(t)dt = M

Tp — Tx I Tp — Tk

gn(t) =

On veux appliquer le TCD aux fonctions g,. La suite (g,) CVS vers g(t) := ==(x,t) sur I, et les

o
fonctions g, et g sont continues (car f est de classe C'!). De plus, d’aprés le théoréme des accroissement
finis, pour tout n € N, il existe s, € (zp,x«) tel que g,(t) = %(sn, t), ce qui donne la domination

of
N, |gn®)] = |2 (50, 8)] < B(2).
YR, Ianlt) =[5 om0 < 000
On peut donc appliquer le TCD, et on en déduit que
F(xy) — F(x«
lim gn(t)dt:/ g(t)dt, ouencore lim <M> = 8—f(av*,z‘,)dt.
n—oo Jr, I; n—00 Tpn — Tx I, ox
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Ceci étant vrai pour toute suite (z,,) qui converge vers z,, on en déduit que F est dérivable en x, et
que

Ceci étant vrai pour tout z, € I, la fonction F' est dérivable sur I,. Enfin, on peut appliquer le
théoréeme de continuité sous le signe | a la fonction F” (elle vérifie toute les hypotheéses, méme la
domination), donc F” est continue sur I,. Ceci conclut la preuve que F est de classe C! sur I,. 0

De nouveau, on a une version ou I; est un intervalle fini. La démonstration est similaire a celle du
corollaire précédent, mais il faut cette fois utiliser une domination locale.

Corollaire 3.13 (Le cas I; intervalle fini). . Si f : R x [a,b] — R est une fonction de classe C', alors
F(x):= f;f(x,t)dt est de classe O sur R, et

_[rof

F'(z) = %(x,t)dt.

3.4.3 Exemple type

On veut calculer % gin(at
F(x) :—/ Sm(tx)e_tdt.
0

On pose f(x,t) := Me_t. La fonction f est C° sur son domaine R x (0, 00) par composition de

fonctions usuelles. Ceci montre déja les points (i), (ii) et (i4i)!

La fonction f est dérivable par rapport a x, et on a

g(m, t) = cos(xt)e

oz

gf (x,t) < ¢(t) := e~! qui est intégrable sur I; = (0,00). On peut donc appliquer le théoréme
T

de dérivation sous le signe [. On en déduit que t — f(z,t) et ¢ — % sont intégrables sur I;, que F
est de classe C!, et que

F'(z) = /o cos(wt)e tdt = /0 Re (em*t) dt = Re </0 et(ixl)dt>

- et(izfl) OO_R 1 B 1
I . T 1122

De plus, on a F(0) =0, donc

donc

F(:L‘):F(O)+/OxF’(y)dy:0—l—/0I

1 +yy2 = arctan(z).

On remarque que 'intégrale définissant F' est compliquée a étudier, alors que celle définissant F”
est plus simple. Le théoreme de dérivation permet de calculer I’ en passant par sa dérivée!



CHAPITRE 4

TRANSFORMEE DE FOURIER

La transformée de Fourier peut-étre vu comme une généralisation des séries de Fourier a tout
I'espace. La grande différence est qu’elle s’applique a des fonctions de R — R (pas forcément continue).

4.1 Introduction

Soit f € C§° une gentille fonction & support compact strictement inclus dans [—L, L]. Comme on
le verra ensuite, la transformée de Fourier de f est la fonction

-~

1 —iwz
fw) = \/%/Rf(x)e dz.

Avant de commenter cette formule, faisons quelques remarques. Soit f la fonction 2L-périodique qui
vaut f sur (—L, L), c’est a dire

Fa) =3 f(e —2kL)

kEZ

Il est facile de vérifier que fest une fonction C*° et 2L-périodique. Son n-eéme coefficient de Fourier
est (voir aussi dernier exo du TD7)

~ L o —iTng VT o
cn(f):\/;j/_Lf(x)e 2L dx:\/;i/ﬂgf(x)e L dw:ﬁf(zﬁ>.

De plus, d’apres le théoréme de Dirichlet, comme fest continue, on a l'identité

7 1 Aoifne _ L T 7 (0N e
f(x):m%%(f)e _\/%[L%f(L )e ]

Siz € [~L,L], on a de plus f(z) = f(z). Supposons maintenant que f soit aussi une gentille fonction
(nous verrons sous quelle condition cela est vrai). Alors comme cette formule est vraie quelque soit L
suffissamment grand, on peut faire tendre L vers l'infini. On reconnait alors une somme de Riemann,
de pas T, et on aimerait écrire (remarquons que f(x) = f(x) si |z| < L, donc pour tout x si L — 00)

f(z) = /R Flw)e“ dw. (4.1)

t-

™
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Allons un peu plus loin, et regardons ce que donne la formule de Parseval. Pour commencer, comme
les supports de f(x) et f(x — 2kL) sont disjoints, pour k € Z \ {0}, on a

/_LL‘f(m)‘de = /_LL’f(:c)Ide:/R!f\Q(x)dx.

Ainsi, la formule de Parseval donne
~ T ~rmoN |2
[ 1P = AP = 730 |F ()]
R nez Lig " M

De nouveau, on reconnait une somme de Riemann, de pas
pourrait s’attendre & avoir 'identité de Parseval continue

™

7, et en faisant tendre L vers l'infini, on

2 = 712 w Ww. .
/R P ()da = /R PPy (4.2)

Le but de ce chapitre est de démontrer rigoureusement les formules (4.1) et (4.2) (dans quel cadre
les opérations précédentes sont-elles 1égitimes 7).

4.2 Transformée de Fourier pour les fonctions intégrables

On commence par la

Définition 4.1. Soit f : R — C une fonction a valeurs complexes, telle que |f| est intégrable sur R
(dans le sens f et |f| sont continues par morceauz, et [ |f| < co). La transformée de Fourier de f

est la fonction notée ]? ou F(f) définie de R — C par

Yw € R, f(w) = J%Af(m)eiwxdx.

Remarque 4.2. Cette définition appelle plusieurs remarques.
— 1l s’agit d’une intégrale a paramétre, ot l'intégrande est p(x,w) := f(x)e
— Si |f| est intégrable, alors pour tout w, on a |f(x)e™“%| = |f| qui est aussi intégrable en x.
— La normalisation 17r est choisie afin que les identités (4.1) et (4.1) respectent une symétrie

—iwx

élégante. Suivant les ouvrages et les communautés, les conventions peuvent différer.

— Tout comme les pour séries de Fourier, il y a un signe — dans l’exponentielle dans la définition
de f Cela est la convention initiale de Fourier, qui écrivait la formule (4.1) sans signe —. De
nouveau, suivant les ouvrages et les communautés, cette convention peut changer.

— Enw =0, on obtient lintégrale de f (a un facteur prés), c¢’est a dire

~ 1
F0) = o= [ fajas.

4.2.1 Premieéres propriétés

L’application F : f — ]?est clairement linéaire. Si f et g sont deux fonctions telles que |f| et |g|
sont intégrables, alors |f + g| est aussi intégrable, et F(f + g) = F(f) + F(g) et F(\f) = A\F(f).

De plus, d’apres la définition, on voit facilement les identités suivantes (on montrera que les réci-
proques sont vraies dans la suite).
Conjugaison. On a, avec le changement de variable y = —x

~

iy 1 T jwx _ —w
flw) = == | Fajeaz = F-).
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—~ ~

En particulier, si f est une fonction réelle, alors f(w) = f(—w).

Parité. Si f est paire, alors avec le changement de variable y = —x dans I'intégration sur (—oo, 0),
on a

Flw) = Tlwr |y glww —Q - x) cos(wx)dx
Flw) = D) (e +e)do = 22 [ 1) cos(ur)da,

7w

En particulier, f est aussi paire. De plus, si f est réelle et paire, alors f est aussi réelle et paire.
De méme, si f est une fonction impaire, on obtient de méme

1

f = —1/ f(x) sin(wzx)dz

Translation. Soit 29 € R, et soit g(z) := f(z — x¢). Alors, avec le changement de variable
Yy =2 —xp, 00 a

i) = == [ e —aedr = o [T et ar e o),

On dit que les translations deviennent une multiplication par une phase en Fourier.

Dilatation.
Soit A € R et soit g(z) := f(Az). Alors, avec le changement de variable y = Az, on a
1 ° ; 1 o w1 1l ~/w
~ _ A —WwT . — XY _du = = — .
i) = == [ fOwear = o= [ ety - 57(5)

Nous reviendrons plus tard sur le facteur % qui apparait. On retiendra pour le moment que le sens de

la dilatation est inversée par la transformée de Fourier : un Az devient un § en Fourier.

4.2.2 Régularité

Si |f] est intégrable, on peut utiliser directement utiliser le théoréme de continuité sous le signe |
avec la domination ¢ = |f|, et on en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.3. Si|f| est intégrable, alors la fonction w f(w) est continue sur R. De plus, on a

VweR, |fl) —m/'f'

En fait, on a aussi que f(w) — 0 (théoréeme de Riemann-Lebesgue), mais on en n’aura pas
wW—r 00

besoin ici.
On pourrait aussi utiliser le théoréme de dérivation sous le signe [. Pour cela, comme on a
0 (f(a)e™) = ~iaf(r)e™",
il faudrait que la fonction |z f(z)| soit intégrable. En fait, cette condition est suffisante.

Lemme 4.4. Si |f| et |xf| sont intégrables, alors w — f(w) est de classe C' sur R, et on a

N 1 _

flw) = —1\/% )e_i‘“mdw = —i(zf)(w).

Ainsi, dériver la transformée de Fourier, c’est comme multiplier la fonction f par xz. On peut
répéter le procédé, et on obtient le théoréme suivant.

1. Dans ce cas, on parle parfois de transformée en cosinus.
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Théoréme 4.5. Si f est une fonction intégrable telle que |z|"|f|(x) soit intégrable pour un certain
n € N, alors f est de classe au moins C™, et on a, pour 0 < k <mn,

-

FP W) = (=) k) ().

On retiendra que plus une fonction f décroit rapidement a l'infini, plus sa transformée de Fourier
est réguliere.

[ Exercice 4.6 ]

J

l Montrer que si f est a support compact, alors ]?est de classe C'*° sur R.

Exemple. Si f est la fonction indicatrice f(z) = x(—1 <z < 1), alors

7 1 . 1 1 )
f(w) = M/Rf(l‘)e_lwwdgj = E /1 e W .

Si w = 0, on obtient directement f(O) = +/2/m. Pour w # 0, on obtient

f(w):ﬁ

Vor —iw VT w VT

1 [eiwe]? 1 e —ev 2sin(w) V2

—iw |_,

On en déduit par exemple que la fonction % est de classe C™ (on le savait déja avec le cours sur
les séries entieres).

Inversement, si f est de classe C'! sur R, et si | f/| est intégrable, alors on peut faire une intégration
par partie , et on a (les termes de bords s’en vont car f — 0 en +00)

—iwx
[§]

~ 1 —iwx _;1 /.%' J}:l/\/w
flo) = == [ e = — [ o) e = 2w,

En répétant I'opération, on obtient le résultat suivant.

Théoréeme 4.7. Si f est une fonction de classe C™ telle que |f(k)\ soit intégrable sur R pour tout
0 <k <n, alors

—

F® (W) = (iw)* F(w).

De nouveau, on voit qu’a travers la transformée de Fourier, les dérivations deviennent des multi-
plication par (iw). Plus une fonction est réguliére, plus sa transformée de Fourier tend vite vers 0 a
I'infini.

transformée de Fourier , . NETT .
décroissance a 'infini.

Régularité

4.2.3 Produit de convolution

Si f et g sont deux fonctions intégrables, alors on peut définir le produit de convolution (continue)
h = f*g par

h(z) = / £ — w)g(y)dy.

Lemme 4.8. 57 f et g sont intégrables, alors h = f x g est bien définie, est intégrable, et on a

Jor= o L



4.3. TRANSFORMEE DE FOURIER INVERSE 58

On admet la démonstration, qui fait appel au théoreme de Fubini.

On peut alors calculer la transformée de Fourier de h. On obtient, formellement (le théoréme de
Fubini permet de justifier les manipulations suivantes)

i) == [ ([ s oty ) e s

= \/127 /R ( /R f(x—y)e‘i“(x‘y)g(y)e‘i“ydy> da
1 s s ~
- /R /R F(z)e % g(y)e “Vdydz = V2r f(w)G(w).

Ainsi, le produit de convolution est transformée en produit de multiplication en Fourier (avec un
facteur v/2m assez énervant...). Ainsi,

[xg=V2rJg.

4.3 Transformée de Fourier inverse

Soit f une fonction C*° a support compact. D’apres précédemment, sa transformée de Fourier f
est aussi de classe C'°°, et décroit plus vite que n’importe quel polyndéme. f est donc intégrable, et on

peut définir.
1 iy iwz
) = — w)e“*dw.
o) = —= [ Fle
C’est la transformée de Fourier inverse de ]? (notons le signe + dans l’exponentielle).

Théoréme 4.9 (Tranformée de Fourier inverse). Si f est une fonction intégrable de classe C?, alors

g=f.

Démonstration. En reprenant les calculs de 'introduction, on sait que pour tout L tel que le support
de f est dans [-L, L], et pour tout = € [-L, L], on a

1 i ~/Nn i
e i irne .
fo) = == [L%f<L7T)e ]
, on a donc, pour tout L grand,
T n
h(w)dw — 7 T;zh (Zw> .

On veut donc comparer une intégrale avec une somme de Riemann associée. On sait que h est une
fontion continue (en fait C*°) qui décroit a I'infini. On écrit

~

En posant h(w) := \/%f(w)e

iwx

o)~ 1) = [

n+1

lg— fl(x) < Z/ﬂ:w ‘h(w) — h(%w) dw

nezZ” L
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