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INTRODUCTION

Ces notes de cours ont été écrites dans le cadre du cours Calcul différentiel et optimisation® (L2,
Université Paris-Dauphine).

Le but de ce cours est I’étude de fonctions a plusieurs variables, de type f(x1,---,xq), et en
particulier leur optimisation. Nous définissons la notion de continuité et de différentiabilité pour ces
fonctions, et montrons que les optimiseurs de f sont des points critiques. Nous utilisons cette propriété
pour trouver les optimiseurs de f.

1. Page web du cours ici.


https://www.ceremade.dauphine.fr/~gontier/enseignement.html

CHAPITRE 1

TOPOLOGIE DANS LES ESPACES VECTORIELS NORMES

1.1 Premiers rappels et définitions

Dans ce chapitre, nous introduisons des concepts de base de topologie, définissons les fonctions
continues, et donnons des critéres simples d’existence d’optimiseurs pour les fonctions continues.

1.1.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

Pour commencer, on se place dans un cadre général, et on s’intéresse aux fonctions définies de
E dans F, ol E et F sont des espaces vectoriels normés. Dans la suite, on prendra E = R¢
et F' = R™, mais nous préférons énoncer les premieres propriétés et définitions dans un cadre plus
abstrait.

On rappelle qu'un ensemble E est un R—espace vectoriel s’il est muni :
— d’un élément neutre, noté 0 € F,
— d’une addition de E x E dans F, notée +. Si x,y € E sont des vecteurs, alors x +y € E est
encore un vecteur,
— d’une multiplication par un scalaire R x F dans F, notée "-". Si A € Ret x € E, alors A-x
(ou Ax) est encore un vecteur.
qui vérifient les régles de calculs usuelles (que nous ne rappelons pas).

Définition 1.1 : Normes

Une norme sur F est une application N : E — R, telle que :
— pour tout x € E, on a N (x) = 0 si et seulement si x = 0,
— (homogénéité) Pour tout x € E et tout A € R, on a N'(Ax) = |\ N(x),
— (inégalité triangulaire) N'(x +y) < N(x) + N(y).

En prenant z = x +y dans I'inégalité triangulaire, on a N'(z) < N (x) + N (z — x), donc N (z) —
N(x) < N(z — x). Quitte a changer x +— z, on a aussi N (x) — N (z) < N(z — x), et donc

Vx,y € E, IN(x) = N(y) <N(x—y). (inégalité triangulaire inverse).

Un espace vectoriel E muni d’une norme A est appelé un espace vectoriel normé. On le note
(E,N) pour préciser avec quelle norme nous travaillons. Des normes différentes peuvent induire des
résultats différents, comme nous le verrons. Un concept important est celui de normes équivalentes.
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Définition 1.2 : Normes équivalentes

On dit que deux normes N7 et N3 sur E sont équivalentes s’il existe o > 0 telle que

Vx € E, M (x) < aNa(x), et Na(x) < alNi(x).

Proposition 1.3. Si N7 et Ny sont équivalentes, et si No et N3 sont équivalentes, alors N1 et N3
sont équivalentes.

On dit que étre équivalent est une relation d’équivalence.
Démonstration. Soit o > 0 et 8 > 0 tel que, pour tout x € E, on a
Ni(x) < aMa(x), Ma(x) < aNi(x), et Na(x) < BN3(x), Ni(x) < BN2(x).
Alors, on a, pour tout x € E,
Ni(x) < aNz(x) < afN3(x), et N3(x) < BNa(x) < BaNi(x),

ce qui montre que N7 et N3 sont équivalentes, en prenant la constante v := a8 > 0. O

[ Exercice 1.4 } .

Montrer que N et N3 sont deux normes équivalentes ssi il existe 0 < o < 8 < oo telles que
Vx € B, BNi(x) < N2(x) < aNi(x).

(on note que cette formule n’est pas symétrique. C’est pourquoi nous préférons la version symétrique
pour la définition.)

Il est d’usage de noter || - || =: N les normes. Nous utiliserons les deux notations.

1.1.2 Rappels sur les suites

Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé. Une suite de E est une application N 3 n — x, € E.
Dans la suite, on écrira (x,,)nen € E ou simplement (x,) € E pour parler d'une suite de E.

Convergence de suites

Définition 1.5 : Convergence

Soit (x;,) une suite de F, et soit x, € E. On dit qu'une suite (x,) converge vers x, si
lim [|x, — x| = 0.
n—oo

Cela signifie que pour tout € > 0, il existe N € N telle que

Vn >N, ||x,— x| <e.

On écrira parfois simplement x,, — X, ou lim,_,~ X, = X,. On fera attention cependant que ces
écritures sont trompeuses, car elles n’indiquent pas avec quelle norme on travaille!

{ Exercice 1.6 }

Soit E := C°([0,1]) 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R. Soit f,(x) := ™.
1
On note || f||l1 := [y f(s)ds, et ||flloo := max{f(x), = € [0,1]}.
a/ Montrer que || - ||1 et || - || sSont des normes sur E.
b/ Montrer que (f,) converge vers f.(x) = 0 pour la norme || - |1, mais pas pour la norme || - ||co.
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Cependant, lorsque les normes sont équivalentes, les convergences sont les mémes, comme le montre
le résultat suivant.

Théoréme 1.7

Soit N7 et Ny deux normes équivalentes sur E. Alors, pour toute suite (x,) de E et tout x, € E,
la suite (x,) converge vers X, pour la norme N ssi elle converge vers x, pour la norme N5.

Démonstration. Si (x,) converge vers x, pour la norme N7, on a N (x, — x«) — 0. Donc

0 < Na(xp — x4) < aMN (x5 — x) —— 0,

n—oo

ce qui montre que (x,) converge vers x, pour la norme Ns. La réciproque est obtenue en échangeant
les roles de N7 et Ns. O

On dit que les normes équivalentes définissent la méme topologie, car elles induisent les mémes
notions de convergence.

Suites bornées

Définition 1.8 : Suite bornée

On dit qu’une suite (x,) de E est bornée s'’il existe M € R, tel que, pour tout n € N, on a
[xnll < M.

On rappelle le résultat classique suivant.

Théoréme 1.9 : Les suites convergentes sont bornées

Si (x;,) est une suite convergente, alors (x,) est une suite bornée.

Démonstration. Soit x, la limite de la suite. Pour € = 1, il existe N € N tel que ||x,, — x«|| < 1 pour
tout n > N. En particulier, pour n > N, on a ||x,|| < [|x«|| 4 [|x« — Xn|| < [|%«|| +1 =: R;. Les termes
X, avec n > N sont donc bornés par R;. Par ailleurs, soit Ry := maxj<j<n ||x;]|. C’est le maximum
d’un nombre finis de valeurs, donc Rs < co. Les N premiers termes de la suite sont bornés par Rs.
Au final, tous les termes de la suite sont bornés par R := max{Ri, Ra}. O

Sous-suites

Définition 1.10 : Sous-suite

Une extraction est une fonction ¢ : N — N qui est strictement croissante (donc injective).
Une suite (y,) est une sous suite de (x,) si il existe une extraction ¢ telle que y, = X4(,)-

—

Exercice 1.11 )

J a

Soit ¢ une extraction. Montrer que ¢(n) > n.
Soit ¢ et ¢ deux extractions. Montrer que ¢ o ¢ est encore une extraction.

Exemple 1.12. Considérons la suite x,, = (—1)". Alors en prenant l’extraction ¢(n) := 2n, on voit
que la suite constante y, = w2, = 1 est une sous-suite de x,. De méme en prenant l’extraction
¢(n) :=2n+1, la suite constante y, = —1 est une sous-suite de x,.
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Définition 1.13 : Valeur d’adhérence

Soit (x;,,) une suite de E, et soit x, € E. On dit que x, est une valeur d’adhérence de la
suite (x,) s'il existe une sous-suite de (x,) qui converge de x,. Autrement dit, il existe une
extraction ¢ : N — N telle que lim,, . Xg(n) = K-

Dans I'exemple précédent, les points —1 et 1 sont des valeurs d’adhérence de la suite (—1)". Une
suite peut avoir une infinité de valeurs d’adhérence, comme le montre 1’exercice suivant.

{ Exercice 1.14 | .

J
Soit (z,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées selon la loi uniforme
de [0, 1]. Montrer que pour tout a € [0, 1], a est une valeur d’adhérence de la suite (z,, ), presque stirement.

Théoréme 1.15

Si (xp,) converge vers X, alors toute sous-suite de (x,) converge aussi vers X.
En particulier, x, est la seule valeur d’adhérence de la suite (x,).

Démonstration. Soit € > 0, et soit N € N tel que, pour tout n > N, on a ||x, — x«|| < . Soit ¢
une extraction quelconque, et soit y, = Xg(,) une sous-suite de (xp). Alors, pour tout n > N, on a
#(n) = n > N, donc |ly, — Xu|| = [|xgn) — x| <& O
1.2 Topologie dans les espaces vectoriels normés

Dans la suite, on travaille dans ’espace vectoriel normé (E, || - ).

1.2.1 Définitions

Nous commencons avec des définitions.

Définition 1.16 : Boule ouverte, boule fermée

La boule ouverte de centre xg € E et de rayon r > 0 est le sous-ensemble de E défini par
B(xp,r) :={x € E, |x—xo| <r}.
La boule fermée de centre xg € E et de rayon r > 0 est le sous-ensemble de E défini par

Blxo,r) = {x € B, |jx—xol <7}

La seule différence entre la boule ouverte et fermée est que la sphére ||x — xp|| = r est incluse dans
la boule fermée, mais pas dans la boule ouverte. Par exemple, lorsque E = R avec ||z| := |z| (valeur
absolue), on a

B(0,1) =] —1,1], et B(0,1) =[-1,1].

Dans ce cours, nous adoptons la convention anglo-saxonne, et notons (—1,1) pour | — 1, 1], ou bien

(—1,0] pour | — 1,0], etc.

Définition 1.17 : Ouverts, Fermés

Un sous—ensemble A C E est ouvert si, pour tout x € A, il existe r > 0 telle que B(x,r) C A.
Un sous—ensemble A C E est fermé si son complémentaire est ouvert, i.e. si R?\ A est ouvert.
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Par exemple, I'ensemble () est ouvert (on rappelle que toute proposition commengant par "pour
tout x € ), ..." est vraie). L’ensemble E est ouvert (prendre » = 1 par exemple). En prenant les
complémentaires, on obtient que F et () sont aussi des ensembles fermés (en fait, on peut montrer que
ce sont les seuls dans F).

Théoréme 1.18

Pour tout x¢ € E et pour tout r > 0, la boule ouverte B(xg,r) est un ensemble ouvert.
Pour tout x¢ € E et pour tout r > 0, la boule fermée B(xg,r) est un ensemble fermé.

Démonstration. Soit x € B(xg,r) et soit 7’ := ||x — xg||. Par définition de B(xg,r), on a r’ < r. Soit
e > 0 suffisamment petit pour que 7’ + & < r. Nous prétendons que B(x,¢) C B(xg, ).
En effet, soit y € B(x,¢), de sorte que ||x — y|| < €. En utilisant 'inégalité triangulaire, on a

1o = ¥l < [0 — x|| + [lx = y[| <+’ +e <

Donc y € B(xp, 7). Ceci étant vrai pour tout y € B(x,¢), on a B(x,&) C B(xo,r).

Pour la deuxiéme partie, nous remarquons que le complémentaire de B(xg, ) est 'ensemble
RY \ B(xp,r) ={x € RY, |lx — x| > r}.

Soit x € R%\ B(xg, 7). On pose comme avant 7’ := ||x — xo|| > r et € > 0 tel que ' — e > r. On répéte
les arguments précédent en utilisant cette fois I'inégalité triangulaire inverse :

%o =¥l = lIxo = x|| = [[x =yl =" =& >

[ Exercice 1.19 |

J

Dans la preuve précédente, montrer qu’on peut prendre € = %(7’ —7r") > 0.
Soit x # y dans RZ. Monter qu’il existe € > 0 tel que B(x,¢) N B(y, ) = 0.

En pratique, on sera intéressé a des ouverts autour d’un point x donné. Cette notion est tellement
importante qu’on lui donne une définition.

Définition 1.20 : Voisinage de x

On dit que A C F est un voisinage de x € E si x € A et si A est un ensemble ouvert.

.

Exercice 1.21 |

J a

Montrer que si A est un voisinage de x, alors il existe r > 0 tel que B(x,r) C A.

1.2.2 Convergence de suites avec des ouverts/fermés

Grace a la notion de boule ouverte, on peut traduire la notion de convergence en terme “topologi-
que”, de la maniére suivante.

Théoréme 1.22 : Caractérisation de la limite

Un point x, est la limite de la suite (x,) ssi pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n > N on a x, € B(xx,¢).

Autrement dit, si x, est la limite de la suite x,, (pour la norme || -||), alors quelque soit le voisinage
de x,, toute la suite est dans ce voisinage a partir d’un certain rang.
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Théoréme 1.23 : Caractérisation des valeurs d’adhérence

Un point x, est valeur d’adhérence de la suite (x,,) ssi pour tout € > 0 et pour N € N, il existe
n > N tel que x,, € B(x4,¢€).

Autrement dit, x, est valeur d’adhérence si pour tout voisinage de x4, il y a une infinité d’éléments
de la suite (x,) qui appartiennent a ce voisinage.

Démonstration. Supposons que X, vérifie la propriété que pour tout € > 0 et pour tout N € N, il

existe n > N tel que x,, € B(xx,¢). Prenons une suite ¢, > 0 de nombres positifs qui tend vers 0 (par
exemple g, = %) On construit 'extraction par induction. On prend Ny = 0, et on considere un entier

ny tel que x,, € B(xx,£1). On pose ¢(1) = ny. Ensuite, on pose N1 = nj + 1, et on considére un entier
ng > N1 > n; tel que x,,, € B(X«,e2). On pose ¢(2) = ng. Et ainsi de suite.

Par construction, on a n1 < no < ---, donc la fonction ¢ est strictement croissante. C’est bien une
extraction. De plus, on a Xg(,) € B(Xx«,en), donc 0 < [|X4(n) — X«|| < €. La suite &, tend vers 0, donc
[Xp(n) — X«|| aussi, ce qui prouve le théoreme. O

Nous terminons cette section avec un résultat qui fait le lien entre les ensembles fermés, et les
convergences de suites.

Théoréme 1.24 : Caractérisation des fermés

Soit A est un ensemble fermé de E, et soit (x,) C A une suite de A qui converge dans R? vers
un certain x,. Alors x, € A.

Démonstration. Supposons par l'absurde que x. ¢ A. Alors x, € A° qui est un ensemble ouvert.
En particulier, il existe ¢ > 0 tel que B(x4,e) N A = (). Cela implique que pour tout x € A, on a
|lx — x4|| > & > 0. En particulier, on a ||x,, — X.|| > €, qui ne tend pas vers 0. Contradiction. O

1.3 L’espace R?

Nous nous intéressons maintenant au cas ott £ = R?. Dans la suite, on note ||-|| la norme euclidienne
de R%. On rappelle que celle-ci est définie par

x1

vx=[ i | eRY x| = [xlps = a3+ + a2

Ld

Cette norme est aussi parfois notée ||z||2. On peut munir R? d’autres normes, et les définitions suivantes
font encore sens. On démontrera dans la suite qu’en dimension finie (notre cas ici, d est la dimension),
toutes les normes sont équivalentes.

1.3.1 Convergence composante par composante

Dans notre cas de I’espace R?, on peut vérifier la convergence dans R? (convergence de vecteurs),
en vérifiant la convergence de chaque composante (convergence de nombres réels).

Théoréme 1.25 : Convergence composante par composante

Soit (x,,) une suite de R?, et soit x, € R%. On note x,, = (X1, xdyn)T et Xy = (14, - mdy*)T
Alors (x,) converge vers X, ssi pour tout 1 <1i < d, la suite réelle (z;,) converge vers z; ,.
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Démonstration. Supposons pour commencer que (X,) converge vers X,. Soit 1 <i <d. On a

1/2
d /

0 < [zig = @ipl < | D i — 2l = llxn — %4
j=1

Comme (x,) converge vers Xy, le terme de droite converge vers 0 lorsque n — oo. Donc |z;, — x4
aussi, ce qui montre que (x; ) converge vers z;, (dans R).

Supposons maintenant que x;, — ;. converge vers 0 pour tout 1 < j < d. Alors lim,, ‘iL'jm _:Uj,*’ =
0. En prenant le carré, en sommant, et en utilisant les propriétés des limites, on obtient

n

2 : 2
= lim oy, — 2.7 =0.
j=1

n

. 2 .

Tim x, —x.|* = lim z; |20 — e
‘7:

1.3.2 Théorémes de Bolzano Weierstrass

On rappelle le théoreme de Bolzano—Weierstrass classique, dans R.

Théoréme 1.26 : Bolzano—Weierstrass dans R.

Si (z5,) C R est une suite réelle bornée, alors (z,) admet une valeur d’adhérence.

Démonstration. Nous donnons deux preuves de ce théoreme important.
Premiére preuve (par dichotomie). Comme (x,) est bornée, il existe R > 0 telle que |z,| < R,
donc —R < z, < R pour tout n. On consideére les sous ensembles d’indices

11:{n€N7 $n€(—R,O}}, le{n€N7 $n€(0,R]}-

Comme —R < x, < R pour tout n, on a I{UJ; = N, donc au moins un de ces deux ensembles contient
une infinité de termes de la suite. On note (a1, b1] cet interval (donc a; = —R et by = 0 si I est de
cardinal infini, et a; = 0 et by = R sinon). On recoupe cet intervalle en 2, et on pose

Iy = {n eN, =z,€ [al, %((11 + bl)]} , Jo= {n eN, =z,c€ (%(m +b1),b1]} ,
de sorte que Is U Jo = (a1, b1], donc au moins un de ces deux ensembles est de cardinal infini, et on
note (asg, ba] cet intervalle. On continue de méme, et on construit deux suites (a;) et (b;) tel que

— Vlintervalle (a;, b;] contient une infinité de termes de la suite (z);

— la suite (a;) est croissante, et la suite (b;) est décroissante;

— Onalb—aj|]=2"9R—0asj— 0.
D’apres le théoréme d’encadrement, les suites (a;) et (b;) converge vers la méme limite, notée z, € R,
et on a x4 € [aj,b;] pour tout j € N. Montrons que z, est une valeur d’adhérence de la suite (zy,).
Pour tout £ > 0, il existe j tel que 27/R < . En particulier, pour ce j, il existe un n (en fait une
infinité) tel que z,, € (aj,b;] et z. € [aj,b;], done |z, — x| < |bj — aj| = R277 < . On conclut avec
le Théoréme 1.23.

Deuxéme preuve. Comme (z,,) est bornée, il existe R > 0 telle que |z,| < R. Soit v = [-R, R] —
NU {oo} la fonction définie par

Vt € [-R,R], v(t):=Card{neN, z,<t}.

Le nombre v(t) compte le nombre d’éléments de la suite (z,,) qui sont plus petits que ¢. On s’autorise
a prendre la valeur co lorsqu’il y a une infinité d’éléments de la suite plus petits que t.
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La suite v(t) est croissante, et vérifie v(—R) = 0 et v(R) = co. On pose
ty :=1inf{t € [-R,R]|, Vs>t, wv(s)=o00}.

Montrons que ¢, est une valeur d’adhérence de (z,,). Par définition de ., pour tout £ > 0, on a
v(te +€) = oo et v(ty —e) < oco. En particulier, il y a une infinité d’éléments de la suite dans
I'intervalle (¢, — e,t« + €), et on conclut avec le Théoreme 1.23. O

Remarque 1.27. Le nombre t, construit dans la deuxiéme preuve s’appelle la liminf de la suite (x,,).
C’est la plus petite valeur d’adhérence de la suite (zy,).

La deuxiéme preuve utilise fortement le caractére ordonné de R. Dans le cas R?, on peut répéter
I’argument “coordonnée par coordonné”. On obtient le théoreme suivant.

Théoréme 1.28 : Bolzano—Weierstrass dans R?.

Si (x,) C R? est une suite (vectorielle) bornée, alors (x,) admet une valeur d’adhérence.

Démonstration. Si (x,) est bornée dans R? alors la suite réelle (z1,) (premiére composante) est
bornée dans R. D’apres le théoreme de Bolzano—Weierstrass dans R, on peut trouver une extraction
¢1: N — N et une limite y1 € R tel que (21,4, (n)) — Y1

On considere maintenant la suite extraite réelle x5 4 () (deuxiéme composante). Cette suite est
bornée dans R. D’apres le théoreme de Bolzano—Weierstrass dans R, on peut trouver une extraction
¢2 : N — N et une limite y2 € R tel que z9 4, (4,(n)) — y2(attention a I'ordre des extractions). De plus,
par le Théoreme 1.15 (toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite), on a
eNCOTE T1 4, (hy(n)) — Y1. Apres cette seconde extraction, les deux premicres composantes convergent.

On continue le raisonnement, et on construit les extractions ¢1, ¢2,..., ¢4. On pose enfin

P(n) :=p10pg0---0pq(n) = ¢1 (P2 (¢a(n)))-

Alors, par construction, la j-éme coordonnée de x4,y converge vers y;. Donc la suite x4,y converge
N T

vers y := (y1, -+ ,Yd)" - O
Ce résultat est faux en général en dimension infinie (que nous n’étudierons pas dans ce cours). Une

raison est que la composée d’une infinité d’extraction n’est pas forcément bien définie. Par exemple,
si ¢(n) :=n—+1, on a ¢ (n) = n + k (composée k fois), et ¢{>) n’a aucun sens.

[ Exercice 1.29 } \
Soit E 'ensemble des suites réelles bornées. Pour u = (u,,) € E, on pose ||u|| g := sup,,cy |Un|.
a/ Montrer que (E,| - ||g) est un R-espace vectoriel normé (appelé souvent £>°(N, R).
b/ Pour k € N, soit uy € E la suite dont les k premiers termes valent 0, et tous les suivants valent 1.
Montrer que pour tout &, [[ux||g =1, et que k # k’, on a aussi ||up —up|| = 1.
¢/ En déduire que la suite (uy) de E n’admet pas de sous-suite convergente.




CHAPITRE 2

OPTIMISATION : EXISTENCE ET UNICITE

2.1 Fonctions continues

Dans la suite, on se fixe deux espaces vectoriels normés, (E, || - [|g) et (F, | - ||r), et on s’intéresse
aux fonctions continues de (E, | - ||g) dans (F,| - ||r)-

Nous rappelons qu'une fonction de £ dans F' devrait étre notée (f,Dy), ou Dy C E est le domaine
de définition de f. C’est un sous-ensemble de F qui vérifie que I’évaluation f(x) est bien définie pour
tout x € Dy. Cependant, on utilise en pratique la notation f (sans expliciter son domaine). Cela peut
parfois (mais rarement) porter a confusion.

Définition 2.1 : Fonction continue, premiére définition

Soit (f, Df) une fonction de £ dans F. Soit x, € Dy. On dit que f est continue en x, si :
Ve>0, 36>0, VyeDy, |y—xeg<0 = ||f(xs)—f(¥)F<e.

On dit que f est continue sur K C Dy si f est continue en tout point de K.

Voici une deuxiéme définition possible, et équivalente (le fait que ces deux définitions soient équi-
valentes est laissé en exercice).

Définition 2.2 : Fonction continue, deuxiéme définition

Soit (f,Dy) une fonction de E dans F. Soit x, € Dy. On dit que f est continue en x, si, pour
toute suite (x,), de Dy qui converge vers x, (dans E), la suite (f(x,)), converge vers f(x.)
(dans F).

Remarque 2.3. La notion de continuité dépend a priori des normes qu’on choisit sur E et sur F.

Avant de donner des exemples explicites, nous faisons une petite digression. Avec cette définition,
une fonction f de Z dans R est toujours continue (pourquoi?)... Considérons les fonctions (f1,R) et
(f2, Q) définies par fi(x) = fa(z) = 1(z € Q). Alors, quand bien méme f; et fo ont la méme définition,
la fonction fo est continue, mais pas la fonction fi... Cela vient du fait qu’on a restreint le domaine de
définition de f1. La notion de continuité dépend donc du choix du domaine. Dire « f est continue en Xg»
est un abus de langage. On devrait plutot dire «(f,Dy) est continue en xg». Cependant, cela alourdit
les notations, et on supposera dans la suite qu’on travaille toujours avec le domaine maximal de f.

Voici quelques exemples.
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— (addition) La fonction A : R? — R définie par A(x1,22) := x1 + 29 est continue (car la somme
des limites est égale a la limite des sommes).

— (multiplication) La fonction M : R? — R définie par P(z1,22) := 2172 est continue (car le
produit des limites est égale a la limite des produit).

— (projection) Pour tout 1 < j < d, la fonction P; : (z1,---,24) +— x; est continue (cf.
Théoreme 1.25).

— (norme) Une norme N (-) sur E — R est continue dans (E,N(-)). On dit qu'une nome est
continue pour sa topologie. En effet, si x,, converge vers x,, on a, avec I'inégalité triangulaire
inverse,

0 < |N(xp) = N(x4)| S N(xp, — %) —— 0.

n—0o0

Exercice 2.4 } .

On dit qu’une fonction f de (E,| - ||g) dans (F,|| - ||r) est M—Lipschitz si

VyeE,  |f&x) - fOlF < Mlx-yls

1/ Montrer qu’une fonction Lipschitz est continue.
2/ Montrer qu'une norme N (+) est 1-Lipschitz de (E,N(-)) dans (R, | -|).

Théoréme 2.5 : La composition de fonctions continues est continue

Soit (f,Dy) une fonction de (E, || - ||g) dans (F, || - [|r), et soit (g, Dy) une fonction de (F,| - ||r)
dans (G, || - ||¢). On suppose que f(Dys) C Dy. Alors (go f,Dy) est continue de Dy dans G.

Démonstration. Soit x, € Dy fixé, et soit (x,) une suite de Dy qui converge vers x,. Comme f est

continue, la suite y, := f(xy) converge vers y, := f(x,). Comme g est continue, la suite g(yn)
converge vers g(y«). Donc g(f(x,)) = g(f(x«)). On en déduit que go f est continue en x,. Ceci étant
vrai pour tout x, € Dy, go f est continue sur Dy. O

2.1.1 Continuité des fonctions usuelles

Le Théoreme 2.5 permet de composer les fonctions continues. Par applications successives de ce
théoréme, on en déduit que (presque) toutes les fonctions usuelles, et leur composition, sont continues
sur leur domaine maximal de définition.

En pratique, lorsqu’on voudra démontrer qu'une fonction f donnée est continue, on pourra se
contenter de calculer son domaine de définition, et d’écrire

La fonction f est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions
usuelles continues sur leur domaine de définition.

11 faudra tout de méme préciser le domaine (maximal) de définition de f.

2.1.2 Prolongement par continuité

Définition 2.6 : Prolongement par continuité

Soit (f, Dy) une fonction de E dans F, et soit x, € E\Dy. On dit que f admet un prolongement
par continuité en x, s’il existe une limite £ € F' telle que, pour toute suite (x,) de Dy U {x.}
qui converge vers Xy, on a f(x,) — £.

Dans ce cas, I'extension de f par continuité en x, est la fonction (f, D f) avec Dy :=DyU {x«}
définie par

f(x) if xeDy

{ if x=x,.

vx € Dy, flx) = {
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Si f était une fonction continue sur Dy, alors la nouvelle fonction fest continue sur Df-

2.1.3 Un exemple important

Considérons 'exercice (classique) suivant.

[ Exercice 2.7 ]

J a

La fonction f: R? — R, définie sur R?\ {0} par

Ty
f(‘r7y) T xQ +y2

admet-elle un prolongement par continuité en 07

\ J

On remarque que f est continue sur son domaine de définition R? \ {0} comme composée de
fonctions usuelles. Supposons que f admette un prolongement par continuité en 0, avec limite £ € R.
Alors, en prenant la suite x,, := (%, 0), on obtient f(x,) — 0, donc ¢ = 0. Cependant, en prenant la
suite y, = (%, %), on a f(yn) — %, donc ¢ = 1, contradiction. Ceci montre que f n’admet pas de

29
prolongement par continuité en O.

Cet exemple est assez surprenant, car les applications partielles x — f(x,0) et y — (0, y) admettent
des prolongements par continuité sur R (ce sont les fonctions nulles), mais pas la fonction f. Cela vient
du fait que dans R?, on peut approcher le point 0 de plein de facons différentes, par seulement selon
les axes x =0 et y = 0.

Par exemple, pour tout § € R, la fonction gy : R, — R définie par g(r) := f(rcos(d),rsin(d))
admet un prolongement par continuité en r = 0 avec gg(0) = cos(f) sin(#). Donc la fonction f initiale
peut se prolonger par continuité le long de toute droite passant par 0. En revanche, elle admet des
limites différentes selon la droite qu’on considere...

F1GURE 2.1 — La surface de f de 'Exercice 2.7. Il faut imaginer une nappe pincée.

2.1.4 Fonctions a m composantes

Dans la suite, on étudiera parfois des fonctions f de R? & valeurs dans R™. Ici, d est le nombre
de variables (d pour dimension), et m est le nombre de composantes de la fonction f. Une telle



2.2. OPTIMISATION, PREMIERES DEFINITIONS 18

fonction est de la forme

fl(X) fl(fl’l, 7$d)
F) = (g, 1g) = szX) _ fa(1, | )
fm(X) fm(xh'" 7xd)

Il est important de noter que les composantes de f sont indépendantes. On peut imaginer une situation
par exemple ou fi est une température, fo une pression, f3 un nombre de pommes, etc. En appliquant
le Théoreme 1.25, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.8

Soit (f,Dy) une fonction de R dans R™. Alors f est continue en x. € Dy ssi toutes ses
composantes sont continues en x,. En particulier, f est continue sur K C Dy ssi toutes ses
composantes sont continues sur K.

Il n’y a donc pas de difficultés supplémentaires a étudier des fonctions a plusieurs composantes :
on se rameéne au cas des fonctions a valeurs réelles.

2.2 Optimisation, premieres définitions
Optimiser une fonction, c’est trouver sa plus petite et/ou sa plus grande valeur. En particulier,
On ne peut optimiser qu’une fonction a valeurs réelles !

C’est a dire que 'espace d’arrivée de f doit étre R (m = 1 composante)! En effet, on doit pouvoir
comparer les valeurs f(x) et f(y), et pouvoir écrire f(x) < f(y) ou f(x) > f(y). Or nous n’avons
une notion d’ordre que pour des nombres réelles (on ne peut pas comparer deux nombres complexes,
ni deux vecteurs). Dans la suite, on s’intéresse donc exclusivement aux fonctions & valeurs dans R.

2.2.1 Premieéres définitions

Nous commencons avec quelques définitions.

Infimum et minimum d’un sous-ensemble de R.

-

Définition 2.9 : Infimum d’un ensemble

Soit I C R un sous ensemble quelconque de R.

Un nombre m € R est un minorant de [ si pour tout z € I, on a m < .

L’ensemble I est borné inférieurement si I admet au moins un minorant.

L’infimum de I est le plus grand des minorants. C’est le nombre m, € R, noté inf I, tel que,
si m est un minorant de I, alors my, > m.

Par convention, si I n’est pas borné inférieurement, on note inf I := —oc.

On définit de méme la notion de majorant, borné supérieurement et de supremum de /.
On pourra remarquer de maniére cocasse que définir 'infimum comme le plus grand des minorants
suppose qu’on sait déja définir le supremum (le plus grand) d’un ensemble, et que donc cette définition
tourne en rond...

En fait, il est classique de montrer que I'ensemble des minorants de I est un intervalle de la forme
(—oo, M] (ou bien () si I n’est pas bornée inférieurement) pour un certain M unique, et on définit
Iinfimum de I comme étant ce nombre M.

Exemples :
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— Sil=R,onainfl = —occ et supl = +oc.
— Sil=(a,b),onainfl =aetsupl =b.
— Si I =Ja,b],onainfl =a, et supl =b.

Dans le premier cas, 'infimum et le supremum de K ne sont pas dans I, et dans le second cas, ils
sont dans I. Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.10

Soit my := inf I 'infimum de I. On dit que m, est un minimum de [ si m, € I.

Ainsi, a n’est pas un minimum de (a,b), mais est un minimum de [a, b]. Par convention, si m, =
—00, my n’est pas un minimum. On définit de méme la notion de maximum de K.

Théoréme 2.11 : Caractérisation de I’infimum avec des suites

Soit I C R un ensemble non vide quelconque.

Si I est non borné inférieurement, alors il existe une suite (x,) de I qui diverge vers —oo.

Si I est borné inférieurement, et si m € R est un minorant de I, alors m est 'infimum de I ssi
il existe une suite (xy,) € I qui converge vers m.

Démonstration. Nous prouvons le deuxieme point seulement. Soit m, U'infimum de K. Comme m est
un minorant, on a m < my. Si m < my, alors pour tout suite (z,) de I, on a m < m, < x,, donc
|z, — m| > |m. — m|, et la suite (x,) ne peut pas converger vers m. Au contraire, si m = m, est
Iinfimum, alors, pour tout n € N*, le nombre m, + % n’est pas un minorant de K. Donc il existe
T, € I avec my < x,, < My + % Ceci construit une suite (x,,) de I qui converge vers m.. O

{ Exercice 2.12 }

l Montrer que si I est fermé et borné inférieurement, alors I admet un minimum. ]

Infimum et minimum d’une fonction réelle.

Les notions précédentes s’appliquent pour des fonctions. Soit K C R? un sous-ensemble quelconque
de R?, et soit f: K — R une fonction réelle. On note I'image de f par

I=f(K)={f(x),xe K} Cc R
Avec ces notations, on appelle “I'infimum de f sur K” le nombre inf . On le note

i%ff ou inf{f(x), xe€ K}.

On note de méme le supremum de f par supy f.

Définition 2.13 : Minimum et minimiseur d’une fonction

Soit my := inf{f(x), x € K} linfimum de f. On dit que m, est le minimum de f si m, est le
minimum de I. Dans ce cas, il existe x, € K tel que f(x.) = ms. Tout point x, € K vérifiant
f(xx) = infg f est appelé un minimiseur de f sur K.

On définit pareillement la notion de maximum et de maximiseur de f sur K.

Exemples
— Soit K := R\ {0}, et soit f: K — R définie par f(x) = ||x||. Alors 0 est I'infimum de f sur
K, mais 0 n’est pas un minimiseur, car 0 ¢ K.
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— Soit K = R, et f: R — R définie par f(x) = sin?(x). Alors 0 est l'infimum de f. C’est un
minimum de f, et 'ensemble des minimiseurs de f est ’ensemble 7Z.

Gréace au Théoreme 2.11, on a une caractérisation de U'infimum de f sur K.

Théoréme 2.14

Soit m un minorant de f sur K. Alors m est 'infimum de f sur K ssi il existe une suite (xy,)
de K telle que f(x,) — m.

Définition 2.15 : Suite minimisante

Soit m, = infx f 'infimum de f sur K. Une suite minimisante de f sur K est une suite
(xp,) de K telle que f(xy) — M.

On remarquera que la suite (x,) ne converge pas forcément. Seules les images f(x,) convergent...

2.2.2 Toutes les normes de R? sont équivalentes

Théoréme 2.16 : En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes

Toutes les normes de R% sont équivalentes.

Démonstration. Soit N une norme sur R%. Il suffit de montrer que N est équivalente & la norme
euclidienne || - ||. Pour commencer, en notant (e;)1<;j<, la base canonique de R?, et en notant R? >
X = Z?Zl z;e; avec r; € R, on a

d d d d 12 /g 1/2
vx eRY N(x)=N <Z UCiei) < ZN(xz’ez’) = Z |lzi| N (e;) < (Z 331'\2) (ZN(ei)2>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
On a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la derniere inégalité. Ceci montre que
p 1/2
vx e R N(x) <a|x|, avec aj:= (ZN(er) .
i=1
En particulier, avec 'inégalité triangulaire inverse, on a
NE) =Ny < Nx-y) <allx—yl,
ce qui montre que N(-) est a;-Lipschitz de (R?, || - ||) dans (R,]| - |), donc continue pour la norme
euclidienne, c’est a dire de (R4, || -||) dans R. Ce résultat est a comparer avec celui de I'Exercice 2.4 (et

de I'exemple précédent), qui nous dit que N(-) est continue de (R, A'(-)) dans R, i.e. pour sa propre
norme.
On pose
m:=inf {N(x), x€eR’ |x|=1}, (2.1)

et soit (x;,) une suite minimisante pour ce probléme, c’est & dire qui vérifie ||x,| =1 et N (x,) — m.
La suite (x,,) est bornée dans R?. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite
(Xg(n)) €t un élément x, € R? telle que x,, converge vers X, pour la norme || - ||. Par continuité de || - ||
et de NV (+) pour la norme euclidienne, on obtient

%] = lim ||x,|| =1, et N(x.)= lim N(x,)=m.
n—oo n—oo
Ainsi, m est un minimum du probléme d’optimisation (2.1), et x, est un minimiseur. Comme ||x.| = 1,

on en déduit que x, # 0, et donc m = N (x,) > 0.
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Pour conclure, on remarque que pour tout x € R?\ {0}, on a

N0 = (Ihel 255 ) = Il ( 255) = fxlim.

]l ||
Cette inégalité est encore vraie avec x = 0. Ceci montre que
d 1
Vx e RY,  |Ix[| < aoN(x), avec az:=— >0.
m

En prenant a := max{ay, as}, on trouve que N et || - || sont équivalentes.

2.3 Optimisation de fonctions continues, existence

Dans cette section, nous donnons des critéres simples pour qu'un probleme d’optimisation ait une
solution.

2.3.1 Existence de minimiseurs dans le cas fermé borné

Nous commengons avec 'important théoréeme de Weierstrass.

Théoréme 2.17 : Théoréme de Weierstrass

Soit K C R? un ensemble fermé et borné, et soit f : K — R une fonction continue sur K.
Alors f atteint son minimum sur K, c’est a dire qu’il existe x, € K tel que f(x.) = infx f.

Démonstration. Soit m, := infx f, et soit (x,) une suite minimisante de f.

La suite (x,) est dans K, qui est borné. D’apres le théoreme de Bolzano—Weierstrass, on peut en
extraire une sous-suite Xy(,) qui converge vers un certain x, € R,

La fonction f est continue, donc f(x4(,)) — f(x«). Par ailleurs, comme (x,,) est une suite minimisante,
on a aussi f(x¢(n)) — my. Par unicité de la limite, on en déduit que f(xy) = my.

De plus, I'ensemble K est fermé, et x4(,,) est une suite de K qui converge vers X., donc x. € K. Ainsi,
X, est un minimiseur de f sur K.

O]

En particulier, comme f est définie sur K, f(x,) € R ne prend pas la valeur —oo. On en déduit
que, sous les mémes hypotheses, la fonction f est bornée inférieurement.

Evidemment, le théoreme reste vrai si on remplace “minimum” par “maximum”.

2.3.2 Existence de minimiseurs pour les fonctions continues coercives

Dans la pratique, on étudie parfois des fonctions f : R* — R définie sur tout 1’espace R%. L’espace
R? n’est pas borné, et on ne peux pas utiliser le théoreme de Weierstrass. On utilise plutét la notion
de coercivité.

Définition 2.18 : Fonctions coercives

Soit f:R? — R. On dit que f est coercive, si, pour tout M > R, il existe R > 0 tel que

vx e RY x| > R = f(x) > M.

Cela signifie qu’en dehors d’une grande boule B(0, R), la fonction f prend des valeurs trés grandes,
plus grandes qu'une valeur M arbitraire. On note parfois lim |, f(x) = oo lorsque f est coercive.
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[ Exercice 2.19 } .

Soit @ > 0. Montrer que la fonction f : R? — R définie par f(x) = ||x|% est coercive.

Théoréme 2.20 : Existence de minimiseurs pour les fonctions continues coercives

Soit f : R* — R une fonction continue et coercive. Alors f atteint son minimum : il existe
X, € R? tel que f(x,) = infga f.

Démonstration. Soit m, I'infimum de f, et soit (x,) une suite minimisante de f, i.e. tel que f(x,) —
my. Comme l'infimum est un minorant, on a m, < f(0). Par coercivité de f il existe R > 0 tel que
pour tout x € R?\ B(0,R), on a f(x) > f(0) 4+ 1 > m,. En particulier, la suite (x,) est dans la

boule fermée (bornée) B(0,R) a partir d’'un certain rang. On s’est ramené au cas du fermé borné

K = B(0, R), et on conclut comme pour le théoréme de Weierstrass. ]

2.3.3 Unicité des minimiseurs pour les fonctions strictement convexes

Dans les sections précédentes, nous avons trouvé des criteres simples pour qu’une fonction admette
des minimiseurs. Nous cherchons maintenant un critére simple pour que ce minimiseur soit unique.
Une bonne notion est celle de convexité.

Définition 2.21 : Ensemble convexe

Soit K C R? un ensemble quelconque. On dit que K est convexe, si, pour tout x,y € K et
tout 0 < ¢ <1, le point tx + (1 —t)y est dans K.

On remarquera que le point tx + (1 —t)y est une combinaison barycentrique des points x et y, qui
parcourt le segment [x,y]| lorsque ¢ parcourt I'intervalle [0, 1]. Autrement dit, K est convexe si, pour
toute paire de points x,y dans K, le segment [x,y] est inclus dans K. On remarquera qu’il n’existe
pas de notion d’ensemble concave...

e

Définition 2.22 : Fonction convexe

Soit K € R? un ensemble convexe, et soit f : K — R une fonction définie sur K.
On dit que f est convexe si

Vx,y € K, vte[0,1], flx+(1—-t)y) <tf(x)+ 1 —-1)f(y)
On dit que f est strictement convexe si

Vx#yeK, Vte(0,1), f(tx+(1—-1t)y)<tf(x)+1—-1t)f(y).

Lorsque la fonction — f est convexe, on dit que la fonction est concave. Pour les fonctions concaves
ou strictement concaves, les inégalités sont dans l'autre sens. Nous n’utiliserons cependant pas cette
notion dans ce cours, car nous sommes intéressés surtout par la minimisation de fonctions.

{ Exercice 2.23 |

J

Soit f : RY — R une fonction convexe, et soit £ € R. Montrer que I’ensemble K := {x eR?, f(x) < E}
est un ensemble convexe de R?.

Exemples
— T’ensemble R? est convexe.
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— Si N :R? = R est une norme, alors A est convexe. En effet, on a, avec I'inégalité triangulaire,
N(tx + (1 = t)y) < N(tx) + N((1 = t)y) = tN(x) + (1 — )N (y).
— Les boules ouvertes et fermées sont des ensembles convexes. En effet, ces ensembles sont de la
forme B(0, E) = {x € R%, N(x) < E} (cf exercice précédent).
{ Exercice 2.24 }

Montrer que si K; et K5 sont deux ensembles convexes, alors l'intersection K7 N K5 est encore convexe.
Est-ce que 'union K7 U K5 est convexe ?

Théoréme 2.25 : Unicité du minimiseur pour les fonctions strictement convexes

Soit K C R? un ensemble convexe, et soit f : K — R une fonction strictement convexe sur K.
Alors, si f admet un minimiseur, celui-ci est unique.

Démonstration. Supposons que f admette deux minimiseurs xg # x; dans K. Donc f(xg) = f(x1) =
my := infg f. On consideére le point x, := %xo + %Xl. Comme K est convexe, on a X, € K, et comme
f est strictement convexe, on a

1 1 1 1
1) = £ (330 + 231 ) < 3 1x0) + 5 (1) = .
Le point x, de K vérifie f(x.) < ms. Ceci contredit la définition de m, comme minimum. Donc
X9 = X1, et le minimiseur est unique. O

Pour conclure ce chapitre, on retiendra que, pour une fonction continue a valeurs réelles,
— coercive — il existe au moins un minimiseur,
— strictement convexe — il existe au plus un minimiseur.



CHAPITRE 3

FONCTIONS DIFFERENTIABLES

3.1 Applications linéaires

3.1.1 L’espace vectoriel des applications linéaires bornées

Avant de définir la dérivée de fonctions a plusieurs variables, nous faisons un rappel sur les ap-
plications linéaires. Dans la suite, on considére (E,| - |g) et (F,| - ||r) deux R—espaces vectoriels
normes.

Définition 3.1 : Application linéaire

Soit L : E — F. On dit que L est une application linéaire de F dans F'si :
— pour tous X,y € F,ona L(x+y) = L(x) + L(y),
— pour tout A € R et tout x € E, on a L(Ax) = AL(x).

On dit que cette application linéaire est bornée s’il existe M > 0 tel que pour tout x € F avec
x|z =1, ona |[L(x)|r < M.

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires bornées de E dans F.

Exemples :
— L’application nulle L(x) = O est linéaire. Elle est bornée, avec M = 0.
— L’identité L : E — E définie par L(x) = x est linéaire, bornée, avec M = 1.
— Si E=R"et F'=R"™. Alors pour toute matrice A € M, ,(R), 'application L4 : x — Ax est
linéaire. Elle est bornée (cf plus tard).
Si L est bornée, on a que, pour tout x € E'\ {0}, en remarquant
26l = | 2 (Il

()
EE BE

Ceci est vrai aussi pour x = 0. Le raisonnement précédent qui consiste a remonter une inégalité sur
la sphére de F a tout l'espace F s’appelle un argument d’homogénéité. Le plus petit M > 0 qui
vérifie cette inégalité pour tout x € E s’appelle la norme d’opérateur de L, notée || L||op. Autrement
dit, si L € L(E, F),

X
[

est de norme 1,

< Mlx|z.
F

= [Ixl=

F

[Lllop = inf {IL(x)[|F, x€E, |x][g=1}.

On peut écrire 'inégalité utile suivante :

VLe L(E,F), ¥xecE, |LE)Fr<[Lloplx|e- (3.1)
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Théoréme 3.2

L’espace L(E, F) muni de la norme || - ||op est un espace vectoriel.

Démonstration. On vérifie directement que L(E, F') est un espace vectoriel, avec (L; + Lo)(x) :=
Li(x)+La(x), et (AL)(x) := AL(x). Montrons que ||+ ||op est une norme. Pour commencer, si || Lo, = 0,
alors 'inégalité (3.1) implique que L(x) = 0 pour tout x € E, donc L est 'application nulle. Ensuite,
on vérifie directement que ||AL|[op = |A|||L|lop- Il reste a vérifier I'inégalité triangulaire. On a, pour
tout x € F avec ||x||g =1,

(L1 + L) (%) < [[L1(3)][F + [[L2(3)][7 < [[Lallop + [ L2]lop-

En prenant I'infimum sur x € E avec ||x||g = 1, on obtient bien ||L1 + Lalop < || L1llop + || L2]lop. O

Théoréme 3.3

Une application linéaire L : E — F' est continue ssi elle est bornée.

Attention, ce théoréeme n’est vrai que pour des applications linéaires!

Démonstration. Supposons que L soit bornée. Soit (x,,) une suite de E qui converge vers x, dans E.
On a
12tn) — L)l = 12 Gen = 3] < [Llloplixn — . —— 0.

Ceci montre que L est continue, en tant que fonction de E dans F (en fait, L est méme 1-Lipschitz
de F dans F).

Supposons au contraire que L ne soit pas bornée. Dans ce cas, il existe une suite (x,) € E avec

Ixnllg = 1 et |[L(x,)||F — oo. On pose y,, := HL(Z:W On a ||y.||g = m — 0, donc la suite

(yn) tend vers Op dans E. En revanche, on a

Xn, 1
izl = |2 ()| = o B0l =1
" IL&xn)llP/ |l [ L(xn)llF o
Or y, — 0g. On en déduit que L n’est pas continue en Og, donc a fortiori n’est pas continue. ]

Remarque 3.4. Le raisonnement précédent montre que si L est continue en 0, alors L est bornée,
donc L est continue sur tout E. Ainsi, pour une application linéaire L, les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

— L est continue sur tout E,

— L est continue en 0,

— L est bornée.

3.1.2 Le cas de la dimension finie

Dans le cas ot E = R% et F = R™ sont de dimension finie, on peut dire plus de choses.

Théoréme 3.5

Une application linéaire L : R? — R™ est automatiquement bornée, donc continue.
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Démonstration. Notons (eq,--- ,eg4) la base canonique de R?. On a, pour x = E?:l zje; € RY,
J 4 2 o 1/2
1L g = ij (e)) Z sl I Z(eg)llrn < D lesl >l (es)llfm
g 0=1 i=1 j=1

On a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la derniere inégalité. On reconnait la norme de x dans
le membre de droite. Ainsi,

1/2

d
Vx €RY, [Ix[lga =1,  |L(x)|lzm <M, avec M =|> |L(e))|fm < oo0.

Représentation matricielle

Soit (eq,--- ,eq) la base canonique de E = RY, et soit (fy,--- ,f,) celle de F = R™ (en fait, le
raisonnement suivant marche avec n’importe quelle base).

Pour tout 1 < j < d, le vecteur L(e;) appartient a F, et peut étre décomposé dans la base
(fi,---,f5). On note a;; les coefficients correspondants, c’est a dire

a1j

m as;
e):ZaijfiGFw . e R™.

Qmyj

Soit A = (a;j)1<i<m,1<j<d la matrice dont les vecteurs colonnes sont les L(e;) pour 1 <1i < d, c’est a
dire

aijp a2 - 014
a1 G2 -+ Q24
A= (L(e1),L(e2), -, L(eq)) = : S € Mumxa(R).
Aml am2 - Gmd
On dit que A est la matrice représentative de L dans les bases (e, - ,eq) et (fi,--- ,f;,). On

notera en effet que la matrice A dépend du choix de la base choisie (alors que l'application L n’en
dépend pas).
L’importance de cette matrice, et du calcul matriciel en général, vient du fait que, pour tout

X =) xjej,ona

d m d

d
ijej Zl‘] e] ZZ(IU.’E]f = Z Zaijxj fl
j=1

7j=11i=1 =1 7j=1

Autrement dit, si y = L(x), alors les coefficients y; de y (dans la base canonique de F') sont obtenus
a partir des coefficients z; de x (dans la base canonique de E) via la formule

d
Yi = Zaijacj, ou encore, y = Ax.
j=1
ou la derniere égalité est la multiplication matrice-vecteur de A par x. On remarquera qu’il y a un
léger abus de notation ici. En effet, I’égalité y = L(x) ne dépend pas de la base choisie (x € E et
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y € F sont des vecteurs abstraits), alors que dans ’égalité y = Ax, on a posé

z Y1
x2 Y2

X = . eRY et y= . e R™,
Zq Ym

et cette notation vectorielle dépend du choix de la base de E = R?% et de F' = R™. Dans la suite, on
fera cet abus de notation, avec la convention qu’on travaille toujours dans la base canonique.

On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 3.6

L’espace vectoriel £(R?, R™) est en bijection avec 'espace vectoriel M,,»q(R), qui est en bijec-
tion avec R™*?, En particulier, £(R% R™) est de dimension finie, de dimension d x m, et toutes
ses normes sont équivalentes.

3.2 Fonctions différentiables

3.2.1 Retour en dimension d =1

En dimension d = 1, on rappelle la définition de la dérivabilité d’une fonction. On dit qu’une
fonction f: R — R est dérivable en zg € R si la limite

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

existe. Si c’est le cas, on note f’(xg) € R cette limite. Malheureusement, cette définition ne peut pas
s’étendre au cas des dimensions supérieures. En effet, on aurait naturellement xg € R% et h € R%, or
on ne peut pas diviser par un vecteur h...

Pour contourner cette difficulté, on réécrit la définition précédente d’une autre maniere. Posons

f(zo+h) — f(z0)

E(h) = Y

— f'(wo)-

Dire que le ratio converge vers f’(x) lorsque h — 0, c’est dire que limy_,o E(h) = 0. Ainsi, on a, en
multipliant par h et en ré-ordonnant les termes,

f(@o+h) = f(xo) + f'(x0)h + hE(R).

On remarque que le dernier terme est un o(h) (cf plus tard pour la définition de o(-)). Ainsi, la
définition de la dérivabilité en dimension 1 est équivalente a dire que f admet un développement
limité, ou développement de Taylor, a ’ordre 1, de la forme

f(xo 4+ h) = f(zo) + f'(x0)h + o(h).

En remarquant que la fonction h — f’(xzg)h est une fonction linéaire de R dans R, on comprend
comment étendre la définition aux dimensions supérieures.

3.2.2 Définition de la différentiabilité

On se place dans le cadre général des espaces vectoriels normés (E, ||-||g) et (F,||-||r) pour énoncer
la définition. Dans la suite, on écrira f : U C E — F pour indiquer que U est un ouvert de E et que
[ est définie sur U (donc U C Dy C E).
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Définition 3.7 : Différentiabilité en un point.

Soit f: U C E — F, et soit xg € U. On dit que f est différentiable en xg s’il existe une
application linéaire bornée L(E, F) telle que

f(xo+h) = f(x0) + L(h) + o(h).

Si c’est le cas, L est unique, est notée dfx,, et est appelée différentielle de f en xo.
Si f est différentiable en tout point de U, on dit que que f est différentiable sur U.

La formule
f(xo+h) = f(x0) + dfx,(h) + o(h)
s’appelle parfois la formule de Taylor (& 'ordre 1).

Définition 3.8 : Notation de Landau

Une fonction o(h) est une fonction de la forme ||h||€(h) avec £(h) — 0 lorsque h — 0.

Une fonction & vérifie £(h) — 0 lorsque h — 0 ssi elle est continue en 0 avec £(0) = 0.
On insiste sur le fait que dfx, est une application linéaire.

* Exemple (fonctions de R dans R). Dans lexemple précédent d = 1, la différentielle de
f:R — R au point xg € R est 'application linéaire df,, € L(R,R) définie par

Vh € R, dfys,(h):= f'(x0)h.

En quelque sorte, la dérivée f'(x() est le coefficient réel qui représente la différentielle df,.

* Exemple (fonctions linéaires) : Si L € L(E, F') est une application linéaire bornée/continue,
alors L est différentiable sur E, avec, pour tout xg € E, dLx, = L. En effet, on a

L(xo+h) = L(xq) + L(h) +o(h), avec o(h)=0.

x Exemple (forme quadratique) : Soit A € Mg 4(R), et f : RY — R définie par f(x) := (x, Ax)
(produit scalaire Euclidien). Calculons la différentielle de f. On a

f(x+h)=(x+h,A(x+h)) = (x, Ax) + (x, Ah) + (h, Ax) + (h, Ah).

Le premier terme est f(x). Le second et le troisiéme sont linéaires en h (donc compose la différentielle).
Montrons que le dernier terme est un o(h). On pose

(h,Ah) .
E(h) = T si h#0 ,
0 si h=0.

de sorte que (h, Ah) = ||h||€(h). Montrons que £ est continue en 0 avec £(0) = 0. Pour cela, on utilise
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de la norme d’opérateur de A, et on a

[(h, Ah)| < |[h] - [ Ah|| < [[b]| - [Allop - [Ihl] = | Allop ]I

Ceci montre que |E(h)| < [[A]opl/h||, donc & est bien continue en 0 avec £(0) = 0. Ainsi, notre
développement précédent est de la forme f(x + h) = f(x) + dfx(h) + o(h) avec, par identification,

dfy : R4 - R, définie par dfy(h) := (x, Ah) + (h, Ax).

Théoreme 3.9 : Différentiabilité implique continuité

Si f:U C E — F est différentiable en xg € E, alors f est continue en xg.
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Démonstration. Soit (x,,) une suite qui converge vers xg. Posons h,, := x,, — xq, de sorte que x,, =
Xg + h,,. La suite h,, tend vers 0 dans E. On a

1 (x0 +hn) = f(x0)ll 7 = l[dfxo (hn) + [ | 2E(hn)[| o < lldfxo llop Bnll 2 + [[hnl|2]I€ () || 7.
Comme & est continue en 0 avec £(0g) = O, et que h, — 0, le terme de droite converge vers 0
lorsque n — co. Ainsi, on a f(x,) — f(x0), comme souhaité. O
3.2.3 Dérivées directionnelles et dérivées partielles

Soit f: U C E — F, soit xg € U et soit h € F une direction quelconque de E. On s’intéresse a
la fonction réelle, gy, n : R — F' définie par

gxon(t) == f(x0 + th).

Cette fonction est bien définie dans un voisinage de t = 0. On peut dériver g, en tant que fonction
ayant une seule variable. Cela motive la définition suivante.

[ Définition 3.10

Si gxo,h est dérivable en ¢ = 0, on dit que f admet une dérivée directionnelle au point xq € U,
dans la direction h € E. On la note

e L.

O f(00) = 2 (x0) 1= gl 1 (0) = lim T OV H IR = T 0)

Dans le cas important ot E = R? et h = €; est le i-éme vecteur de la base canonique de R?, on
parle plutét de dérivée partielle. On écrit dans ce cas

af af f(xl e, Li—1,T4 t x’i—‘rl ... ggd) —_ f(xl e xd)
0if(x0) := Xg) = Xp) := lim o J ’ T SRt
Zf( O) axl( 0) 862( 0) 0 p
En pratique, pour calculer cette dérivée, on voit les variables x1,z2,- -, T;—1, i1, - - , T4 COMme

fixées, et on dérive “normalement” dans la variable x;. Par exemple, pour la fonction f(z1,xz9) =
r1e~ "2, on a

(01f) (x1,22) =™ et (O2f) (21,72) = —w1e” ™2

Théoréme 3.11

Si f est différentiable en xg, alors, pour tout h € E, on a

of

oh (XO) = deO (h) cF.

Démonstration. On utilise la formule de Taylor pour f. On a
f(xo +1th) = f(x0) + dfx,(th) + o(th) = f(x0) + td fx,(h) + [¢| - [[h[|E(th)
pour une certaine fonction £ qui tend vers 0 en 0. Ainsi,

f(xo+th) — f(x0) _ tdfx,(h) +[t] - [b][€(th)
t t

= Ay (1) + E(th) — df, ().

O]

Ainsi, si f est différentiable en xg, alors toutes les dérivées directionnelles Oy, f existent en xg. La
réciproque est fausse en général, comme le montre I’exemple suivant.
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Exemple 3.12. Reprenons la fonction f(x,y) := mzxifgﬂ vue dans [’Ezxercice 2.7. Pour tout x € R, on

a
95 0) = Jim n

=0,

et de méme %(O,y) = 0. En particulier, on a %(0,0) = %(0,0) =0, mais f nest pas différentiable

en (0,0). Elle n’est méme pas continue en (0,0) (cf Ezxercice 2.7).

3.2.4 Matrice Jacobienne

On se place maintenant dans le cas ot E = R% et F = R™ (le cas utile en pratique). Dans ce
cas, 'application dfyx, € L(E, F') peut étre représentée par une matrice de M,,x4(R), dans les bases
canoniques.

Définition 3.13 : Jacobienne

La matrice de M,,,»xq(R) qui représente dfx,(h) dans les bases canoniques s’appelle matrice
Jacobienne, et est notée

Jf(XQ) S med(R).

Par définition de la matrice représentative, c’est la matrice telle que
Vh € R, dfy,(h) = Jr(xo)h €R%

Dans le membre de gauche, on a une application linéaire d fx, qui agit sur le vecteur h € E, et dans
le membre de droite, on a la multiplication de la matrice J¢(xg) et du vecteur h € R,

Dans la suite on note

Filzy, - a)
f(x) = fQ(xh‘:” ) 7
fm(21, - 24)

les composantes de f dans la base canonique de F' = R™.

Théoréme 3.14 : Identification de la Jacobienne

Si f:U c RY — R™ est différentiable en xg € U, alors les coefficients de la matrice Jacobienne
J¢(x0) sont les dérivées partielles des f;. Plus exactement,
oh of . oh
oxr1 Oxo 0xy
fr Ofa | 0Of2
Jf(Xo) = (8$1f7 <o ,8xdf) = | O0r1 Ox 0xg (Xo) S med(R).
O Ofn  Ofm
8:61 aLL‘Q 8l‘d

La preuve du théoreme découle directement de la définition de O, f.

Remarque 3.15. Les composantes de f ne se parlent pas. Chaque composante “vit” dans sa ligne !
On raisonne composante par composante.

3.2.5 Le gradient

On se place enfin dans le cas ou F' = R, c’est a dire dans le cas ou f = f(x1,---,zq) est une
fonction a valeurs réelles. On rappelle que ce sont les fonctions qu’on peut optimiser.
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Dans ce cas, f n’a qu'une seule composante, et on a
Jr(xo) = (Ouf,-+,0af) € Myia(R).

La Jacobienne est donc un vecteur ligne.

Définition 3.16 : Gradient

Soit f: U c R? — R une fonction réelle différentiable en xo € U. Le gradient de f en xg est
le vecteur de R?, noté V f(xg) dont les composantes sont

of
O f

Vf(Xo) = (Xo).

daf

Avec cette définition, on remarque que le gradient est la transposée de la Jacobienne. L’importance
de ce vecteur vient de la constatation suivante. On rappelle que le produit scalaire de R? est défini
par

n
d
Y2
vx,y € RY, (x,y) = Z:Ulyz =(z1 2 -+ xq) : =xTy eR.
i=1 :
Yd

Alors on peut écrire
dfxo(h) = J¢(x0)h = (Vf(x0), h).

L’avantage de la derniere expression est qu’elle est de nouveau indépendante du choix de la base de
RZ. Le vecteur gradient est un vecteur de R? bien défini (qui se trouve avoir les 9; f comme coefficients
dans la base canonique). En fait, on peut retenir que

Le gradient de f en Xq est le vecteur qui pointe vers la plus grande pente montante de f.

Cela vient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
f(xo+h) = f(x0) + (Vf(x0),h) + o(h) < f(x0) + [[Vf(x0)[[ga - [h]|lra + o(h),
avec égalité ssih = aV f(xg), avec @ > 0. Nous reviendrons sur ce point important lorsqu’on optimisera
des fonctions.
3.2.6 Pour aller encore plus loin (*)

Une autre fagon d’écrire les choses est la suivante.

Définition 3.17 : Base duale

Pour 1 < i < d, on pose dz; : R* — R Papplication linéaire définie par
dz;(x) = ;.

La famille (dz1,--- ,dzy), qui est une famille de £(R%,R), s’appelle parfois la base duale de
(e1, -, eq).

Autrement dit, dz; est I'application linéaire qui prend un vecteur x € R? en entrée, et retourne sa
i-eme composante réelle x; € R.
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Avec la notation de la base duale, on peut écrire

B P
dfx, = 85101;1:1 e (%ildazd.

Il s’agit d’une égalité au sens de £(R%,R™), c’est & dire au sens des applications linéaires :

of of
=——h+--+—h e R™.
o1 1+ + Dy d
Remarque 3.18. En dimension d = 1, on a df = f'(z)dz. Le dz qui apparait est celui dans les

intégrales. En fait, la notation [ f'(x)dz signifie [ dfx : on intégre des formes différentielles.

VheR™,  dfy(h)

3.2.7 Regle de la chaine

Théoréme 3.19 : Reégle de la chaine

Soient f : U C E — Fetg:V C F — G deux fonctions, soit xg € U telle que f est différentiable
en xg, et g est différentiable en f(xg) € V. Alors go f : U C E — G est différentiable en xq, et

d(g o f)(x0) = dgy(xy) © dfxo-

Dans le cas ol E = R? F = R™ et G = RP, on peut écrire de maniére équivalente le produit
matriciel des Jacobiennes

Jgor(%0) = Jy(f(x0)) - Jy(X0)-

La composée a droite est la composée d’applications linéaires. On note que dfx, € L(E, F) et que
dgf(xe) € L(F,G), donc la composée dgs(x,) odfx, est bien une application linéaire bornée de L(E, G).

Remarque 3.20. Les matrices ne commutent pas (ni les applications linéaires). L’ordre est important
dans ce théoréme. Lorsque f et g sont des fonctions de R dans R, on a

(gof)(x) =g (f(x)) f(z)=f(2) g (f(x)),

mats dans le cas général, seule la premiére expression est valide.

La démonstration de ce résultat est immédiate, il suffit d’écrire les développements de Taylor.

3.3 Fonctions continiment différentiables

Nous avons vu la notion de fonctions différentiables sur un ouvert U C E. Nous nous demandons
maintenant quand ces différentielles sont continues.

Définition 3.21

Soit f : U C E — F une fonction différentiable sur u, et soit U > x — dfx € L(E,F)
sa différentielle. On dit que f est continiiment différentiable, ou de classe C!, sur U si
I'application x — dfx est continue, en tant qu’application de U C F dans L(E, F).

On note C*(U, F) I'ensemble des fonctions contintiment différentiable sur U,

Remarquons que Pexpression dfx(h) dépend a la fois de x et de h. Dans les section précédentes,
nous avons vu que a x fixé, application h — dfx(h) était continue (elle était méme linéaire!).
Maintenant, on regarde plutot application x — d fx(h), qui n’a a priori aucune raison d’étre continue
(et encore moins linéaire).

* Exemple (fonctions de R dans R. Dans le cas des fonctions f : R — R, on a vu que la
différentielle était df,(h) = f/(x)h. Cette expression est continue et linéaire en h. Cependant, elle est
continue en x ssi  — f’(x) est continue. On retrouve la notion “classique”.
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3.3.1 Théoréeme «fondamental» de I’analyse

On rappelle le résultat suivant, valide pour une fonction f: R — R de classe C!.

Théoréme 3.22 : Théoréme fondamental de ’analyse, premiére forme

Soit f € C'(R,R). Pour tout a < b, on a

b
£(b) - fa) = / f(s)ds.

Notons que comme f est de classe C!, on a f’ continue, et I'intégrale est bien définie (intégrale de
Riemann pour les fonctions continues).
Nous en donnons une deuxieme forme, équivalente, et trés pratique aussi.

Théoréme 3.23 : Théoréme fondamentale de 1’analyse, deuxiéme forme

Soit f € C1(R,R). Pour tout z € R et tout h € R, on a

1
F@+h) — f(z) = h/o (@ + thydt.

Démonstration. On applique le théoreéme précédent avec a =z et b = x + h, et on a

z+h
farm = @)= [ 1o
On fait ensuite le changement de variable s = s(t) = = + th, donc ds = hdt. O

On étend maintenant ce théoréme aux fonctions a plusieurs variables. Soit f : C1(U, F') une fonction
de classe C' sur U C E. Alors pour x € U et h € E, on introduit la fonction g : R — F, définie par

gx7h(t) = f(X + th).

Comme f est de classe C', on a g de classe C'. En appliquant le théoréme fondamental de I’analyse
a la fonction g, on obtient

1 1
(1) = 3xn(0) = [ ginx th)dt = [ dfem bt
0 0

ol on a utilisé le Théoreme 3.11 pour la derniére égalité. On en déduit le théoréeme suivant.

Théoreme 3.24 : Théoréme fondamental de ’analyse

Soit f € CY(U, F) avec U C E ouvert convexe. Pour tout x € U et tout h € E tel que x+h € U,
on a

1
f(x+h)— f(x) = ( /0 d fx+thdt> ‘h.

Dans le cas ot E =R? et F = R™, on peut aussi écrire

1
f(x+h) — f(x) = (/0 Jf(x+th)dt) x h.

Enfin, dans le cas ou m = 1 (f est une fonction réelle), on a aussi

1
f(x+h) - f(x)= <(/0 Vf(x—i—th)dt) ,h>.
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On rappelle qu’on peut intégrer des matrices et des vecteurs, en intégrant “composante par com-
posant”.
3.3.2 Théoréme des accroissements finis

On commence par rappeler le théoréeme de la moyenne.

Lemme 3.25. Si g € C°(R,R) est continue a valeurs réelles, alors pour tout a < b, il existe ¢ € [a, ]
telle que

b
i [ oos =0

Démonstration. La fonction g est continue sur le compact [a,b], donc est atteint son minimum m et
son maximum M en z,, et x)s respectivement, avec T, xp € [a,b]. On a m < g(x) < M pour tout
x € [a,b], donc

1 b

D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires pour les fonctions continues, il existe un point ¢ €
[, 0] telle que

1 b
= L ate)s = o)
a
ce qui conclut la preuve. O

En prenant ¢(t) = (Vf(x+ th),h) dans le troisieme cas du Théoréme 3.24, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 3.26 : Théoréme des accroissements finis dans R?

Soit f : R? — R une fonction réelle (m = 1) de classe C'. Alors, pour tout x € R% et h € R?, il
existe ty € [0,1] telle que

f(x+h)— f(x) = (Vf(x+tih), h).

Il est important ici que la fonction soit réelle, c’est a dire qu’elle n’a qu’une seule composante. Un
résultat similaire pour des fonctions f avec plusieurs composantes ne peut pas étre vraie. Si f = (f1, f2)
est une fonction a deux composantes, on peut appliquer le théoreme des accroissements finies a f1 et
fa, et trouver des parametre t; et to pour ces deux composantes. En revanche, il n’y a aucune raison
a priori pour que t; = to...

3.3.3 Caractérisation des fonctions de classe C'!

Soit f : R4 — R™ une fonction de classe C'. Alors toutes les dérivées partielles sont continues, et
en particulier, la fonction Jacobienne x + J¢(x) est continue (de R? dans M,;,»4(R)), ou, de maniére
équivalente, toutes les dérivées partielles sont continues. En fait, la réciproque est vraie.

Théoréme 3.27 : Caractérisation des fonctions C?

Soit f: U C R* — R™. La fonction f est de classe C' sur U ssi toutes les dérivées partielles

% existent et sont continues sur U.

On rappelle que ce n’est pas parce que les dérivées partielles de f en xq existent que f est diffé-
rentiable en xg (cf Exemple 3.12). En fait, la partie difficile de ce théoréme est de montrer que f est
différentiable sur U. Une fois qu’on a montré cela, on pourra définir la Jacobienne J¢(x). Ses compo-
santes sont g—g(x), qui sont continues en x, donc x — J¢(x) est continue ce qui prouve directement
que f est C.
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Démonstration. D’aprés la remarque précédente, il suffit de montrer que f est différentiable sur U.
On prend m = 1 pour simplifier (on travaille composante par composante), et d = 2. Soit xo € U, et
soit € > 0 tel que B(xg,&) C U (on rappelle que U est ouvert). Pour h € B(0,¢), on a

f(xo+h) — f(x0) = (f(x0 + hie1 + haez) — f(x0 + hier)) + (f(x0 + hrer) — f(x0))
_ [ /0 00 f (%0 + hier + thgeg)dtl hs + [ /U oS (xo + thlel)dtl h
= 02 f(x0)h2 + 01 f(x0)h1 + || € (h),
ot £(-) est définie par

1

! 1
In ([/0 {02f (x0 + h1e1 + thoes) — 02 f (x0)} dt} ha + [/0 {01 f(x0 + thier) — 31f(x0)}dt] hl) )

On laisse en exercice de montrer que £ tend vers 0 lorsque h — 0, et on en déduit que f est différentiable
en Xg, et que sa différentielle est 'application linéaire

dfxy : h = 01 f(x0)h1 + o f (x0)ha = (Vf(x0), h).

Ceci étant vrai pour xg € U, on a que f est différentiable sur U. De plus, sa différentielle est continue
(en x), car x — V f(x) est continue, donc f est de classe C!. O



CHAPITRE 4

FONCTIONS DE CLASSE C?

On s’intéresse maintenant aux dérivées supérieures de f. Dans le cas de la dérivée premiere, on a
vu que 'objet mathématique qui apparaissait naturellement était les applications linéaires. Pour les
dérivées secondes, on fera naturellement apparaitre des applications quadratiques.

4.1 Fonctions deux fois différentiables

4.1.1 Premiéres définitions

r

Définition 4.1 : Différentielles supérieures

Soit f : U C E — F une fonction de classe C! sur U, de différentielle df = U — L(E, F). On
dit que f est deux fois différentiable sur U si df est différentiable sur U. On dit que f est de
classe C? sur U si df est de classe C' sur U.

Par induction, on peut dire que f est de classe C* sur U si df est de classe C*~1 sur U.

On remarquera que df est une fonction de E dans I} := L(E,F). Dans le cas on £ = R? et
F = R™, cet espace F; est de dimension d x m. Il faut vérifier que x — dfy est de classe C! en
tant que fonction de d variables et d x m composantes. On note d2f la différentielle de df. Si df est
différentiable en x, on a, par définition

dfxsn = dfx + d fx(h) + L[ E(h),

qui est une égalité dans F; = L(E, F'). En particulier, £(h) est ici une fonction linéaire de L(E, F),
avec ||€(h)|lop — 0 lorsque h — 0. De plus, I'application h 5 R? — d?fx(h) € L(E, F) est linéaire
par définition d'une différentielle. En fait, on a d®fx € L(E,L(E, F)), qui est un espace de dimension
d x d x m. En remarquant que deux formes linéaires sont égales ssi elles coincident sur tous les
arguments, on peut écrire de maniere équivalente

vk € RY, dfxin(k) = dfx(k) + d fx(h) (k) + |[b]|€ (h) (k).

L’application (h,k) ~ d?fy(h)(k) est linéaire en h et en k, donc est une application bilinéaire. On
écrit souvent d2fy(h, k) cette application bilinéaire de R? x R? dans R™. En anticipant un peu sur la
suite, cette application bilinéaire est moralement

) d d 82f
Pl k) => )" Sy (X)hik;.

i=1 j=1
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4.1.2 Dérivées croisées

Dans la suite, on s’intéressera principalement au cas ott £ = R% et F' = R (une seule composante).
Dans le cas ou F' = R™, on pourra travailler composante par composante.

Définition 4.2 : Dérivées partielles d’ordre supérieure

Soit f: U € R* — R une fonction deux fois différentiables. Pour 1 < 4,j < d on note

O*f 2 0 (of
T )= 0, 1) = - (1) ().

Par exemple, si f(x,y) = cos(z)e?”, on a 8, f(z,y) = —sin(x)e¥”, et 6§$f(:1:, y) = —2ysin(z)e?’.

4.1.3 Fonctions de classe C?

On rappelle le Théoréme 3.27 qui dit qu'une fonction est C' si toutes les dérivées partielles sont
continues. En appliquant ce résultat a la fonction df, on obtient la caractérisation suivante.

Théoréme 4.3 : Caractérisation des fonctions de classe C?

Soit f : U ¢ R? — R. La fonction f est de classe C2 sur U ssi toutes les dérivées secondes
existent et sont continues sur U.

On remarquera qu'il y a d? fonctions 83%in f lorsque i et j varient entre 1 et d. De méme, on peut
vérifier qu'une fonction f est de classe C? si toutes les dérivées troisiémes agﬂjxk f(x) sont continues,
et il y a d® telles fonctions. Et ainsi de suite.

On dit qu’une fonction f est de classe C™ si elle est de classe C* pour tout k € N. En pratique,
toutes les fonctions usuelles sont C* sur leur domaine (ouvert) de définition.

Le théoréeme suivant (admis) affirme que l'ordre de dérivation dans les dérivées croisées n’importe
pas dés que f est suffisamment réguliere.

Théoréme 4.4 : Théoréme de Schwarz (admis)

Si f:U CR?— R est de classe C? sur U, alors, pour tout x € U, on a

0 f _0*f

V1<i,7<d = .
= td =0 8.%'18.1‘J X 6$]6.%'1 x

L’Exercice suivant montre qu’il n’y pas toujours égalité lorsque f n’est que deux fois différentiable
(au lieu de C?).

{ Exercice 4.5 }

Soit f : R? — R définie par

f(z,y) = ﬁ%yyrz £(0,0) = 0.

Montrer que 8§y f# 8§I f-
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4.1.4 La Hessienne

Définition 4.6 : Matrice Hessienne

Soit f : U € R? — R une fonction de classe C2. La Hessienne de f est la matrice de taille d x d
contenant les dérivées croisées de f. Explicitement,

f ) |
8x% 8$26$1 axdaml
of o 9
Hy (x) := 0x10x9 6x§ 04011 (x).
of .. 9
0x10xy ax?l

D’apres le théoreme de Schwarz, cette matrice est symétrique. On pourra aussi remarquer que
la Hessienne est la Jacobienne du gradient.

En effet, on rappelle que
Ox, f
Vik)=1 : |®
O, f
qui peut-étre vue comme une fonction de R? dans R? (le gradient est un vecteur colonne). En prenant
la Jacobienne de cette application, on retrouve la Hessienne de f.

4.1.5 Formule de Taylor-Young a l’ordre 2

Nous avons vu que la formule de Taylor a I'ordre 1 permettait de définir la différentielle, puis la
notion d’étre C!, etc. Nous démontrons maintenant une formule de Taylor & ’ordre supérieur.

Théoréme 4.7 : Formule de Taylor a ordre 2

Si f:R% — R est de classe C2, alors

f(x+h)=f(x)+ (Vf(x),h)+ %(h, H¢(x)h) + o(h?). (4.1)

On retrouve la partie linéaire en h dans (V f(x), h). La partie suivante est une partie quadratique
en h, dans le sens ot h — 3(h, Hy(x)h) est quadratique en h. Ici, la notation o(h?) est un abus de
langage (que signifie un vecteur au carré ?) qui signifie une fonction de type

o(h?) = |h||*£(h), avec E(h) —— 0.
h—0

Démonstration. On commence par appliquer le théoréeme fondamental de ’analyse a la fonction f
(Théoreme 3.24), et on obtient

1

1
f(x+h)—f(x):/0 <Vf(x—|—th),h)dt:<Vf(x),h>+/0 (Vf(x + th) — Vf(x), hydL.

Par ailleurs, en appliquant le théoreme fondamental a la fonction V f, et en rappelant que la Hessienne
est la Jacobienne du gradient, on a

Vfx+th) —Vf(x)= (/01 Hf(x—l—sth)ds> x th.
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On en déduit que
f(x+h) - f(x) =(Vf(x) / / (h, Hf(x 4 sth)th)dsdt

_(vf / / (h, Hy (x)th)dsdt + / / J[H (x + sth) — Hj(x)] th)dsdt.

%. Le dernier terme est de la forme

L'/ h h
/ <||h|| [Hf(x + sth) — Hy(x)|t ”hH>dsdt

et vérifie, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la propriété des normes opérateurs,

Dans la premiere intégrale, on a fol tdt =

1

||h||25(h), avec S(h):/

1 1
\e<h>s;j£ ]Q | Hp(x + sth) — Hy(x)||,, tdsdt,

qui tend vers 0 lorsque h — 0 par continuité de la Hessienne. Finalement, on a bien trouvé

Flc+ ) = £+ (VG b)) + 3 (b, Hy (o) + o(h?).

4.2 Application a optimisation de fonctions

La formule de Taylor du Théoreme 4.7 donne la meilleure approximation de f par une forme
quadratique. Or il est facile de déterminer les minima des formes quadratiques. Dans la suite, nous
rappelons les propriétés des formes quadratiques, et appliquons les résultats pour la recherche de
minima.

4.2.1 Rappels sur les matrices symétriques

On a vu que la Hessienne d’une fonction de classe C? était une matrice symétrique. On rappelle
qu’une matrice symétrique A € Myyq(R) est diagonalisable. Cela signifie qu’il existe une matrice
orthogonale U € O(d) et une matrice diagonale D = diag(A,---, Aq) telle que

A=UDUT.

Comme UTU = UUT =1y, on a AU = UD. En écrivant U = (uy,--- ,uyq) les colonnes de U, la
relation AU = UD montre que
V1 < ) < d, Aui = )\iui,

autrement dit, les vecteurs u; sont des vecteurs propres de A pour les valeurs propres A;. De plus, la
relation UTU = I; montre que les vecteurs (uy,--- ,uy) forment une base orthonormale. Autrement
dit, on a trouvé une base orthonormale composée de vecteurs propres de A.

r

Définition 4.8 : Matrices positives, négatives, ...

On note S4(R) I'ensemble des matrices symétrique de taille d x d. Pour A € S4(R), on note
AM(A) < A2(A) < --- < Xg(A) les valeurs propres de A, rangées dans 'ordre croissant.

On dit que A est dégénérée si \j(A) = 0 pour un certain 1 < j < d.

On dit que A est positive si A\j(A) > 0 pour tout 1 < j <d.

On dit que A est définie positive si \;(A) > 0 pour tout 1 < j <d.

On note S (R) I'ensemble des matrices positives, et S; T (R) ensemble des matrices définies
positives.
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On définit de méme les matrices négatives et définies négatives. Une matrice A est définie positive
ssi elle est positive et non dégénérée. On remarquera que A est dégénérée ssi Ker(A) # {0} (car 0 est
une valeur propre de A) ssi A est non inversible.

Théoréme 4.9 : Caractérisation des matrices positives

Soit A € S4(R). On a toujours 'inégalité
vx e RY,  (x,Ax) > M (A)|x]?,

avec égalité ssi x € Ker(A — A\1(A)).
En particulier, A est positive ssi (x, Ax) > 0 pour tout x € R?% et A est définie positive ssi
(x, Ax) > 0 pour tout x € R?\ {0}.

.

Démonstration. Soit x € R%. On décompose x dans la base des (u;), et on écrit
X =zi1u; +x2u2 + -+ + T4uq.
En appliquant A, et en utilisant le fait que les u; sont des vecteurs propres, on obtient
AX =z A\1ug + 229Uy + - - - + TgAgUy.

Ainsi, en utilisant que les (u;) sont orthonormés, on obtient

d d
(%, Ax) = |@ilPAi = Al = A x|
i=1 i=1

O

En regle générale, pour déterminer si une matrice A est positive, il faut la diagonaliser pour trouver
ses valeurs propres, ce qui peut étre fastidieux. Dans le cas des matrices 2 X 2, on a un critére simple
pour savoir si une matrice est positive.

Théoréme 4.10 : Matrices positives de taille 2 x 2

Une matrice A € S2(R) est positive ssi sa trace et son déterminant sont positifs. Elle est non
dégénérée si, de plus, son déterminant est non nul.

Démonstration. On a Tr(A) = A\ + A2 (somme des valeurs propres) et det(A) = A1 A2 (produit des
valeurs propres). Or deux nombres sont positifs ssi la somme et le produit de ces nombres sont positifs.
Le résultat suit. O

Attention : le résultat est faux en dimension d > 3. Par exemple, la matrice

-1 0 O
A= 0 -1 0
0 0 3
vérifie Tr(A) = 1 > 0 et det(A) = 3 > 0, mais a deux valeurs propres négatives. En dimension

supérieur, on pourra vérifier qu'une matrice est définie positive en appliquant le critéere de Sylvester
(admis).

Théoréme 4.11 : Critere de Sylvester en dimension quelconque

Si A € §4(R), alors A est définie positive ssi tous ses mineurs principaux dominants sont stric-
tement positifs. En d’autres termes, si A = (ai;j),<; ;<4 € Sa(R), on note Ay = (a;;)
Sk(R). Alors A € S (R) si et seulement si det (4;) > 0 pour tout k € {1,...,d}.

1<ij<k ©
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4.2.2 Caractérisation des points critiques non dégénérés

Nous sommes enfin préts pour trouver des critéres “simples” pour déterminer les minima des
fonctions.

Théoréme 4.12 : Les minimiseurs sont des points critiques

Soit f : R — R une fonction de classe C?. Si x, est un minimiseur local de f, alors

Vf(x«) =0, et Hy(xy)>0.

Démonstration. Soit € > 0 tel que X, est un minimiseur de f dans B(x.,¢). Soit h € R? quelconque.
Pour tout 0 < t < ¢|/h||~!, on a ||th|| < |t|||h|| < &, et donc th € B(0,¢). Ainsi

1
FO) < flxe 4 th) = f(x.) + HVf(x0), h) + St (h, Hy(x.)h) + £*h°E (th).
avec £(th) — 0 lorsque ¢ — 0. En simplifiant par f(x,) et en divisant par ¢, on obtient
1
(Vf(x.),h) + St(h, Hy(x.)h) + th%&(th) > 0.

En prenant la limite ¢ — 0, on obtient (V f(x,),h) > 0. Ceci devant étre vrai pour tout h € R% on
en déduit que V f(x,) = 0 (On utilise ici la non dégénérescence du produit scalaire).

En reprenant 1'inégalité précédente, on trouve
1
5 t(h, Hy(x.)h) + th%&(th) > 0.

On redivise par ¢, et on prend la limite ¢ — 0 pour obtenir cette fois que (h, Hf(x,)h) > 0. Ceci étant
vrai pour tout h € R? on conclut que H #(x4) est une matrice symétrique positive. ]

Cela motive d’étudier les points x, tel que V f(x,) = 0. Comme on le verra dans la suite, il s’agit
d’une famille de d équations a d inconnues.

Définition 4.13 : Points critiques, points critiques non dégénérés

Soit f : U € R — R une fonction de classe C? sur U.

On dit que x, est un point critique de f si Vf(x,) = 0.

Un point critique est dit non dégénéré si de plus H¢(x,) est non dégénérée (det Hy(x,) # 0).
Un point critique qui n’est ni un minimiseur local, ni un maximiseur local est un point selle.

La troisieme définition stipule qu’il existe 3 types de points critiques : les minimiseurs, les maxi-
miseurs, et les points selles.

En combinant cette définition avec le résultat précédent, on remarque que, si X, est un minimiseur
non dégénéré, alors Hy(x,) > 0 (Hp(x,) est défini positif). On s’intéresse maintenant a la réciproque
du résultat précédent.

Théoréme 4.14

Soit f : R* — R une fonction de classe C?. Si x, € R? est tel que
VF(x,) =0, et Hp(x) >0,

alors x, est un minimiseur local non dégénéré de F'.
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On remarquera qu'on demande H¢(x,) d’étre définie positive dans le deuxiéme cas pour pouvoir
conclure. Dans le cas d = 1 par exemple, les fonctions définies par

filz) = 3, et fa(z) = z?

vérifient toutes les deux f’(0) = f”(0) = 0. Dans le premier cas, le point 0 n’est pas un minimiseur de
f1, mais 0 est un minimiseur de fs.

Démonstration. Soit A\; > 0 la plus petite valeur propre de H¢(x,). On a

Floe 1) 2 Fx) + A2 + [2E(h).

On rappelle que & est continue en h = 0 avec £(0) = 0. Soit € > 0 suffisamment petit pour que
E(h) > —3X1 pour tout ||h|| < e. Alors, pour tout h € B(0,¢) \ {0}, on a

1
Foe ) = fx) + M| > fx),
ce qui prouve que x, est un minimiseur strict dans B(xx,€). O

4.2.3 Un exemple de recherche de minimiseurs

On conclut cette section en expliquant comment étudier une fonction a plusieurs variables en
pratique. On s’intéressera principalement aux fonctions a deux variables. Un exercice typique est le
suivant.

[ Exercice 4.15 : Exemple type J

Etudier les points critiques de la fonction

2 2
fla,y) = (27 +2y)e” V),

Etude de la régularité

La fonction f est de classe C* sur R? comme composée de fonctions usuelles C* sur leur domaine
de définition.

Calculs des dérivées premiéres

On a
%(:p,y) = o~ @) (20 — 20(a? + 2%)] = 2we” (V) [1 —a? — 24?].
De méme,
of

F(x’y) _ e—(x2+y2) [4y . 2y(x2 + 2y2)] _ 2ye_(m2+y2) [2 g2 2y2} )
Y

Recherche des points critiques
Pour trouver les points critiques, on résout le systeme
O f (z, =0 x [l —a22—2¢9% =

{ 2 f(x,y) { [ ) yQ]
ayf($7y) = y[2_$ _2y]:

On en déduit qu’il y a 5 points critiques, a savoir les points

r=0 ou 22+2y°=1
y=0 ou x?+2y>=2.

(0,0), (1,0), (=1,0), (0,1) et (0,—1).
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Calcul de la Hessienne

On a
2
g ];(x, y) = e~ (@ +y?) [2 — 622 — 4y — 22(2z — 223 — 4a:y2)] ,
x
2
gyﬁ (z,y) = e @) [4 - 202 — 1292 — 2y (4y — 2ya2® — 49°)]
0% f 0> f

= — 7(332+y2) _ _ 2_ 3_ 2
C%ay(ﬂ:,y) awy(%y) e [—8zy — 2y(a® — 227 — 4zy?)]

ou on a utilisé le Lemme de Schwarz pour 1’égalité (‘)gy f= a;w f. L’expression de la hessienne est donc
assez complexe. Cependant, on veut I’évaluer uniquement aux points critiques.

Etude des points critiques

On trouve

Hf(o,o):<(2) 2), Hp(1,0) = Hy(—1,0) =" (_04 g) Hp(0,-1) = Hp(0,1) = e (‘02 _08>.

Dans cet exemple, les hessiennes sont diagonales, et il est facile de déterminer la nature des points
critiques.
— La hessienne au point (0,0) est positive, donc (0,0) est un minimum local. De plus, il est
facile de voir que f > 0 et que f(0,0) = 0. Donc (0,0) est un minimum global!
— La hessienne aux points (£1,0) ont une valeur propre positive et une valeur propre négative.
Ces points sont donc des points selles.
— La hessienne aux points (0, £1) est négative, donc ces points sont des maxima locaux. En
fait, on peut montrer que ce sont des maxima globaux, mais c’est plus difficile. Cela vient du
fait que la fonction f tend vers 0 en 'infini.

4.2.4 Un autre exemple type

Exercice 4.16 : Exemple type (bis) }

Etudier les points critiques de la fonction

flz,y) = 2 + 3zy® — 150 — 12y.

Etude de la régularité

La fonction f est de classe C™ sur R?, car f est un polyndme.

Calculs des dérivées premieéres

On a

of a2 a2 of —
o (x,y) =3z" +3y° — 15, et dy (z,y) = 6zy — 12.

Recherche des points critiques

Pour trouver les points critiques, on résout le systeme
O f(x, =0 22 4+y2=5 z+y)?=9 r+y==+3
2 f(%,y) y ( y)2 y
Oyf(z,y) =0 xy =2 (x—y)*=1 x—y==+1
Il y a donc 4 points critiques possibles, suivant les signes qu’on met. On trouve les 4 points critiques

(1,2) (-1,-2) (2,1) (-2,-1).
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Calcul de la Hessienne

On trouve directement

Hy(x,y) :6(:6 y).

Yy x

On remarque que la trace Tr(H) = 12 est du signe de z, et que det(Hs) = 36(2* — y?) est positif si
|z| > |y| et négatif si |z| < |y|. On trouve donc
— Pour le point (1,2), la hessienne a une valeur propre positive, et une valeur propre négative.
Donc le point (1,2) est un point selle.
— Pour le point (—1, —2), idem.
— Pour le point (2,1), la hessienne est positive, donc (2,1) est un minimum local de f.
— Pour le point (—2,—1), la hessienne est négative, donc (—2, —1) est un maximum local de f.

4.3 Minimisation de fonctions usuelles

Dans cette section, nous présentons des résultats théoriques pour la minimisation des fonctions
quadratiques. Nous appliquons ensuite la méthode pour la minimisation aux moindres carrés.

4.3.1 Minimisation des fonctions quadratiques

On dit qu’une fonction @ : R — R est quadratique si elle est de la forme

Lix, Ax) — (b, x).

Q) = ;

avec A € Mgy(R) une matrice carrée, et b € R? un vecteur de R?. En dimension 1, on retrouve les

paraboles, de la forme %a:cQ —bzx. Le choix du facteur % et du signe devant b est évidemment arbitraire,

mais permet des calculs plus agréables dans la suite. Pour commencer, on note qu’on peut toujours
supposer A symétrique.

Lemme 4.17. Soit A € My(R), soit A := $(A+AT), et soit a(x) = 3(x, Ax)— (b, x). Alors Q=0Q.
En particulier, on peut toujours représenter une fonction quadratique avec une matrice A symétrique.

Démonstration. Posons B := A— A = %(A — AT), de sorte que A = A+B.On pourra remarquer que
B est anti-symétrique : BT = —B. En particulier, on a, pour tout x € R?,

(x, Bx) = (BTx,x) = —(Bx,x) = —(x, Bx),
et donc (x, Bx) = 0. Ainsi, (x, Ax) = (x, (A + B)x) = (x, Ax). O
Dans la suite, on se restreint uniquement aux matrices A € Sg(R) symétriques.

Lemme 4.18. Soit A€ Sy et b € RY, et soit Q la forme quadratique associée. Alors Q(-) est coercive
ssi A€ STT(R) ssi Q() est strictement conveze.

Démonstration. Pour commencer, un calcul direct montre que (le faire!)

QUL —t)x+ty) — (1 - 1)Q(x) —tQ(y) = —t(1 = 1)Q(x —y) = —t(1 = t){(x — y), A(x — y)).

Ainsi, le membre de gauche est strictement négatif pour tout 0 < t < 1 et tout x # y ssi (h, Ah) >0
pour tout h # 0, c’est a dire ssi A € Sd++. Par ailleurs, si A € S:{Jr, on a, avec le Théoreme 4.9 et
Cauchy-Schwarz,

Q09 > M) ] ~ [Ib] - x].
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Comme A1 (A) > 0, la fonction X +— 2A(A) X% — ||b||X est coercive sur R, donc Q(-) est coercive sur
R?. Réciproquement, si A ¢ Sjﬂ il existe un vecteur unitaire u tel que (u, Au) < 0. En particulier,
on a

Q(tu) < —t(b,u),

qui tend vers —oo lorsque ¢ tend vers +oo ou —oo (dépendant du signe de (b, u)), ou vers 0 si (b, u) = 0.
Dans tous les cas, on a trouvé une direction dans laquelle @ ne tend pas vers +o0o & l'infini, donc Q(-)
n’est pas coercive. O

Les fonctions quadratiques fournissent donc un prototype parfait de fonctions a minimiser : si
Ae S&H, alors (Q est strictement convexe et coercive, donc admet un unique minimiseur. Le théoréme
suivant caractérise ce minimiseur.

Théoréme 4.19

Soit A € S;'ﬂ b € RY, et soit Q(-) la fonction quadratique associée.
La gradient de Q(-) est VQ(x) := Ax—b et la hessienne de Q(-) est Hy(x) = A. En particulier,
I'unique minimiseur de Q(-) est

Xy 1= A_lb7

et c’est un minimum global non dégénéré.

Démonstration. Pour calculer le gradient, on remarque que

Qx-+1) = fx -+, AGx -+ b)) — (b,x+ )

_ (;(x, Ax) — <b,x>> + <;(<x, Ab) + (b, Ax)) — <b,h>> +5(h, 4h)

= Q) + (5(A+ AT)x b ) + o(h).

On a utilisé le fait que |(h, Ah)| < ||A|lop|/h||?> = O(h). En utilisant le fait que A est symétrique, donc
que A = AT et par identification, on trouve bien que VQ(x) = Ax — b. De plus, comme la hessienne
est la jacobienne du gradient, on trouve que Hg(x) = A.

Comme A € SjJr est non dégénérée, elle est inversible. En particulier, I’équation VQ(x) = 0 s’écrit
Ax = b, et n’a qu’une seule solution x, = A~1b. La Hessienne en ce point est A € S;F“, donc x, est
un minimum local non dégénéré.

Par ailleurs, on a déja montré que () est convexe, donc ce minimiseur est, en fait, global. ]

Le point tout a fait remarquable du théoréme précédent est qu’on peut résoudre le systeme linéaire
Ax = b en minimisation la fonctionnelle quadratique Q. On a résolu un probléme d’algebre avec une
méthode analytique !

On fera cependant attention que cette méthode ne marche que pour des matrices A symétriques.

4.3.2 Minimisation aux moindres carrés

Un exemple important est donné par la minimisation aux moindres carrés. L’idée est la suivante :
on se donne un ensemble de données de la forme (x;,y;), 1 < j < N (N est le nombre de données),
avec x; € R? et yj € R, et on cherche une fonction f telle que f(x;) = y;.

A priori, on peut choisir f n’importe comment... mais cela n’apporte pas forcément d’informations
utiles. Dans la minimisation aux moindres carrés linéaire, on cherche f de la forme

fa(¥) = aroi(x),
k=1
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ou les fonctions (¢r)i<k<p sont fixées a l'avance. Notre but est alors d’optimiser les coefficients
(0, ,0p). Le nombre p est le nombre de paramétres a optimiser. En toute généralité, il n’est pas
possible de trouver un f qui réalise exactement 1'égalité f(x;) = y;. On cherche plutét a minimiser
I’erreur quadratique

N
Fo) =) ly; — falx;)*.
j=1

Le terme moindres carrés vient du choix de cette erreur, avec la moyenne des carrés. Notre probleme
d’optimisation s’écrit donc
inf {F(a), a€R},
C’est un probleme de minimisation d’une fonction F' de RP dans R.
Voici quelques exemples de fonctions ¢, usuelles.
— Régression polynomiale. Dans le cas d = 1 (x; = z; € R), on peut prendre ¢ (x)

Dans ce cas, f est un polynome de degré p — 1. Ce cas inclut la régression affine, on cherche le
meilleur couple (ag, a1) € R? (donc p = 2 parameétres & optimiser), qui minimise I’erreur

= gF 1

N

inf Z ly; — ar1zj — aol?, (g, 1) € R?
j=1

— Régression linéaire. Prenons p = N, et ¢p(x) = 21 (la k-éme coordonnée de x). Dans ce cas,
on peut écrire

Qg
p o
fa(x) = Zakaﬁk = (a,x) avec a=
k=1
Qp

et le probleme devient
N
inf {3 Jy; — (e x) 2, € R?
j=1

Afin de résoudre le probleme de minimisation, on commence par ré-écrire le probléme sous forme
matricielle. On pose

p1(x1)  ¢2(x1) -+ Pp(x1) Y1 a1
A= (ﬁl(.&) ¢2(:X2) - ¢p(:X2) S MNXp7 y= y:2 eRY et a= Oiz € RP.
p1(xn)  P2(x1) 0 Pp(xN) YN ap

Avec ces notations, on remarque que
2
Fla) = [ly — Aal”.

Ce probleme s’exprime donc tres simplement avec des matrices : on cherche le vecteur a € RP tel que
Aa soit proche de y, pour la norme euclidienne de RY. On note que la matrice A est fixée : elle ne
dépend que des données x; et du choix des fonctions ¢y. Ainsi, on s’est ramené au probleme suivant.
Soit A € Myxp(R) et y € RY fixés, on veut résoudre

inf{||y — Aa||?, o€ RP}.

Résolvons ce probleme de minimisation. Pour commencer, on a

1 1 1
Fla) = 5lly - Aal’ = J{y - Aa,y — Aa) =  (Iy]* - 2(Aay) + [ Aaf?)
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L’application a + ||y — Ac||? est de classe C°°, car c’est un polyndéme en . Calculons le gradient et
la hessienne de cette application. On a

F(a+h) = F(a) — (Ah,y) + (Ah, Aa) + o(h)
= F(a) + (h, AT Ao — ATy) + o(h).
Ainsi, par identification, le gradient de F' est
VF(a):= ATAa — ATy.

Lemme 4.20. La matrice ATA € M, ,(R) est symétrique positive.
FElle est inversible (donc définie positive) ssi A € Myxp(R) est injective. En particulier, si c’est le
cas, on a N > p.

Démonstration. On remarque que si AT Aa = 0, alors 0 = (o, AT Aa) = || Aa||?, et donc Aa = 0. [

Un cadre naturel pour ce probleme est donc quand le nombre de données est plus grand que le
nombre de parameétres. Dans la suite on supposera que A est injective.

Définition 4.21 : Pseudo—inverse de A

Soit A € My ,(R) injective. Le pseudo-inverse de A est la matrice AT € M, x(R) définie par

Al = (AT A)71AT,

Cette matrice vérifie
ATA = (ATA)TTATA =1L,
En revanche, AAT est une matrice de taille N x N de rang p. Si N > p, cette matrice n’est pas
inversible (et en particulier n’est pas 'identité).
{ Exercice 4.22 }
l Montrer que si N = p et si A est injective, alors A est inversible, et AT = A~1.

Dans le cas ou A est injective, on en déduit qu’il y a un unique point critique pour la fonction F',
donnée par VF(a) = 0, c’est a dire
a, = Aly.
Calculons maintenant la hessienne. On rappelle que la hessienne est la jacobienne du gradient.
Comme le gradient est linéaire en «, on trouve directement

Hrp(a) = ATA.

Cette matrice ne dépend pas du point . On a montré que si A est injective, alors AT A est définie
positive. On en déduit directement que ., est un minimum local. De plus, comme F' est coercive
(pourquoi ?) et admet un unique point critique, ¢’est un minimiseur global.

Pour faire le lien avec la section précédente (minimisation d’une fonction quadratique), on pourra
remarquer que la fonction

Q(e) i= F(e) ~ 5lyl]* = 5e, AT Aa) — (4Ty, ),

Comme ||y|| est constante du probleme, les minimiseurs de F' et de () sont les mémes. Or Q(-) est une
fonction quadratique de la forme Q(a) = (v, Aa) — (b, x) avec A= AT A et b= ATy.
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4.4 Fonctions convexes

On rappelle qu’une fonction f : R — R est convexe si

v,y €RY, VO<t<l,  fly+(1-t)x) <tf(y) + (1 —1)f(x)

En posant h =y — x, de sorte que y = x + h, c’est équivalent a l'inégalité
Vx,h e RY VO<t<1, f(x+th)<f(x)+t[f(x+h)—f(x).

On insiste sur le fait qu’une fonction f convexe est forcément & valeur réelle, puisqu’il faut comparer
des valeurs de f dans la définition de convexité. On s’intéresse dans ce chapitre aux fonctions convexes
qui sont différentiables, ou deux fois différentiables. On aimerait trouver un critere simple sur les
dérivées de f pour déterminer si f est convexe.

4.4.1 Fonctions convexes de classe C'!

Définition 4.23 : Fonctions monotones

Soit F': R — R%. On dit que F est monotone si

vx,y €RY, (F(x) = F(y),x —y) > 0.

On remarquera que cette définition ne fait sens que pour des fonctions F' ayant le méme nombre
de variables que de composantes. En dimension d = 1, la condition s’écrit

Ve,y €R, (F(z) - F(y)) x (x—y) = 0.

Cela signifie que F(z) < F(y) ssi x < y, et on trouve que F' est monotone ssi F' est croissante (on
remarquera que la formulation précédente est indépendante de [’orientation de la droite réelle R).
L’importance de cette définition vient du résultat suivant.

Théoréme 4.24 : Caractérisation des fonctions convexes de classe C!

Soit f : R? — R une fonction de classe C'. Alors f est convexe ssi Vf est monotone.

En dimension 1, on retrouve que f est convexe ssi f’ est croissante.

Démonstration. Supposons pour commencer que f est convexe. On pose h = y — x, et la deuxiéme
inégalité de convexité avec t > 0 s’écrit

PO 2T < ) — ) = )~ S,

En passant a la limite ¢ — 0, et en utilisant que f est différentiable, on trouve
(Vix),y —x) < f(y) = f(x).

En inversant les roles de x et y, on a aussi (Vf(y),x —y) < f(x) — f(y). En additionnant ces deux
inégalités, on trouve comme souhaité que V f est monotone, c’est & dire

(Vf(x)=Vf(y),x—y)>0.

Réciproquement, supposons que V f soit monotone. En particulier, on a, pour tout s > 0, et tout
0<t<1, que

(Vf(x+sh) — Vf(x+tsh),s(1 —t)h) >0, ouencore (Vf(x+sh),h)>(Vf(x-+tsh),h).

En intégrant cette relation pour s entre 0 et 1, on obtient que pour tout 0 <t <1, on a

Flctb) - foo) > LI G
ce qui montre que f est convexe. ]
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4.4.2 Fonctions convexes de classe C?

On s’intéresse maintenant aux fonctions convexes de classe C2. Leur caractérisation est particulie-
rement simple, grace au résultat suivant.

’ N , e . . )
Théoréme 4.25 : Caractérisation des fonctions convexes de classe C“

Soit f: R? — R une fonction de classe C2. Alors f est convexe ssi sa Hessienne H(x) est une
matrice positive pour tout x € R%.

Dans le cas uni-dimensionnel d = 1, on retrouve que f est convexe ssi f” > 0.

Démonstration. Supposons f convexe. Alors, Vf est monotone, et on a, pour tout ¢t # 0 et tout
x,h € R?,

Vf(x+th) — Vf(x)
t

(Vf(x+th) —Vf(x),th) >0, etdonc < ,h>20.

On rappelle que la Hessienne est la Jacobienne du gradient. En prenant la limite ¢ — 0, on a donc
(Hf(x)h,h) > 0.
Ceci étant vrai pour tout h € R?, on en déduit que Hy(x) € S (R) pour tout x € R%
Réciproquement, supposons que (Hy(x)h,h) > 0 pour tout x,h € R?. En particulier, on a
(H¢(x + sh)h,h) > 0.

En intégrant pour s entre 0 et 1, on obtient (Vf(x + h) — V f(x),h) > 0, ce qui montre que V f est
monotone, donc que f est convexe. O

4.4.3 Points critiques des fonctions convexes

La caractérisation précédente des fonctions convexes permettent de démontrer que résultat suivant.

Théoréme 4.26 : Les points critiques des fonctions convexes sont des minimiseurs

Soit f : R? — R une fonction convexe de classe C?. Si x, € R? est un point critique de f, alors
X, est un minimum global de f.

Démonstration. On pourra remarquer que H(x,) € S; (R) donc x, est déja un bon candidat pour
étre au moins un minimum local. Notons par exemple que si Hy(x,) € SjﬂR) est définie positive,
alors x, est un minimum local non dégénérée de f. Pour montrer que x, est un minimum global, on
utilise que V f est monotone, et donc

1 1
fy) = f(x) = /0 (Vf(xy + th), h)dt > /O (Vf(x,),h)dt = 0.

On a utilisé que V f(x,) = 0 dans la derniére égalité. Ceci montre que f(y) > f(x.) pour tout y € R?,
donc x, est un minimiseur global. O
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4.5 Méthode de gradient a pas constant

Nous avons vu comment trouver théoriquement des minima locaux, en étudiant les points cri-
tiques. Dans cette section, nous introduisons un algorithme simple, appelé méthode de gradient a pas
constant pour trouver numériquement ces minima. La plupart des algorithmes connus pour la recherche
d’optima sont des variations plus ou moins sophistiqués de cet algorithmes.

L’idée de la méthode est de générer une suite (x,,) qui converge vers un minimiseur local de f.
Comme son nom l'indique, dans la méthode de descente de gradient a pas constant, on construit la
suite par récurrence avec xy un vecteur initial quelconque, puis

Xnt+1 = Xp — TVF(xp). ‘ (Itération du gradient & pas constant). (4.2)

Le parametre 7 > 0 est le pas de la méthode. Le terme “pas constant” vient du fait que ce parametre
7 ne dépend de n. On remarque que la suite ne dépend que du gradient de f.

L’idée de la méthode est simple & comprendre : comme le gradient pointe vers la “direction qui
monte le plus”, on va chercher de 'autre c6té (d’ou le signe — dans (4.2)). Dans cette section, on
s’intéresse au choix de 7, qui est le seul parametre du modele : lorsque 7 est trop petit, on fait des trop
petits pas, et I'algorithme nécessite beaucoup d’itérations : la suite reste trop longtemps sur place.
Lorsque T est trop grand, la suite (x,) oscille a co6té de x, sans le trouver. Il est donc important de
bien choisir le pas 7.

4.5.1 Etude de la convergence pour une fonction quadratique

Dans cette section, nous étudions en détails les propriétés de l'algorithme de gradient a pas
constant, dans le cas ou la fonction est une fonction quadratique, de la forme

1
Q(X) = §<Xa AX> - <b7X>>
ou A € S:lr+ est une matrice symétrique définie positive, et b € R On rappelle que la gradient de
Q@ est donné par VQ(x) := Ax — b. Le résultat principal de cette section est donné dans le lemme
suivant.

Lemme 4.27 : Vitesse de convergence du gradient 4 pas constant, cas quadratique

Soit A € S;Jr et b € R, et soit Q(x) := %(x, Ax — (b,x). Soit 0 < A1 < -+ < Ag les valeurs
propres de A rangées en ordre croissant. Soit enfin la suite (x,) définie par xo € R? et

Xnt+1 = Xpn — TVQ(Xp) = x5, — T(4Ax,, — b). (4.3)
Alors la suite (x,,) converge vers x* := A~'b si (et seulement si) 7\g < 2. Dans ce cas, il existe
on a
|xn — x| < [|x0 — x4||@™, avec o :=max{|l —7A|,|1—7N\g|} (taux de convergence).
Le pas optimal est 7, = /\1%&’ et le taux vaut dans ce cas a, = ij;x

Démonstration. On pose r,, := x, — x* ('erreur & l'itération n). Comme x* = A~'b, on a
ptl =Xpt1l — X =X, — X —TAX, —x") = (I - 7A)(xp, —x*) = (I — TA)r,,.

On a donc [|rpq1|| < || — 7A|lopl/rn]]. La matrice I — 7A est symétrique, et ses valeurs propres sont
1—7X;<---<1-—7)A1. Ainsi, on a

[en 1 < (max{[l — 7], [T = 7Aal}) [|rnll = alfrn |-
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On en déduit que (r,) converge vers 0, et donc (x,) converge vers x*, si et seulement si —1 < 1—7Xg
(condition dans le lemme) et si 1 — 7A; < 1 (ce qui est toujours vrai, car 7 > 0 et A\; > 0 par
hypothese).

Le taux optimal est atteint lorsque 7 minimise 7 — max{|1—7A1|,|1—7A4|}. Un calcul élémentaire
montre que le minimum est atteint lorsque |1 — 7A1| = |1 — 74|, ou encore 1 — 7A; = 7Ag — 1, soit
= /\L O

1+Adq

Le lemme 4.27 montre qu’on peut espérer une convergence rapide lorsque Ay = A1, i.e. lorsque les
valeurs propres de A sont du méme ordre de grandeur. On dit dans ce cas que A est bien condition-
née.

4.5.2 Etude de la convergence dans le cas général

On s’intéresse maintenant aux propriétés de convergence dans le cas général. Dans ce cours, on ne
s’intéressera qu’au cas ol F' est une fonction de classe C?, et x* est un minimiseur local de F' non
dégénéré, c’est a dire que Hp(x*) est symétrique définie positive. On commence par un lemme utile
d’algebre linéaire.

Lemme 4.28

Pour tout A, B € §4(R), on a

AM(A) = M(B)| < [A=Bllop et [Aa(A) = Aa(B)| < |A = Bllop- (4.4)

Démonstration. Soit xg € ST1 tel que \1(B) = (xp, Bxp). D’aprés le principe du min/max, on a
M (A) < (xp, Axp) = (xp, (A — B)xp) + (xp, Bxp) < [|A = Bllop + M1(B).
En inversant le role de A et B, on obtient (4.4). O

Autrement dit, les applications A — A1(A) et A +— A\g(A) sont 1-Lipschitz, donc continues. On en
déduit le lemme suivant.

Lemme 4.29 : Continuité de la Hessienne

Soit F': R* — R une fonction de classe C?, et soit x* un minimiseur non dégénéré de F. Soit
0 <A < -+ < \g les valeurs propres de Hp(x*). Alors, pour tout 0 < £ < A1 et tout L > Ay,
il existe € > 0 tel que

Vx € B(x*,¢e), ¢< Hp(x)<L.

On peut maintenant énoncer le résultat de convergence de la méthode du gradient a pas constant.

Théoreme 4.30 : Vitesse de convergence du gradient a pas constant, cas général

Avec les mémes notations que le Lemme 4.29, pour tout 0 < 7 < 2/L et pour tout xg € B(x*,¢),
la suite définie par les itérations du gradient & pas constant (4.2) converge linéairement vers x*,
a taux au plus max{|l — 7¢|,|1 — 7L|}.

Démonstration. D’apres la formule de Taylor a 'ordre 1 avec reste intégrale appliquée pour VF', et
comme VF(x*) =0, on a, pour tout x € B(x*, ¢),

1 1
VF(x)=VF(x*) + /0 [Hp (x* +t(x —x"))] (x —x")dt = /0 [Hp(x* + t(x — x¥))] (x — x*)dt.
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Supposons qu’a 1'étape n € N, on a x,, € B(x*,¢), alors d’apres la formule d’itération (4.2), on a
1
(Xp41 —X°) = (xp, —X*) = TVF(xp) = (x5, —X*) — 7'/ Hp(x" + t(x, — x"))(x, — x*)dt
0

1
= <1 —7‘/0 Hp(x* +t(x, — x ))dt) (% — x7).

La matrice entre parenthése est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont comprises entre
1—7Let1—7¢ On en déduit que

Ixp+1 — X*|| < af|x, — x*||], avec «:=max{|l—7¢,|1—7L|}.

Ainsi, si 7 < 2/L, on a 0 < @ < 1. On en déduit premieérement que x,11 € B(x*,¢) (et donc, par une
récurrence immeédiate, que x,, € B(x*,¢) pour tout n € N), puis que |x, — x*| < a|xp—1 —x*| < -+ <
a™|xg — x*|. O

On a ainsi démontré la convergence linéaire de la méthode du gradient & pas constant. D’apres le
Théoreme 4.30 et un raisonnement similaire au Lemme 4.27, on voit que le taux optimal est atteint
pour un pas 7 &~ 2/(A\; + Ag). Dans ce cas, on peut s’attendre a une convergence linéaire a taux ﬁj;ii
On retrouve le fait que la convergence est rapide si la hessienne Hp(x*) est bien conditionnée.

4.6 Visualisation des courbes de niveaux

4.6.1 Interprétation des points selles



CHAPITRE

THEOREME D’INVERSION LOCALE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la description des surfaces définies implicitement. Notre but est
d’obtenir des théoremes de la forme suivante : si f(x) = X, et si dfx est une application linéaire
inversible, alors pour tout Y proche de X, il existe un unique y proche de x tel que f(y) =Y.

5.1 Théoreme de point fixe

On commence avec le théoreme de points fixes, qui est un outil puissant pour démontrer ’existence
et I'unicité de solutions.

Définition 5.1 : Fonctions Lipschitz

Soit F, F' deux espaces vectoriels normés, et soit f: E — F. On dit que f est L-Lipschitz si

v,y e E,  [lfx) - f¥)lr < Llx -yl

On dit que f est contractante si £ = F, et si elle est a—Lipschitz pour un certain 0 < o < 1.

On pourra démontrer que les fonctions Lipschitz sont continues.

Théoréme 5.2 : Théoréme de point fixe

Soit f : RY — R? une application contractante. Alors f a un unique point fixe : il existe un
unique x, € R tel que f(xx) = Xx.

On remarquera que l'espace de départ de f doit étre le méme que son espace d’arrivée afin que
Iéquation f(x.) = x, ait un sens.

Démonstration. La preuve de ce théoreme n’est pas difficile, mais elle est hors-programme, car elle
nécessite la notion de suites de Cauchy, et de complétude de l'espace RY.

Existence. Posons xg € R? un point quelconque et x,,41 = f(x,). On a, en utilisant le fait que f
est a—Lipschitz, et par une récurrence immédiate, que pour tout n € N,

5n1 = %all = 1 (a) = FOta—1)| < allxuct = Xall < 0?0 = Xoa ]| < -+ < a"lx1 — X0l
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En particulier, pour tout n,p € N,

It = 3l < %y — Xnsp 1] + [Xnsp 1 = Xnspoall + - + [ns1 = 0l
< (@4 @M e x — %ol = (P PR 1) [ — xo

n

&9}
(0%
<a" (kz_oak> 1 = xoll = T—— lIx1 = xoll. (5.1)

On a utilisé le fait que 0 < a < 1 pour sommer la série géométrique. On en déduit que

Jim sup 1%n-+p = Xa] = 0,

autrement dit, la suite (x,) est de Cauchy dans l'espace R?, qui est complet. En particulier, il existe
x, € R? tel que x,, — x, dans R%. Par continuité de f, on a f(x,) = limy, o0 f(Xn) = liMy 00 Xpnt1 =
X, donc x, € R% est un point fixe de f.

Unicité. Soit x, et y, deux points fixes de f. On a
% = yull = I f (%) = f(y)ll < alxe =y, donc 0<(1—a)fx—y« <0,

ce qui implique x, = y,, car 0 < a < 1.

5.2 Théoréeme d’inversion locale

5.2.1 Difféomorphismes

Dans la suite, on considére des fonctions d’un ouvert U € R? dans V C R”, ou U et V sont des
ouverts. On écrira f : U C R — V C R" pour insister sur ce point.

Définition 5.3 : Difféomorphisme

Soit U c R4, V CR" et f:U — V. On dit que f est un difféomorphisme de U dans V si
— f est bijective de U dans V,
— f est de classe C! sur U,
— f~! (fonction inverse) est de classe C! sur V.

Comme f est bijective de U dans V, on a forcément V = f(U) et U = f~1(V). Lorsque f est f~!
sont de classe C*, on parle parfois de C*—difféomorphisme. Si f est un difféomorphisme avec U = R?
dans V = f(R?), on parle de difféomorphisme global.

Si f:UCR?— V CR" est un difféomorphisme local, alors d = n.

Cela signifie qu’il n’existe pas de difféomorphismes entre des espaces qui n’ont pas la méme dimen-
sion.

Démonstration. Pour tout x € U, on a f~!(f(x)) = x. En dérivant, et en utilisant la régle de la
chaine, on obtient
Vx € U CRY  Jpa(f(x))Jp(x) = Iga.

De méme, pour tout y € V, on a f(f~!(y)) =y, donc

vy e V.CR",  Ji(f N y) -1 (y) = Ign.
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Ainsi, pour xo € U et en posant yo := f(x9) € V, on a

Jf—1(y0)Jf(X0) = HRd, et Jf(Xo)Jf—l(yo) = ]IRn.

On en déduit que la matrice Jf(xp), de taille n x d, est inversible, d’inverse J 7-1(yo). En particulier,
elle est carrée, donc d = n. O

Définition 5.5 : Difféomorphisme local en un point

Soit f : R? — R? et soit a € R% On dit que f est un difféomorphisme local en a si il existe un
voisinage U de a et un voisinage V de f(a) tel que f soit un difféomorphisme de U dans V.

Exemple :

— La fonction f : R — R définie par f(z) = 2° est bijective, d’inverse f~1(z) = z!/3. La fonction
f est de classe C' sur R, mais f~! est de classe C! sur R*. On en déduit que f est un C*
difféomorphisme local en a pour tout a € R*.

— Si f: R? = R? est un difféomorphisme global, alors f est un difféomorphisme local en tout
point a € R? (prendre U = V = R%). Cependant, la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la
fonction f(z,y) := (e” cos(y),e” sin(y)) est un difféomorphisme local en tout point (voir plus
tard), mais n’est pas un difféomorphisme global, car f n’est pas injective (donc pas bijective).
En effet, on a f(x,y + 27) = f(z,y).

— Soit L € £(R4,R?%) une application linéaire. L est un difféomorphisme global ssi L est inversible.

5.2.2 Théoréme d’inversion locale

On peut maintenant énoncer le théoréme d’inversion locale.

Théoréme 5.6 : Théoréme d’inversion locale

Soit f : R4 — R? une fonction de classe C, et soit a € R%. Alors f est un difféomorphisme
local en a ssi Jy(a) est inversible.

On rappelle que la matrice Jy(a) est inversible ssi I'application linéaire dfa est inversible. Ainsi,
localement, une application non linéaire f est une bijection locale (au sens difféomorphisme) en a ssi
son linéarisé d f, l'est.

On donne deux preuves de ce résultat. La premiere est spécifique a la dimension 1, mais a le mérite
d’étre facile a comprendre. La seconde donne la preuve dans le cas général. On rappelle que si f est
difféomorphisme local, alors J; est toujours inversible. On se concentre sur la réciproque : on suppose
que Jy¢(a) (donc dfa) est inversible, et on veut montrer que f est un difféomorphisme local en a.

Premiére preuve, dans le cas d = 1. Dans le cas unidimensionnel on a J¢(a) = f’(a), qui est inversible
ssi f'(a) # 0. On suppose f'(a) > 0 (la preuve pour f'(a) < 0 est similaire). Par continuité de f’,
il existe € > 0 tel que f'(z) > 0 pour tout x € (a —&,a + £). Ainsi, f est strictement croissante et
continue de U := (a —e,a+¢) dans V = (f(a — ¢), f(a+€)). On en déduit que f est bijective de U
dans V. De plus, f est de classe C'! par hypotheése.

On admettra la régularité de f~1.
O

Deuzxiéme preuve, dans le cas général. Afin de simplifier les notations, on travaillera avec g(h) :=
f(a+h)— f(a), qui vérifie g(0) = 0, et dgo = d fa inversible. La fonction g est une version translatée
de f, de sorte que f est un difféomorphisme local en a ssi g est un difféomorphisme local en 0.

Notre but est de montrer que g est localement surjective autour de 0 : pour tout y proche de 0, il
existe un unique x proche de 0 tel que ’équation g(x) =y a une solution. Ceci montrera que g est
surjective localement autour de 0, avec x = g~ !(y).



5.2. THEOREME D’INVERSION LOCALE 56

Soit y € R? quelconque. On pose

Oy (x) :=x — (dgo) " (9(x) —y)- (5:2)

On remarque que x est un point fixe de ®y ssi g(x) = y. Ainsi, on se rameéne a I’étude de point fixe
de ®,. L’idée de la preuve est de montrer que pour tout y suffisamment petit, ®, est une application
contractante.

L’application ®y est de classe C!, avec

d(@y)x = Ls — (dgo) ! (dgx)-

En particulier, en y = 0, on a d(®g)o = Is — (dgo) '(dgo) = 0 qui est 'application nulle. Soit
0 < a < 1. Par continuité de (x,y) — d(®y)x, on en déduit qu’il existe € > 0 tel que

Vx € B(0,¢e), Vy € B(0,¢), [d(@y)x| < a.

On en déduit que pour tout y € B(0,¢), 'application @, est contractante de B(0,¢) dans lui-méme.
D’apres le théoreme de point fixe, il existe un unique point fixe de ®y dans B(0,¢). Ceci définit une
application g~! de V := B(0,¢) dans U = g~ '(V), et montre que g est bijective de U dans V.

De nouveau, on admet la régularité de g O

5.2.3 Algorithme de Newton (*)

La fonction ®, définie précédemment, est utilisée dans ’algorithme de Newton pour résoudre des
équations de type f(x) = 0. Dans le cas ou f = VF, résoudre ’équation f(x) = 0 permet de trouver
les points critiques de F' (dont, en particulier, les minima locaux). Nous énongons l’algorithme de
Newton seulement dans le cas ou f = VF, qui est le cas qui nous intéresse.

Soit F' : R* — R une fonction de classe C3, soit x, € R% un point critique de F, et soit x¢ € R¢
un point «proche» de x,. On introduit la suite (de Newton)

Xpi1 = Xp — [Hp(xn)] "t VF(x,) (Algorithme de Newton). (5.3)

En comparant avec (5.2), on voit que x,4+1 = ®o(xy,,) avec g = VF : R? — R<. Le théoréme suivant
assure que X, converge tres rapidement vers X,.

Théoréme 5.7

Avec les mémes notations, si x, est un point critique non dégénéré de F', alors il existe M > 0 et
e > 0 avec Me < 1 tel que pour tout xg € B(X4, ), la suite définie par (5.3) vérifie x,, € B(xy, ¢)
pour tout n, et il

|%n — X4|| < M~202", avec «a:= M [|xg — x| < 1.

Démonstration. Nous présentons la preuve en dimension d = 1 pour simplifier. Pour commencer, on
remarque que comme T, est un point critique non dégénéré, Hp(x,) = F”(x.) est inversible. En
particulier, par continuité de F"”, il existe ¢’ > 0 tel que F”(x) # 0 pour tout x € B(z,,"). On pose

F'(z)

O(z) =z — Fi(z)’

qui est bien définie de B(zy,&’) dans R. On remarque que la suite de Newton vérifie x,, 11 = ®(z,,).
De plus, on a ®(z,) = z,. Enfin, on a
F”(x)F”(x) _ F/(.Z')F///(f]?) B F/(.’I?>F”/<I')

[F(x)[? o FT@)P?

d'(z)=1-
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et, en particulier, ®’(z,) = 0. Ainsi, en utilisant le théoréme de Taylor-Young & l'ordre 2, on a

1
Tpa1 — s = O(2y) — O(2,) = D' (w4) (2, — T4) + [/0 (1 —t)F" (x4 + t(zp — x))dt| (z, — z,)2.

En particulier, avec M := sup,cp(,, o) [F" (y)| , on a
|Tng1 — | < Mlay — 2.

On pose ¢ := min{¢/, EHI}, de sorte que si x,, € B(xy,€), on a zp41 € B(xy, ) aussi, et donc toute la
suite est dans B(zy, ). Une récurrence immédiate donne alors
2
Tt — @] < Mlay — 2. < M (Map—1 — 2.%)" = M|, — ]!
< M2 (M|a:n_2 _ x*‘z)ﬁl _ ]\414r2+4|%_2 — 2,

<< M1+2+4+---+2“—1’x0 _ x*‘Q” < M2n*1]a:0 _ x*|2" — Mt (M|zo — x*‘)z

n

O

Si on compare avec I'algorithme du gradient & pas constant, la vitesse de convergence est beaucoup
plus rapide (vitesse en a?” au lieu de ™). On dit que I'algorithme de Newton converge quadrati-
quement ! De plus, I'algorithme de Newton permet de trouver n’importe quel point critique, dont
des point selles (alors que ’algorithme du gradient ne trouve que des minima locaux). Cependant,
I’algorithme de Newton nécessite :

— d’avoir une initialisation xy proche du point qu’on cherche x, ;

— d’inverser la Hessienne Hp(x,,) a chaque étape. La hessienne étant de taille d x d, cette inversion

peut étre trés coliteuse numériquement si d est tres grand.

5.2.4 Théoréme des fonctions implicites

Une des formes les plus utilisées du théoreme d’inversion locale est la suivante. Dans la suite,
on considére des fonctions & deux variables f(x,y) avec x € RP et y € R? (chacune des variables
peut avoir plusieurs composantes). On notera Jy, f la Jacobienne de f selon la variable y uniquement.
Explicitement, si f a n composantes, dy f est une matrice de taille n x d, de composante

oA OH  Oh
Oy Oya 9ya
Oy f = : : : :
Ofn  Ofn O fn
o1 Oy Oy

Théoréme 5.8 : Théoréme des fonctions implicites

Soit f = f(x,y) : R? x R? — R? une fonction de classe C. Soit (xg,yo) € R? x R? un point tel
que f(xo,yo0) = 0 et tel que dy f(xo,yo) soit inversible.

Alors il existe un voisinage U de xg dans RP, un voisinage V de y( et une fonction ¢ : U — V
de classe C' tel que

Vix,y) eUxV, [f(xy)=0 ssi y=p(x)

Nous admettons la preuve, qui est une conséquence directe du théoreme d’inversion locale.
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5.3 Surfaces

Dans cette section, nous introduisons la notion de surface (ou variété, ou sous-variété) de
dimension n dans RY.

5.3.1 Premiere définition et exemples

Définition 5.9

Soit S € R?. On dit que S est une surface de dimension n si, pour tout a € S, il existe
— un ouvert U de R? contenant a;
— un ouvert B de R = R" x R4 contenant 0 ;
— un difffomorphisme local o : U — V vérifiant a(a) =0
tel que, pour tout x € U,
xeS <= oax)eR"x{0}.

La derniere proposition indique que les n — d derniéres coordonnées de a sont nulles. Une autre
fagon de dire est que (on rappelle que U = a~1(V))

SNU=aY((R" x {0})NV).

Ainsi, localement, S est la déformation du sous-espace vectoriel R™ x {0} C R? par le difféomorphisme
a~ . Une surface de dimensions n est donc un ensemble de points qui ressemble en tout point & un
hyperplan affine de dimension n, dans le sens par exemple ot on peut définir un hyperplan tangent a
S en tout point de S.

Par convention,

— S € R? est une surface de dimension 0 ssi S est un ensemble de points sans accumulation (pour
tout x € R?, il existe € > 0 tel que I'intersection S N B(x, ) soit au plus d’un point).

— S € R est une surface de dimension d ssi S est un ouvert de R%.

Voici quelques exemples de sous-ensembles S C R? qui ne sont pas des surfaces.
*kk TODO ***.

Théoréme 5.10 : Les graphes sont des surfaces.

Soit f : R™ — RP une fonction de classe C'. On pose d :=n + p, et
G(f) ={(x,f(x)), x€R"}CR? (graphe de f).

Alors G(f) est une surface de dimension n dans R?.

Démonstration. On écrit R? = R™ x RP, et on écrit (x,y) € R? avec x € R” et y € RP. On introduit
les fonctions o : R4 — R% et B : R? — R?, définies par

alx,y) = (y _xf(x)) et Blx,y):= (y +}}(x>>

Comme f est de classe C!, les fonctions « et 3 sont de classe C'. De plus, il est facile de voir que
(X,Y) = a(x,y) ssi (x,y) = B(X,Y), donc B = a~!. Ainsi, @ est un difféomorphisme (global),
d’inverse (3. Par ailleurs, on a

a(x,y) € R" x{0} <=y - f(x) = 0 = (x,¥) € G(/).

Ceci montre que G(f) est une surface de dimension n dans R?. O
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5.3.2 Submersions

En pratique, le critére donné précédemment pour vérifier que S C R? est une surface est inadéquat :
il faut construire un difféomorphisme local en chaque point de S... Nous allons maintenant définir des
surfaces par contraintes, ce qui, en pratique, est beaucoup plus utile. Pour cela, nous définisson la
notion de submersion.

Définition 5.11 : Submersion

Soit g : R? — RP de classe C'. On dit que g est une submersion en a € R? si dg, € £(R?, RP)
est une application linéaire surjective (donc, en particulier, d > p).

Cela est équivalent a dire que la matrice jacobienne Jy(a) € RP x R™ est surjective, donc que ses
colonnes engendrent tout ’espace RP.

Théoréme 5.12 : Le cas p=1

Soit g : R? — R de classe C'. Alors g est submersion en a € R ssi Vg(a) # 0.

Démonstration. On a, par définition du gradient, dga(h) := (Vg(a), h). Si Vg(a) = 0, dga est 'appli-
cation linéaire nulle, et n’est pas surjective. Réciproquement, si Vg(a) # 0, alors, pour tout X € R,
Vg(a)

on a, avec h := XW’ que dga(h) = X, donc dga est surjective. O

L’importance des submersions est donnée par le résultat suivant (parfois appelé le théoréme des
fonctions implicites géométrique).

Théoréme 5.13 : les ensembles de niveau des submersions sont des surfaces.

Soit g : R — RP de classe C, et soit A € RP. On pose

Sx=g7 (A = {xeR g(x) = A}

Si, pour tout a € Sy, g est une submersion en a, alors Sy est une surface de dimension n = d—p
dans R,

Démonstration. On fait la preuve dans le cas A = 0 (on peut se ramener & ce cas en considérant
g — A). Soit a € Sp. On veut construire un difféomorphisme « en a...

Comme g est une submersion en a, la matrice Jy(a) € RP x R? est surjective. Donc les d colonnes
de Jy(a) engendrent tout I'espace RP, et on peut trouver un sous-ensemble de p colonnes qui forment
une base de RP (on extrait une sous-matrice de taille p x p inversible). Quitte a échanger les vecteurs
de la base canonique, on peut supposer que ce sont les p derniéres colonnes. Ainsi, en notant R¢ >
x = (z,y) € RIP x RP et g(x) = g(z,y) : R x R, on a dyg € My, inversible.

On a g(a) = 0, et dyg(a) inversible. On peut donc appliquer le Théoreme des fonctions implicites.
On en déduit qu’il existe une fonction ¢ : R4P — RP de classe C! tel que, localement autour de a,
g(x,y) = 0 ssiy = ¢(a). Cela signifie exactement que, localement autour de a, 'ensemble Sy est le
graphe de ¢. On en déduit que Sy est une surface, cf Théoréme 5.10. O

L’interprétation de S est la suivante. On note g = (g1, 92, - , gp) les composantes de g. L’ensemble
S est I'ensemble des points x qui vérifient

gl(X) — )\17 gQ(X) = )\2, ) gp(X) = )\p7

c’est donc I’ensemble des points x qui vérifient un ensemble de p contraintes scalaires. Plus il y a de
contraintes, moins il y a de points. Cela explique pourquoi la dimension de Sy est d —p (= nombre
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de variables - nombres d’équations). Le fait que g soit une submersion assure en quelque sorte que ces
contraintes ne sont pas redondantes.

Exemple 5.14. Soit g : R? — R? définie par

2 2 2
r+y +2°-1
g,\(x,y,Z)Z( z._)\ )

On s’intéresse a l'ensemble Cy = g;l({O}). C’est 'ensemble des points qui vérifient x> +y*> + 22 =1
donc sur la sphére de rayon 1), et x = X (donc sur un hyperplan). L’ensemble C) est donc linter-
Y Y
section entre une sphére et un plan. Ainsi,
— Si|A| < 1, Uintersection est un cercle (surface de dimension 1);
— Si|A| =1, lintersection est un point (surface de dimension 0);
— Si |\ > 1, Uintersection est vide (pas une surface).

Par ailleurs on a
20 2y 2z
Jg/\(xvyaz):<1 Oy O)a

qui est surjective, sauf si y = z = 0. Les seuls points de la sphére vérifiant y = z = 0 sont (£1,0,0),
qui sont sur Cy ssi A\ = £1. On retrouve que si |\| < 1, g\ est une submersion sur tout Cy, donc que
C\ est une surface de dimension 1 =3 — 2.

5.3.3 Quelques exemples de surfaces

La sphére. On pose
sti={xeR?, x| =1}.

En posant g(x) := [|x||?, de RY dans R, qui est de classe C', on voit que S*! = g~1(1). On a
Vg(x) = 2x, qui est nulle si et seulement si x = 0. Or le point 0 n’est pas dans S¥~! (car ||0]| = 0 # 1),
donc g est une submersion sur S

On en déduit que S?! est une surface de dimension d — 1 dans R? (d’ou la notation S1).

Les hyperplans affines. On pose
P = {Ax—i—b, XERd},
olt A € Myyq et b € R". P est le graphe de la fonction f(x) := Ax + b de classe C! de R? dans R”,

donc P est une surface de dimension n dans R?.

On peut définir les hyperplans par contraintes aussi. Soit B € M,y4 une matrice surjective, et
A € RP. On pose
P = {xe]Rd, Bx:)\}.

C’est I’ensemble de niveau g~!'(X) avec g(x) := Bx. Comme g est linéaire, on a dgy = g, qui est
surjective car B l'est. Donc ¢ est une submersion globale, et P’ est une surface de dimension d — p.

Dans le cas oll B € Mg est un vecteur ligne, et en posant v := B, ona P’ = {(v, X) =\ X € Rd},
qui est '’hyperplan perpendiculaire a v, et passant par /\W.

Les surfaces de niveaux. Soit ¢ : R — R une fonction & valeurs réelles, et soit P :=
{X cR?, Vg(x) = O} I’ensemble de ses points critiques.

Alors, les seuls ensembles de niveau de g qui ne sont pas des surfaces sont les ensembles qui passent
par un de ces points critiques :

VAER, si S\NP =0, alors S) est une surface.

[IMAGE TODO]
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5.3.4 Plan tangent a une surface.

Soit S C R? une surface de dimension n. Soit v : R — R (= courbe paramétrée). On dit que v
est un chemin tracé sur S si, pour tout ¢t € R, on a (t) € S.

-

Définition 5.15 : Espace tangent, plan tangent.

Soit a € S, 'espace tangent & S au point a, noté T,S, est U'ensemble des vecteurs 7/(0), ol
7 : R — R? est un chemin tracé sur S avec v(0) = a.
Le plan affine tangent a la surface S en a est a+ T,5.

[IMAGE TODO]

Théoréme 5.16

Si S € R est une surface de dimension n, alors, pour tout a € S, T,S est un hyperplan affine
de dimension d.

Démonstration. Soit a : (R% a) — (R, 0) le difffomorphisme qui prouve que S est une surface. Si
7 : R — R? est tracée sur S, on a a(y(t)) € R" x {0} pour tout ¢. En différentiant, on trouve que

vt € R, da,y(t) : ’y/(t) € R" x {0}

En particulier, si 7(0) = a, on a daa - 9/(0) € R™ x {0}. Comme day, est inversible (car a est un
difféomorphisme), on en déduit que 7/(0) € (daa) ' (R™ x 0), qui est de dimension n. En fait, on a
kxR O* **

TaS == a+ (daa) " (R™ x 0),

qui est de dimension n. ]

Dans le cas des submersions, il est simple de caractériser ce plan tangent.

Théoréme 5.17 : Caractérisation du plan tangent

Soit g : R? — RP de classe C, et soit S := g~'(\) une surface ol g est une submersion. Alors

Vae S, 1T,5=Kerdg,.

Démonstration. Siy: R — R? est tracé sur S, on a g(y(t)) = X pour tout ¢ € R. En différenciant, on
trouve dg.;)7/'(t) = 0. Si 7(0) = a, on obtient dga - 7/(0) = 0, ce qui prouve que T,S C Ker dga.
Par ailleurs, comme dg, est surjectif, le théoreme du rang montre que

dim Kerdg, = d — rg(dga) = d — p.

Par ailleurs, on sait que dim 7S = d — p (c’est la dimension de ). Donc, comme les dimensions sont
égales et que TS C Kerdg,, on a égalité T,5 = Ker dga,. O

On montre facilement qu’un hyperplan coincide avec son plan tangent affine en tout point.
Dans le cas important ou p = 1, on en déduit que

T.S = {xeR? (Vg(a),x) =0} = (Vg(a))*.

Ainsi, le gradient est toujours orthogonal auzx courbes de niveaur, dans le sens ou il est orthogonal aux
) M
plans tangents aux courbes de niveaux.



CHAPITRE ©

OPTIMISATION SOUS CONTRAINTE EGALITE

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’optimisation sous contraintes, de la forme
min {f(x), x€R’ g(x)=0},

oll f est une fonction de R? dans R (toujours & valeurs réelles, sinon on ne peut pas optimiser), et g est
une fonction de R% dans RP. Le nombre p s’appelle le nombre de contraintes. En fait, en écrivant

g="(g91,"-, gp)T les composantes de g, oli chaque g; est une fonction de R? dans R, alors on a
91(x) =0
g(x) =0 ssi
gp(x) =0

La condition g(x) = 0 est donc la réunion des p contraintes scalaires g;(x) = 0. En fait, grace au
chapitre précédent, on sait que la contrainte g(x) est une maniére d’écrire x € S C R%, ou S est une
surface de dimension n = d — p dans R%. C’est la bonne facon d’écrire les choses : on demandera dans
le suite a ce que g soit une submersion.

Ainsi, notre but est de déterminer le minimum de f sur la surface S. Autrement dit, on cherche

min f|g := min{f(x), x € S}.

6.1 Extrema liés, Euler—Lagrange

Le résultat principal de ce chapitre est donné par le théoreme suivant.

Théoréme 6.1 : Extrema liés

Soit f : R — R une fonction de classe C!, et soit S une surface d’équation g = 0, oul g =
(91, , gp) est une submersion de R? dans RP. Alors si x, € S est un minimum de f sur 9, il
existe A = (A, -, Ap)T € RP tel que Vf(x.) = (Jy(x:))" A, qui s’écrit aussi

V(xe) = MVg1(xi) + X2Vga(xs) + - + A Vgp(xy).

Démonstration. Soit v : R — S un chemin tracé sur S, passant par x, en ¢ = 0. Comme x, est le
minimum de f sur S, la fonction f((t)) atteint son minimum en ¢t = 0. En dérivant par rapport a ¢,
et en utilisant la regle de la chaine, on obtient

(V£(x:),7(0)) = 0.
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Ceci étant vrai pour tout chemin tracé sur S avec y(0) = x,, on en déduit que
Vf(x:) € (T, 5)".
Nous avons montré au Théoreme 5.17 que Tk, S = Kerdgx, = Ker Jy(x,). Nous rappelons le
résultat (classique) suivant (nous en donnons la démonstration a la fin du paragraphe).
Lemme 6.2. Pour toute matrice A € Myyq, on a (Ker At =TIm AT.
Ainsi, on a Vf(x,) € Im (Jg(x*))T, donc V f(x,) est de la forme V f(x,) = (Jg(x*))T)\ pour un
certain A € RP. En remarquant que les colonnes de (Jg(x*))T sont exactement (Vgi,---,Vg,), on

obtient bien
Vf(X*) = >\1V91(X*) + >\2Vg2(x*) + -+ )\pvgp(x*)-

O]

Preuve du Lemme 6.2. Soit A € M4, de sorte que AT € Mxp- Soit x € Im AT c R? de la forme
x = ATv pour un certain v € RP. Alors, pour tout y € Ker A ¢ R%, on a

(¥, X)pa = <Y7ATV>R<1 = (Ay,Vv)re = 0.

Ainsi, tout x € Im A7 est orthogonal & Ker A, donc Im A7 c (Ker A)*. Par ailleurs, le théoréme du
rang affirme que
dimIm A + dim Ker A = d.

De plus, on a dimIm A = dimIm A7 (les rangs de A et AT sont égaux). Ceci montre que dimIm A7 =
d — dim Ker A = dim(Ker A)L. Ainsi, on a égalité Im A7 = (Ker A) comme souhaité. O

Remarque 6.3. Le Lemme 6.2 montre en particulier que A est surjective ssi AT est injective, et que
A est injective ssi AT est surjective.

Les nombres (A1,---,\p) apparaissant dans le théoreme sont appelés les multiplicateurs de
Lagrange. Il y a un multiplicateur par contrainte (scalaire). L’équation

Vf(xe) = MVgi(xs) + AaVga(xi) + - + A Vgp(xs) (6.1)

s’appelle parfois équation d’Euler—Lagrange, ou équation des extrema liés. Elle exprime le fait
que le gradient de f est une combinaison linéaire des gradients des contraintes.

Un point (X4, A) € R? x RP vérifiant

o(x) 0 (6.2)

s’appelle un point critique pour le probleme de minimisation sous contrainte. Tout comme 1’optimi-
sation classique, on va chercher les minima de f sur S parmi les points critiques. On remarquera qu'’il
s'agit d'un systéme avec d + p équations et d + p inconnues (car il faut trouver x, € R% et X € RP).

{Vf(x*) = MVgi(x4) + AaVga(xs) + -+ + A\ Vgp(xy)

6.1.1 Intuition géométrique

D’apres I'équation d’Euler-Lagrange, si (x4, Ax) est un point critique sous contrainte, le gradient
de f en x, est orthogonal au plan tangent a la surface définie par la contrainte. Donc la courbe de
niveau f(x.) de f (c’est-a-dire la courbe de niveau de f qui contient le point x,)! est tangente & la
surface S au point x, : leurs hyperplans tangents coincident au point x,.

TODO

1. Cette courbe de niveau est unique sinon g ne serait pas une submersion au voisinage de x.. En d’autres termes, le
théoreme des fonctions implicites ou, ce qui est équivalent, le théoreme d’inversion locale, ne s’appliquerait pas au point
Xy
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6.1.2 Existence des minimiseurs

Concernant ’existence d’optimiseurs de problemes sous contraintes, elle est souvent assez simple.
On a par exemple le résultat suivant.

Théoréme 6.4

Soit f : R* — R une fonction continue. Si S est une surface fermée et bornée, alors f atteint
son minimum sur S.

C’est une simple application du théoréeme de Weierstrass ?7. Si S est d’équation g = 0 avec g
continue, alors S = ¢g~!({0}) est automatiquement fermée (c’est I'image réciproque du fermé {0} par
I’application continue g). De plus, il est souvent simple de vérifier que S est bornée. Cela est le cas
par exemple des que g est coercive.

6.2 Le Lagrangien

Afin de se ramener a un probleme de mininimisation sans contrainte, il est commode d’introduire
la fonction suivante de R? x RP — R, appelée Lagrangien associé au probléme de minimisation, et
définie par

LxA) = f(x) = (A g(x)) = f(x) = Y Xigi(%).
i=1

Le Lagrangien posséde la méme régularité que les fonctions f et g par rapport a la variable x € R?, et
c’est une application linéaire, donc indéfiniment différentiable, par rapport a la variable A € RP. En
particulier, £ est bien une application de classe C' sur R? x RP.

On observe que tout point critique sous contrainte (x, As), ¢’est-a-dire toute solution (x4, As) du
systéme (6.2), est un point critique du Lagrangien, et réciproquement. En effet, on a

{vxax, N = VI) - T, )7
VAL(x,A) = g(x).

Ainsi, I'équation V4L = 0 est équivalente aux équations d’Euler—Lagrange, et ’équation VL = 0
exprime la contrainte g = 0.

L’avantage du Lagrangien est qu’il donne des conditions simples pour déterminer si un point
critique (au sens des problemes d’optimisation sous contraintes) est un minimum.
6.2.1 Caractérisation d’un minimum avec le Lagrangien

Dans la suite, on s’intéresse a un point critique (x4, As) du Lagrangien £. En particulier, on a
x4 € S. L’idée principale de cette section est qu'on peut déterminer si X, est un minimum local de f
sur S en étudiant 'application partielle

g)\* (X) = E(X, )\*)

C’est a dire qu’on fixe le multiplicateur de Lagrange A, et qu’'on regarde la fonction x — £(x, A4).

Théoréme 6.5 : Caractérisation d’un minimum avec le Lagrangien

Soit f : R? — R une fonction de classe C, et soit S une surface d’équation g = 0, ol ¢ est une
submersion de R? dans R?. Soit £ : R? x R? — R le Lagrangien associé et soit (x«, A) un point
critique de £. On pose £y, (x) := L(x, Ay).

Si x, est un minimum local de £y, alors x, est un minimum local de f sur S.

Si x, est un minimum global de ¢, alors x, est un minimum global de f sur S.
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Attention, la réciproque est fausse en général : il existe des cas ou x, est un minimum de f, mais
n’est pas un minimum de £y, comme l'illustre I’exemple ci-dessous.

Exemple 6.6. On considére la fonction f définie sur R? par f(x,y) = —xy que l'on souhaite mini-
miser sous la contrainte x + y = 2.

En explicitant la contrainte, on est ramené da optimiser la fonction ¢(x) = x(x — 2) sur R, qui
atteint un minimum global en x = 1 de valeur —1. Donc le point (1,1) est un minimum global de f
sous la contrainte.

En appliquant la méthode du Lagrangien, on vérifie facilement que (1,1) avec A = —1 est la seule
solution des équations d’Euler—Lagrange. Or, le Lagrangien vaut £ (x,y) = xy+ (x+y—2), qui n’est ni
localement conveze ni localement concave en (1,1) concave, et qui n’est ni magjorée ni minorée sur R2.
On peut démontrer en revanche que (1,1) est un maximum local de f par la méthode du Lagrangien
en linéarisant la contrainte (voir le théoréme 6.9 ci-dessous).

Démonstration. Soit (X., Ax) un point critique de L tel que x, soit un minimum local de £y,. Alors,
pour tout x € S proche de x,, on a (on utilise que g(x) = 0, car x € S, et que g(x,) = 0, car
VAL(X4, Ax) = 0)

JF(x) = (%) = Ag(x) = L(x, M) 2 L%, As) = [ (%) = Aeg(xi) = f(x).-
Ainsi, x, est un minimum local de f|g, comme voulu. La preuve dans le cas global est similaire. [

On donne deux applications classiques du théoreme précédent.

Théoréme 6.7 : Le cas ou L est convexe

Avec les mémes notations que le Théoreme 6.5, si £y, est convexe, alors x, est un minimum

global de f sur S.

Démonstration. Comme ’application £y, est convexe, et que X, est un point critique de cette appli-
cation (car VU, (x4) = VxL(Xx, As) = 0), x, est 'unique minimiseur de £y,. Le résultat découle alors
du Théoreme 6.5. 0

Théoréme 6.8 : Condition a ordre 2

Avec les mémes notations que le Théoréme 6.5, et en supposant que f et ¢ sont de classe C2, si
la Hessienne H := Hy, (x4) est définie positive, alors x, est un minimum local de f sur S.

La Hessienne est selon la variable x uniquement.

6.2.2 Raffinement de la condition d’ordre 2

La condition d’ordre 2 énoncée dans le Théoreme 6.8 peut étre améliorée en faisant une étude locale
plus précise au voisinage d’un point critique sous contrainte x,. En effet, il suffit d’étudier le signe des
accroissements f(x, + h) — f(x,) pour h suffisamment petit pour que x, et x, + h appartiennent a
S, ce qui revient a restreindre h a I'espace tangent a la surface S au point x,.

Théoréme 6.9 : Linéarisation de la contrainte

Avec les mémes notations que le Théoréeme 6.5, et en supposant que f et g sont de classe C?,
si la forme quadratique d2¢y, (h, h) est strictement positive pour tout h € Ty, S \ {0}, alors x,
est un minimum local de f sur S.
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Remarque 6.10 (Linéarisation de la contrainte). Cette propriété est particuliérement utile lorsque
X, est un point selle du Lagrangien £y, . Il suffit alors d’étudier le signe de la forme quadratique
associée a la matrice hessienne de £y, sur 'espace tangent a la surface S au point X, ¢’est-a-dire sur
le sous-espace vectoriel (Ty,S)*.

Démonstration. Nous reprenons la preuve du Théoreme 6.1 qui établit les conditions nécessaires pour
que x4 € S soit un minimum local de f sur S, en supposant cette fois que v : R — S est un chemin de
classe C? tracé sur S et passant par x, en t = 0. En particulier, g(y(t)) = 0 pour tout ¢ au voisinage
de 0, ce qui impose 7/(0) € T, S. En dérivant successivement la fonction g o par rapport a ¢, on
obtient d’abord

puis
Jo(v(1))Y" () + d*g, (V' (1), 7' (1)) =0,

en appliquant la regle de la chaine. En particulier, en ¢t = 0,

Jg(x)7'(0) =0 et Jg(x.)7"(0) + d*gx. (7/(0),7(0)) = 0. (6.3)

On définit la fonction ¢ := f o~ qui est de classe C? au voisinage de 0. Comme x, = (0) est un
minimum local de f sur 5, la fonction ¢ atteint son minimum en ¢ = 0. En particulier, on en déduit,
comme dans la preuve du Théoréme 6.1, que

¢'(0) = (Vf(x4),7(0)) =0, (6.4)

et que Vf(x.) est de la forme Vf(x.) = (Jy(xx))" Ax pour un certain A, € R”. En reportant cette
derniére expression dans (6.3), on trouve en particulier que

(Vf(x:),7"(0)) = Vf(x:)17"(0) = Xy Jg(x:)7"(0) = =27 d?gx, (7/(0),7(0)). (6.5)

Pour que ¢ atteigne un minimum local en 0, il suffit que ¢”(0) > 0. Or, en appliquant deux fois la
regle de la chaine, on obtient

¢'(t) = (Vv (1), 7 (1)),
puis
¢ (t) = (VI(v(0),7" (1)) + (' (), Hp (v(8)) ¥ (1))

Dongc, en utilisant (6.5),

¢"(0) = (Vf(x:),7"(0)) + (+(0), Hf(x:)7'(0))
= (¥/(0), Hp(x.)7'(0)) — A d%gx. (7/(0),7/(0))
= d*0x, (7/(0),7'(0)), (6.6)

en utilisant la définition du Lagrangien.
Ceci étant vrai pour tout chemin tracé sur S avec y(0) = X, on en déduit la condition suffisante
énoncée dans le théoréme puisque 7/(0) décrit le sous-espace vectoriel Ty, S\ {0}. O

Reprenons 'exemple 6.6 en appliquant le théoreme 6.9. La linéarisation de la contrainte s’écrit
h 4+ k = 0. Or, la forme quadratique associée & la matrice hessienne de .Z vaut q¢(h, k) = —hk. En
particulier gg(h, —h) = h? > 0 si h # 0. Le point (1,1) est donc un minimum local de f(z,y) = xy
sous la contrainte z + y = 2.
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6.3 Exemples

6.3.1 Minimisation quadratique sur un espace affine

Soit P un espace affine d’équation FE := {x eRY COx = V}, avec C' € Myxq une matrice sur-
jective, et v € RP (donc E est un espace affine de dimension n = d — p dans R?, cf Section 7?). En
particulier, pour p = 1, E est un hyperplan. Pour p = d — 1, E est une droite (que l'on écrit ainsi
comme l'intersection de d — 1 hyperplans).

On s’intéresse au probleme de minimisation

1
min {2<x, Ax) — (b,x), x€ E} ,
ouAde S&H est une symétrique définie positive, et b € R%. On a donc posé f(x) := %(x, Ax) — (b, x),
et g(x) :=Cx —v.
Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

Ax —b = CT), A —CT> <x> (b) d »
{Cx—u , Ou encore <C 0 N € R x RP,

A —CT
cC 0

inversible (cf ci-dessous). Ainsi, il y a un seul critique, donné par

()= ()

Pour montrer que ce point critique est le minimiseur, on peut remarquer que le Lagrangien est de la
forme

On note M := ( ) la matrice par blocs apparaissant. On prétend que la matrice M est

L(x,A) = %(x, Ax) — (b, %) — (A, Cx — v).

En particulier, pour tout A fixé (et en particulier pour A = A, application x — L£(x, A) est convexe
(car A est définie positive, et les autres termes sont linéaires en x). Ainsi, X, est le minimum global
de f sur S.

Montrons que M est inversible. Pour cela, on montre que M est injective. Si M(x,A)” =0, on a
Ax = CTX et Cx = 0. En prenant le produit scalaire de la premiére équation avec x, on obtient

(x, Ax) = (x,CTA) = (Cx,\) = 0.
Comme A est définie positive, cela implique x = 0. La premiére équation donne CTX = 0. Or C est
surjective, donc C7 est injective (cf Remarque 6.3), et on en déduit que A = 0.

Cas particulier : projection sur un espace affine. Soit y € R?. La projection de y sur E,
est par définition le point de E' le plus proche de y (pour la norme Euclidienne). On cherche donc a
minimiser sur E la fonction

1 1 1
1169 = 5lx = ¥I1P = S %l = (%) + Syl

En remarquant que le terme 1|y est indépendant de x (et donc ne contribue pas a la minimisation),
on en déduit qu'il suffit de minimiser la fonction f(x) := fi(x) — 3||y||?. Cette fonction est de la forme
(x, Ax) — (b,x) avec A=I et b=y.
o I . . I, —-CT
Ainsi, on peut calculer une projection sur un espace affine en inversant la matrice M = c o

(ce qui est facile a faire numériquement par exemple).
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Si E est un hyperplan, on peut choisir C = v’ avec v un vecteur unitaire orthogonal & E. Comme

p =1, A € R. Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent alors

X—y=AV,
{VTX =

La premiére équation montre que x — y est colinéaire a v donc orthogonal a E. Le systéme se résout
explicitement : en prenant le produit scalaire par v de la premiere équation et en utilisant la deuxiéme
équation, on obtient que A\ = v—v’y, puis, en reportant dans la premiére équation, x = y+(l/—va) V.
En particulier, si y € F, on retrouve bien le fait que x = y puisque A = 0. La distance de y a E vaut
lx — y||, et on trouve 'expression explicite d(y; E) = [|x — y| = |v — vTy]|.

6.3.2 Projection sur une sphere

On considere S?1 := {xe Re x| = 1}, et, pour y € RY fixé, on regarde le probleme de mini-
misation
min {HX —-yll, xe€ Sd_l} .

Autrement dit, on cherche le point de S*~! le plus proche de y. Pour commencer, comme S ! est

fermé et borné, ce minimum existe. Le méme raisonnement montre que le maximum existe aussi.

On calcule les points critiques, avec f(x) := [|x—y||? et g(x) := [|x||*—1. On cherche (x, \) € R?xR
solution de
X—y =X 1-XM)x =y
{ 2 = {< Ax =y
Ix[I= =1 Il =1

Siy = 0, on doit avoir A = 1, et dans ce cas, tous les points (x,0) sont des points critiques. Ils sont
tous les minima, car y = 0 est & distance 1 de tous les points de la sphere S 1.

Siy #0,ona \#1, et la premiére équation montre que x est colinéaire a y, et de norme 1. On
a donc deux points critiques pour f, a savoir

N Y
Xy =5, et X_ = -
[yl Iyl

Il est facile de vérifier que ||y — x4| < ||y —x—||. On en déduit que x4 est le minimum global, et x_
est le maximum global.
6.3.3 Plus grande et de la plus petite valeur propre d’'une matrice symétrique

Soit A € §; une matrice symétrique et soient Ay < --- < A4 ses d valeurs propres réelles ordonnées
par ordre croissant. Nous allons montrer que

I (x, Ax) d } . d—1
AL = lléliléld)\l = inf {||X|2 , x€R\ {0} =inf {(x, Ax), x €S }
et (x, Ax)
— o X, AX d _ d-1
Ad = lréllagxal)\Z = sup { T x € R%\ {0}} = sup {(x, Ax), x €S } .

Dans chacune des deux formules ci-dessus, la derniére égalité vient du fait que

x, Ax) b x x
vx € RY\ {0}, . :<—,A — > avec —- € S,
<P~ Sl A ) E
Les quotients w sont appelés les quotients de Rayleigh de la matrice A.

B8]
On cherche donc & minimiser la fonction quadratique f définie dans R? par f(x) := (r, AX) sur la
sphére unité. On définira la fonction g comme dans le paragraphe ci-dessus par g(x) = ||x||2.
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La fonction f est continue de R¢ & valeurs dans R et S?! est un ensemble fermé et borné dans R¢
Donc, par le théoreme de Weierstrass, il existe au moins un point z_ de minimum global de f dans
S%1 et un point x4 de maximum global de f dans S?~!. De plus, la fonction f est de classe C!' dans
R avec Vf(x) = Ax.

On cherche donc les points critiques de f sous la contrainte g(x) = 1, c’est-a-dire, en vertu du
théoreme des extrema liés, les couples (x,A) € R? x R qui satisfont

{AX = AX;
Ix[* =1

La premiere équation exprime le fait que A est une valeur propre de A associée au vecteur propre x
de R? (normalisé par ||x|| = 1 par la deuxiéme équation). En combinant les deux équations, on obtient

A= AX,x) = A\(x, Ax) = f(x).

Donc le minimum global est atteint lorsque le multiplicateur de Lagrange est égal a la plus petite
valeur propre, et le maximum global lorsqu’il est égal a la plus grande.

Les points critiques du Lagrangien sont en nombre infini : ce sont tous les couples de la forme
(x,A) ou A est une valeur propre de A et x un vecteur propre associé, de norme égale a 1.

Le Lagrangien associé a A; est une fonction convexe car c’est une forme quadratique semi-définie
positive, et le Lagrangien associé a Az est une fonction concave car c’est une forme quadratique semi-
définie négative.

Si A admet une valeur propre A telle que A\ < A < A4, alors tout vecteur propre x, associé a A,
de norme 1, est un point selle du Lagrangien (le démontrer).

6.4 Introduction a 'optimisation sous contraintes d’inégalités

On s’intéresse enfin a des problemes d’optimisation sous la forme

inf {f(x), g(x) <0},

ol f et g sont des fonctions continues de R? dans R. On peut aussi considérer le cas avec p contraintes
d’inégalités, du type g1(x) < 0, g2(x) < 0, ..., gp(x) < 0, mais nous nous restreignons a une seule
contrainte dans cette section, par simplicité.

6.4.1 Résolution au cas par cas

De nouveau, on peut considérer I’ensemble
K = {X eR?  g(x) < O} ,

auquel cas notre probléme de minimisation est de trouver inf f|x-.

[ Exercice 6.11 J
Montrer que si g est continue, alors K est un fermé.
Montrer que si g est coercive, alors K est borné.
Montrer que si g est une fonction convexe, alors K est un ensemble convexe.

Cet ensemble K peut se décomposer en son intérieur K , et sa frontiére O K, définis respectivement
par
K:={xeR’ g(x)<0}, et OK:={xeR’ g(x)=0}.

Par continuité de g, ’ensemble K est un ouvert de R?, et 'ensemble OK est une surface de co-dimension
1 (deés que g est une submersion). On a évidemment

inf {f(x), x € K} =min{l1,I}, avec I; ::inf{f(x), XEIO(}, I :=inf{f(x), x € 0K}.
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On est ramené a I’étude du minimum de f sur 'ouvert K, et sur la surface 0K.

Si x, € K est un minimiseur local de f|g, et si A, est le multiplicateur de Lagrange associé,
alors A, <0, et on a toujours

Ag(x4) =0 danslesens A, =0 ou g(xi)=0.

Démonstration. De deux choses 'une. Soit x, € Io(, soit x4, € 0K.

Si x, € IO(, alors Vf(x,) = 0, c’est a dire A\, = 0 (donc A\.g(x,) = 0). Il reste & montrer que A, est
négatif.

Comme g est négatif sur K, et positif sur K€, le gradient de g pointe vers 'extérieur de K. De méme,
comme f prend des valeurs plus grande que f(x,) dans K, le gradient de f pointe vers l'intérieur de
K. Ainsi, les directions de V f(x,) et Vg(x,) sont opposées, c’est a dire A, < 0.

Si x, € 0K, alors x, est aussi le minimiseur de f sur la surface 0K. On peut appliquer la théorie
d’optimisation sous contrainte égalité, et déduire que V f(x,) = A\Vg(x4) pour un A, € R. Comme
X« € 0K, on a g(x4) = 0, donc A\g(x4) =0 O

On en déduit aussi un «algorithme» naif pour trouver inf f|x.
Algorithme de recherche d’optima sous contrainte d’une inégalité g(x) < 0.

1/ Calcul de I4.
la) on cherche les points critiques de f, solution de V f(x) = 0.
1b) parmi ces points, on cherche ceux qui vérifient la contrainte g(x) < 0.
1c) et parmi ceux qui reste, on sélectionne celui qui donne la plus petite valeur de f.
—> on trouve Ij.

2/ Calcul de Is.
2a) on cherche les points critiques de f sur 0K, solution de V f(x) = Ag(x).
2b) parmi ces points, on cherche celui qui donne la plus petite valeur de f.
— on trouve Is.

3/ On compare I et I3 pour conclure.

6.4.2 Dualité Lagrangienne
La méthode précédente est difficilement applicable dans le cas ou il y a p contraintes g;(x) < 0,

.oy gp(x) < 0. 11 faut en effet considérer tous les cas, de type

{X € Rd7 gl(x) < 07 gQ(X) = 07 93(X) < 07 o } )
c’est & dire regarder pour chaque contrainte si elle est saturée (ou satisfaite), ou non. Cela donne 27
cas a étudier, ce qui est impraticable lorsque p est grand.

Nous donnons une autre méthode de résolution, basée sur le Lagrangien. On étudie de nouveau le
cas avec une seule contrainte par simplicité (donc un seul multiplicateur de Lagrange A € R). On pose

L(x, ) = f(x) — Ag(x).

Dans la suite, on étudiera le Lagrangien en restreignant A a étre négatif. On remarquera que pour
A<0etg(x)<0,ona L(x,\) < f(x). Plus exactement, on a le résultat suivant (ot on ne suppose
plus g(x) < 0).
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Proposition 6.13. On a, pour tout x € R? fizé,

f(x) si g(x)<0
+o00  sinon.

sup{L(x,\), A <0} = {

Démonstration. Si g(x) <0, alors —A\g(x) < 0 pour tout A\ < 0, avec égalité ssi A = 0. Dans ce cas, le
supremum est atteint pour A = 0, et on trouve f(x).
Si g(x) > 0, alors —Ag(x) > 0 tend vers +oo lorsque A — —oo, donc le supremum est +oo. O

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 6.14 : Probléme primal

tul {lkdl gles) S0 = it iﬂ%ﬁ(x’ A). (P

On appelle (P) la valeur de ce minimum (P comme probléme primal).
On définit le probléeme dual comme le probléeme

sup inf L£(x,\). (D).
A<0 x€R4

On a interverti l'ordre inf sup et supinf. Il n’y a priori aucune raison pour que (D) et (P) soit relié.
Et pourtant...

[ Exercice 6.15 |

J a

Soit f(x,y) := xy. Montrer que f a un unique point critique, qui est un point selle, puis montrer que

inf sup f(z,y) = sup inf f(z,y) =0.
:I:ERyegf( y) yegwERf( y)

J

Lemme 6.16 : Dualité faible

On a toujours l'inégalité (D) < (P).

Démonstration. Soit (xg, \g) € R? x Ry un point quelconque. On a

inf L£(x, ) < L(x0,Ao) < sup L(xp, A).
x€R4 A>0

En passant au sup en A\g < 0 (le terme de droite n’en dépend pas), et & 'inf en xg € R4 (le terme de
gauche n’en dépend pas), on trouve

sup inf L(x,Ao) < inf sup L(x,A),
Ao <0 x€ER? x0€R? \4<0

ce qui est exactement l'inégalité voulue. O

On dit qu’on a la dualité forte si on a 'égalité (D) = (P). Cette dualité n’est pas toujours vrai,
il faut des hypotheses sur f et g.

Théoréme 6.17 : Dualité forte, cas convexe

Si f et g sont deux fonctions de classe C! et convexes de R? dans R, et s’il existe un minimiseur
xx € K a f|g (c’est a dire f(x4) = (P)), alors (P) = (D).
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Démonstration. Pour tout A < 0, la fonction partielle £)(x) := f(x) — Ag(x) est convexe sur R?. Soit
A« < 0 le multiplicateur d’Euler—Lagrange associé a x, (on rappelle que A, = 0 si x, € K). Comme
X, est un point critique de £,,, qui est convexe, c’est le minimum de £,,. Ainsi

(D) = ili%xienﬂgd L(x,A) 2 L(x, M) = £y, (%) = €y, (%) = f(x4) = Mg(x:) = f(x:) = (P),

ou on a utilisé que A\.g(x,) = 0. O

Le probleme dual a plusieurs avantages comparés au probleme primal. Par exemple, dans le cadre
du théoreme précédent, pour tout A < 0, le probléme d’optimisation

d(A) := inf L(x,\) = inf /)(x)
xc€R? x€R?
est un probléme d’optimisation sans contrainte d’une fonction convexe. Cette optimisation est parti-
culierement facile & implémenter numériquement (donc d(A) se calcule rapidement). On est ramené
ensuite & optimiser d(A) pour A < 0, ce qui est un probléme d’optimisation & une variable sur R_. De
plus, la dérivée de d est facile a calculer, comme le montre le résultat suivant.

Lemme 6.18

Avec les mémes hypotheses que précédemment, on suppose que pour tout A < 0, la fonction £
a un minimiseur xy € R%, et que A — x, est de classe C!. Alors

d(N) = —g(x).

Démonstration. Comme x) est un point critique de £y, on a VI (x)) = 0, c’est a dire
VA <0, Vf(xx) — AVg(xy) = 0.

Par ailleurs, comme z est 'optimum, on a d(\) = L(z), \) pour tout A. En dérivant et en utilisant
la regle de la chalne, on obtient

0
d/()\) = OxL(X3, )\)ﬁX)\ + 8)\/_,‘(}()\, A)

= [V50) ~ AVg(xa)] 500~ 9(0)

et le terme entre crochet s’annule par ’équation précédente. O
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