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Résumé

Mon travail porte principalement sur I’étude du systéme de Navier-Stokes compressible ainsi que
de systémes capillaires introduits par D. J. Korteweg et ceci sous deux angles différents [’existence
de solutions faibles globales ainsi que ’existence de solutions fortes. Pour ce faire, ceci requiert
des outils d’analyse harmonique de type théorie de Littlewood-Paley afin de prouver ’existence de
solutions fortes dans des espaces de données initiales critiques en terme de régularité. L’existence
de solutions faibles globales nécessite de développer des arguments fins de compacité afin de prouver
la stabilité des solutions faibles, ceux-ci pouvant motamment provenir de nouvelles entropies ou
estimations d’énergie. La conséquence commune de ces résultats est une meilleure compréhension
de ces différents systéemes via lutilisation selon le contexte d’effets paraboliques, d’amortissement
ou encore de dispersion.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Le premier chapitre consiste en une introduc-
tion générale sur les équations de Navier-Stokes compressibles et de Korteweg, ou 'on s’attache &
rappeler les résultats essentiels relatifs a la théorie de ’existence globale de solutions faibles et de
solutions fortes ainsi qu’aux propriétés qualitatives des solutions. Le chapitre II traite essentielle-
ment du systéme de Navier-Stokes compressible. Dans la section II.1 on cherche dans un premier
temps & montrer 'existence de solutions fortes globales pour des données initiales petites dans
des espaces de Besov critiques (c’est a dire des données initiales aussi peu réguliéres que possible).
Par la suite on cherchera & affaiblir la notion de petitesse en permettant le choix de données
initiales grandes pour le scaling du systéme (en effet les équations de Navier-Stokes possédent une
invariance d’échelle). Dans la section I1.2 on essaiera de mieux appréhender le comportement des
solutions, notamment dans certaines configurations ou les coefficients de viscosité dépendent de la
densité p, ces derniéres peuvent alors dans certains cas étre soumises & des effets régularisants de
type parabolique. Ce genre d’observation nous permettra alors de prouver 'existence de solutions
fortes globales avec données initiales grandes en une dimension pour le systéme de Shallow water
visqueux. Dans la section I1.3 on considérera la limite hautement compressible (par opposition a
la limite faiblement compressible voir [68, 59]) des équations de Navier-Stokes compressibles. On
observe ainsi que la densité p a tendance a vérifier ’équation des milieux poreux pour le régime
hautement compressible (c’est a dire lorsque le Nombre de Mach ¢ tends vers I'infini) et ceci pour
certains choix particuliers de coefficients de viscosité. Enfin dans la section I1.4 on se concentrera
sur les équations de Navier-Stokes incompressibles & densité variable otl 'on montrera un équi-
valent du théoréme de Fujita-Kato pour ces équations.

Le chapitre III est quand & lui consacré aux systémes capillaires (Korteweg, Korteweg local ou
encore Euler-Korteweg). Dans la section III.1, on prouve l'existence de solutions fortes globales
avec données initiales petites dans des espaces de Besov critiques et d’énergie infinie pour le
systéme de Korteweg. Dans la section III.2 on cherche a relier le systéme de Korteweg local au
systéme de Korteweg non local, on montre plus précisément que pour un noyau ¢. bien choisi les
solutions de Korteweg non local convergent vers les solutions de Korteweg local. Dans la section
II1.3 on considére via un processus de viscosités et de capillarités évanescentes la convergence des
solutions du systéme de Korteweg local vers une solution entropique d’énergie finie du systéme
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d’Euler compressible en une dimension. Enfin dans la section II1.4 on démontre I’existence globale
de solutions fortes avec données initiales petites irrotationnelles pour le systéme d’Euler Korteweg.
Pour ce faire on tire partie du comportement dispersif du systéme via une analyse fine de type
résonance temps-espace. Par la méme il advient que les équations de Gross-Pitaevskii ne générent
pas de vortex en dimension N > 3 si tant est que la donnée initiale soit choisie proche de 1’état
d’équilibre ¢ = 1.

Enfin on rappelle trés brievement les notions de paraproduit ainsi que la théorie de Littlewood-
Paley dans I'appendice en section IV.
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Chapitre 1

Introduction

I.1 Equations de Navier-Stokes compressibles

1.1.1 Présentation du modéle

Dans la suite de ce manuscrit nous considérerons systématiquement le systéme de Navier Stokes
compressible barotrope ot ’on postule que la pression P ne dépend que de la densité p. Pour fixer
les idées, on prend :

P(p)=ap”’, a>0, v> 1.

Cette restriction consiste essentiellement & considérer une évolution adiabatique du fluide en né-
gligeant le flux de chaleur visqueux. Le systéme correspondant s’écrit :

Op + div(pu) =0,

O (pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)D(u)) — V(A(p)divu) + VP(p) = pf, (1)
(pa ’LL)(O, ) = (pOa UO)a

oll p représente la densité du fluide, le champ de vecteur v € RY la vitesse et P la pression. Les
forces de masse sont décrites par le champ de vecteur f.

Les équations de (1) représentent respectivement I’équation de la masse et 1’équation du moment.
De plus afin d’obtenir la fermeture du systéme on suppose le fluide Newtonien, il existe alors deux
coefficients de viscosité p et A vérifiant la condition de Lamé :

1(p) >0 et 2u(p) + NA(p) > 0. (2)

Enfin D(u) = 3(Vu +' Vu) est le symétrisé du gradient de vitesse Vu. Dans ce manuscrit on
va s’intéresser & étudier les équations de Navier-Stokes compressibles et ceci sous au moins trois
aspects différents, quoique tous reliés par la question fondamentale de « l'existence globale et
I'unicité de solutions ».

Notre premiére considération consistera a montrer I'existence (globale pour des données petites ou
en temps fini) et I'unicité de solutions pour des données initiales aussi peu réguliéres que possible.
En effet les équations de Navier-Stokes compressibles admettent une énergie, si I’'on multiplie
I’équation du moment par la vitesse u, on obtient au moins formellement la relation suivante :

1 ) t
| Gelu + @) 1) wda+ [ [ eutplp)?

A@divaP)deds < [ (poluf? + (1) ~ 11(5) o
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avec p > 0 et ot II est défini comme suit :

() = S(/p P;;)dz_ Pff)))

En imposant I'inégalité suivante sur les données initiales :

o= [ oluol*+ (M) = TI(7)) o < +c. 3)
on obtient les estimations & priori suivantes :
I(p) — 11(p), plul® € L®((0,00), L*(®Y)) et (Du)y, divu € L2((0,00) x BY) V(i) € [1, N]™.

Une premiére approche naturelle afin d’obtenir 'existence de solutions fortes globales avec don-
nées grandes est de combiner des résultats d’existence locale avec les estimations d’énergie. C’est
ainsi que J. Leray en 1934 dans [161] a prouvé I’existence de solutions fortes globales en dimension
N = 2 pour les équations de Navier-Stokes incompressibles. Il est donc pertinent de chercher a
prouver l'existence de solutions fortes pour des données initiales aussi peu réguliéres que possible,
afin de par la suite pouvoir espérer prouver un résultat de solutions fortes globales ! en suivant la
méthode de J. Leray. On verra malheureusement que les choses ne sont pas aussi simples pour les
équations de Navier-Stokes compressibles, en effet ’existence de solutions fortes globales méme
en dimension N = 2 reste un probléme ouvert (excepté pour certains choix trés particuliers de
viscosité, voir V. A. Vaigant et V. Kazhikhov dans [199]).

Le second axe de notre recherche concerne l'existence de solutions globales avec des données
initiales "grandes" (on va préciser par la suite ce que I'on entend par "grand" selon le contexte de
travail) ; il est alors judicieux de commencer par montrer 'existence de solutions faibles globales
comme l'a fait J. Leray pour les équations de Navier-Stokes incompressibles en dimension N > 2.
De tels résultats ont également été obtenus pour les équations de Navier-Stokes compressibles
dans le cadre de coefficients de viscosité constants (voir P-L Lions dans [163] et E. Feireisl et al
dans [80]). Cependant si ces résultats permettent de travailler avec des données initiales grandes,
ils ont l'inconvénient de ne rien pouvoir dire sur l'unicité et la régularité de la solution. Une
étape intermédiaire consisterait donc a montrer ’existence de solutions fortes globales pour des
données initiales petites pour une certaine norme || - || x avec X espace fonctionnel le plus grand
possible. On va ainsi par la suite rappeler la notion d’invariance par échelle pour les équations de
Navier-Stokes compressibles, qui permet de définir des espaces fonctionnels Y "critiques" en terme
de régularité sur les données initiales (Y = H T x (H %71)]\7 par exemple), pour lesquels on peut
espérer 'existence de solutions fortes. Notre question précédente peut donc se réinterpréter sous la
forme suivante, peut-on prouver 'existence de solutions fortes globales pour des données initiales
petites dans un certain espace fonctionnel X mais grandes dans l’espace fonctionnel critique Y
avec Y s’injectant dans X.

Enfin il est intéressant d’essayer de mieux appréhender le comportement des solutions de Navier-
Stokes compressible, il s’agit en particulier d’obtenir des résultats qualitatifs sur ces solutions. Par
exemple quels sont les mécanismes qui gouvernent la densité p, celle-ci est elle soumise & d’éven-
tuels effets régularisants. De la méme maniére est-il possible de déterminer la limite des solutions
de Navier-Stokes compressible lorsque le nombre de Mach tends vers l'infini (ce qui s’apparente a
une limite hautement compressible).

On va dans cette introduction rappeler quelques premiers résultats importants répondant & ces
trois axes de recherche avant de par la suite présenter les résultats obtenus dans ce mémoire.

1. au moins en dimension N = 2 et si tant est que I’espace de données initiales pour nos solutions fortes locales
coincide avec I’espace d’énergie.
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1.1.2 Existence de solutions fortes pour les équations de Navier-Stokes com-
pressibles avec données initiales peu réguliéres

On va ici s’intéresser a l'existence de solutions fortes globales & données petites pour le sys-
téme de Navier-Stokes compressible barotrope (1). Nous allons ainsi rappeler quelques résultats
classiques de solutions fortes pour ces équations ainsi que la notion de "scaling" développée et
popularisée par H. Fujita et T. Kato dans [84] dans le cadre des équations de Navier-Stokes
incompressibles.

Commencons par rappeler la notion importante de « scaling » ou invariance d’échelle qui per-
met au moins heuristiquement de décrire les espaces critiques (« critiques » en terme de régularité)
dans lesquels on peut espérer obtenir I'existence de solutions fortes. On peut ainsi vérifier aisé-
ment que si (p, u) est une solution du systéme (1), alors (p, uy) est aussi solution du systéme avec :

pa(t,z) = p(N°t, Ax) et uy(t,z) = Au(N’t, Ax) (4)
ot la pression P a été changée en \2P.

Définition 1. Nous dirons qu’un espace normé X est critique au sens du scaling si :

[1(po; wo)llx = [(po(A-), Auo (X)) lx

et cect pour n’importe quel A > 0.

Rappelons que cette approche est maintenant classique et a fait I'objet de nombreux travaux
pour des équations de la mécanique des fluides en particulier Navier-Stokes incompressible (voir
notamment [84, 27, 152]). Un candidat naturel vérifiant cette propriété est le produit d’espaces
de Sobolev homogenes suivant E = HV/2 x (H N/ 2=1)N' Cependant les premiers résultats d’exis-
tence de solutions fortes nécessitent de travailler dans des espaces de données initiales beaucoup
plus réguliers. Ainsi 'existence de solutions réguliéres locales ou globales pour des données pe-
tites est connue depuis J. Nash [175], A. Matsumura et T. Nishida [169] et V. A. Solonnikov
[192, 193, 194]. Ce dernier a en particulier obtenu des résultats d’existence de solution forte en
temps fini pour des données initiales (po,ug) € (L®(RN)NWHI(RY)) x Wl (RN) avec ¢ > N
et 0 < m < pg(r) < M partout dans RY. On peut ainsi observer qu’en dimension N = 2 ces
données initiales ne sont pas loin d’étre critiques ce qui n’est déja plus le cas lorsque N > 3.
Travailler au niveau des espaces de régularité critique nécessite souvent des techniques plus avan-
cées en terme d’analyse harmonique et fait appel en particulier a la théorie de Littlewood-Paley. R.
Danchin dans [52, 53, 54, 57] fut le premier a prouver 'existence de solutions fortes pour Navier-
Stokes compressible dans des espaces de données initiales critiques. Il montra ainsi ’existence
de solutions fortes globales pour des données initiales proches de 1’équilibre et qui appartiennent
a des espaces de Besov critiques en terme de scaling. Plus précisément dans [52] les données

N_q N N_g
initiales (po — 1,ug) sont petites dans l'espace (By; N Byy) x (By )N. Une des subtilités

importantes de ce résultat est d’établir un effet d’amortissement sur la densité qui appartient

N N
. ~N N . N oo : 2
a l'espace L*(RT, B2, '?) et ceci par des estimations d’énergie trés fines en fréquences (aprés

découpage dyadique a la Littlewood-Paley).
On peut observer qu'on demande dans ce résultat une hypothése supplémentaire sur la densité
N

C . . 51 . .

initiale puisqu’elle appartient également a ’espace de Besov By’; ; ceci est assez naturel puisque
I’on a besoin de tenir compte du comportement basses fréquences de la densité. Ajoutons que dans
tous ces résultats un point essentiel concerne le contréle du « vide » afin de tirer profit au mieux

des effets paraboliques de ’équation du moment. C’est pourquoi dans [52], pg — 1 appartient a
N

32?,1 qui s’injecte dans L ; cela implique que tout au long du temps la densité p reste proche de
I’état d’équilibre p = 1 et ne s’annule donc jamais. En particulier cela nécessite que le troisiéme
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N
indice de 'espace de Besov soit égal a 1, ceci est crucial puisque l'injection By’ dans L°° n’est

vraie que pour r = 1. Enfin un point commun & tous ces théorémes est de montrer que la vitesse
u est Lipschitzienne, c’est & dire Vu appartient L%(LOO) ; ceci permet de propager la régularité de
la densité py pour tout p(t,-) via ’équation de masse.

R. Danchin a également montré 'existence de solutions fortes en temps fini pour (pg — 1, ug) dans
N

N
Bg 1 X (Blflil)N ; plus précisément il prouve 'existence de solutions pour p < 2N et leur unicité
pour p < N (voir |54, 57, 58|). Ces restrictions sur le choix de p proviennent des lois de paraproduit
lorsque 'on considére le terme %Au. Ces résultats ont ensuite été généralisés au cadre d’espaces
de Besov n’ayant pas le méme indice pour la densité et la vitesse (voir [106]). Pour ce faire on in-
troduit une vitesse efficace qui a ’avantage de diagonaliser le systéme et ainsi découpler les termes
de vitesse et de pression. Pour le cas de viscosité dépendant de la densité on renvoie a [102, 42].
Enfin trés récemment R. Danchin a étendu les résultats précédents au cas 1 < p < 2N, en effet
il montre 'unicité de ces solution pour des p appartenant également a 'itervalle | N, 2N|[. Pour ce
faire il réécrit le systéme en coordonnées Lagrangiennes ce qui lui permet de réduire l'interaction
entre densité et vitesse, cela suit des travaux trés intéressants sur les équations de Navier-Stokes
incompressibles a densité variable sur lesquels nous reviendrons (voir |63, 64]).
Comme on I’a vu, la plupart des travaux sur les solutions fortes considérent donc des densités ini-
tiales minorées par un nombre strictement positif et ceci afin de mieux prendre en compte les effets
paraboliques de I’équation du moment ; cependant peu de travaux sur les solutions fortes traitent
le cadre d’une densité initiale admettant I’état de vide. Cette situatation est d’autant plus intéres-
sante que si I'on s’intéresse aux solutions faibles globales de P.-L. Lions (voir [166]), celles-ci sont
construites pour une densité initiale py proche du vide puisqu’elle appartient a L' (RV)NLY(RY) 2,
Une autre raison rend I’étude des solutions fortes avec données initiales admettant du vide parti-
culiérement importante, cela concerne la notion de « solutions autosimilaires » largement dévelop-
pée notamment dans le cadre des équations de Navier-Stokes incompressibles (voir en particulier
[27, 160, 136]). En effet on a vu qu’il existe une certaine invariance d’échelle pour les équations
de Navier-Stokes compressibles (voir (4)), cependant cette invariance d’échelle n’est que partiel-
lement vraie & cause du terme de pression. Par contre on peut définir une invariance d’échelle
absolument exacte lorsque la densité est proche du vide (voir [110]), cela induit donc la possibilité
de l'existence de solutions autosimilaires si tant est que 1'on travaille avec des données homogeénes
respectant cette invariance d’échelle.
L’un des premiers a avoir considéré le probléme de I’existence de solutions fortes avec du « vide »
est B. Desjardins dans [66] qui considére le probléme de Navier-Stokes compressible isotherme sur
un tore. Il obtient alors dans le cas de la dimension N = 2,3 un résultat d’existence de solutions
faibles « réguliéres » en temps fini en prenant pg > 0, po € L>°(TV) et ug € H*(TN)N. En effet ces
solutions sont réguliéres au sens ot la vitesse u appartient a L>(H'(TY)) et la pression efficace
P(p) — (2u + A)divu est dans L2(H(TV)), la densité est quand a elle bornée dans L>. De plus
il obtient pour la premiére fois un résultat d’unicité fort-faible pour ces solutions.
Enfin derniérement Y. Cho, H. J. Choe et H. Kim dans [45] (voir aussi [46]) obtiennent de véri-
tables solutions fortes avec des données initales qui autorisent le vide. Effectivement ils généralisent
les résultats de B. Desjardins dans le cas N = 3 et montrent ainsi ’existence et 1'unicité de so-
lutions en temps fini pour un domaine €2 et ceci en choisissant des données initiales vérifiant
0<po€ H' NWh (avec 3 < ¢ < +00), ugp € H} N H? ainsi que la condition de compatibilité
suivante :

Lug + VP(pg) = \/pog avec g € L*.

Tous ces résultats s’obtiennent en utilisant de subtiles inégalités d’énergie. Ces résultats ont été
récemment étendus au cas de I'existence globale de solutions fortes avec données petites par X.

2. Mentionnons cependant que P.-L. Lions obtient aussi de tels résultats dans des espaces d’Orlicz ou la den-
sité est proche d’un état stable strictement positif ce qui serait le pendant des travaux sur les solutions fortes
préalablement cités.
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Huang et al dans [132]; ce résultat est extrémement intéressant, il ne couvre malheureusement
pas le cadre des solutions autosimilaires. En effet la preuve repose sur de nombreuses estimations
d’énergie « a la D. Hoff » et nécessite en particulier de choisir des données initiales vérifiant les
estimations d’énergie (3) avec p = 0; malheureusement 'inégalité (3) est incompatible avec les
conditions d’autosimilarité sur les données initiales (en effet celle-ci doivent étre homogeénes avec
un degré dépendant du choix de la pression P).

I.1.3 Existence de solutions globales avec "faible" condition de petitesse pour
les équations de Navier-Stokes compressibles

Cas des solutions faibles globales
On va a présent considérer les conditions initiales suivantes pour le systéme (1) :
pji—o = po € L'(RY) N L7(RY),

2
(o =ma et ™0 € 2@,
0

avec pour fixer les idées la pression suivante :

et ol par convention VT]—ER(m) = 0 lorsque po(z) = 0.

Nous allons maintenant rappeler un résultat fondamental di a P.L. Lions dans [163] qui montre
I'existence de solutions faibles globales pour le systéme (1) de Navier-Stokes compressible baro-
trope avec des coefficients de viscosité constants. Ce résultat est & voir comme le pendant du
théoréme d’existence globale de solutions faibles de J. Leray pour le systéme de Navier-Stokes
incompressible. P.-L. Lions obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1. Si v > % et N =2, v > % et N =3, oury > % et N > 4, alors il existe
une solution faible globale (p,u) dans L>®(0,00; LY(RN)) N L2(0, 00; HY(RY)). De plus p est dans
C([0,00); LP(RN)) si 1 < p < v, plu|* € L>®(0,00; L'(RYN)), et p € LI((0,T) x RYN) pour tout
gel,y—1+ 2%} siN >3, etqe[l,2y—1) si N =2. En outre, pour tout t > 0, on a l'inégalité
d’énergie :

1 t
[ ol + o+ [ [ iTuP + O+ )ldiva) (s, 2)dads
RN 2 ’}/—1 0 RN

1 |mol? a
< — + —— o)) (z)dz.
LG+ a)

(5)

Nous allons maintenant expliquer succinctement les idées de la démonstration de ce théoréme.
Dans un premier temps il s’agit de construire des solutions approchées (py, tun)nen pour (1) véri-
fiant uniformément en n les inégalités d’énergie du systéme ; ces solutions sont construites aprés
plusieurs niveaux d’approximation du systéme (1) et ceci notamment en introduisant des effets
de viscosité sur la densité. La partie la plus délicate consiste ensuite & prouver la stabilité des
solutions faibles (ou en d’autres termes le passage a la limite lorsque n tends vers U'infini). Un des
points clé est la notion de pression efficace P = P(p) — (2u + A)divu introduite par D. Hoff dans
[126]. P.-L. Lions montre ainsi que cette expression multipliée par p® avec € > 0 est plus régu-
liére au sens des distributions que les inégalités d’énergie initiales ne pouvaient le laisser présager.
L’utilisation astucieuse de cette expression dans I’équation du moment couplée avec un théoréme
de commutateur de type R. Coiffman, Y. Meyer (voir dans [47]) permet ainsi d’avoir des résultats
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L ((0,T) x RY) vers une limite p. Un des éléments
essentiels pour cela est la notion de solutions renormalisées introduite par P.-L. Lions et R. Di
Perna dans [71], [72] et qui permet en effet de tester la convergence forte de la suite approchée
(pn)nen vers p via 'utilisation de fonctions concaves.

On peut cependant observer que pour N = 2,3, on ne peut atteindre le méme seuil limite, c’est
a dire vy > % . En effet la difficulté majeure dans ce cadre correspond & pouvoir renormaliser
I’équation de masse sans supposer nécessairement que p appartient a LIQOC(LQ); c’est pourquoi
P.-L. Lions choisit v assez grand pour s’assurer que p soit bien dans LZQOC(]RJr x RN) et ceci via un

gain classique d’intégrabilité sur la densité p (celui-ci dépend du coefficient ).

de convergence forte sur la suite p, dans L,

Le théoréme 1 de P.-L. Lions a ensuite été amélioré par E. Feireisl, A. Novotny et H. Petzeltova
dans [77, 78, 79, 80, 176] en ce qui concerne le coefficient v de la pression dans les cas spécifiques
N = 2 et N = 3. Effectivement pour N = 2,3 E. Feireisl et al dans [80] arrivent & atteindre le
seuil critique v > % comme c’est le cas chez P.-L. Lions pour les dimensions supérieures.

Afin de contourner cette difficulté relative & la renormalisation de I’équation de masse, E. Feireisl
dans |77] introduit une nouvelle notion appelée oscillations defect measure et notée osc,[pn — pJ.

Définition 2. Soit Q un ouvert de RN et une suite (pn)nen telle que :
pn — p faiblement dans L().

o , ‘ L
Nous définissons 'expression oscy|pn — p] comme suit :

0s¢plpn — p)(Q) = sup (lim sup /Q Tk (pn) — Ti(p)|Pdadt),

k>1 n—+o00

ou Ty, est une fonction troncature.

La subtilité de ces oscillations defect measures oscy|p, — p] s’explique par le fait que leur
controle permet d’étre dans I'une des situations suivantes :

~ pp converge vers p fortement dans L'(O), O C (0,T) x £ un ouvert.

— pn est borné dans L2(((0,7T) x Q) \ O).
Chacun de ces deux phénomeénes considérés individuellement permet alors aisément en s’appuyant
sur la démonstration de P.-L. Lions de conclure & la convergence forte de p,, vers p.

Nous allons toujours nous intéresser au systéme de Navier-Stokes compressible (1), mais cette
fois-ci avec des coefficients de viscosité qui dépendent de la densité p. On peut observer qu’il n’est
pas aisé dans ce cadre d’appliquer les techniques de P.-L. Lions si 'on veut prouver ’existence de
solutions faibles globales. Effectivement il s’avére délicat de pouvoir exhiber une pression efficace
en appliquant un opérateur différentiel du type (A)~!div comme c’est le cas lorsque les coefficients
de viscosité sont constants. Il n’est donc méme pas clair de pouvoir obtenir un gain d’intégrabilité
sur la densité p et ceci afin de traiter le terme de pression.
Les premiers résultats donnant une réponse partielle & cette question sont dis & D. Bresch et B.
Desjardins dans [22]. En effet ils ont découvert une nouvelle entropie souvent appelée BD entropie
qui permet un contréle du gradient de la densité si les coefficients de viscosité vérifient la relation
algébrique suivante : ,

A(s) = 25t (5) — u(s)). (6)
Il est & noter cependant que cette condition (6) sur les coefficients de viscosité n’englobe pas le cas
des coefficients constants étudiés par P.-L. Lions. Par contre elle s’applique aux fameux systéme
de Saint-Venant ou les coefficients de viscosité sont de la forme wu(p) = up et A(p) = 0. Plus
précisément la BD entropie implique que si \/poVe(po) (avec ¢'(p) = M) est dans L?(RV)

p
alors au moins heuristiquement \/pV(p) appartient a L>(R*, L*(RY)).
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On arrive ainsi pour ce choix de coefficients de viscosité (6) & avoir quasiment des renseignements
en norme L (Rt H'(RY)) sur la densité p, ce qui permet par la méme de gérer facilement le
terme de pression lorsque l'on s’intéresse a l'existence de solutions faibles globales. En effet par
les injections de Sobolev on peut montrer sans difficulté la convergence forte de P(py,) vers P(p)
dans Llloc(RJr x RN) et ceci pour une suite approchée (p,, U )nen. Il est donc a signaler que ce qui
consistait le principal obstacle en terme de compacité pour le systéme de Navier-Stokes compres-
sible & coefficients constants se traite de maniére simple dans le cadre des coefficients de viscosité

de type (6).

Cependant ce choix de coefficients de viscosité fait apparaitre une nouvelle difficulté en présence
de vide; effectivement la vitesse u ne peut étre définie lorsque les coefficients de viscosité A(p)
et p(p) s’annulent (mentionnons que ceux-ci sont nécessairement dégénérés a cause de la relation
(6)). Comparé au cas des coefficients de viscosité constants, on perd en particulier des renseigne-
ments sur le gradient de la vitesse Vu. Cette perte d’information rend alors délicat le traitement
du terme pu ® u (on a en effet un manque de compacité sur la vitesse u car une perte en terme
d’injections de Sobolev, on ne peut alors utiliser les résultats classiques a la P.-L. Lions).

Afin de se défaire de cette difficulté D. Bresch et B. Desjardins vont considérer deux cadres un peu
plus simples. Dans un premier cas (voir [23]) ils considérent une pression dite "froide" qui permet
d’empécher la formation de vide, celle-ci étant de plus choisie en corrélation avec les coefficients
de viscosité et leur dégénérescence autour du vide. Ils imposent ainsi les relations suivantes entre
la pression P et les coefficients de viscosité lorsque p est petit :

— Pour tout s < A, u(s) > cos™ avec A, c¢o des constantes et % <n<1letes™ < p(s) pour

s> A avecm > 1.

— P.(p) ~ —p~" pour p < p, avec p, une constante. D’autre part [ dépend notamment de n.
Cette pression P explose ainsi au voisinage du vide et est convexe (pour plus de détails sur le
choix des coefficients on renvoie a [23]). Il est & noter que loin du vide on est proche d’une pression
type gaz parfait.

En fait ce lien entre la pression froide et les termes de viscosité est essentiel et permet ainsi de
controler Vu dans une norme LP(RT, L4(R™)) pour (p,q) bien choisis. Ceci permet ensuite de
passer a la compacité sur le terme pu®u (lorsque I'on considére des solutions approchées (pp, tn)
vérifiant uniformément 'estimations d’énergie et la BD entropie en n) en utilisant des injections
de Sobolev sur u.

Il est & noter que le résultat précédent est un résultat de stabilité des solutions faibles, il reste
alors & construire une suite approchée « réguliére » vérifiant uniformément l'inégalité d’énergie
classique ainsi que la BD entropie. Dans [21, 23|, D. Bresch et B. Desjardins construisent de telles
solutions approchées du systéme (1) vérifiant le choix précédent sur les coefficients de viscosité
ainsi que sur la pression dite « froide ». Ces solutions approchées vérifient donc uniformément
les inégalités d’énergie introduite dans [22]; la construction de ces solutions repose sur la régu-
larisation du systéme (1) par un terme de type capillaire qui permet le controle du vide et donc
I’existence globale de solutions.

Enfin dans un second temps, D. Bresch et B. Desjardins dans [23]| ont prouvé l'existence de solu-
tions faibles globales pour (1) avec le méme choix de coefficients de viscosité que précédemment
(vérifiant en particulier la relation (6)) mais avec en plus un terme de trainée de la forme rop|u|u et
avec cette fois des pressions barotropiques de la forme ap” avec v > 1. La clé de ce résultat repose
évidemment sur le gain naturel d’intégrabilité sur la vitesse u qu’apporte le terme de trainée, il
permet ainsi de traiter le terme pu ® u (en effet celui ci appartient maintenant a un espace Lllotat -
avec € > 0 ce qui couplé avec des résultats de convergence presque partout permet de conclur7e7).
On renvoie également aux travaux d’E. Zatorska dans [205].

Pour pallier cette restriction qu’impose une pression froide ou encore le rajout d’'un terme de
trainée, A. Mellet et A. Vasseur sont parvenus dans [170] & étendre les résultats de D. Bresch et
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B. Desjardins au cas d’une pression isentropique classique et ceci en montrant une nouvelle inéga-
lité d’énergie offrant un gain d’intégrabilité sur la vitesse u. Cela leur permet ainsi de prouver la
stabilité des solutions faibles globales pour des viscosités du type (6) et donc de pouvoir passer
a la compacité dans le terme pu ® u via ce gain d’intégrabilité sur u. A. Mellet et A. Vasseur
obtiennent ainsi le théoréme de stabilité suivant.

Théoréme 2. Soit Q = R3 ou T3. Supposons quey > 1 et que ju(p) et X(p) sont deuz fonctions C?

de p vérifiant les conditions de D. Bresch et B. Desjardins. Soit (pn,un)nen une suite de solutions
faibles globales de (1) avec les données initiales suivantes :

Pr/t=0 =Py €t pnun/t=0 = poug,
ot pg et ug sont tels que :
n n 1mN n,n 1mN
po >0, pi — po dans L*(R™), piui — poup dans L~ (R™),

et satisfont les inégalités suivantes :

n‘u8’2 i \Y C 1 ny|2 C
Po +——(p)" <G, —IVu(pg)|dx < C,
Q 2 v—1 Q Po

et

1 n|2
/ p8+|2u0‘1n(1 + |ug?) < C.
Q

Alors a extraction pres, (pn, /P, un) converge fortement vers une solution faible de (1) satisfaisant
les différentes inégalités d’énergie.

3
La densité p, converge fortement dans C°(([0,T]; L2 (), de plus \/p, un converge fortement
dans L?(0,T; L% (Q)) et le moment m,, = ppu, converge fortement dans L*(0,T; L} (Q)) pour

loc loc
tout T' > 0.

Ce théoréme est un résultat de stabilité, il reste afin de prouver I'existence de solutions faibles
globales & construire une suite de solutions approchées (py, t,)nen vérifiant uniformément en n
les différentes inégalités d’énergie. Ceci s’avére délicat étant donné la complexité des différentes
inégalités d’énergie, en particulier la BD entropie qui s’obtient en multipliant ’équation du moment
par V(p) et 'inégalité d’énergie de Mellet-Vasseur qui consiste a multiplier I'équation du moment
par u(1 + In(1 + |ul?)). 11 semble donc difficile de régulariser le systéme (1) tout en conservant
chacune des deux inégalités d’énergie. On peut ainsi noter que les solutions approchées introduites
par D. Bresch et B. Desjardins dans [23| ne s’adaptent pas de maniére simple au cas du résultat
de A. Mellet et A. Vasseur, en effet elles ne préservent pas de maniére uniforme le gain d’énergie
sur la vitesse u. Cependant A. Vasseur et C. Yu sont parvenus trés récemment dans [202] a
construire de telles solutions approchées et ceci dans le cadre des équations de Shallow water
visqueux lorsque p(p) = 0, A(p) = 0. Pour ce faire ils utilisent un résultat récent (o est introduit
notamment la notion de x entropie) de D. Bresch, B. Desjardins et E. Zatorska [25] sur 'existence
de solutions faibles avec un terme de trainée combiné avec de fines renormalisations & la Di Perna-
Lions. Cela leur permet donc de prouver I'existence de solutions faibles globales pour N > 2 au
cas du systéme de Shallow water étendant par la méme les résultats de P.-L. Lions qui étaient
réservés aux cas des coefficients de viscosité constants. Cela est donc & ma connaissance un premier
résultat concernant le cas de coefficients de viscosité dégénérés. Les techniques utilisées semblent
prometteuses et devraient permettre de traiter le cas général des coefficients de viscosité vérifiant

(6)-
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Cas des solutions fortes globales avec données "grandes"

Nous allons maintenant nous intéresser au cas des solutions fortes globales avec données initiales
grandes. Il existe de nombreux résultats d’existence de solutions fortes globales en une dimension
pour Navier-Stokes compressible et ceci essentiellement pour des coeflicients de viscosité constants
(voir D. Hoff [129] et Y. A. Kanel [143] qui fut le premier & obtenir de tels résultats). Le cas de
coefficients de viscosité dépendant de la densité a quand & lui beaucoup moins été étudié. En
effet un point clé pour montrer I'existence de solutions fortes globale consiste & contréler la norme
L°° de la densité tout en évitant I'apparition de vide, c’est a dire avoir une estimation L°° sur
%; et ceci est beaucoup plus délicat dans le cadre de coefficients de viscosité dégénérés. A ma
connaissance il existe essentiellement un résultat di a A. Mellet et A. Vasseur [171] qui montrent
I’existence de solutions fortes globales avec données initiales grandes en une dimension lorsque

la viscosité pu(p) est de la forme p(p) = pp® avec 0 < a < % Le point crucial de la preuve est

I'utilisation de la BD entropie qui permet de controler 8xp0‘7% en norme L°(L?(R)) pour tout
T > 0 et donc par injection de Sobolev d’estimer la norme L de 4. Nous verrons dans la suite
comment généraliser ce résultat au cas des équations de Shallow water visqueuses.

Le cadre multidimensionel N > 2 est sans surprise encore beaucoup plus délicat. A ma connais-
sance le seul résultat d’existence de solutions fortes globales avec données arbitrairement grandes
en dimension N = 2 est Poeuvre de A. V. Kazhikhov et V. A. Vaigant dans [199]. Ce résultat est
absolument remarquable et considére la cas des équations de Navier-Stokes compressibles sur le
tore avec les coefficients de viscosité suivants u(p) = p et A(p) = Ap? avec 8 > 3. Ce choix de coef-
ficient de viscosité permet aux auteurs de contrdler la densité p dans n’importe quel norme L3 (LP)
avec p > 2. Par d’astucieuses estimations d’énergie sur la pression efficace (u + A(p))divu — P(p)
et le rotationnel curlu, les auteurs montrent que la régularité de la donnée initiale est préservée
tout au long du temps. Dans [108|, on généralise les travaux précédents au cas § > 2 en faisant
intervenir des commutateurs & la R. Coifman, Y. Meyer, ce qui permet d’affaiblir les conditions
nécessaires permettant I'obtention d’estimations L (L?) avec p > 2 pour la densité p.

Enfin en dimension NV = 3 il existe des résultats d’existence de solutions faibles « réguliéres » avec
données initiales petites, en effet la norme H! de la vitesse v ainsi que la norme L* de la densité
p sont conservées (on renvoie notamment aux travaux précurseurs de D. Hoff [127, 128]). On peut
en particulier mentionner que la condition de petitesse est trés faible puisqu’elle ne concerne que
I'inégalité d’énergie (3); cela signifie que la petitesse s’applique a des espaces fonctionnels trés
"grands" comparés & ceux impliquant l'invariance par échelle des équations. Enfin ces résultats
ne concernent que le cadre de coefficients de viscosité constants, en effet les estimations d’énergie
trés subtiles utilisées par D. Hoff ne peuvent se généraliser au cadre plus complexe de coefficients
de viscosité dégénérés.

I.1.4 Comportement qualitatif des solutions des équations de Navier-Stokes
compressibles et régime faiblement compressible

On va commencer par rappeler quelques résultats sur la limite & faible nombre de Mach. Il
est en effet assez naturel de penser que les équations de Navier-Stokes faiblement compressibles
différent assez peu des équations de Navier-Stokes incompressibles, dont on rappelle le systéme :

Oy +u - Vu — uAu + VII = 0,
divu = 0, (7)
u(0,+) = uo,

avec u le champ de vecteur vitesse et II le terme de pression. L’incompressibilité est exprimée &
travers I’équation divu = 0.
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Dans le régime & faible nombre de Mach, le temps d’échelle est de 'ordre de % ou ¢ désigne le
nombre de Mach. Considérons maintenant le changement de variable ¢* = et et le changement
d’inconnue (p, u)(t,x) = (p°(t%, z),eut(t%, z)) ; 'équation de Navier-Stokes compressible barotrope
(1) avec coefficients de viscosité constants se réécrit alors :

Op® + div(p°u®) =0,

1 (8)
O (p°uf) + div(p°u® @ u¥) — div(2uD(u®)) — V(Adivu®) + QVP(pa) =0.

Supposons a présent que la suite de solutions (p°,u®) soit convergente dans certains espaces
fonctionnels bien choisis (& préciser selon la situation, solutions faibles ou fortes); que peut-on
alors dire sur I’équation vérifiée par la limite (p,u) ? D’un point de vue heuristique, une condition
nécessaire pour que l’équation du moment converge est que VP(p®) converge vers 0 lorsque e
tends vers 0, ceci & cause de la pénalisation en 8% Cela implique que p° doit converger vers une
constante p. Sil'on passe a la limite dans ’équation de masse on en déduit que divu® converge vers
0 et donc que la solution limite u est incompressible. Si I'on revient & 1’équation du moment on

peut alors vérifier que la vitesse u doit étre solution de I’équation de Navier-Stokes incompressible

(7)-

Cas de données bien préparées

Passer & la limite dans I’équation du moment est & priori plus facile si VP (p%) = O(?), ou de

maniére équivalente si on suppose que p° — 1 = O(£2) et que divu® = 0(¢). En effet cela implique
alors que O;p°® et Oru® sont uniformément bornés en ¢ si bien que cela exclut toute oscillation en
temps. Suivant cette heuristique, différents auteurs ont étudié le passage a la limite des solutions
(p°,u%) pour des données initiales de la forme p§ = 14 p§; et uj = uo + euf, avec (p§1,u )
une suite uniformément bornée dans des espaces fonctionnels bien choisis. On dit que de telles
données initiales sont bien préparées (ceci correspond & des données initiales appartenant au noyau
de Popérateur singulier apparaissant dans (8) et ceci a des termes de plus bas degré prés).
Il est alors possible de calculer I'asymptotique de (p°, u¥) en terme de puissance de . Cette ap-
proche (historiquement la premiére dans le contexte des équations de Navier-Stokes compressibles)
a été développée par de nombreux auteurs et notamment S. Klainerman et A. Majda dans [150],
H.-O. Kreiss, J. Lorenz et M. J. Naughton dans [154] et D. Hoff dans [124].

Cas de données mal préparées

Ce cas correspond au choix suivant de données initiales (p§ = 1+¢e¢§, ug) avec (gf, uf) une suite
convergente lorsque ¢ tends vers 0 et ceci dans un espace fonctionnel bien choisi. Dans la suite pour
simplifier la présentation on choisira (gf, uf) = (qo,uo) fixé. Posons maintenant p® = 1 + ¢%,(8)
s’écrit alors sous la forme suivante (les coefficients de viscosité sont ici constants) :

divu®
Og® + 1\;u = —div(q“u®),
Auf Vg* (9)
o’ +u° - Vu® — Tt et + (1+ K(eq%)) ~ = 0,

(qga ua)(oa ) = (QO7 ’U'O)ﬂ

avec Au = pAu+ (A + p)Vdivu et K une fonction réguliere vérifiant K (0) = 0. Le probléme de la
limite faiblement compressible (lorsque € — 0) a été étudié par de nombreux auteurs et ceci dans
deux cadres radicalement différents le premier correspondant au cas des solutions faibles globales
et le second au cas des solutions fortes.
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Dans le premier cas il s’agit de considérer la limite des solutions faibles globales construites par
P.-L. Lions dans ([166], voir aussi |77, 176]). Il s’agit en particulier de tirer profit de l'estimation
d’énergie suivante :

1 €l,,€12 3 = ! €12
L Got P+ @) =) e+ [ [ (vuasda .

+ O+ p)ldive P)de < /R (W/PBudl? + (1(65) — T1(p))) d

Il est alors possible de passer a la limite dans (8) au sens des distributions, et ceci en utilisant
I’énergie (10) ainsi que des estimations de Strichartz dans R afin de gérer les fortes oscillations
sur Oiq. et Owue. Les premiers & avoir montré de tels résultats sont B. Desjardins, E. Grenier,
P.-L. Lions et N. Masmoudi dans différents contextes. En effet la preuve dépend fortement des
conditions aux bords choisies et cela est dii au fait que la dispersion est différente selon que 1’on
soit dans un domaine borné ou non (voir [164] pour le cas de conditions périodiques, [67] pour
I'espace entier et [68] pour le cas de domaine borné avec conditions Dirichlet).

Le second cadre est bien str celui des solutions fortes. Le premier & avoir traité ce cas dans le
cadre mal préparé avec données initiales critiques est R. Danchin dans |59, 60]. Plus précisément
il obtient la convergence des solutions fortes globales (p°, u°) avec données petites vers la limite
(1,u) ou la vitesse u est solution de Navier-Stokes incompressible avec donnée initiale ug et ceci
dans le cadre d’espaces de Besov critiques. Pour ce faire comme dans [67] 'utilisation d’estimations
de Strichartz est importante afin de gérer les fortes oscillations sur d;q. et dyu.. D’un point de
vue heuristique le comportement basses fréquences est prépondérant et se propage vers les hautes
fréquences au sens qu’il existe une fréquence de coupure I, distinguant comportement basses et
hautes fréquences, avec [ tendant vers l'infini lorsque ¢ tends vers 0 (c’est pourquoi R. Danchin
travaille avec des espaces de Besov hybrides). On rappelle que le comportement basses fréquences
pour les équations de Navier-Stokes compressibles est de type équation des ondes pour divu® et
q¢ ; il est donc naturel d’utiliser des estimations de Strichartz pour gérer ces termes.

Enfin R. Danchin montre également que pour n’importe quelles données initiales (qo,ug) en di-
mension N = 2 d’espace, le systéme (9) admet une solution forte globale pour tout ¢ inférieur a &
avec gg suffisamment petit et avec donnée initiale (1+¢eqp, uo) (€0 dépend ici du choix de (qo, uo)).
Ce résultat apporte donc une premiére réponse dans le cadre faiblement compressible au probléme
de solutions fortes globales en dimension N = 2 pour Navier-Stokes compressible barotrope avec
coefficients de viscosité constants (rappelons que ce probléme reste ouvert en toute généralité).

Dans la suite de ce mémoire on s’intéressera & la problématique inverse & savoir comprendre la
limite hautement compressible des équations de Navier-Stokes compressibles (lorsque € le nombre
de Mach tends vers I'infini). On en déduira de nouveaux comportements qualitatifs sur la vitesse
de propagation de la densité en régime hautement compressible.

Résultats d’unicité fort-faible

Nous aimerions enfin rappeler quelques résultats d’unicité fort-faible. En effet une question
importante est de comprendre si les solutions faibles globales & la P.-L. Lions sont acceptables
d’un point de vue physique; ou autrement dit a-t-on unicité de ces solutions faibles lorsque les
données initiales (pg,ug) sont suffisamment réguliéres et ce sur au moins un intervalle de temps
fini. En effet pour (po, up) assez réguliéres avec pg > ¢ > 0, on a l'existence de solution forte (p1,u1)
sur un intervalle de temps fini (0,7") ; on aimerait donc prouver que toute solution faible globale
ala P.-L. Lions (p,u) ne peut étre égale qu’a (p1,u;) sur l'intervalle de temps (0,7"). Ce genre de
résultat a d’abord été prouvé par P. Germain dans [87] en supposant une condition de régularité
supplémentaire sur Vp et ceci en utilisant la notion d’entropie relative (développée notamment par
C. M. Dafermos dans [51] pour les lois de conservation et qui permet de tester une solution faible
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par rapport a une solution particuliére qu’elle soit stationnaire, unique ou autre). Il s’avére en fait
que comme mentionné dans [87] cette hypothése supplémentaire de régularité sur la densité Vp est
en fait ad hoc; il suffit en effet de redéfinir les solutions faibles & la P.-L. Lions en leur permettant
de vérifier en plus certaines inégalités de type relative entropie. C’est en particulier ce qu’ont fait
E. Feireis] et al dans [81] en définissant des solutions faibles globales "bien choisies". Ils montrent
ensuite I'unicité fort faible en utilisant les mémes techniques d’entropie relative que P. Germain.
Ce résultat est bien évidemment d’une importance capitale puisqu’il valide mathématiquement la
notion de solutions faibles & la Lions. En une dimension on renvoie également aux travaux de A.
Mellet et A. Vasseur dans [171].

Tous les travaux précédents sont relatifs & des coefficients de viscosité constants. Il est par contre
beaucoup plus délicat d’étendre ce genre de résultats au cas de coefficients dégénérés; en effet
lorsque l'on considére les inégalités de type entropie relative, on perd des informations sur le
gradient de la vitesse des solutions. On a donc besoin de controler la norme L de % pour espérer
appliquer la méthode développée dans [87|. Cependant dans [116] on a pu généraliser les résultats
d’unicité fort faible de [87, 81, 171] au cas monodimensionnel. Pour ce faire on a introduit une
nouvelle vitesse efficace qui permet de regarder I’équation du moment comme une équation de
type Euler compressible; on fait ainsi disparaitre d’une certaine maniére le tenseur de viscosité
ce qui nous permet d’appliquer 'outil d’entropie relative (en effet ce dernier est également bien
adapté aux équations hyperboliques).

I.2 Systémes capillaires

I.2.1 Présentation des modéles
Systémes capillaires locaux et non locaux

Nous allons nous intéresser au cas des écoulements multi-constituants qui mettent en jeu des
phénomeénes de changement de phase qui ont été modélisés pour la premiére fois par D. J. Korteweg
[153]. Ceux-ci interviennent dans de trés nombreux processus industriels, en particulier dans le do-
maine de I'industrie chimique lors des processus de distillation. L’étude des coefficients d’échange
de mélanges s’avére étre un probléme délicat et impose une bonne compréhension des phéno-
meénes locaur intervenant dans les processus de changement de phases des mélanges. Cependant,
les expérimentations présentent certaines limites en particulier dans le domaine des écoulements
diphasiques ou elles sont complexes a réaliser; on privilégie ainsi la Simulation Numérique
Directe (SND) consistant en la résolution des équations du mouvement locales et instantanées.
La simulation numérique directe des écoulements diphasiques a eu un essor important vers la
fin des années 80. Nous allons a présent nous concentrer sur les méthodes de SND basées sur la
mécanique des milieux continus, en distinguant deux type de méthodes, les méthodes a interfaces
discontinues (les interfaces sont supposées ici d’épaisseur nulle ce qui induit ici une discontinuité
a leurs bords sur la densité) et les méthodes a interfaces diffuses (interfaces d’épaisseur non-nulle,
la densité se propage ici contintiment a travers les interfaces).

Présentation des systémes d’équations

Nous rappelons ici le systéme général d’un fluide lors d’un mélange fluide-vapeur (voir [153,
4, 29, 65, 97] ou [82| pour plus de détails). Nous considérons ainsi un fluide de densité p > 0, de
vitesse u € RN, d’entropie s, d’énergie de densité e et de température § = (%) - Nous notons
w = Vp et nous supposons que ’énergie interne spécifique e dépend de la densité, de I'entropie
spécifique s et de w. En terme d’énergie libre, le principe de la thermodynamique prend la forme

d’une relation de Gibbs généralisée : de = T'ds + p%dp + %gb* -dw ou T est la température, P la

22



pression et ¢ un vecteur colonne de RY et ¢* le vecteur adjoint. Dans la suite nous préciserons la
forme que prend ¢, celui ci modélisant la partie capillaire du systéme. La conservation de masse,
du moment et d’énergie s’écrivent :

Op + div(pu) = 0,

Or(pu) + div(pu @ u + pI) = div(K + D) + pf,

di(p(e + 3u?)) + div(u(pe + plul® + p))
:div((D+K)-u—Q+W) +pof - u,

(11)

ou :
D = (Adivu)l + p(du + Vu), est le tenseur de diffusion,

Q= —nVT, est le flux de chaleur.

Le terme W = (Oip + u* - Vp)¢p = —(pdivu)¢ correspond au travail intersticiel qui a pour but
d’assurer I’ équilibre entropique, il a été introduit pour la premiére fois par J. E. Dunn et J. Serrin
dans [75]. K est le tenseur de capillarité et nous préciserons ultérieurement sa forme selon les
méthodes SDN employées. Concernant les coefficients (A, p), ils représentent la viscosité du fluide
et dépendent & la fois de la densité p et de la température T. Le coefficient thermal 7 est une
fonction positive dépendant de la température T et de la densité 0.

Cas du systéme de Korteweg local

Nous rappelons ici sucinctement la forme du systéme de Korteweg et plus précisément la forme
du tenseur de capillarité K, en suivant le modéle de J. E. Dunn et J. Serrin dans |75]. Il existe
trois fonctions Ilp, II; et ¢ telles que la pression et I'énergie interne s’écrivent sous la forme :
P(p,T) = TPi(v) + Po(v), e = ~Tlo(v) + @(T) = T (T), avec v = % et ot P =11} et Py = I,
De plus en supposant que 1’énergie interne soit une fonction croissante de la température f, on
pose : N o N

U(T)=p(T)—-Te (T) avec ¥ (T)>0.
Enfin pour simplifier les notations, on pose § = ¥(T). On peut alors réécrire le systéme (11) sous
la forme suivante :

Op + div(pu) = 0,
div(D)  V(B(p) + ¥ (0)Pa(p))

(NHV) Ou+u-Vu—— ; = divK,
8t9+u-ve_w+\l,fl(9)mdiv(u):M’
P p D

avec x le coefficient thermal. K représente le tenseur de capillarité et celui-ci s’écrit sous la forme
suivante : K = (pdive)l — ¢pw*, avec ¢ = kw ou k est le coefficient de capillarité dépendant de
p- Par la suite on considérera essentiellement le cas du systéme isotherme, c’est a dire lorsque la
température est constante. Le tenseur de capillarité s’écrit alors :

AivE = ¥ (p(p)p + 3 (s(0) + o5 (D) V0P?) — div(5(p) ¥ @ V), (12)

avec k(p) le coefficient de capillarité.

Cas du systéme de Korteweg non-local

Nous allons ici seulement rappeler le systéme sous sa forme moderne en insistant sur la forme
du tenseur de capillarité modélisé par C. Rohde dans [181] (voir aussi [50, 183]). Précisons ici que
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C. Rohde emploie une méthode & interfaces discontinues. De plus on ne s’intéressera ici qu’ au cas
du systéme isotherme. Le systéme s’écrit sous la forme suivante :

Op + div(pu) =0
(NSK) O(pu) + div(pu ® u) — pAu — (A + p)Vdive + V(P (p)) = kpVD|p]

(Pt:07 Ut:(]) - (IO07 ’LL(]),

avec : D[p] = k(¢ * p — p), K le coefficient de capillarité et ¢ vérifie :

¢ € LRy n WhHL(RY), /gb(x)dx: 1 et ¢>0.

Cas du systéme de Euler-Korteweg et de 1’équation de Gross-Pitaevskii

Rappelons la forme du systéme d’Euler-Korteweg :

Op + div(pu) =0,
O(pu) + div(pu @ u) + VP(p) = divK, (13)
(p, 1) j—0 = (po,uo)-

Ici u = u(t,z) € RY représente le champ de vitesse, p = p(t,z) € RT la densité. Le tenseur de
capillarité est défini comme dans (12). Lorsque x(p) = * le tenseur de capillarité s’apparente a la
fameuse pression quantique. En particulier dans ce cadre, si I’on suppose u = V6 irrotationnel,
on peut retrouver I’équation de Gross-Pitaevskii au moins heuristiquement via la transformation

i 0 _
de Madelung. En effet il suffit de poser ¢ = ﬁelQ\/E et 1 vérifie alors I’équation suivante :

(14)

2RO = =2k A + ([|* — 1)1,
1/1(07 ) = ¢0'

La solution & valeurs complexes 9 est définie sur I'espace R x RY. Cette équation fut a l'origine
introduite pour modéliser la condensation de Bose-Einstein, ou la superfluidité (voir[180, 96, 49]).

1.2.2 Intérét théorique des systémes capillaires

Le systéeme de Korteweg a donc non seulement pour mission de modéliser les mélanges liquide-
vapeur, mais a aussi et surtout un intérét théorique. En effet celui-ci a pour but de sélectionner les
solutions physiques des équations d’Euler compressibles (en particulier lorsque le systéme n’est pas
strictement hyperbolique) via un processus de limite évanescente sur les coefficients de viscosité
et de capillarité. Le cas typique correspond au choix d’une pression Van der Waals, en effet dans
ce cas le systéme n’est pas strictement hyperbolique dans la région elliptique (qui correspond a la
région ou 'on a un changement de phase).

Un autre intérét majeur consiste a construire des solutions du systéme d’Euler compressible pou-
vant admettre des chocs dispersifs et qui auront ainsi naturellement tendance & transgresser les
conditions de Lax-Oleinik sur les chocs pour des solutions entropiques. Pour plus de références
sur ces questions on renvoie & l’excellent mémoire de C. Rohde [183].

Dans le cadre adiabatique en dimension N =1 (P(p) = p” et v > 1), le systéme d’Euler com-
pressible est strictement hyperbolique, la théorie est alors classique. Plus précisément on peut
résoudre le probléme de Riemann lorsque la donnée initiale (une fonction de type Heaviside) est
petite en norme BV. En effet on est dans le cadre d’un systéme strictement hyperbolique "vrai-
ment non linéaire" & la P. Lax ([156]). Cela signifie que 'on a ’existence de solutions globales
C! par morceaux et uniques dans la classe des solutions entropiques. Ce résultat a ensuite été
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étendu par J. Glimm dans le cadre plus général de données initiales petites dans BV en utilisant
un schéma numeérique et en approximant les données initiales BV par des fonctions C! constantes
par morceaux (ce qui implique de résoudre localement le probléme de Riemann via les résultats de
P. Lax). Pour I'unicité de telles solutions on référe a l'article de S. Bianchini et A. Bressan ([15]).
Dans le cadre d’une pression de type Van der Waals

_ RT"p 2

— 15
b, (15)

P(p,T7)

(avec R la constante spécifique du gaz, a, b sont des constantes positives ; le paramétre a représente
les forces attractives entre les molécules du fluide et b est relié a la taille des molécules) 'existence
de solutions globales ainsi que la nature de ce qu’est une solution physique reste un probléme
ouvert. En effet le systéme n’est plus strictement hyperbolique et vraiment non linéaire. Cela
s’explique par le fait que la pression n’est pas strictement croissante et convexe. Si l'on réécrit
le systéme d’Euler compressible en coordonnées Lagrangiennes en utilisant le volume spécifique
7 =1/p dans (,00) et la vitesse u; le systeme satisfait dans (0, +00) x R les équations suivantes :

Oy — Ozu = 0,
- (16)
Ou — 0x(P(71)) =0,
avec la fonction P : (3,00) = (0,00) donnée par :
Pr)=P(), Te(5.00)
=SS TSy
Les deux valeurs propres du systéme sont :
M(r,v) = —\/=P'(7), Xalr,v) =1/—P'(7). (17)

Les vecteurs propres correspondant 7, 7o sont :

B 1 B 1 8
w(7,v) = < —ﬁ'(T) >, wa(T,v) = ( B _]3/(7_) ) (18)

Un petit calcul montre que :

PO Vo (r,v) - we(1,v) = ——==.
24/—P'() 21/—P'()

On rappelle maintenant la définition d’une loi de conservation standard au sens de P. Lax (c’est
a dire une solution entropique) :

— Le systéme est strictement hyperbolique si les valeurs propres sont distinctes et réelles.

— Les vecteurs caractéristiques sont vraiment non linéaires si on a pour tout (7,v),

VAi(1,v) - wi(T,v) = (19)

VA (1,0) - wi(7,v) #0 et VAg(1,v) - wa(1,v) # 0,

pour plus de détails on référe a [187|. La définition de "vraiment non linéaire" est une extension
de la notion de convexité pour les fonctions a valeurs vectorielles (ceci se voit en considérant le
cas particulier des ondes progressives). Les hypothéses précédentes tendent a assurer I'existence
et I'unicité du probléme de Riemann ( voir [76] et [187]).

Lorsque P est une pression de Van der Waals, nous pouvons observer que le systéme d’Euler
compressible 1D (voir [187, 76|) est loin d’étre un systéme hyperbolique standard, en effet :
— il n’est pas hyperbolique (mais elliptique pour certaines valeurs de la densité p).
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— les champs de caratéristiques ne sont pas vraiment non linéaires.

Ainsi la théorie classique de Lax-Glimm ne peut étre appliquée. De plus il n’existe pas de paires
d’entropie-flux (ceci est di au fait que la pression n’est pas convexe croissante) ce qui suggére que
la notion de solution entropique n’est pas adaptée dans ce cadre pour sélectionner les solutions
physiques. Afin de traiter ce probléme, J. F. Van der Waals et D. J. Korteweg (voir [204, 153])
commencérent par considérer le probléme stationnaire avec vitesse nulle et résolvérent le probléme
VP(p) = 0 (pour plus de détails nous renvoyons a [183]). Cela consiste & minimiser la fonctionnelle
suivante (voir [183]) :

Flpl = [ Wip()de

(avec W la fonctionnelle d’énergie de la densité vérifiant P(p) = pW'(p) — W(p)) dans l'espace
fonctionnel suivant :

Ao = {p e LHQ)/W(p) € LM(Q), /Q pl)dz = m}.

Malheureusement ce probléme de minimisation a une infinité de solutions, et beaucoup d’entre
elles ne sont pas physiques. Afin de parer & cette difficulté, J. F. Van der Waals au 19 iéme siécle
fut le premier & régulariser la fonctionnelle précédente en ajoutant un terme quadratique en le
gradient de la densité. Plus précisément il considéra la fonctionnelle suivante :

2
g
Fia = [ (WG (@) +5 1VoP)da.

avec !

Alocal = Hl(Q) N Ao.

Ce probléme variationnel admet une unique solution et sa limite (lorsque € tend vers 0) converge
vers une solution physique pour le probléme d’Euler compressible & I’équilibre avec pression de Van
der Waals; ce résultat a été prouvé par L. Modica dans [173] en utilisant la notion de Gamma
convergence. Par le principe d’Euler-Lagrange, la minimisation de la fonctionnelle de Van der
Waals consiste a résoudre le probléme stationnaire suivant :

VP(p") = ve*p"VAYS,

ol le terme de droite correspond & la divergence du tenseur de capillarité. Heuristiquement on peut
donc également espérer que le processus limite pour une capillarité et une viscosité évanescente
sélectionne aussi les solutions physiques pour le probléme non stationnaire d’Euler compressible
avec pression Van der Waals. La justification mathématique rigoureuse de cette affirmation reste
actuellement ouverte et ceci méme dans le cadre de la dimension N = 1.

Cependant on peut noter que ce processus de viscosité et de capillarité évanescentes a été parti-
culiérement étudié dans le cadre plus simple de I’équation de Burgers. Il s’agit ici de considérer
I’équation suivante :

Ortte + uOyue — a(€)Opgtic + K(€)Dpgzte = 0,
(20)
Ue (Oa ) = Uo,
avec a(e),k(e) > 0. Lorsque k(¢) = 0 on retrouve ’équation de Burgers visqueuse qui a un

comportement de type parabolique; a l'inverse lorsque a(g) = 0 et x(g) > 0 on travaille alors
avec I’équation de Korteweg de Vries qui a un comportement de type dispersif. Chacune de ces
deux équations sont globalement bien posées (on référe en particulier a [162] pour ’équation de
Korteweg de Vries, cegci se prouve en combinant les théorémes d’existence locale avec donnée
initiale dans dans H~1(R) et la conservation de la norme L?). Il est bien connu qu'il existe une
unique solution entropique pour 1’équation de Burger pour des données L™ N BV ce qui n’est
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rien d’autre que le fameux théoréme de S. N. Kruzhkov (voir [187] pour une preuve). On peut
obtenir cette solution entropique (voir [187]|) comme limite de la suite (u.)->o solutions de (20)
avec k(g) = 0 lorsque € convergent vers 0 (ici a(e) tends vers 0 lorsque & converge vers 0).

De la méme maniére le cadre limite de la suite (uc)e>0 solutions de (20) avec a(e) = 0 lorsque &
tends vers 0 a également été étudié dans les travaux de P. Lax et D. Levermore dans [157, 158].
La preuve est assez technique; elle repose sur le fait que ’équation de Korteweg de Vries est
complétement intégrable ce qui permet d’utiliser la théorie du scattering inverse. On peut donc
pour certaines données initiales (reliées a I’équation de Gelfand-Marchenko) résoudre presque
explicitement ’équation via une étude spectrale fine d’un opérateur elliptique avec pour potentiel
la donnée initiale ; le point clé étant que les propriétés spectrales de cette opérateur sont conservées
au cours du temps si le potentiel est changé par la solution de Korteweg de Vries au temps ¢. Une
fois obtenue une formulation explicite de la solution de (20) P. Lax et D. Levermore étudient
la limite au sens des distributions de u. lorsque € tends vers 0 et obtiennent ainsi une solution
pouvant admettre des chocs "dispersifs", par opposition au choc admis dans le cadre de solutions
entropiques & la Lax-Oleinik. Notons pour conclure que l'on a trois régimes bien différents; on
posera ici ae) =€ :
Kk(g) << €2, la viscosité domine et on obtient & la limite une solution entropique,
k(g) ~ €%, régime intermédiaire,

— k(g) >> €2, la capillarité domine, et on a & la limite des solutions & la Lax-Levermore.
Pour plus de détails sur cette étude, on renvoie au livre de P. G. Lefloch [159].

I.2.3 Quelques résultats importants sur les systémes capillaires
Systéme de Korteweg local et non local

On va s’intéresser ici au systéme (INHV') sous sa forme isotherme que ’on réécrit comme suit :

{ Op + div(pu) = 0,

21

O (pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)Du) — V(A(p)divu) + VP(p) = divK, 2
avec divK défini dans (12). Nous allons commencer par décrire les inégalités d’énergie lices au
systéme ; ceci nous permettra de détecter les éventuels termes délicats a controler en terme de
compacité et ceci dans 'optique de montrer 'existence de solutions faibles globales. On suppose
(p,u) une solution "réguliére" (en fait approchée) du systéme (21), et 'on multiplie ’équation du
moment par u, on obtient alors I'inégalité suivante :

K t
[ Gootal? + a160) = 1) + "L wpPyde 2 [ [ utiDa N

m 2 K
+A(p)|divu|2)dm§AN(’2;| + (I(po) — T(p)) + (QO)IVpoF)dm,

ou IT est défini comme suit : II(s) = s( f; Pi—gz)dz - POF_S’S)). En imposant l'inégalité suivante sur

les données initiales :

K(po)

m 2
o= [ (0 (o) - 11 + =00

2
2 IVpo|®)dz < 400, (23)

on obtient les estimations & priori suivantes :
M(p) ~ TI(5), et plul® € L(0,00, L' (RY))

27



VE()Vp € L0, 00, L2(RMN)N, /u(p)Du € L*(0, oo,RN)N2 et /A(p)dive € L?(0, 00, RM).

Afin de montrer 'existence de solutions faibles globales, une premiére étape consiste & vérifier la
stabilité des solutions faibles. Pour ce faire considérons une suite de solutions approchées globales
réguliéres (pn, Un)nen du systéme (21) vérifiant uniformément en n 'estimation (22). On va ensuite
chercher & passer & la limite lorsque n tends vers l'infini pour chaque terme non linéaire et ceci en
utilisant des résultats de compacité. On se rend alors rapidement compte que le terme quadratique
K(pn)Vpn @ Vp, provenant du tenseur de capillarité est délicat a traiter. En effet d’aprés les
estimations d’énergie, % (p,)Vp, ® Vp, est seulement uniformément borné dans L>°(R*, L (RY)).
On obtient donc une convergence au sens de la mesure & extraction prés et ceci vers une mesure v.
Toute la difficulté repose sur le fait de savoir si v correspond réellement & Vp ® Vp avec p défini
comme limite faible de p,, dans L>®(R*, H'(RY)) (ceci grace aux effets régularisants provenant du
coefficient de capillarité). Il est a préciser que par rapport a Navier-Stokes compressible le terme
de pression P(p,) est aisé & traiter étant donné la régularité L>°(L?) que 'on a sur v/k(pn)Vpn,
il suffit en effet simplement d’appliquer des injections de Sobolev.

Solutions faibles globales

Le probléme des solutions faibles globales pour le systéme isotherme en toute généralité reste
ouvert ; il existe cependant des réponses partielles selon le choix des coefficients de viscosité et
de capillarité. D. Bresch, B. Desjardins et C.-K. Lin dans [24]| se sont intéressés au cas ou les
coefficients de viscosité étaient variables. Ils se sont concentrés tout particuliérement sur le cas des
coefficients intervenant dans le modéle de Saint-Venant p(p) = pp, A(p) = 0 avec p > 0 et avec une
capillarité constante . Pour ce choix de coefficients physiques ils obtiennent une nouvelle entropie
qui leur fournit un gain de régularité sur la densité puisque Ap appartient a L2(RT, L2(R")) dans
ce cadre. Cela est alors suffisant pour prouver la stabilité des solutions faibles globales, en effet
le terme quadratique Vp, ® Vp, peut étre estimé par des injections de Sobolev ce qui permet
de montrer une convergence forte de Vp, dans LZQOC ta On peut remarquer cependant que ces
solutions sont trés « faibles » dans la mesure oil les fonctions tests dépendent elles-mémes de la
solution et s’écrivent sous la forme py avec p € C([0,T] x RY). En effet puisque le coefficient
de viscosité est dégénéré on a une perte d’information sur le gradient de la vitesse Vu, lorsque
le vide intervient. C’est pourquoi D. Bresch, B. Desjardins et C.-K. Lin ont besoin d’utiliser ces
fonctions tests pp pour avoir suffisamment de compacité afin de traiter le terme pu ® wu.

Dans [104] on montre l'existence de solutions faibles globales en dimension N = 2 avec des
données initiales petites dans ’espace d’énergie pour des coefficients de viscosité constants et
avec une capillarité en k(p) = p% avec K > 0. Pour ce faire on démontre de nouveaux effets
régularisants sur la densité p qui nous permettent de traiter le terme quadratique en le gradient
de la densité. D’autre part puisque les coefficients de viscosité ne sont pas dégénérés, on travaille
avec des fonctions tests classiques ¢ € C5°(RY).
A. Jungel dans [140] montre Iexistence de solutions faibles globales & la D. Bresch et al lorsque
I’on considére des coefficients de viscosité de type shallow water et une capillarité de type pression
quantique c’est a dire k(p) = %. Pour ce faire il montre une nouvelle entropie permettant également
un gain de régularité sur Vp, en introduisant une vitesse efficace de type v, = u,+puV In p,. Dans
K

[113] on montre l'existence de solutions faibles globales lorsque u(p) = pp, A(p) =0 et k(p) = 5

avec £ = p2. En effet on peu réécrire le systéme (21) sous la forme d’un systéme de Navier-Stokes
compressible visqueux en densité en utilisant la méme vitesse efficace que A. Jiingel dans [140].
On peut alors obtenir un gain d’inégrabilité sur v a la A. Mellet, A. Vasseur ainsi qu'un gain de
régularité sur p ce qui nous permet de conclure. Cette fois ci on a des solutions faibles au sens
classique (les fonctions tests ne dépendent pas de la solution elle méme comme dans [24, 140]).
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Solutions fortes

Les premiers & avoir vérifié que le modéle complet non isotherme était bien posé sont H. Hattori
et D. Li dans [120] et [121]. Ils obtiennent des résultats d’existence globale et d’unicité avec des
données initiales proches d’'un état stable dans les espaces de Sobolev H*® x H*~! x H*™2 avec
s > % + 4 (ou N représente la dimension), ainsi que des résultats d’existence en temps fini et
unicité avec des données initiales grandes. R. Danchin et B. Desjardins ont amélioré dans [20]
les résultats précédents dans le cas isotherme, effectivement ils obtiennent des solutions avec des
données initiales dans des espaces critiques du point de vue du scaling des équations. En effet
le systéme de Korteweg local vérifie le méme scaling que Navier-Stokes compressible barotrope

modulo le terme de pression. R. Danchin et B. Desjardins prouvent ainsi des résultats de solutions

N . N1 y N _1
fortes globales avec données initiales petites dans l'espace F' = (By}] N By,) x (B, V. Ce
choix d’espace de Besov critique permet ainsi de controler le vide (ou en d’autres termes la norme
N

L de %) via linjection suivante By% < L*. En effet il est important de pouvoir estimer Len

norme L afin d’exploiter la parabolicité de ’équation du moment qui permet un gain de deux
dérivées sur la vitesse. Enfin on remarque que les solutions obtenues dans [20] vérifient également
un effet régularisant sur la densité p de type équation de la chaleur et celui ci provient du terme de
capillarité. Ce phénomeéne est radicalement nouveau par rapport aux résultats de solutions fortes
pour le systéme de Navier-Stokes compressible puisque dans ce cadre la densité subit un simple
effet d’amortissement. Ces résultats on ensuite été généralisés au cas non isotherme dans [101].

Systéme de Korteweg non local

Nous allons considérer ici le systéme (NSK), ce genre de systéme est particuliérement impor-
tant d’un point de vue numérique. En effet il est plus simple & étudier en terme de simulations
numériques et ceci essentiellement car il nécessite moins de calculs; ceci est di au fait que ce
systéme ne posséde que des dérivées d’ordre une sur la densité alors que la capillarité dans le
systéme de Korteweg local engendre des dérivées d’ordre trois.

De la méme maniére que pour Korteweg local, on montre des résultats de solutions fortes locales
N N

pour le systéme non local (NSK) dans des espaces de Besov critiques B]f 1 X B]flil avec p < N
ainsi que des résultats globaux a données petites (voir [102]). Le systéme de Korteweg non local
est plus proche de Navier-Stokes compressible puisqu’il n’apparait pas d’effets régularisants sur
la densité p, si ce n’est un effet d’amortissement en temps long pour des données petites. Dans
[103] on prouve également ’existence de solutions faibles globales en dimension N = 2,3 a la P.-L.
Lions et ceci pour n’importe quelle pression P(p) = p? avec v > 1. Notons que ce résultat est
meilleur que pour Navier-Stokes compressible ot ’on impose la condition v > %, et ceci s’explique
par le fait que la capillarité fournit naturellement un contréle L°°(L?) sur la densité qui permet
de pouvoir renormaliser 1’équation de masse & la Di Perna-Lions.

Une question importante sur ce sujet est de comprendre le lien entre systéme de Korteweg local
et Korteweg non local ; en d’autres termes comment le systéme de Korteweg non local plus inté-
ressant d’un point de vue numérique peut approcher le systéme de Korteweg local. Cela sera le
but de la section III.2. On renvoie également aux travaux de F. Charve [31, 30| qui montrent la
convergence des solutions fortes du systéme de Korteweg non local vers celles de Korteweg local
pour un noyau ¢. bien choisi et ceci dans le cadre de solutions fortes locales critiques pour le
scaling des équations. Dans [30], F. Charve étudie un autre modeéle de Korteweg non-local dit « a
paramétre d’ordre » modélisé par C. Rohde dans [182]. Celui-ci a ’avantage de ne pas faire inter-
venir d’opérateur de convolution mais est plutét un systéme augmenté d’une troisiéme équation
pour l'inconnue c,, un paramétre d’ordre qui mesure la discontinuité ou non des interfaces du
mélange (et ceci en fonction de «v). L’intérét de ce systéme est & nouveau un cadre plus agréable
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pour les simulations numériques puisque cette fois c¢i on n’a pas d’opérateur non local de type
convolution & gérer. F. Charve montre alors la convergence des solutions de ce systéme vers celles
du systéeme de Korteweg local lorsque « tends vers I'infini dans le cadre de solutions critiques pour
le scaling des équations.

Systéme d’Euler Korteweg

On s’intéresse ici au systéme (13), rappelons donc une de ses caractéristiques essentielles ; celui
ci peut étre vu comme un systéme dispersif. En effet si 'on considére le changement de variables

suivant z = u + iw avec w = Vf(p) et L = L(p) (avec Vf(p) = w@Vp et £ une primitive de

@) le systéme se réécrit alors sous la forme suivante (voir [12, 28|) :

{ oL +u- VL + adivu = 0, (24)

Oz+u-Vz+i(Vz) - w+iV(a(L)divz) = Vq(L),

avec a et g des fonctions réguliéres dépendant respectivement du coefficient de capillarité et
du terme de pression. La seconde équation de (I11.94) est donc une équation de Schrodinger
quasilinéaire dégénérée, en effet le Laplacien a la forme suivante V(a(L)divz), en conséquence on
ne peut espérer de la dispersion sur z seulement si z est irrotationnel ce qui est équivalent & u
irrotationnel. Mentionnons enfin que lorsque la capillarité est de la forme k(p) = % on retrouve
une équation de Schrodinger dégénérée semi linéaire ceci car on a alors a(L) = k. Cela correspond
au fameux cas du systéme d’Euler compressible quantique.

Les premiers résultats d’existence globale de solutions faibles sont diis & P. Antonelli et P. Marcati
dans [5] dans le cadre particulier de la pression quantique et d’une vitesse initiale irrotationnelle.
La construction de solutions approchées s’obtient facilement en utilisant la transformation de
Madelung (ici les auteurs travaillent avec une densité proche du vide, il est donc important de
considérer la variable \/pu et non u pas définie sur 'ensemble {p = 0}), la difficulté principale
concerne le passage & la limite du terme quadratique du gradient de la densité. Les auteurs
réécrivent ce terme en fonction de z et montrent que z converge fortement dans Ll20 ot €0 utilisant
des résultats de continuité par rapport & la donnée initiale (voir aussi [28]). Le probléme de
Pexistence de solutions faibles globales reste ouvert en toute généralité.

Concernant 'existence de solutions fortes rappelons les résultats de S. Benzoni, R. Danchin et
S. Descombes dans [11], [12] qui considérent le systéme (13) en toute généralité, c’est a dire
pour n’importe quel coefficient de capillarité x(p) avec k fonction réguliére. Plus précisément ils
obtiennent des résultats de solutions fortes en temps fini avec les données initiales (pg — 1, up)
dans H > 42 5 H2 7142 avec £ > 0. Ils emploient une méthode d’énergie afin d’estimer (Ap, Vu)
en norme L3¥(L®(RY)), pour ce faire les auteurs emploient une méthode d’énergie nécessitant
Iintroduction d’une jauge afin de ne pas perdre de dérivées combinée avec des théorémes de
commutateurs. Nous nous intéresserons dans la suite (section II1.4) & l'existence de solutions
fortes globales pour des données initiales petites et irrotationnelles.

D’autres travaux sur la stabilité des ondes progressives sont & noter, on renvoie aux travaux

[9, 10, 177].
I.2.4 Quelques problématiques pour I’équation de Gross-Pitaevskii

On a vu précédemment que 1’on retrouve au moins heuristiquement les équations de Gross-
Pitaevskii via la transformation de Madelung lorsque 'on étudie le systéme d’Euler compressible

avec pression quantique. On va donc rappeler quelques questions importantes reliées a cette équa-

30



tion. Rappelons d’abord la forme de I’équation de Gross-Pitaevskii :

{ 2i/KO) = —26A¢0 + (|92 — 1)1p,

$(0,) = v, (25)

avec une condition limite lim;|_, ;o ¥ = 1. L’équation de Gross-Pitaevskii est une équation d’évo-
lution Hamiltonienne associée a ’énergie de Ginzburg-Landau :

B) = [ (RI9ot)f + 3 (uf ~ 17)do

1 (26)
= / (k|Ve(t, )] + 7 (2Rep + [¢[*)?) dz,
RN 4
avec 1) = 1 + . On peut alors réécrire (14) pour I'inconnue ¢ =1 — 1 :
i0yp + Ap — 2Rep = F(p), (27)
F(p) = (¢ + 25 + o).

L’équation précédente est proche (au moins si 'on considére les termes de plus haut degré) de
I’équation de Schrédinger cubique défocalisante excepté que 1’équation linéaire associée s’écrit :

i0ip + Ap — 2Rep = 0. (28)

Cette équation peut étre diagonaliser si I'on considére le changement de variable suivant (voir

(98, 99]) :
v=Vp=Rep+iUlmp avec U=+/—A(2—-A)"1,

en posant H = /—A(2 — A) on obtient alors I’équation linéaire suivante qui est de type Schro-
dinger en hautes fréquences et équation des ondes en basses fréquences :

10w — Hv = 0.

L’équation de Schrédinger cubique défocalisante est maintenant bien comprise. En dimension
N = 3 cette équation est globalement bien posée dans H'(R™) et a en plus la propriété de
scattering (voir [29, 162]). L’existence globale et la propriété de scattering pour N = 4 correspond
au cas d’énergie critique, il a été résolu aprés d’intenses efforts (voir [195]) dans le cas de données
initiales radiales et ceci en utilisant notamment de subtiles inégalités de Morawetz ainsi que des
décompositions en profils. Rappelons ici ce que signifie la notion de « scattering ».

Définition 3. Considérons une équation dispersive de la forme Schridinger :

{ i0u — A(—A)u = f(u),
u(0) = uy,

ot A(—A) est un multiplieur de Fourier avec un symbole réel. Supposons que cette équation ait
une unique solution globale u € X (R x RY) 5 C’(]R, Y(]RN)) ot X,Y sont des espaces de Banach
tels que e~ agit contindment sur Y. La solution u disperse vers uy €Y ou a une propriété de
scattering si ||e”*Au(t) — ui|ly —¢—100 0.

Un cadre naturel oli intervient la notion de scattering correspond bien évidemment au cas des
équations globalement bien posées; souvent ’existence globale se montre en combinant résultat
d’existence locale (via un point fixe) et des estimations d’énergie. Comme nous ’écrivions précé-
demment, I’équation de Schrédinger cubique défocalisante avec donnée initiale dans H'* (]RN ) pour
N = 3,4 vérifie cette propriété de scattering et ceci en utilisant des inégalités de type Morawetz
(voir [29] ainsi que J. Bourgain [18]).
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La situation est plus complexe pour I’équation de Gross-Pitaevskii, ot 'espace d’énergie n’est pas
H'(RY). Mentionnons en particulier que la norme L?(R™) n’est pas conservée (cela est di au
comportement basses fréquences de (28) qui est de type équation des ondes). L’espace naturel
d’énergie associé a ’équation de Gross-Pitaevskii est ’espace suivant :

Ey={y € HL (RY), Vg € L*R"), |y|* —1 € L*(RY)}.

L’existence de solution forte globale pour une donnée initiale dans E; a été prouvé par C. Gallo et
P. Gérard dans [85, 86| en dimension N = 2,3 et par R. Kilipp et al dans [149] dans le cas délicat
car critique de la dimension N = 4. Il est aussi prouvé que pour s > 1 la régularité H*(RY) est
aussi préservée et ceci éventuellement avec une taille exponentielle en temps (cela n’implique pas
en particulier que la solution ¢ reste petite dans L>(R*, L(RY)) pour s > & si ||| est
petit).

Une autre différence fondamentale entre (25) et I’équation de Schrédinger cubique défocalisante
est l'existence d’ondes progressives pour (25) qui rend caduque la possibilité de scattering pour
n’importe quelle donnée initiale (voir [14, 13, 44, 168] pour 'existence de telles ondes progressives).
Une onde progressive est une solution de la forme (& symétrie preés) :

w(ta .f) - uc(.’I}l - Ctv T2y ,.’L'N),
ol u,. satisfait :

iy ue — Aue — ue(1 — |uel?) = 0. (29)
De telles solutions existent pour de petit ¢ (voir [14, 13, 44]) alors que le cadre général 0 < |¢| < v/2
a été obtenu par M. Maris en dimension N > 3 dans [168|. Rappelons en effet qu’en dimension
N > 2 il n'existe pas d’ondes progressives supersoniques (¢ > v/2, voir [93]). Il est aussi prouvé
dans [14] qu’il existe une borne inférieure sur 1’énergie de toutes les ondes progressives possibles
(II1.51) en dimension N = 3 :

& = nf{E),¥(t,x) = uc(z1 — ct,z2,--- ,xy) résout (II1.51) pour ¢ > 0}. (30)

La situation est complétement différente en dimension N = 2 puisque l’énergie des ondes pro-
gressives tend vers 0 lorsque ¢ tends vers la limite supersonique v/2; ceci a été conjecturé par C.
A. Jones, S. J. Putterman et P. H. Roberts (voir [139])). Cela pourrait laisser entendre qu’il n’y
a pas de scattering en dimension N = 2 et ceci méme pour de petites données initiales. Enfin
mentionnons un résultat trés intéressant sur le comportement asymptotique des ondes progressives
conjecturé par C. A. Jones, S. J. Putterman et P. H. Roberts en dimension N = 2,3 et démontré
rigoureusement par P. Gravejat dans [94]; celui-ci stipule que les ondes progressives convergent
vers une constante de module 1 a I'infini, que ’on peut supposer égale a 1, quitte & multiplier par
un nombre complexe de module un. La différence u. — 1 a une décroissance algébrique explicite,

essentiellement gouvernée par la fonction x — m% Enfin concernant la stabilité des ondes pro-

gressives on renvoie a l'excellent mémoire de P. Gravejat [95] pour plus de détails sur le sujet.

Le pendant naturel de la question de I’existence d’ondes progressives est bien évidemment ’exis-
tence ou non de scattering pour les solution de (25). S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ont
prouvé dans une série de papiers [98, 99, 100| extrémement intéressants 1'existence de scattering
pour des données initiales petites lorsque N > 3. Pour N > 4 ce résultat est obtenu pour des
données initiales petites dans H %71(]1%]\7 ), le cas N = 3 est beaucoup plus compliqué et nécessite
en particulier de travailler avec des espaces H'(R?) & poids (mentionnons que cet espace est com-
patible avec les ondes progressives et ceci du fait du comportement asymptotique en espace des
ondes progressives, voir [94]).

Nous allons maintenant rappeler quelques idées de [99] que I'on détaillera plus par la suite dans
la section I11.4.1. Aprés diagonalisation le systéme (27) s’écrit :

10w — Hv =U (30} + (U 02)? + |v1 + iU tw|?0y)

31
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Il est intéressant ici de comparer cette équation a l’équation classique NLS (focalisante ou défo-
calisante, en effet on considére de petites données initiales si bien que le signe de la non-linéarité
ne joue aucun role) :

i0ip + Ap = M|, (32)

avec A € R ou méme A € C. Il est bien connu qu’il existe des solutions fortes globales avec
données petites dans H'(R™) plus une condition additionnelle sur ¢y en basses fréquences pour
tout ap(N) < a < 525 (voir [29] chapitre 6) avec ag(N) exposant de Strauss :

_ 2-N++VN2+12N +4

@o(N) IN

(33)

La difficulté afin d’obtenir 'existence de solutions fortes globales avec données petites est reliée a
I'exposant de plus bas degré « dans les non-linéarités (évidemment le méme probléme se pose pour
prouver des résultats de scattering). Heuristiquement cela s’explique par le fait que la décroissance
en temps du terme non linéaire est meilleure lorsque « est grand. En particulier pour N = 3 on
a ap(3) = 1 si bien que les non-linéarités quadratiques correspondent exactement a ’exposant de
Strauss. Cela peut se comprendre de la maniére suivante, en dimension N = 3 la dispersion pour
I’équation de Schrodinger prend la forme suivante :

i _1
e loas) S 131l g g (34

si bien que la non linéarité quadratique |¢|? apartient & L3 le dual de L3 avec une décroissance
critique en temps en % Cela explique pourquoi le cas N = 3 est si difficile pour (25) (voir [99]).

Avant d’exposer les principales idées utilisées dans [99] afin de contourner ce genre de difficulté
pour l'équation de Gross-Pitaevskii, rappelons briévement quelques résultats similaires existant
pour NLS dans le cas d’une non-linéarité quadratique en dimension N = 3. Dans ce genre de cas
il est important de prendre en compte les résonances de I'équation (c’est-a-dire la ou la phase
associée aux différentes non linéarités quadratiques ainsi que son gradient en espace s’annulent,
on référe a la section I11.4.1 pour une définition plus précise) . Les résultats connus d’existence
globales concernent essentiellement les cas ot la non-linéarité quadratique a une intersection vide
en terme de résonances espace et temps. On a en particulier les travaux de N. Hayashi et P. I.
Naumkin [123]|, N. Hayashi, T. Mizumachi et P. I. Naumkin [122|, Y. Kawahara [143] pour les
non linéarités suivantes A\ju? 4+ g2 (les méthodes utilisées correspondent soit a I'introduction
de formes normales ou & des méthodes de type « vector field » a la S. Klainerman). Pour une
non linéarité |u|?, 'espace de résonance temps espace est de dimension 3. Dans ce cas seuls des
résultats d’existence presque globale ont été prouvés par J. Ginibre et N. Hayashi [91], l'existence
globale de solution forte n’est quand a elle pas claire. Ces résultats ont été reformulés récemment
via la notion de non résonance temps espace par P. Germain, N. Masmoudi et J. Shatah dans
[179].

La situation est encore pire pour (II1.37) et ceci & cause du terme singulier U~ 'vg en basses fré-
quences. Afin de se soustraire de cette difficulté S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans
[99] introduisent une forme normale afin d’annuler les effets néfastes dis a la fois aux termes
singuliers en basses fréquences (comme U~ lvy) ainsi qu’aux zones de résonances temps-espace .
L’espace fonctionnel dans lequel ils travaillent combine & la fois des espaces de type Strichartz
ainsi que des espaces a poids (qui sont reliés a la transformation pseudo-conforme) qui permettent
de meilleures décroissances en temps. En effet comme nous le mentionnions précédemment, I’uti-
lisation d’estimations de Strichartz via un point fixe n’est pas suffisante pour prouver ’existence
globale de solutions fortes & données petites dans le cas de I'exposant de Strauss. Dans ce cadre
on n’a pas assez de décroissance en temps pour boucler le point fixe; cela explique le besoin de
travailler avec des espaces & poids qui vont combler ce manque. La principale difficulté de la preuve

33



consiste & obtenir des estimations dans ces espaces & poids et pour ce faire les auteurs ont besoin
de décomposer 'espace des fréquences en régions non résonantes en temps ou non résonantes en
espace. L’intersection des résonances n’est malheureusement pas le singleton {(0,0)} ce qui induit
le besoin d’introduire en plus une forme normale qui va naturellement « nettoyer » la zone de
résonance temps-espace.

Le cas de la dimension N > 4 est plus simple puisque 1'on n’est pas dans le cadre critique de
I’exposant de Strauss; seule une forme normale est nécessaire afin de faire disparaitre les termes
singuliers en basses fréquences. Il suffit ensuite d’appliquer un point fixe en utilisant des estima-
tions de Strichartz.

Pour conclure ce paragraphe, on aimerait rappeler deux problémes importants qui restent encore
ouverts en toute généralité. Le premier concerne I'apparition ou non de vortex pour 1’équation de
Gross-Pitaevskii. En d’autres termes si la donnée initiale ne s’annule pas, peut-elle s’annuler aprés
un certain temps 1T'. Ce probléme est d’autant plus important qu’en formulation hydrodynamique,
cela peut étre lié & une perte de régularité sur la vitesse u (on renvoie ici a la transformation
de Madelung). On verra dans la section III1.4 qu’on ne peut pas avoir formation de vortex en
dimension N > 3 si la donnée initiale ¢ est suffisamment petite. Ce probléme reste ouvert dans
le cas général ; c’est a dire en dimension N = 2 mais aussi peut on quantifier ’espace de données
initiales pour lequel on est siir de ne pas avoir création de vortex.

Un probléme connexe a cette question est de prouver ou non la propriété de scattering pour toute
donnée initiale ¢y dont 'énergie E (1)) (1 la solution associée a la donnée initiale 1g) soit inférieure
stricte & & en dimension N = 3 (modulo éventuellement quelques propriétés de régularité en plus
sur vp). Cette question est proposée sous forme de conjecture dans [99).

1.3 Présentation des résultats obtenus

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Le chapitre II traite du systéme de Navier-Stokes
compressible. Dans la section II.1 on s’intéressera & prouver 'existence de solutions fortes globales
pour des données initiales « plus ou moins petites » dans des espaces de Besov critiques. Dans le
paragraphe I1.1.1, on cherchera a prouver des résultats d’existence de solutions fortes globales avec
des données initiales petites pour des espaces de Besov critiques aussi large que possibles. Dans
le paragraphe II.1.2 on essaiera de raffiner la notion de petitesse en permettant le choix de don-
nées initiales grandes pour le scaling du systéme. Dans la section 1.2 on cherchera & comprendre
certaines propriétés qualitatives des solutions; on observera en particulier que pour certains choix
sur les coefficients de viscosité, la densité p bénéficie alors d’effets régularisants de type parabo-
lique. Cette constatation nous aménera alors & prouver I'existence de solutions fortes globales avec
données initiales grandes en une dimension pour le systéme de Shallow water visqueux. Dans la
section I1.3 on étudiera la limite hautement compressible (par opposition a la limite faiblement
compressible voir [68, 59]) des équations de Navier-Stokes compressibles. On montrera ainsi que la
densité p a tendance & vérifier I’équation des milieux poreux pour le régime hautement compres-
sible (c’est a dire lorsque le Nombre de Mach ¢ tends vers I'infini) pour certaines données initiales
bien choisies. Enfin dans la section I1.4 on proposera une petite digression sur les équations de
Navier-Stokes incompressibles & densité variable ol I’on montrera un équivalent du théoréme de
Fujita-Kato pour ces équations.

Le chapitre III est quant & lui dédié aux systémes capillaires (Korteweg, Korteweg local ou en-
core Euler-Korteweg). Dans la section III.1, on montrera l’existence de solutions fortes globales
avec données petites dans des espaces de Besov critiques et d’énergie infinie pour le systéme de
Korteweg local. La section III.2 porte sur le lien entre le systéme de Korteweg local et non local,
on montrera plus précisément que pour un noyau ¢. bien choisi les solutions de Korteweg non
local convergent vers les solutions de Korteweg local. Dans la section III.3 on démontrera via un
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processus de viscosité et de capillarité évanescentes la convergence des solutions du systéme de
Korteweg local vers une solution entropique du systéme d’Euler compressible en une dimension.
Enfin dans la section I11.4 on s’attachera & prouver 'existence globale de solutions fortes pour le
systeme d’Euler Korteweg pour de petites données initiales irrotationnelles. Cette étude reposera
sur les propriétés de dispersion du systéme via une analyse fine de type résonance temps-espace.
Par la méme on en déduira que les équations de Gross-Pitaevskii ne générent pas de vortex en
dimension N > 3 si la donnée initiale est suffisamment proche de I'état stable 1) = 1.

Enfin on propose quelques rappels sur le paraproduit et la théorie de Littlewood-Paley en appen-
dice section IV.
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Chapitre 11

Equations de Navier-Stokes
compressibles

Dans ce chapitre on va commencer par présenter quelques résultats d’existence de solutions
fortes globales dans le cadre de données initiales petites peu réguliéres (section I1.1.1), le but étant
d’affaiblir autant que possible les hypothéses de régularité sur les données initiales. On cherchera
par la suite a obtenir l’existence de solutions fortes globales pour des données initiales "grandes”
au moins pour le scaling des équations (section 11.1.2) ce qui nous ameénera a considérer la notion
de quasi-solutions.

On cherchera ensuite a4 mieuzx décrire le comportement qualitatif des solutions, ainsi dans la sec-
tion I1.2 on montrera que pour certains choix de viscosité la densité a un comportement de type
parabolique. Cette observation nous permettra de montrer 'existence de solutions fortes globales
avec données initiales grandes pour le systéme de Shallow water visqueux en une dimension.

On s’intéressera ensuite & la limite hautement compressible des équations de Navier-Stokes (voir la
section I1.3). On montrera en particulier que les solutions des équations de Navier-Stokes compres-
sibles convergent vers des quasi-solutions (c’est a dire des solutions du systéme de Navier Stokes
compressible sans pression) dont la densité vérifie pour des données initiales et des coefficients de
viscosité bien choisis les équations des milieux poreux ou de diffusion rapide. On proposera méme
un tauxr de convergence de cette limite en fonction du Nombre de Mach.

Enfin on conclura ce chapitre (section 11.4) par une petite digression sur les solutions fortes pour
le systeme de Navier-Stokes non homogéne. On y établira un pendant des résultats de Cannone-
Meyer-Planchon (voir [27]) pour Navier Stokes incompressible. Pour ce faire on utilisera des
estimations avec perte de régularité pour l’équation de transport lorsque le champ de vitesse u est
seulement log Lipschitz.

II.1 Solutions fortes dans des espaces critiques pour Navier-Stokes
compressible

Dans ce chapitre on va essentiellement s’intéresser aux équations de Navier Sokes compressibles
que 'on peut écrire sous la forme suivante :

Op + div(pu) = 0,
O (pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)D(u)) — V(A(p)divu) + VP(p) = pf, (IL.1)
(pv u)(oa ) = (pOa Uo),

ot p représente la densité du fluide, u € RN le champ de vitesse, P la pression. De plus pour

obtenir la fermeture du systéme on suppose le fluide Newtonien, p et A représentent les coefficients
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de viscosité vérifiant la condition de Lamé :

n(p) >0 et 2u(p) + NA(p) >0,

de plus D(u) = $(Vu +' Vu) est le symétrisé du gradient de vitesse Vu. Pour simplifier les
notations on réécrira le systéme précédent et ceci dés que la densité p ne s’annule pas sous la
forme suivante avec g =p —1:

g +u-Vqg=—(1+ q)divu,

VP(1+q) (11.2)

1
8tu+u-Vu—7qA(q,u)+ = f.

1+ 1+g¢

On note ici A(q,u) = div(2u(1 + q)D(u)) + V(A(1 + ¢)divu). Dans la suite on va s’intéresser
a l'existence de solutions fortes globales & données petites pour le systéme (1). Notre objectif
sera double, il consistera dans un premier temps a montrer de tels résultats pour des données
initiales aussi peu réguliéres que possible. On peut rappeler maintenant qu'une des problématiques
majeures dans I’étude des équations liées & la mécanique des fluides consiste & démontrer ’existence
globale et 'unicité des solutions pour n’importe quelles données initiales. On cherchera donc dans
un second temps & affiner les résultats précédents en permettant le choix de données initiales
grandes au moins en terme de scaling (on peut effectivement vérifier que ces équations vérifient
certaines invariances d’échelle).

Comme on le rappelait dans l'introduction de ce mémoire, le premier résultat d’existence de
solutions fortes globales & données petites critiques pour le scaling des équations (voir la définition
[.1.2) est dit & R. Danchin dans [52]. Plus précisément il travaille avec des données initiales (go, uo)

N N N
dans (Bfl_1 N By) x (Bfl_l)N . La méthode employée utilise d’astucieuses inégalités d’énergie
aprés découpages dyadiques en fréquences a la sauce Littlewood-Paley. Une question naturelle
consiste a généraliser ces résultats au cas d’espaces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue
LP avec p # 2. Pour ce faire il apparait clair qu'une autre approche doit étre proposée, en effet
dans le cadre de Besov construit sur la norme LP on perd l'aspect estimations d’énergie via des
intégrations par parties. F. Charve et R. Danchin dans [32] ainsi que Q. Chen et al dans [41] ont

été les premiers a supplanter cette difficulté et ainsi montrer 1’existence de solutions fortes globales
N N N_| N

avec données petites dans E;p;L Pox (B;jp,l "» )N avec 2 < p < 4 (on référe a 'appendice pour la
deéfinition des espaces de Besov hybrides). Pour ce faire, ils emploient une méthode relativement
similaire qui consiste a étudier le systéme linéaire associé¢ au systéme (I1.2) en tenant compte
du terme de convection u - V¢ dans I’équation de masse (ceci car la densité n’admet pas d’effets
régularisants, ce terme ne peut donc étre considéré comme un terme de reste sous peine d’avoir une
perte de dérivée sur q). Plus précisément afin d’obtenir de bonnes estimations dans des espaces de
Besov ils ont besoin de paralinéariser le systéme afin de pouvoir pratiquer une analyse de Fourier
spectrale en mode décomposition de Littlewood-Paley. Enfin mentionnons que I’emploi d’espaces
de Besov hybrides est nécessaire puisqu’en basses fréquences le systéme a un comportement de
type hyperbolique ce qui nécessite de travailler avec des espaces de Besov construit sur la norme
L? (en effet ce genre de systéme est mal posé en général pour des normes LP) ; alors qu’en hautes
fréquences la vitesse a un comportement de type parabolique.

Dans le paragraphe I1.1.1 on montrera ce résultat en utilisant une autre méthode que [32, 41|, celle-
ci consiste essentiellement & introduire une vitesse efficace bien choisie qui permet de diagonaliser
le systéme (I1.2) en hautes fréquences.

Enfin concentrons-nous maintenant sur la question de l'existence de solutions fortes globales pour
le systéme de Navier-Stokes compressible (I1.2) et ceci pour des données initiales critiques pour
le scaling des équations et "grandes" pour ce scaling (par 1a on entend des données initiales
éventuellement petites mais ceci pour une norme plus large que celle des espaces de Besov critiques,
on parle alors de petitesse sous critique). A ma connaissance il n’existe aucun résultat dans cette
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direction, nous allons donc nous intéresser a ce probléme dans le paragraphe I1.1.2 pour le systéme
de Shallow water visqueux. On proposera une premiére réponse a cette question au moins pour
des données initiales irrotationnelles en utilisant la notion de quasi-solution que 'on va définir
plus précisément par la suite.

I1.1.1 Existence de solutions fortes globales dans des espaces critiques pour
des espaces de Besov construits sur la norme L? [105]

Dans cette section on va donc s’intéresser & prouver ’existence de solutions fortes globales pour
des données initiales petites dans des espaces de Besov critiques pour le scaling des équations et
ceci pour des espaces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue LP avec p # 2. On obtient
donc le résultat suivant (voir [105]).

Théoréme 3. Soit N > 2, u(p) = pu > 0 et M(p) = X avec 2u + A > 0. Soit P une fonction
réguliere telle que Pl(l) >0,etl <p; <p<4avec:

n SN T TN ey

N, N

1 ~N_q, N 1N
Supposons que ug € 32 o, o, f e Ll(R“‘,B;’ph1 LY et g € B22,p,1 P Alors il existe une
constante €q telle que si :

N 1 N_1 N

laoll 120 + luwoll sy 201 + HfH NN, <€,
By,i P 2,p1,1 LYR*,By,

-

il existe une solution globale (q,u) pour le systéeme (I1.1) avec % borné et,

~ ~N N ~N i N
qe C(R*, By, " )NL'(RT, By, '") et

ue CRT NEP Y+ B

N N N N N
=Ly LG+

2.p,1 )N L' (R+, B2p,1 ")

De plus cette solution est unique st N S + =

Définition 4. On a noté ici Bf;l’sfl) (p2.r2) l’espace de Besov pour lequel le comportement basses
. s b 87 K L . o . . .
fréquences est de la forme Bpi €t Bp2 ., en haules fréquences. Siry = ry on simplifie les notations

251,52

et on écrit BV pour B( 1, (p,1) - Pour plus de détails on renvoie a l'appendice.

P1,P2,1

Remarque 1. Notons que par rapport auzx résultats obtenus dans [41, 32[, on peut se permettre
de distinguer les exposants de Lebesgque pour la densité et la vitesse et ceci car lintroduction de la
vitesse efficace permet d’affaiblir le couplage entre vitesse et pression.

Quelques éléments de preuve du théoréme 3 : Il s’agit essentiellement d’obtenir de bonnes
estimations en terme d’espaces de Besov pour le systéme linéarisé associé au systéme (II.1) lorsque
I’on tient compte du terme de convection dans ’équation de masse :

Oiq+v-Vqg+divu = F,
Opu — 2uAu — A\Vdivu + P'(1)Vq = G, (I1.3)
(q’ u)(ov ) = (qO7 UO)'

Notons en effet qu’il est crucial d’intégrer dans notre étude du linéarisé le terme v- V¢ puisque 'on
rappelle que le comportement de g est de type hyperbolique (on précisera plus la tard la régularité
du champ de vecteur v).
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On va a présent distinguer le comportement basses fréquences et hautes fréquences, rappelons
qu’en basses fréquences le systéme (II.1) est proche (au moins heuristiquement) de se comporter
comme le systéme d’Euler compressible, divu a donc un comportement de type hyperbolique. On
sait que ce genre de systéme n’est pas bien posé pour des espaces construits sur la norme LP
avec p # 2. On va donc travailler avec des espaces de Besov construits sur la norme L? en basses
fréquences. Inversement en hautes fréquences la vitesse a un comportement de type parabolique,
on considérera donc des espaces de Besov construit sur une norme LP générale.

On va ici considérer la cadre simplifié p = p;. On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 1. Soit (q,u) une solution du systéme (I1.3) on a alors pour 2 < p < 4 :

JONL A 1N 1 +HUH~

lall .y gl oy v+ ull NN,
%o( 2,p,1 ) T 2,p,1 %o( 2,p,1 T( 2,p,1
S Dlgoll iy + lluoll iy 15 cHIFL a¥ 3 +lall 7 LY )
Bypa © Bz,p,l L (Byy 1) Ly (B, 1)
avec V(T fo lv(s) e N+1d5
2p1

Comme mentionné précédemment on distingue le comportement basses fréquences et hautes
fréquences, (g, u) vérifie donc le systéme suivant en basses fréquences :

Oiq +divu = F —v - Vg,

O — 2pAu — A\Vdivu + P'(1)Vq = G, (11.4)

(Q7 u)(oa ) - (QO) UO)'
11 suffit alors d’étudier la matrice de Green G associée au systéme linéraire précédent ( voir [52, 41]).
On peut ici se permettre de considérer le terme de convection comme un terme de reste puisqu’en
basses fréquences la densité a un comportement de type parabolique dans le sens o elle admet

un gain de deux dérivées sur p. On peut donc absorber la perte de dérivée provenant du terme de
convection v - Vq. Il vient donc lorsque 1’on écrit la formule de Duhamel :

(350 Cawio (20 ) [wim s (SO B0 T Y

En utilisant la proposition 4.4 de [41] et des inégalités de Young on obtient pour s € R :

(g, U)BFHfoo(BSJ) + H(Qvu)BF||E1(B§"+12) <[[(q0,uw0)BF B3, + II(F, G)BF”Zl(BSJ)
+(v-Va)prllzps -

Remarque 2. Ici la notation H(QaU)BFHZoo(Bs ) correspond & estimer la norme Besov en basses
2,1

fréquences pour une certaine fréquence de coupure ly & préciser plus tard :

(g w)BFl foops ) = D 25(A (g u) | e et 12)-
’ 1<ly

On va ensuite comme dans [106] introduire une vitesse efficace v afin d’étudier le comportement
hautes fréquences de u, celle ci va avoir pour but de diagonaliser le systéme (I1.3). On définit v;
de telle maniére que :

— 2ulAvy; — AVdive, = P'(1)Vq.
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En particulier on choisit v; tel que (v =2u + A) :
P'(1)

diveo; = ——g,
v
curlv; = 0.

On pose ensuite vo = u + v1 qui vérifie le systéme suivant :

P'(1
8tq+v-Vq+IE)q—F—divvz,

P'(1
Ovg — Avg = G — ]E)at(A)1VQ.

(IL5)

On observe maintenant que la seconde équation est parabolique et la premiére correspond & une
équation de transport amortie. On peut alors estimer simplement vo et ¢ en hautes fréquences
en utilisant les estimations classiques dans les espaces de Besov pour I’équation de la chaleur et
I’équation de transport. Il s’agit seulement de faire attention au terme #@(A)AVq qui s’écrit :
/ / /
Py(l)at(A)_IVq = PV(I)(A)_IV( —v-Vq— Plfl)q + F — dives).

Ce terme est petit en hautes fréquences, en effet si I’'on considére en particulier le terme corres-
pondant a @(A)_IVdivvg, ce dernier n’est qu’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 en vs.
On peut alors dominer ce terme par Avy apparaissant sur le membre de gauche du systéme (I1.5),
il s’agit pour ce faire de choisir une fréquence de coupure Iy (voir le remarque 2) suffisamment
grande et appliquer un argument de bootstrap.

Il reste ensuite a traduire la régularité obtenue sur vs en une régularité sur u ce qui permet de

prouver la proposition 1. Mentionnons que 'effet d’amortissement obtenu sur ¢ (avec g apparte-
N

N

nant a E%(E;:l ;)) est une conséquence directe du fait que ¢ vérifie une équation de transport
amortie (voir le systéme (I1.5)) et ceci car P'(1) > 0 (cette hypothése apparait donc comme cru-
ciale).

Le reste de la preuve est assez standard, il s’agit dans un premier temps de construire des so-
lutions globales "réguliéres" (gn,un)nen du systéme (I1.1) par une méthode de type Friedrich,
plus exactement il s’agit de considérer des solutions du systéme (II.1) pour des données initiales
(2, u2) réguliéres. Par les théorémes d’existence en temps fini, on montre que la solution existe
sur un intervalle de temps maximal (0,7,,) et qu’ensuite T,, = 400 via des arguments classiques
sur les critéres d’explosion des solutions. La partie la plus délicate consiste & montrer que la suite
(Gn,uy) est uniformément bornée dans E avec :

N N
1,8

~ ~ﬂ_17ﬂ ~
E=(C(R,By,, ")NLYR" By "))

N N N N N N
y-1,¥ §?+1,;+1

- N _N_4  _N_
X(C<R+;322,p1,1p1 + By 4 )N L' (R+, 2.p,1 ))-

11 suffit alors d’utiliser la proposition 1 et d’estimer les termes de reste :

F, = qpdivuy,,

1 P(1+q,)
G, = -1 n— Up * n Py - — 1 -
n (1+qn YAu, — uy - Vu, + (P'(1) 1 T a Vg

N N N N

Mentionnons que c’est a ce stade que les conditions sur (p,p1) apparaissent, en particulier la
condition p < 4. En effet cela est dii aux interactions basses fréquences-hautes fréquences lorsque
I'on applique les lois de paraproduits. Afin d’obtenir I'existence globale de solutions, il s’agit
ensuite de vérifier que la suite (g, un)nen admet une limite (¢, u) solution du systéme (I1.2) et
ceci via des arguments de compacité. Cela conclut la preuve de l'existence, la preuve de 'unicité
suit les arguments développés dans [52].
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I1.1.2 Existence de solutions fortes globales pour le systéme de Shallow water
visqueux pour des données initiales grandes pour le scaling des équa-
tions [114]

On aimerait & présent raffiner les résultats précédents non pas en terme de "faible" régularité
sur les données initiales mais plutot en terme de "taille" . En effet on va chercher & affaiblir les
hypothéses de petitesse en se plagant dans un cadre ot l'on peut choisir des données initiales
grandes pour le scaling des équations. En d’autres termes on est intéressé par avoir une condition
de petitesse sous critique.

Pour ce faire, il est important de prendre plus en compte la structure des équations et leurs non
linéarité, plus précisément on sera intéressé par chercher des solutions sous la forme irrotationnelle,
c’est a dire u(t,z) = VO(t,x). On va a présent considérer le systéme de Shallow water visqueux
suivant :
Op + div(pu) =0 (I11.6)
O(pu) + div(pu ® u) — 2udiv(pD(u)) + VP(p) = 0. .

On peut observer que lorsque P(p) = 0, il existe une solution particuliére du systéme suivant :

{ Op + div(pu) =0 (IL7)

Or(pu) + div(pu @ u) — 2udiv(pD(u)) = 0,

sous la forme (p', —2uV Inp') (on se place dans un cadre ou la densité ne s’annule pas) avec p!
vérifiant ’équation de la chaleur :

1 1
aﬁp 2uirp” =0, (IL8)
p(0,-) = po.

Supposons que ’on choisisse une donnée initiale ne s’annulant pas pg > ¢ > 0 alors par le principe
du maximum on observe que p'(t,-) > ¢ > 0 pour tout temps ¢ > 0 ce qui justifie rigoureusement
la définition de u! = —2uV In p!. On appellera la solution (p!, =24V In p') une quasi-solution.
Il est maintenant naturel de chercher une solution globale du systéme (II.6) en perturbant notre
quasi-solution (p', =21V In p!). On va alors chercher des solutions sous la forme In p = In p! + h?
avec p1 =1+¢', p= pleh2 et u = —2uV In p; + u?. En supposant que la densité ne s’annule pas,
on peut réécrire le systéme (I1.6) sous la forme suivante avec P(p) = ap (ce choix de pression n’a
que pour but de simplifier la présentation) et h?, u? les nouvelles inconnues :

Oh? +u-Vh? +divi? + u? - Vinp' =0,

ou? +ul - Ve +u? - Vul —2uVinp' - Du? — 2uVh? - Dul — pAu? — pVdive?

11.9
+aVh? = —aVinp' —u?- Vu?® +2uVh? - Du?, (IL9)

(h27 u2)/t:0 = (h‘(Q)a U(Q))

On va a présent montrer un résultat de solutions fortes globales pour le systéme (I1.6) en résolvant
le systéme équivalent (I1.9).

Théoréme 4. Soit N > 2, P(p) =ap et 2<p <4, q> 2 tels que :
1<1+1 1<1+1 t1<1+1
— <-4+, =< -4+ et - < —+-.
2" p ¢ N p ¢ p N ¢

Soit pg = p(l)eh% avec p(l) =1+ qé, ug = —2uV lnp(l) + ug. De plus on suppose que p(l) >c>0,
N N N

N N N N

~yony A2 ~ 4N : :
q(l) € 3227%1 N B22,p71 re h% € B;p’1 Poet ug € BQZ,p,l P Il existe g9, €1, C > 0 et deux

42



fonctions réguliéres g, g1 telles que si :

1 1
0 1 0 1
Cy(ll (1, E)Ilm)llqoll oo o &P (Carll(p1, E)IIL%)IIQOIIE%A,M) < e,

~ q
1 B 1
2,p,1 2,q,1

(I1.10)

1
I1PSI _x o~ + lludll vy <o = gi(ll=llzee, lpollzoe) gl o n
2?;;,1 P BQ?p,l P Po B2?p,l P

alors il existe une solution globale (p,u) pour le systéme (I1.6) qui s’écrit sous la forme : p =
pleh2 et u=—2uV1Inp' +u? avec :

{ Op' —2up' =0, (IL11)

1 1
Pt=0 = Po-

Eton a: N .
R

~ ~N N ~
h? e C(R*,By,, ")N Ll(ﬂv,BZ}m1 )

De plus la solution est unique si % < % + é.

Remarque 3. Comme nous ['avions annoncé, on remarque que l’on peut choisir des données

initiales grandes pour le scaling des équations et pourtant vérifiant les conditions (11.10). En effet
N

~N_ 9N
on peut choisir q§(z) = p(Ax) avec ¢ € By, 2% (oup=q=2)etted quel+¢>c>0, on
observe alors que :

1 —_
HqOHBQ% HsOHBQ%,

lpollzoe = I11 + |z,

1 I1.12
o< (I1.12)
14+ ¢

1
|z = ||
Py

1
1 _
a5 = 53 lel o

\ 2,1

Cela implique que q(l) vérifie (11.10) lorsque l'on choisit A assez grand. En particulier si ¢ est grand
N

dans Bfl alors la densité initiale q© et donc py (par théorémes de composition et de produits) est
N
grande dans l’espace de Besov 32271 qui est critique pour le scaling des équations. Cela implique en

particulier que la norme L™ de la densité py n'est pas nécessairement petite (rappelons que c’est
le cas dans [32, 41, 105]).

En dimension N = 2, il est donc possible de choisir ¢ grand dans B2172, rappelons que via la BD
entropie l’espace d’énergie correspond a V./pg € LQ(RN) ; cela sous tend donc que ’on peut avoir
des données initiales vérifiant (II.10) tout en restant grandes dans les espaces d’énergie. C’est
donc un premier cas & ma connaissance de données initiales grandes dans les espaces d’énergie et
admettant pourtant une solution forte globale. Rappelons que le probléme de ’existence de solutions
fortes globales en dimension N = 2 avec des données initiales grandes reste ouvert en toute
généralité.

Remarque 4. Un point important de la preuve est la forme des quasi-solutions, en effet p* vérifie
Uéquation de la chaleur et admet donc des effets régularisants tout comme u'. Ceci est crucial afin
de pouvoir estimer le terme u? - V1n p' sans perte de régularité. D’autre part cet effet régularisant
permet de considérer VIn p' comme un terme de reste "petit” en hautes fréquences.

De maniére plus générale le fait que (¢',u')ait une bonne décroissance en temps long permet
d’utiliser un argument perturbatif.
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Remarque 5. Mentionnons également que ce type de conditions de petitesse nonlinéaire (11.10) a
également été obtenu par J.-Y. Chemin et 1. Gallagher dans [37, 38| pour les équations de Navier-
Stokes incompressibles. Dans ces travauz les auteurs montrent existence de solutions fortes glo-
bales pour des données initiales grandes dans BO_C},Oo qui est le plus large des espaces invariants
pour le scaling du systéeme. Cependant notre résultat ainsi que sa preuve sont totalement différents
de [37, 38] puisque la vitesse initiale est essentiellement supposée irrotationnelle (ce qui n’est évi-
demment pas le cas pour Navier-Stokes incompressible). D’autre part dans notre cadre on travaille
autour de quasi solutions qui absorbent naturellement le terme de convection dans [’équation du
moment ce qui permet d’avoir une condition de petitesse assez explicite (I1.10) alors que dans
[37, 38] les auteurs travaillent autour d’une solution de l’équation de Stokes ( la condition de
petitesse mon linéaire tend a rendre le terme de convection petit pour un bon choiz de domnées
initiales).

On en déduit en plus le corollaire suivant qui nous assure pour n’importe quelle données initiales
de type quasi-solution (pg, —2uV In pg) 'existence de solutions fortes globales en dimension N > 2
si le nombre de Mach ¢ avec € > 0 est suffisamment grand.

Corollaire 1. Soit P(p) = E%p avec € > 0, N > 2 et (po,up) vérifiant les mémes conditions que
dans le théoreme 4. Alors il existe ¢g > 0 (dépendant de hY et le coefficient de viscosité ) tel que
pour tout € > €q, il existe £1 > 0 tel que si :

”th ~%71,% =+ ||U8H~%71,%71 < e, (11.13)

2,p,1 B2,p,1

alors il existe une solution forte globale (p,u) pour le systéeme (I1.6) .

Quelques éléments de preuve du théoréme 4 : Il s’agit essentiellement de prouver 1’exis-
tence de solutions fortes globales (h?,u?) avec données petites pour le systéme (I1.9) avec p!
solution de (I1.8) et u! = —2uV In p!. On obtient facilement par le principe du maximum puisque
pt vérifie 'équation de la chaleur que :

0<c<pM ) < lpbllae <1+ labll o, (1L.14)

D’autre part on déduit via la proposition 17 que ¢' apartient aux espaces de Besov suivants :

T e
b OO b b
¢ el (szf mBQq1 )mL (Byp1s " NBy,, ")
et (I1.15)
~N_ 1N 4 N1 N_3N_g ~N_oN_q
1 1 2 ’ 2 2 ) 2 )
u €L (B2p1 ! By, 1 )mLOO(BQ,p,l g By o1 ? )

Il s’agit a présent d’étudier le systéme linéaire associé au systéme (I11.9) :

Oth? +u-Vh? + dive? +u? - Vinp' = F,
ou® +ul - Vu? 4+ uy - Vul —2uVinp' - Du? — 2uVh? - Dut — pAu? — pVdivu?

Lavi =G, (11.16)
(h?,u?) =0 = (h§, ug)-
On a alors la proposition suivante.
Proposition 2. Soit 2 < p <4, q > 2 tels que :
L1111 1 1 11
27p ¢ N p g p N ¢



Soit (h%,u?) la solution de (I1.16), il existe alors une constante C' > 0 telle que 'on a :

1(R?,u?)(t )II~ yox oy~ F[(RRu )||~ NN NN
’ Ly B2?p,11 P XB;p,ll v 2p+11 Px 2;11 +1)
<Ce"D(|(h3, )| v n v, n_ (G ﬂf N
< "1 o>u~;p;pr;ﬁ;m IO, 31y 53
avec :

t

V(T) :/ IVul ()| _y v +[IVUP(s)]| _y v + [[u' ()] 5 & + [[u? ()] w )ds.
0 ( B;;,lq Bﬁllp E2?q’,lq BQ?p,lp)

La proposition précédente se montre en utilisant le méme genre d’arguments que pour prouver
la proposition 1. Il s’agit ensuite comme dans le théoréme précédent de construire une suite globale
de solutions approchées (h2,u2) du systéme (I1.9). On montre alors en utilisant la proposition 2
et les lois de paraproduit que 1'on a :

105 e < OO o 4 0 )+ IV, ) ()

avec .
N NN N _ | N_
p

~ N9 ~ Ny N 1, ~ 1N 1
F= (I8, n DB ) < (2B Y n B ),

Vi(+o00) = c/ IV )y + I )2y + [T g o e
B. q

q
2,¢,1 BQ,q71 2,q,1

.Q

VI )y vy + VI ()P, x)ds,
By 1 qul

™

2O
B2

“+oo
et Vy'(4+o00) = C/ (HV’LL?L(S)HN% )ds.
0

By

Tz
Tz

Py sPy

Le point clé de la preuve intervient & ce moment oil I'on a & estimer le terme de reste V1np!;
en effet il s’agit de montrer que ce terme est petit d’'une maniére ou d’une autre afin de pouvoir
appliquer un argument de type bootstrap pour I'inégalité (I1.17). Ce sera le cas car ce terme est
en effet petit en hautes fréquences et ceci & cause de I'effet régularisant sur ¢! (cela est aussi dit
au fait que les équations de Navier Stokes compressibles ne sont pas exactement invariantes par
changement d’échelle puisque cette invariance est modulo le terme de pression). Plus précisément
on a en utilisant des théorémes de composition pour les espaces de Besov et le fait que p! vérifie
une équation de la chaleur :

n 1
12,02l < CM T (122 B+ an (o bl bl o),
0 2,p,1

(I1.18)
avec g une fonction réguliére. On remarque donc que 'on a un controle de ce terme via [|gd || _ N oM
’p
2,p,1
ce qui décrit bien une forme de petitesse en hautes fréquences (en effet cela se traduit par une
N_9o
estimation nécessitant un espace de Besov moins régulier en hautes fréquences, seulement B ).
Cela va nous permettre de conclure en utilisant des arguments de bootstrap classiques tels que
I’on ait :
2 Vi
(7, up) | < 4CEV1 () gl(llp o loollzoo)llaoll sy o x = €1, (11.19)
0 2 p,1

sous la condition qu’il existe une fonction réguliére K; telle que :

—Kl(ll ||L°° llag Il zoe)llag I NN

1 _
160291(IIEIIL°°7 lollzo)llgoll o, <e Pran (I1.20)

0 By pa
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Cette derniére condition correspond exactement a la condition (I1.10) du théoréme 4. On conclut
la preuve du théoréme 4 selon un schéma classique convergence de la solution (h2,u2),cn vers une
solution (k2 u?) et ceci en utilisant les estimations uniformes en n (I1.20) qui fournissent assez de
compacité. L'unicité est également classique (voir [52]).

Le corollaire 1 se prouve de la méme maniére sauf que cette fois ci c’est la paramétre 2 qui rend
le terme de reste 2Vlnp petit si tant est qu’e soit choisi assez grand, on a donc plus besoin
d’une condition de petitesse non linéaire.

I1.2 Parabolicité de la densité pour Navier-Stokes compressible et
existence de solutions fortes globales avec données grandes en
une dimension [115, 118]

Dans [115] on propose une reformulation des équations de Navier-Stokes compressibles lorsque
les coefficients de viscosité vérifient la relation (6) introduite par D. Bresch et B. Desjardins dans
[20]. On pose en effet v = u + 2Vp(p) (vitesse efficace apparaissant dans la BD entropie voir

[20, 21, 23]) avec ¢'(p) = w, le systéme suivant :

Op + div(pu) =0, (1L.21)
O (pu) + div(pu @ u) — div(2u(p) Du) — V(A(p)divu) + VP(p) = 0. '
se réécrit alors comme suit :
Oep — 2Ap(p) + div(pv) =0, (11.22)
pov + pu - Vo — div(u(p)curlv) + VP (p) = 0. '

On rappelle ici que curlv = Vv —f Vu. Dans la suite on s’intéressera juste au cas de la viscosité
wu(p) = pup® avec a > 1 — % afin de vérifier I'inégalité (2) correspondant & la condition de Lamé.

On va a présent reformuler le systéme (I1.22) en fonction de ¢ = p — 1, de la divergence divv et
P'(p) .

du rotationnel curlv. On obtient alors le systéme suivant avec F'(p) = o

Orq — 21/ (14 q)Aq — 1" (1 + q)|Vq|* + div(qu) + dive = 0,

1A(1
Opdive + u - Vdive + Vo ' Vau ~3 ?1( ++q;]) Vp - diveurly
1
— R(p,v) — §VV<,0(1 +q):curlv+ AF(1+¢q) =0, (I1.23)
1 1
Orcurly + (u — =Ve(1 +q)) - Veurlv — MAcurlv + R; =0,
2 1+g¢
et :
1
R(p,v) = —50ip(p)0;(curlv)yj,
(R’i)ij = Z(@iukﬁkvj 0;uOkv;) — Z 0;pO(curluy;) — Gjpak(curlvki))

k

N —

k
= Z lkgo p)(curlv)y; — 8kjg0(p)(curlv)ik).
k

On observe alors que le systéme (I1.23) est parabolique pour la densité p et le rotationnel curlv
alors qu’il est hyperbolique pour la divergence divv. Ceci semble assez surprenant puisqu’en géné-
ral on s’attend simplement pour les équations de Navier-Stokes compressibles & un comportement
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de type hyperbolique ou disons équation de transport pour la densité p (c’est le cas en particulier
dans les théorémes 3 et 4).

On montre ainsi dans [115] I’existence de solutions fortes en temps fini pour (I1.22) faisant inter-
venir de nouveaux effets régularisants sur la densité p ce qui se traduit plus précisément par le
résultat suivant.

Nq N
Théoréme 5. Soit N > 2 et 1 <p < +o0. Soit vg € LN By , q € By et po > ¢ >0 alors
il existe un temps T > 0 tel que le systéeme (I1.23) a une solution (q,v) avec :

N

v € LF(L™), divv € Cr(B})),

~ N ~ N9
curlv € Cp(B))) N Lp(Br ),
~ N ~ N9
q¢€ CT( pzjl) N L%(szjl )7

1
(p,—) € LT (L™).
\ P
De plus st p < 2N alors la solution est unique.

Remarque 6. L’intérét de ce résultat n’est donc pas d’affaiblir autant que faire se peut la régularité
des données initiales mais plutot d’exhiber de nouveaux effets régularisants de type paraboliques
sur la densité p. En effet ceux ci sont fortement reliés a la structure particuliére des coefficients
de viscosité et la relation (6) qui permet de générer ces effets régularisants. On peut donc dire que
ceux ci ont un aspect non linéaire. En effet de tels résultats n’existent pas par exemple dans le
cadre de coefficients de viscosité constants.

Remarque 7. On remarque cependant que dans le cas particulier de vg = 0 c’est & dire ug =

—2uV In pg le théoréme précédent généralise les résultats connus sur l’existence de solutions fortes
N

N
en temps fini. En effet on a alors ug € Bg{l et qo € Bgl sans condition de type p < 2N pour
Uezistence de solutions fortes comme c’est le cas dans [54, 106].
D’autre part il est surprenant de remarquer que la densité p ainsi que la vitesse u admettent tous
les deux des effets paraboliques ceci en combinant le résultat précédent et [54, 106].

On observe que la formulation (I1.22) fait intervenir le curlv, il est alors intéressant de considérer
le systéme (I1.22) en une dimension d’espace puisque le curlv est toujours nul dans ce cadre. On

obtient alors le systéme suivant avec v = u + d,¢(p) et ¢'(p) = ulp) (voir [118]) :

02
{ Op — 2050 p(p) + 0z(pv) = 0,

11.24
pOv + pudyv + 0, P(p) =0, ( )

et ceci sans aucune condition algébrique sur les coefficients de viscosité (comme c’est la cas pour
la dimension N > 2). Cette formulation est vraie en particulier pour des coefficients de viscosité
constants.

Il est alors intéressant de considérer le probléme d’existence globale de solutions fortes pour des
données initiales arbitrairement grandes. On obtient alors le résultat suivant pour 1’équation de
Shallow water visqueuse.

Théoréme 6. Supposons que pu(p) = up et que les données initiales py et ug vérifient :
0 <ag < po(z) < Bo < +o0,
po—pE HI(R)z
ug € H'(R),
@cﬂo € LOO7

(I1.25)
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pour des constantes o et By. Supposons que P(p) = ap” aver v > 2. Alors il existe une unique
solution globale (p,u) du systeme (II.1) sur RT x R telle que pour tout temps T >0 on a :

p—peL®0,T; H (R)),
ue L>®(0,T; HY(R)) N L?(0, T, H*(R)),
v € L (L7(R)).

De plus pour tout temps T > 0, il existe des constantes o(T) et B(T) telles que :
0<a(T) < plt,z) < B(T) < +o0 Y(t,x) € (0,T) x R.

Remarque 8. On rappelle que ce résultat a été prouvé par A. Mellet et A. Vasseur dans [171]

pour le cas ot pu(p) s’écrit p(p) = pp® avec 0 < a < % La difficulté majeure pour prouver ce
genre de résultat correspond a controler le vide ou en d’autres termes estimer la norme de % en

norme LS. Dans le cadre de [171], cela vient directement de la BD entropie qui offre un contréle

dans L$°(L*(R)) de &Bpa_%. On peut ainsi conclure en utilisant essentiellement des injections de
Sobolev. Notre cadre est assez différent puisque la BD entropie a plutdt tendance & nous donner
des informations sur la norme L de la densité p. Il s’agit donc d’estimer la norme L™ de %
d’une autre fagon.

Remarque 9. Un autre intérét de la nouvelle formulation (11.24) est lié au probléme des théorémes
d’unicité fort-faible. En effet le probléme reste ouvert lorsque les coefficients de viscosité dépendent
de la densité p et ceci car on ne contréle pas la norme L™ de % avec (p,u) "la solution faible’.
Dans [116], on montre qu’en 1D on a des résultats d’unicité fort faible en employant la formulation
(I11.24). Ceci est essentiellement di au fait que v vérifie une équation de type Euler compressible (il
n’y a plus de tenseur de viscosité avec des coefficients dégénérés qui interviennent dans I’équation
du moment), on peut alors utiliser une méthode de type entropie relative.

Quelques éléments de preuve des théorémes 5 et 6 : La preuve du théoréme 5 est
trés classique et suit les idées développées dans [52, 27|, on va donc plutot passer a la preuve du
théoréme 6.

Pour ce faire on va rappeler un résultat d’existence en temps fini dit & V. A. Solonnikov.

Proposition 3. (/193]) Soit (po,wy) vérifiant (I1.25) et p(p) = pp avec p > 0 alors il existe Ty
dépendant de o, Bo, ||po — Pl et ||wollgr tel que (I1.24) a une unique solution (p,u) sur (0,Tp)
satisfaisant :

p—pe€L®0,T, H (R)), dp € L*((0,T1) x R),

u e L*0,T;, H*(R)), dyu € L*((0,T1) x R),

pour tout Ty < Ty.
De plus il existe des fonctions a > 0 et < +oo telles que a(t) < p(,x) < B(t) pour tout
t e (0, T()).

Remarque 10. Afin de prouwver le théoréme 6, il suffit donc de controler o(T), B(T), ||p(T)—pl| g1
et ||u(T)|| g1 pour tout T > 0. En d’autres termes on souhaite vérifier que ces quantités n’explosent
pas lorsque T tend vers Ty (autrement dit que o(T') ne tend pas vers 0 et les autres quantités vers
+00).Cela permettra ainsi de montrer que Ty = +oo et donc de conclure & 'existence globale.

On va essentiellement se concentrer sur I’estimation de 1 en norme L™, en effet 'estimation de
p en norme L™ s’obtient par injection de Sobolev via la BD entropie qui fournit une estimation
de 0,./p dans L®(R™*, L?(R)). Les autres estimations sur ||p(T) — p| g1 et ||u(T)|| g1 s’obtiennent
en utilisant les effets paraboliques sur I'’équation du moment et suivent les idées développées dans
[171]. On obtient donc la proposition suivante.
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Proposition 4. Pour tout T' > 0 il existe une constante o(T) > 0 tel que pour tout T < Ty :

a(T) < p(t,z) V(t,z) € [0,T] x R.

Preuve : Puisque (p,u) est une solution réguliére sur (0,7p) du systéme (I1.21), (p,v) est
également solution du systéme (I1.24) sur (0, 7p) avec :

Op — 8&0:1: 8&0 :07
{tp $102p + O (pV) (11.26)

PO + pudyv + 0, P(p) = 0.

On souhaite donc estimer % en norme L7, il est alors alors naturel d’utiliser le principe du
maximum sur la premiére équation de (I1.26). Pour ce faire il suffit juste d’estimer la vitesse
efficace v dans un bon espace de Lebesgue L% (L?(R)) pour tout 7' > 0.

On remarque alors que v vérifie quasiment une équation de transport ce qui suggére de controler
v en norme L°(L*°). Puisque P(p) = p” avec 7 > 2 et v = u + pdz Inp on a alors en utilisant la
seconde équation de (I1.26) :

Ov + udyv + lp'yflv = zp'yflu.
p u

On retrouve donc une équation de transport amortie avec un terme de reste %p’*flu, on a alors
pour tout t € (0,7p) :

t
ok, Y@y < ool poegey + /0 107 u(s) | oo ds.

On veut & présent montrer que le terme de droite est borné, pour ce faire on va montrer que pu
appartient & L2.(L>(R)) pour tout T > 0. On a alors :

Dalp) = \/py/pOst + 29T 2~ T4y /p,

cela implique alors que 9, (pu) appartient & L2.(L*(R))+L5° (LP(R)) qui est inclus dans L2 (L*(R)+
LP(R)) avec % = 1+ ﬁ En effet on a utilisé I'inégalité d’énergie, la BD entropie, le gain

d’intégrabilité a la Mellet-Vasseur ([170]) et le fait que p appartiennent a Lg%, qui assure que
POz, Op\/p et pﬁu soient respectivement dans L (L?(R)), L (L?(R)) et L(L**¢(R)) pour
tout 7 > 0. On en déduit donc que 1g>13F (pu)(§) appartient a L7.(L'(R)) pour tout T > 0 et
ceci en utilisant le théoréme de Riesz-Thorin et I’ inégalité de Holder. D’autre part puisque pu est
dans L3°(L*(R)) pour tout 7' > 0 en utilisant le fait que p € LF(L®(R)) et \/pu € LF(L*(R))
pour tout 7' > 0, on obtient que 1g¢<13F(pu)(€) appartient a L.(L'(R)) pour tout 7' > 0. Cela
nous permet de conclure que pu appartient a L4(L>°(R)) pour tout 7' > 0.

Si v > 2, on en déduit donc que p?~lu est dans LZ(L®(R)) pour tout T > 0 et donc que v
appartient a L3 (L*°(R)) pour tout 7" > 0. Il suffit alors d’utiliser le principe du maximum sur la
premiére équation de (II.26) pour conclure que % est dans L3 (L*°(R)) pour tout 7" > 0. W

I1.3 Solutions faibles globales pour Navier-Stokes compressible et
la limite hautement compressible [109, 110, 119]

Dans [110, 109], on considére la limite hautement compressible des solutions faibles globales
pour le systéme de Navier Stokes compressible, en d’autres termes on étudie la limite de ces
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solutions lorsque le nombre de Mach ¢ tends vers I'infini. Cela nous améne naturellement & intro-
duire la notion de quasi-solution. Il s’agit en effet d’étudier les éventuelles solutions du modéle de
Navier-Stokes compressible avec pression nulle :

Op + div(pu) =0, (11.27)

O(pu) + div(pu ® u) — div(2u(p)Du) — V(A(p)divu) = 0, '

ou p et A correspondent aux coefficients de viscosité et vérifient comme dans [21] la relation
algébrique suivante :

Ap) = 2pp’(p) — 21(p). (I1.28)

En introduisant comme dans [115] la vitesse efficace v = u+ V(p) avec ¢'(p) = Lp(p) le systéme

(I1.27) peut se réécrire sous la forme suivante :

Ip — 2Ap(p) + div(pv) = 0,
powv + pu - Vo — div(u(p)curlv) = 0, (I1.29)
(p(o, ')7 U(O’ )) = (pOa UO)'

On va par conséquent chercher a montrer ’existence globale de solutions faibles pour les systémes
(I1.27) et (I1.29), mais avant cela on observe que 'on peut exhiber des solutions particuliéres des
systémes (I1.27)-(I1.29) de la forme (p,u = —V¢(p)) (ce qui correspond a v = 0) ou p vérifie
I’équation :

Op — 2Ap(p) = 0. (1I1.30)

On observe en particulier que lorsque p(p) = p® alors I'équation (I1.30) correspond & :

— pour a > 1 a I’équation des milieux poreux,

— pour a = 1 & I’équation de la chaleur,

— pour a < 1 & I’équation & diffusion rapide.
On rappelle que ces équations ont des comportements trés différents si 'on considére la vitesse de
propagation de la densité p. En effet pour I’équation des milieux poreux on rappelle que le support
de la donnée initiale se propage a vitesse finie, en d’autres termes si la donnée initiale est & support
compact la solution associée (mentionnons en effet que I'on a une théorie L de solutions fortes
globales pour toutes ses équations, voir [203, 204]) reste & support compact tout au long du temps.
Pour I'équation de la chaleur ainsi que les équations & diffusion rapide la donne est radicalement
différente puisque la vitesse de propagation est infinie, ainsi on peut exprimer explicitement la
solution associée & une masse de Dirac (les "Barrenblatt") et vérifier que son support en temps
arbitrairement petit recouvre l'espace entier. Enfin lorsque « appartient a lintervalle (0,m.)
avec m. = max(0, %) il peut méme apparaitre des phénoménes d’extinction en temps fini. Un
exemple typique (voir [203]) correspond au choix suivant :

T—t

p(t,x) = Ca(W)“”‘,

avec ¢}~ = 2(N — t2-). Ce ne sera jamais le cas dans notre configuration puisque la relation (2)

combinée avec notre choix de coefficients de viscosité (I1.28) impose que a > m.

Equations des milieux poreux et équations a diffusion rapide

On va ici faire quelques rappels succincts sur les équations des milieux poreux et les équations
a diffusion rapide. Il existe une théorie de solutions fortes globales pour des données initiales
po € LY(RY), celle-ci repose en particulier sur le principe du maximum (voir [203]). M. Pierre
dans [179] a méme étendu le cadre de la théorie au cas de données initiales des mesures de Radon
bornées ce qui englobe en particulier le cas des masses de Dirac correspondant aux fameuses
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"Barrenblatt".

Une propriété essentielle des équations (I1.30) est leur invariance d’échelle, on peut ainsi introduire
la notion d’autosimilarité. Cela correspond a chercher des solutions sous la forme suivante p(t, z) =
t=7F(;5), avec v et B a déterminer. Dans notre cadre y et 3 vérifient : y(a —1) +28 =1, et F
est alors solution de I’équation suivante :

AF® 4 Bn-VE +~F = 0.

En particulier il existe des solutions autosimilaires avec donnée initiale la masse de Dirac et telle
que pour tout ¢ > 0 la solution ait une masse constante en norme L'. Ce sont les fameuses solutions
de Barrenblatt (on prend ici a > 1) que l'on peut écrire sous la forme suivante :

1 1
Un(t, ) = rVIF(t%) avec F(z) = (C — (‘J‘Zm\xﬁ)il, (11.31)
o
et C > 0 avec 71 = W, 5 = m On a donc ici la conservation de la masse
J U (t,z)dz = m pour tout t avec m dépendant de la donnée initiale correspondant a la masse
de Dirac suivante mdg. De maniére similaire lorsque m. < o < 1 avec m, = max(0, %) il existe
aussi des solutions de Barrenblatt définies comme ceci :
=1
Un(t,z) =t " F(zt™") avec F(z)= (C + rilz?)s7t,
et k1 = % On rappelle également que les solutions faibles globales avec donnée initiale L'

converge asymptotiquement en temps vers une solution de Barrenblatt déterminée par sa masse
m = ||po|lz1 (voir A. Friedman et S. Kamin [83], J.-L. Vazquez et S. Kamin [141, 142] et J.
Dolbeault et M. Del Pino [73]). Comme nous le mentionnions précédemment lorsque « est dans
I'intervalle (0, m.) avec m. = max(0, %) on a pas nécessairement conservation de la norme L'
ce qui peut méme engendrer 'extinction de la solution (voir [204, 203]). On réfere a [203, 204] pour
une condition nécessaire d’extinction, la donnée initiale doit étre dans des espaces de Marcinkewitz

appropriés M- (RY).

Remarque 11. On peut également observer que comme pour les milieux poreuz les équations
de Navier-Stokes compressibles admettent une invariance par échelle. En effet si (p,u) est une
solution de (I1.21) alors pour tout A > 0 :
pa(t, ) = X2p(At, NPx) et uy(t, z) = A u(\t, \x),
est une solution de (11.1) avec oy + =1, A—=1Da+28=1,a(y—1)+B8=a1+1 et f=0.
Cela implique que :
-1 11—
o= -, [ ——
A=7

On réfere a [110] pour plus de détails.

On va maintenant énoncer un premier résultat qui exprime le fait que 'on a des solutions
particuliéres pour le systéme (I1.41) qui correspond a des quasi-solutions lorsque vy = 0. Cela
correspond a une donnée initiale ug = —Vy(pg) (voir [203] pour plus de détails).

Théoréme 7. Soit u(p) = pp® avec a > 1 — % et A(p) vérifiant la relation (I1.28).

Soit pg € L'(RN) avec pg > 0 continue et ug = —Vo(po). Alors il existe une solution globale
au sens classique pour le systeme (I11.27) de la forme (p,u = —V(p)) avec (p,u) appartenant
C>®((0,400) x RV) N C([0, +00] x RY) et solution du systéme suivant :

{ dp — 2Ap(p) =0,

00— (11.32)
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De plus on a :

tim [|o(t) = Un()ll ey =0 et lm t7p(t) = Un(8) ey =0, (1133)

t—-+o0
avec B = W et Up la Barrenblatt de masse m = || pol| L1 (mny. Pour tout p € (1,+00) on a
le gain d’intégrabilité suivant, p(t,-)appartient a LP(RV) et :
o) o) < CE ool ey

N(a—1)42 N(p—1
avee 0y = (a2l o O = (Nl

On va a présent montrer la stabilité des quasi solutions faibles au sens des distributions. Pour
ce faire il est important d’observer que 'on conserve les trois inégalités d’énergie suivantes (a
savoir 'estimation d’énergie, la BD entropie et le gain d’intégrabilité a la Mellet-Vasseur) pour
toute solution "réguliére " (on peut penser ici & des solutions approchées via une méthode de type
Galerkin) du systéme (I1.27).

Proposition 5. Soit (p,u) une solution "réguliere"” du systéme (I1.27) alors pour tout t > 0 on a
les deux entropies suivantes :

1 t t
/ p|u|2(t,x)da:—|—/ /2u(p)|Du!2dxdt—|—/ /)x(p)|divu|2dﬂsdt
RN 2 0 JQ 0 JQ (11.34)
~ [, mlwl@)da.
RN

1 I
/ ip\UIQ(t,m) dx + 2/ / w(p)|Vu —t Vul|*dzdt
RN 0 JrRN

, (IL.35)
= / §P0|Uo|2($) dx.
RN

Supposons en plus que :
2u(p) + NA(p) = vA(p)

pour un certain v € (0,1). Il existe alors C > 0 tel que les solutions "régulicres" de (11.27)

vérifient :

d 1+ |ul?
dt ]RNP 2

(1 + [uf?)dz + 2 / u(p)[L + In(1 + |uf?)| Duf?dz < C / 1(p)|Vuf?dz,
2 ]RN ]RN
(I1.36)
avee |Vul* = 37, 37 [05u;]?.

Remarque 12. La BD entropie nous fournit donc une estimation de type H' sur la densité p
puisque Uon a un contréle de \/pV(p) dans LF(L*(RY)) pour tout T > 0.

On peut & présent définir la notion de quasi-solution au sens des distributions.

Définition 5. On suppose ici que pu et A vérifient la condition (11.28). On dit que (p,u) est une
quasi-solution faible globale (p,u) si elle vérifie au sens des distributions :

0 .
5P T div(pu) =0,

%(pu) + div(pu ® u) — div(2u(p) Du) — V(A(p)divu) = 0,

(p,u) =0 = (po,uo)-

(11.37)
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Plus précisément (p,u) est solution faible de (I1.27) sur [0,T] x RN pour tout T > 0 avec :
Prt=0 = po = 0, pus—o = mo, (I1.38)

po € L'(RY), \/poVg(po) € L*(RY), po >0,

11.39
VPoluo| (1 + v/In(1 + Juo|?)) € L*(RY), (139

~pe LP(LMRY), pVelp) € LF(LARY)), Jpu € LF(LH(RY)),
- ilp) Vu € LA(0,T) x RY), /plul/Ia(L+ [ul?) € L (LA(RY)),

avec p > 0 et (p, \/pu) satisfait au sens des distributions sur [0,T] x RN :

Ip + div(y/py/pu) =0,
p(0,x) = po(z),

et si légalité suivante a liew pour tout p(t,x) fonction test réguliére a support compact telle que

T
oo el0.0d+ [ [ Vamone + e o Vs
— < 2u(p) Du, Vo > — < A(p) divu, dive >= 0;

(11.40)

ou les termes de diffusion ont le sens suivant avec pour inconnues \/p et \/pu :
< 2u(p) Du, Vo >= — / /i%)(\fpuj)(‘)iigojdx dt — /2(\fpuj)ul(p)8i\fp8igojdx dt

-/ /i%)(\/ﬁ“j)aji@jdxdt— [ 2w (019 orsae

< ANp) divu, divp >= — / )\\(fpp)(ﬁui)ajigpjdx dt — /Z(Vﬁui)A/(p)ai\/ﬁﬁjgpjdx dt.

Dans [110], on obtient donc la stabilité des solutions faibles globales pour le systéme (11.41)
avec existence globale lorsque la donnée initiale est de la forme (pg, up = —V¢(pp)). La solution
s’écrit salors sous la forme (p, —V(p)) avec la densité p vérifiant (I1.30). De plus on étudie le
comportement hautement compressible des équations de Navier-Stokes compressibles dans le cadre
des solutions faibles globales du probléme suivant :

Ope + div(peus) =0,

. . . 1
O(peue) + div(peue @ ue) — div(2u(ps) Dus) — V(A(pe)divue) + E—QVP(pE) =0, (I1.41)
(pe, ue)t=0 = (po, uo),

avec € le nombre de Mach tendant vers 'infini. Plus précisément on observe que (p, u:;) converge
au sens des distributions vers (p,u) quasi-solution de (I1.30) avec donnée initiale (pp,up). On
obtient ainsi le résultat suivant (voir [110]).

Théoréme 8. Soit N >2, 1 <y <pavecp=+oosiN=2etp=3si N=3cetu(p) =p* avec
a>1- % (les coefficients de viscosité vérifient (11.28)). Supposons qu’il existe une suite (pr, un,)
de quasi-solutions du systéme (11.27) satisfaisant uniformément en n les estimations d’énergie de
la proposition 5 avec les données initiales suivantes telles que :

P8 >0, pt— po in LYRY), ppul — poug in LY(RY), (I1.42)
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et :

n |u6l|2 n nY |2 n1+‘u8‘2 n|2
[oma+E <o [ Vavepa<c e [ a0 m s e < o,
RN 2 RN RN 2
(IL.43)
(C est une constante indépendante de n). Alors a une sous-suite prés, (pn, \/pnin) converge forte-
ment vers une quasi-solution faible (p, \/pu) de (11.27) satisfaisant les estimations de la proposition
5. De plus lorsque vg = 0 on a existence de quasi-solution faible globale au sens de la définition 5
et unicité avec p solution de I’équation (11.30).
Supposons qu’il existe des solutions faibles (pe,ue) vérifiant la définition de [170] du systéme :

Ope + div(psus) = 0,
. . . 1
Ot(petie) + div(peue @ ue) — div(2u(pe)D(ue)) — V(A(pe)divue) + 6—2sz =0, (11.44)

(pe Us)/t:() = (po, uo)-

alors (pe,us) converge au sens des distributions vers une quasi-solution (p,wu) avec donnée initiale
(po, up) lorsque e tends vers l'infini (et ceci & une sous suite pres).
Si de plus po = —Vp(po) alors la densité limite p est solution de (I11.50).

Remarque 13. Rappelons que l’existence de solutions faibles globales pour le systéme (11.44) reste
un probleme ouvert. Cependant le cas du systéme de Shallow water visqueur o« = 1 a été résolu
récemment par A. Vasseur et C. Yu dans [202]. On peut alors espérer que ce résultat se généralise
a toutes les viscosités vérifiant la relation (I1.28) et la relation de Lamé (2) ce qui donnerait corps
a lexistence de solutions faibles globales (pe,ue).

Remarque 14. Mentionnons qu’a notre connaissance, il n’existe pas d’autres résultats sur la
limite hautement compressible pour les équations de Navier-Stokes et ceci quel que soit le choix
des coefficients de viscosité. Cela s’explique par le fait que lorsque le nombre de Mach tends vers
Uinfini on perd a priori toutes les estimations sur la densité si ce n’est la conservation de la masse
(c’est a dire la norme L' de p® qui reste bornée uniformément en ¢ ). Dans le cas des coefficients de
viscosité de type Bresch-Desjardins on tire partie de la BD entropie qui nous offre une contribution
additionnelle sur la densité, ce qui permet en particulier d’avoir assez de compacité pour considérer
un passage a la limaite.

Remarque 15. Lorsque ug = —V(po) et a > 1, la densité p° converge vers une solution p des
milieux poreuz. Si l'on suppose en plus que py est a support compact alors p(t,-) reste a support
compact pour tout t > 0. On a donc p°(t,-) = p(t,-) + f°(t,-) avec f(t, ) = p°(t,-) — p(t,-), on
peut penser au moins heuristiquement que la masse de f¢(t,-) c’est a dire la norme || f(t,-)|| ;1 est
petite en fonction de € (ce serait le cas si on avait une convergence forte dans L>(R*, L*(RN)).
Cela signifierait que p°(t,-) est essentiellement supportée dans un compact pour tout t > 0 modulo
une "petite” partie de la masse qui pourrait fuir a linfini. C’est exactement ce que [’on va montrer
dans le cas 1D dans [119].

Remarque 16. Rappelons que le résultat précédent assure simplement la stabilité des quasi solu-
tions, en effet on montre lexistence de solutions faibles globales seulement dans le cas de données
initiales de type ug = —Vp(po). Il n'est a priori pas simple de construire en général une suite
de solutions approchées globales du systéme (I1.27) qui vérifient uniformément les différentes en-
tropies de la proposition 5. Ce probléeme a été récemment résolu par A. Vasseur et C. Yu dans
[202] dans le cadre du systéme de Shallow-water visqueuz (c’est a dire Navier Stokes compressible
pour p(p) = pp et A(p) =0), nous croyons que ces idées pourraient s’appliquer au cadre des quasi
solutions et ainsi fournir ’existence de quasi solutions faibles globales.
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Quelques éléments de preuve du théoréme 8 : Commencons par montrer la stabilité
des quasi solutions faibles globales, pour cela supposons qu’il existe une suite (pn, Up)nen solu-
tions faibles globales dont les données initiales vérifient (I1.42) et (I1.43). Grace a la proposition
5 on déduit que \/pptn, /PuV(0(pn)) et /PrunIn(l + |uy|?) sont uniformément bornés dans
L>®(R*, L2(RY)) ainsi que /p,Vu, dans L?(RT, L?(R")). Enfin via la conservation de la masse
on obtient que p, est également uniformément borné dans L (R*, L'(RY)).

Cela permet en particulier dans le cas simple o = 1 d’avoir un contréle uniforme de /p, dans
L®(RT, HY(RY)). Via le théoréme d’Aubin-Lions on peut alors montrer que \/Pn converge forte-
ment & une sous suite prés dans L7 _(RT xRY) vers une limite ,/p avec \/p dans L™ (RT, H'(RY)).
Il reste a traiter les autres termes, on observe au moins pour le cas simple a = 1 que V(pnu,) =
VPr/PrVUn + \/PrunV\/pp est uniformément borné dans L7 (RT, L' (RY)) ceci via les estima-
tions d’énergie uniformes sur p, et u,. On obtient via le théoréme d’Aubin-Lions que p,u, converge
presque partout a extraction prés vers une limite pu. Cela nous permet de définir u sur ’ensemble
{p # 0} et de poser u = 0 sur 'ensemble {p = 0}. On montre ensuite que /p,u, converge
fortement vers \/pu en utilisant le gain d’intégrabilité sur u, (c'est a dire \/poup In(1 + |u,|?)
uniformément borné dans L>®(R*, L2(RY))) et le théoréme de la Vallée Poussin. Cela conclut la
stabilité des quasi solutions faibles globales.

On va maintenant considérer la limite hautement compressible pour le systéme (I1.44) lorsque
e tends vers +o0o. Supposons qu’il existe une suite de solutions faibles globales (pe,uc)e>1 du
systéme (I1.44) au sens de la définition introduite dans [170] (voir aussi [202]) avec pour donnée
initiale (pg, ug) ; alors on va montrer que (pg, ue)s>1 converge au sens des distributions vers (p, u)
une quasi solution avec donnée initiale (pg,ugp) et ceci au moins & une sous-suite prés. On peut
observer qu’en adaptant la proposition 5 on obtient les mémes estimations uniformes sur (p, u.),
il s’agit donc essentiellement d’utiliser les mémes arguments de compacité que pour la preuve de
la stabilité des quasi-solutions. Il y a juste le terme 6%P(pg) a traiter, mais puisque (au moins
pour v = 1) V,/p: est uniformément borné dans L*(RT, L?(RY)) on déduit par injection de
Sobolev que P(p.) est uniformément borné dans L>(R*, L' (R™)) pour des v pas trop grand, ce
qui permet d’assurer que E%VP(pg) converge vers 0 au sens des distributions lorsque £ converge
vers +00.

Observons maintenant que lorsque ug = —V¢(po), cela implique que vy = 0 et donc en utilisant
(IL.34) la BD entropie on déduit que \/p-v. converge fortement vers 0 dans L>°(R™, L2(R")).
Puisque /p- est uniformément borné dans L (L?(R™)) on en déduit que p.v. converge au sens
des distributions vers 0. Si I’on considére maintenant la premiére équation de (I1.29) cela implique
que p vérifie ’équation 11.30 :

Op — 2uAp® =0,

et ceci car on peut montrer que pd converge vers p® au sens des distributions au moins a une sous
suite prés. Par unicité de la solution de I1.30, cela conclut la preuve du théoréme. B

Dans [119] en collaboration avec Ewelina Zatorska on s’est intéressé a améliorer les résultats
précédents dans le cadre monodimensionnel, en effet on obtient une estimation précise sur le taux
de convergence de p. vers p en norme L (L%(R)) pour tout 7 > 0. Ceci nous permet ainsi dans
le cadre o > 1 (milieux poreux) d’évaluer de maniére précise la norme |[|p* (%, ) Lesuppp(,) |l 21 (r)
lorsque pg est & support compact. En effet on sait alors que la solution limite p solution des mi-
lieux poreux est & support compact tout au long du temps, il est alors naturel de comprendre et
d’estimer pour p° le poids de la masse "qui fuit & 'infini". On montre alors que celui-ci a tendance
a étre trés petit en fonction de % lorsque € est grand.

Théoréme 9. Soit v > 1, a > 1 et N = 1. De plus supposons que la donnée initiale (po,uo)
vérifie (11.39) avec :

uy = —+/pPo0z¢(po). (I1.45)
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Le systeme (11.44) admet une solution faible globale (pe,ue) au sens de la définition 5. De plus,
pe converge fortement vers p solution forte de l’équation des milieur poreux suivante :

8155_ 78:E$ﬁa = 07
(0%

(11.46)
p(0,z) = po(z),
au sens suivant, il existe une constante C' > 0 dépendant de pg telle que :
11
1o = o) (B) 11 qry < Cebed. (11.47)
De plus lorsque 1 < a < % il existe C' > 0 dépendant de pgy tel que :
1 1

[(pe = D)) lp2(m) < Ce(1 +tilezy), (I1.48)

pour tout t > 0. 51 'on suppose en plus que pgy est a support compact, et sotent —oo < a < b < 400
tels que :

supp|po] C |a, b],

alors il existe C' >0 et —o0 < a1 < by < oo tels que :
= supp[a(t, )] C [y — Cte1,by 4+ Ctet). (I1.49)
De plus il existe C' > 0 dépendant seulement de po tel que :

1
e (61 12y < Ced (£ Lz + 1)(L+ 75T, (I1.50)
ot Qf dénote le complémentaire de ;.

Remarque 17. Mentionnons que l’existence de solutions faibles globales pour le systeme (I11.44)
en une dimension a été obtenue par Q. Jiu et Z. Xin dans [138].

Remarque 18. Le théoréme 9 fournit donc un tauz de convergence vers 0 de (p: —p) et étend par
conséquent les résultats du théoréme 8 pour le cadre N = 1. Le théoréme précédent implique donc
que la masse distribuéle hors de Sy le support de la solution des milieux poreux correspondante
est petite et d’ordre €1. L’évolution du support (s est bien connue puisque les interfaces sont
gouvernées par les lois de Darcy (voir [203]). Cependant il n’est pas clair que ps soit également
solution d’un probléme a frontiéres libres. Il n’y a & priori pas de raison pour que supppe(t, -)soit
compact pour tout t > 0. Cependant la masse en dehors de y reste petite en fonction de € (elle
augmente par contre en fonction des temps grands). On peut donc 1dire que p(t,-) est une bonne

T :
approzimation de p(t,-) (au moins pour tout t < max(1l,c(e) '""TFe) avec ¢ petit) et on peut
parler de "vitesse de pmpagatzon presque finie".

Quelques éléments de preuve du théoréme 9 : On rappelle que la premiére équation de
(I1.29) s’écrit :

1
8tp6 - Eal’wp? + aaf:(pgvg) = 0, (1151)
et est satisfaite au sens des distributions. La BD entropie implique que :
1 C
sup |[|v/peve(t) || z2m) < ﬁllpolle(R) — (11.52)
0.7] ey —1)2

On pose ensuite R. = p. — p (avec p solution de I’équation des milieux poreux), il découle alors
via (IL.51) que R, satisfait I’équation suivante au sens des distributions :

1 a - _
8tRE - aaﬂﬁx(ps - P ) + aft(p5v€) - 0’ (1153)
R.(0,z) =0, zeR.
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On va utiliser une méthode de dualité développée en particulier par J.-L. Vazquez (|203] section
6.2.1). On va tester (I1.53) par ¢ € C°((0,7] x R), on obtient alors :

T 1 o T _
/0 /R (R0 + (2 — 57) Aap) it + /0 /R (peve) Byt t — /R (Ro4)(T) dz = 0.

(IL.54)

On pose maintenant :

pe—p* - 5
a(t,x) = pe—p it pe 7 ’i
0 lf p& - pa

on peut alors réécrire (I1.54) comme ceci :

/ / atw+—amp dxdt+/ /pgvg xwdxdt—/(Rgib)(T)dxzo. (I1.55)

On va ensuite résoudre le probléme rétrograde suivant avec M > 0 :

o) + éanAd} =0, (t,2)€[0,T] x (=M, M),
W(t,—M) = (t, M) =0, te0,T], (IL.56)
(T, z)=0(x), x€(—M,M),

ouf € C3°((—M, M)) et ay, est une approximation réguliére de a telle que 0 < 7 < a,, < K < 400.
Le systéme précédent (I1.56) est alors parabolique et admet une unique solution ¢ sur [0, T]. De
(IL.55) on a alors :

/RRE(T)de: ;/OT/RRE(a—an)Awdde/OT/R(pavg)awdxdt, (I1.57)

T T
(pov.)0uth A dt' + / / Rl |(a—ap)| |Ouatt| dzdt.  (IL58)
R 0 R

et :

T)0dz| <

On a besoin d’informations sur ¢ et on peut montrer par des estimations d’énergie que :

T T
/ /(axw)de dt + 1/ / an(Ap)?dx dt < |00 2 (g)- (I1.59)
0o JR aJo JR ®)

En utilisant 'inégalité précédente, (I1.58) et le fait que supp ¢ et supp 0 sont inclus respectivement

dans [0,7] x [-M,M] et [-M,M], on a :
%
\ [ Rm0as] < o] e ( / / la—anl’ |2da:dt) T loevell eozesom)
(I1.60)

Suivant J.-L. Vazquez dans [203], via une suite d’approximation de a,, on peut montrer que Vn > 0

il existe a, tel que :
M, _
/ / la = an|” “"' IR-|? da dt < 8. (1L.61)

Cela donne donc dans (I1.60)

‘/RRE(T)de

1
< O110:01| 2wy (1 + T2 |v/Pell oo (0,135 () |1/ P Ve | oo (0,1522 (R)) ) - (11.62)
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On a alors :

”POHL i
[ Rery9as] < Clontlag PV T Bl ey 3
< C”ax9\|L2(R)€%T%-
Par dualité on en déduit que :
1 1
|R(T)|| -1 (m) < Ce2T7, (11.64)

pour tout 7' > 0. On montre ensuite facilement en utilisant les estimations d’énergie que R, est
uniformément borné dans L>(R*, H'(R)), on déduit donc par interpolation que :

|R(T)| 2y < Cei(ng +Ti Ir>1). (I1.65)

Cela montre donc I'inégalité (I1.48). On va maintenant s’intéresser & montrer (I1.50) lorsque la
densité initiale py est & support compact. Sous ces hypothéses on sait que supp p(t,-) reste a
support compact pour tout ¢ > 0 et satisfait (I1.49). En effet puisque supppp est inclu dans [a, b],
on peut considérer une Barrenblatt U(t1, M) telle que pour un certain temps ¢; > 0 on a :

[pollee ) < U (t1, M) Loo(m)-

La derniére inégalité est vraie si M est assez grand avec M dépendant de ||pg||r~ et de % (voir
la formule (I1.31)). On peut maintenant utiliser le principe du maximum pour les équations des
milieux poreux ce qui implique que :

[P()[| ooy < IU(t1 +t, M) Lo (r)-

Cela sous-tend en particulier que suppp(t,-) est inclu dans [a; — C(t + tl)a%l,bl +C(t+ tl)a%l}
pour certaines constantes —oo < a1 < by < oo et C' > 0. On a maintenant :
llp=(t)1acllLr ) < llpollrwy — llp=() 1M1y  (via la conservation de la masse)
<o) 1a,llLrw) = llpe(O) 1, 1w
< N(a(@) = p(t) 1ol (m) (11.66)
< |7 ]|A(t) = p() |2y (via les inégalités de Holder)
1
< Cei(tilys +1)(1+1%@ ) (en utilisant (I1.49) et (I1.65)).

Cela conclut le théoréme 9. [J

I1.4 Petite incursion dans I'incompressible, Navier-Stokes incom-
pressible a4 densité variable [107]

On va s’intéresser ici au systéme de Navier-Stokes incompressible avec densité variable qui
s’écrit comme suit :
Op + div(pu) =0,
O(pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)Du) + VII = pf, (I1.67)
divu = 0, (p,u) 1—0 = (po, uo)-
Ici u = u(t,z) € RY correspond a la vitesse, p = p(t,z) € R est la densité, et Du = 3(Vu+'Vu)

le symétrisé du gradient Vu. u est le coefficient de viscosité du fluide et vérifie 1 > 0. Le terme VII
(en fait le gradient de la pression) peut-étre vu comme un multiplicateur de Lagrange associé a la

o8



contrainte d’incompressibilité divu = 0. Nous désignons en plus par (pg, up) les données initiales
du probléme et f est une force extérieure.

On va considérer ici I’étude du probléme de Cauchy pour le systéme de Navier-Stokes incompres-
sible avec densité variable dans RY lorsque N > 2. Plus précisément on va essayer de répondre
a la question de l'existence de solutions fortes en temps fini pour des données initiales ayant une
régularité critique pour le scaling des équations. Rappelons en effet que le systéme (I1.67) est
invariant par le changement d’échelle suivant :

(p(t,z),u(t, ), I(t,z)) — (p(N\*t, Ax), \u(\*t, Ax), N2 TI(\%t, Ax)) VA > 0. (I1.68)

R. Danchin dans [55, 56| a pour la premiére fois montré I'existence de solutions fortes en temps

N N
. . 5 51
fini pour N > 2 dans des espaces critiques avec (¢go = po — 1,up) € (322,00 N L°°) X 32271 . Ce

résultat a ensuite été amélioré par H. Abidi et M. Paicu dans [1] qui traitent des données initiales
N

N
(qo,up) € (Bp’foo N LOO) X B;;f,1 ! appartenant a des espaces de Besov plus grands avec ici (p, p1)
bien choisis. D’autre part on peut observer une certaine forme de découplage entre la densité et
la vitesse puisqu’ils ne sont pas nécessairement choisis dans des espaces de Besov ayant le méme
indice de Lebesgue.

Enfin dans des travaux récents trés intéressants R. Danchin et P. Mucha dans [63, 64| améliorent

les résultats précédents en terme de régularité sur la densité initiale puisque celle ci peut étre
N N

choisie dans I’espace de multiplicateur M(BZ 1 1) associé a Bg 1_1. Cela leur permet en particulier
de choisir des densités initiales avec deux phases distinctes (ce qui est évidemment une probléma-
tique trés importante d’un point de vue physique) . Pour ce faire ils étudient le systéme (I1.67)
d’une maniére différente puisqu’ils le réécrivent en formulation Lagrangienne ce qui simplifie les
choses lorsque 'on cherche a obtenir I'unicité de la solution. Mentionnons également un résultat
d’existence de solutions fortes globales di & H. Abidi et al dans |2, 3| qui prouvent l'existence de
solutions fortes globales avec donnée initiale petite pour la vitesse uy et donnée initiale grande
pour la densité pp en dimension N = 3.

Une particularité de ces travaux est de considérer des espaces de Besov de données initiales avec

troisiéme indice 1. En effet sous ces conditions on peut prouver que le gradient de la solution Vu
N

appartient a ’espace LIT(B;E 1) qui s’injecte dans LIT(LOO). Ceci permet ainsi d’estimer la densité
p via I’équation de transport puisque notre champ u est Lipschitz.
Rappelons que dans le cadre classique des équations de Navier-Stokes incompressibles M. Can-

none, Y. Meyer et F. Planchon prouvent dans 27| 'existence de solutions fortes en temps fini
N

N_g
pour ug € By, avecl < p < 400 et 1 <r < 4oo (mentionnons que ces résultats ont ensuite
été étendus au cas d'une donnée initiale dans BMO~! par H. Koch et D. Tataru dans [152], voir
aussi le livre de P.-G. Lemarié [160]). Il est donc naturel d’essayer d’étendre les résultats [55], [56]
N

et [1] au cas d’une vitesse initiale choisie dans Bgr_l avec 1 <p < +4ooetl<r<+oo. Clest ce
que nous allons montrer dans le théoréme suivant. On va réécrire le systéme (I1.67) lorsque p ne
s’annule pas sous la forme suivante avec a = p~1 — 1 :

oa+u-Va=0,

du+u-Vu+ (14 a)(VII - pAu) = f,

divu = 0,

(a,u) ji=0 = (a0, uo)-

(11.69)

On obtient alors le résultat suivant pour des espaces de Besov non homogénes.
Théoréme 10. Soit 1 <r <oo, 1 <p; <00, 1<p <0 ete>0 tels que :
N

N N N
—te< —41 et ——1<—.
P1 D2 b2 p1
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N _q - N _q N
Supposons que ug € Bz, avec divug =0, f € L}, (R, Bp2, ) et ag € Bpl o , avec pg > c1 > 0.

Si p% + p% >+, il existe T > 0 tel que le systeme (I11.69) a une solution (a,u) avec :

N

~ +£ ~ N _q ~ N 1
a € C(0,T), Bilos’ ), ue (C0,T); Bz, )NLY0,T, B2, )"
~ N_q

et VI € LY(0,T, B2, ).

; ; 2 o1, 1
La solution est unique si 5 < or + s

Remarque 19. On peut observer que la donnée initiale sur la densité py est choisie légérement
N

surcritique, i.e ag € Bﬁf;ﬁ avec € > 0. Cela implique que les données initiales ne sont pas
invariantes par le scaling des équations (d’autant plus que 'on travaille dans des espaces de Besov
non homogénes) et de ce point de vue la le résultat est plus faible que [55], [56] et [1]. Cependant
notre résultat est par contre plus fin en terme d’espace critique pour la vitesse initiale puisque
notre troiseme indice peut étre différent de 1.

Enfin il est a noter que nos résultats permettent d’avoir [’existence de solutions faibles pour des
données initiales trés proches des espaces limites suivant : L x LN et WY x BMO™! qui sont
a constdérer comme des cas critiques.

On peut voir ce résultat comme une extension des travauzr de Fujita-Kato [84] et Cannone-Meyer-
Planchon [27] au cas des équations de Navier-Stokes incompressibles a densité variable.

Remarque 20. Enfin dans [34] en collaboration avec F. Charve, on montre l’existence de solutions

N
fortes globales pour des données initiales dans By x (H%_IHB;}J) lorsque p(p) = pp. Ce résultat
est critique pour le scaling des équations et permet d’étre au niveau des données initiales a la Fujita-
Kato avec un petit supplément de régularité dans B;O{l. Cependant il ne recouvre pas le cas des
espaces de Besov a toisiéme indice plus faible que 2.

Quelques éléments de preuve du théoréme 10 : La difficulté principale consiste & estimer
la densité p via I’équation de transport lorsque la vitesse u n’est pas Lipschitzienne. En effet
lorsque 'on reprend les résultats de M. Cannone, Y. Meyer et F. Planchon [27] dans le cadre
de Navier-Stokes incompressible, on ne peut espérer mieux qu’un controle de la vitesse u dans

N
ZlT(Bﬁf:r 1). Ceci implique que u est seulement log Lipschitz ce qui va nous permettre malgré tout
d’estimer la densité p via ’équation de transport mais ceci avec une perte arbitrairement petite
de régularité.
Commencons par rappeler certaines définitions et propositions dties & H. Bahouri, J.-Y. Chemin
et R. Danchin (voir [8]).

Définition 6. Soit I' une function croissante sur [1,4+o0c[. On note Br(RY) l’ensemble des fonc-
tions bornées @ valeurs réelles telles que u € Br(RY) si :

IV Sjull Lo

F(Zj) < +00

[ullBr = llull e + sup
§20

On rappelle maintenant une proposition diie & J.-Y. Chemin pour '’ensemble Br(RY) (voir

[8])-

~ |
Proposition 6. Soit ¢ > 0 et u € LL(BJr ) alors on a u € LL(Bpr(RY)) avec T'(t) =
(—logt)lﬁ_% pour 0 <t <1.

Afin de mesurer précisément la régularité du champ de vecteur w, on introduit comme dans |8|
la notation :

2j S
/ r2 [|VS,v(t
S 2 || JU( )HL”2

= - < +o00. 11.70
>0 (j+1) ( )

60



. / N . e
On remarque que si p2 = +o0 alors V,,, , correspond exactement & la norme || Br|| de la définition

6. On va maintenant étudier la solution de ’equation de transport suivante :

{8ta+v~Va:g

2(0.) = a0 (1L.71)

H. Bahouri, J.-Y Chemin et R. Danchin obtiennent dans [8] le théoréme suivant.

Théoréme 11. Soient (p1,p2) € [1,+00]? tels que 1 < p; < po avec o satisfaisant o >

—1 = Nmin(L,3) et o <1+ %. Supposons en plus que V., . soit dans L*([0,T]) pour a €

P2’ py R P2,0
10,1[. Soit agp € By ., g € L%(thoo) alors Uéquation (11.34) a une unique solution a €
([0, 7],n

/
o' <o Bpy.00) €t Uestimation suivante a liew pour € > 0 suffisament petit :

< C(llaoll g

p1,00

C 1
F19lzy ) &P (o (ViwaT)TF),  (1172)

”CLHZ%O(Bg;go)
ot C' dépend seulement de o, p, p1, o et N.

Remarque 21. Dans la suite, nous utiliserons le théoréme 11 et la proposition 6 lorsque p1 = 00
eta=1+¢ — % avec €' > 0. En effet puisque nous travaillerons avec une vitesse u qui sera dans

~ N
LY (Bp2, ) (avec 1 <r < 00), en utilisant la proposition 6 et la définition 6 on en déduit que :

t
/ / / <
J) Veat )l Sl e

oo )

Cela permettra ainsi d’avoir des estimations sur la densité p.

On peut donc & présent via la remarque précédente 21 estimer la densité a modulo une perte de

~ 4
régularité arbitrairement petite lorsque u appartient a 'espace LL.(Bp2, ). Il s’agit maintenant
N

~ Ny
de vérifier que la vitesse u appartient bien a 'espace LlT(B;;r ). Pour ce faire on va chercher u
sous la forme v = ur, + u avec uy, solution de I’équation de Stokes avec terme source f et donnée
initiale ug. Cela implique que via la proposition 17 :
T oo %_1 T1 %—H
ur, € L=(Bpir )N L (Bpsr ).
On remarque maintenant que u vérifie le systéme suivant :

ou — p(l+a)Au+ (14 a)Vﬁ = H(a,u, VII),
divii = 0, (11.73)
u(0) =0,

avec .

H(a,u,VII) = a(pAur, — VIIL) —u - Vu.

Il s’agit alors d’étudier I’équation linéaire suivante avec w l'inconnue :

Ot — (14 a) AU + (14 a)VII = G,

divu = 0, (I1.74)
u(0) = 0.
On peut montrer les estimations suivantes en s’inspirant de [57] :
o le@)? x  ds
~ p oo
. xy _ xy Se KR [/ Ny (IL75)
LE (Bygr Ly (Bpg.r ) Ly (Bp3r )
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N

Il est donc important a ce stade de controler la densité a au moins en norme LQT(BE 00 N L)
N

et donc en particulier en norme LY (Bp) o0 N L*). Ceci se comprend assez bien si I'on regarde le
terme aAu comme un terme de reste "petit" (ceci peut se faire si on décompose a en un terme

infiniment régulier "grand" plus un terme "petit", ceci par densité), en effet pour ne pas avoir de
N

. . . ~ 1 e
perte de dérivée sur ce terme de reste il est crucial que aAu reste dans 'espace LL(Bp2, ) avec

Au appartenant a ce méme espace. Pour ce faire a doit étre dans un espace de multiplicateur de
N N

~ oA N
L (Bp3, ) et il s’avére que LT (Bp; 00 N L) en est un.

Le jeu consiste donc maintenant & estimer a via I’équation de transport de telle sorte que a
N N

appartienne & L3 (Bp} o N L™). La seule possibilité est donc & priori de prendre ag dans By}
avec € > 0 puisque 'on aura une perte de dérivée via le théoréeme 11.

Dans notre cas présent on peut donc utiliser I'estimation (I1.75) appliquée a u solution de I’équation
(IL.74) avec G correspond au terme de reste :

G = H(a,u,VII) = a(pAuy, — VII1) — u - Vu.

On estime ce G via des lois de paraproduits classiques et on applique un argument de bootstrap
N N

N Ny Ny o
pour conclure que @ est dans Uespace L (Bp2, )NLA(Bp2, ). Afin d’obtenir la régularité corres-

pondante sur a on applique le théoréme 11. Cela conclut la preuve de 'existence, la partie unicité
est quand a elle plus standard (voir [55]).

II.5 Ouvertures

R. Danchin et P. Mucha ont montré dans [63, 64] des résultats extrémement intéressants concer-
nant l'existence de solutions fortes critiques pour le systéme de Navier-Stokes incompressible &
densité variable avec coefficients de viscosité constants; en effet ces derniers réussissent a consi-
dérer une densité initiale pouvant admettre deux phases distinctes induisant ainsi une interface
discontinue. Il serait intéressant de généraliser ce résultat au cadre du systéme de Navier-Stokes
compressible ou du moins I’étendre au cas du systéme de Navier-Stokes incompressible a densité
variable avec cette fois-ci des coefficients de viscosité dépendant de la densité.

Une autre question d’envergure restant actuellement en suspens est l'existence de solutions fortes
globales en dimension N = 2 pour le systéme de Navier-Stokes compressible avec coefficients de
viscosité constants ou non. On rappelle que le seul résultat existant & ’heure actuelle est da a
V. A. Vaigant et A. V. Kazhikhov dans [199] lorsque p(p) = u > 0 et A(p) = A\p® avec A > 0
et > 3. Une des difficultés principales est évidemment de controler la norme L™ de p et % ce
qu’arrivent a faire V. A. Vaigant et V. Kazhikhov pour ce choix de coeflicients de viscosité. Il
serait également intéressant d’essayer de montrer un tel résultat pour les quasi-solutions sachant
que l'on connait déja certaines solutions irrotationnelles explicites avec données initiales grandes
pour N > 2. Dans la méme veine I'existence globale de solutions fortes en dimension N = 2 pour
Navier-Stokes incompressible & densité variable reste ouverte dans le cas de coefficients de viscosité
dépendant de la densité p. Si dans ce cas le controle L™ de p et L est offert via I’équation de
transport sur la densité, il semble cependant délicat d’obtenir de bonnes estimations de régularité
pour la vitesse u.

Enfin il serait également important de pouvoir infirmer ou confirmer ’existence de solutions au-
tosimilaires & données initiales petites pour le systéme de Navier-Stokes incompressible & densité
variable. Ce résultat est bien connu pour Navier-Stokes incompressible (voir [27, 152]) ; dans notre
cadre la difficulté provient essentiellement de 'aptitude a conserver une régularité "autosimilaire"
autre que la norme L pour la densité lorsque la vitesse u n’est pas Lipschitz.
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Chapitre 111

Systémes capillaires

Dans ce chapitre on va s’intéresser aux systémes capillaires, c’est-a-dire les systéemes de Kor-

teweg locaux et non locaux ainsi que le systéeme d’Euler Korteweg. On étudiera dans une premiére
partie existence de solutions fortes a données petites dans des espaces critiques pour le systéme de
Korteweg local. Dans une seconde partie on s’intéresse au lien entre le systéme non local introduit
par C. Rohde dans [181] et le systéme de Korteweg local, plus particuliérement on montre qu’en
choisissant judicieusement le noyau ¢. alors les solutions fortes globales avec données petites de
(NHYV) tendent vers celles de (NSK) avec un tauzr de convergence en €. Ensuite on montrera
rigoureusement que les solutions fortes du systéeme de Korteweg local convergent en une dimension
vers une solution entropique du systéme de Fuler compressible lorsque les coefficients de viscosité
et de capillarité convergent vers 0 avec k = p®. Cela montre que pour ce régime critique le systéme
de Korteweqg local permet de sélectionner les "bonnes” solutions physiques pour le systéme d’Euler
compressible.
Dans une derniére partie on considérera le systéme d’Euler Korteweg et on montrera que ce sys-
teme admet des solutions fortes globales pour des données irrotationnelles petites. Pour ce faire on
prendra en compte les propriétés dispersives du systéeme en utilisant la théorie de non résonances
temps-espace.

III.1 Solutions fortes dans des espaces critiques pour le systéme
de Korteweg local [112]

Commencgons par rappeler les équations du systéme de Korteweg local :

0

— div(pu) = 0,

%tp +ivion) (IIL.1)
a(pu) + div(pu @ u) — div(2u(p)D(u)) — V(A(p))divu) + VP(p) = divK,

ou le tenseur de capillarité s’écrit :
: 1 / .
divK =V (pr(p)Ap + 5 (5(p) + pri (p))[Vpl*) = div(k(p)Vp ® V), (I11.2)

avec kK le coeflicient de capillarité qui est une fonction réguliére dépendant de la densité p. Le
tenseur de capillarité divK permet de décrire les variations de densité & l'interface entre deux
phases généralement un mélange liquide-vapeur. P correspond au terme de pression et on a D(u) =
%(Vu +! Vu). Les deux coefficients de viscosité p et A dépendent de la densité p et vérifient les
conditions de Lamé. On va dans cette section considérer des coefficients de viscosité et de capillarité
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particuliers correspondant au cadre de Shallow water visqueux et de la pression quantique :
K
1(p) = pp, AMp) = Ap et k(p) = 5

aver (i, k > 0 et 2u+ A > 0. On peut réécrire le systéme (II1.1) sous la forme suivante avec ¢ = Inp
et F'(p) = PT(’)) (on suppose ici que p ne s’annule pas) :

01q + u - Vq + divu = 0,
Ou+u - Vu — pAu —2uVgq - D(u) — (A + p)Vdivu — AdivuVq + VF(p)

) (111.3)
= kVAq + 5V(|Vg]?),

(q,u) t=0 = (In po,up).

On va s’intéresser & montrer ’existence de solutions fortes globales avec données initiales petites et
ceci pour des espaces de données initiales les plus grands possibles. Rappelons que R. Danchin et

B. Desjardins dans [62] prouvent 'existence de solutions fortes globales avec des données initiales
N

) ~N_ N N_q L .
petites (po — 1,up) dans By, 2 x (By};, )Y. Dans le théoréme suivant on raffine donc 'espace
de données initiales en permettant notamment le choix de données initiales grandes pour I’énergie
du systéme (IIL.1).

Théoréme 12. Soit N > 2. Supposons que wuip) = ,up, Ap) = Ap avec > 0, 2u+ A > 0 et
P(p) = Kp avec K > 0. Soit qp € B Ly et ug € B 900 alors il existe eg > 0 tel que st :

llgoll -y 1 5y + lluoll _y 1 < eo. (IT1.4)

200 2,00

le systeme (II1.3) admet une unique solution globale (q,u) avec :

~N _ N

~ N
g€ L®(R", B2 ERR

Flmpt Bot Foomt pa I\ A Flmt patl
)ﬂL(]R B et u € L (R B )ﬂL(]R B ) (1115)
2,00 ) 2,00 ) H2,00 /° .

~N_1 N N _
Si en plus de Uhypotheése (111.4) on suppose que (qo,uo) apartient a l'espace By by By et
que qo € L alors il existe une unique solution (p,u) du systéme (II1.1) avec ¢ = Inp. De plus
pour tout temps T > 0 il existe Cr > 0 dépendant de T tel que :

1
H;HL%"(LOO) + ol zse (z<y < Cr

Enfin pour tout tempsT >0 on a :

N N
~N1 840
2 72

By

~ N ~ ~ N _ ~1 Nq
g € LF(BR,) N LY ) et we LF(Bgy )NILN B2 ). (I11.6)

Remarque 22. [l est important d obsemer que les systémes (111.3) et (I11.1) ne sont équivalents
que si on controle la norme L™ de L. C’est ce que l'on montre dans la seconde partie du théoréme
précédent et c’est ausst la partie la plus délicate puisqu’on travaille avec des espaces de Besov qui

n’ont pas de troiséme indice égal & 1 comme c’est le cas dans [62]. En effet dans [62] le fail de
N

controler la densité dans 327,1 qui s'injecte dans L permet d’éviter la présence de vide. Dans notre
cas il s’agira d’utiliser de maniére assez fine des résultats de type principe du mazimum, et en
particulier caractériser certains espaces de Besov en fonction du semi-groupe associé au systéme
linéarisé associé a (II1.3).
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Remarque 23. Ce résultat étend donc les travaux de [62] en terme de régularité sur les données
initiales (qo,up) qui peuvent étre choisies juste dans (H% N L) x (H%_l)N, mais son intérét
principal est surtout de pouvoir travailler avec des données initiales pas nécessairement petites en
dimension N = 2 dans les espaces d’énergie.

Mentionnons enfin que ce résultat peut s’étendre & des pressions plus générales ou au cas des
coefficients de viscosité et de capillarité constants si ce n’est que la condition de petitesse sera sur
(H> NL®) x (H2 )N,

Quelques éléments de preuve du théoréme 12 : Dans un premier temps il s’agit de
montrer l'existence de solutions fortes globales pour le systéme (IIL.3) lorsque (qo,ug) vérifie la
condition (III.4). Il s’agit essentiellement d’étudier le systéme linéaire suivant :

th + divu = F,
Ou — pAu — (X + p)Vdivu + KVq — kVAq = G, (II1.7)
(¢,u) t=0 = (In po, uo)-

et de montrer de bonnes estimations dans les espaces de Besov. On a alors la proposition suivante
trés proche de ce qui est fait dans [62].

17

|z
N

-1

N
Proposition 7. Soit (q,u) la solution du systeme (111.7), (qo, uo) dans By'o, ' * x By’ et (F,G)
- AN N N
dans Ll(R+,BQfool’ 2) x LI(R+,BQ?001) on a alors :
1@z o 5F 0¥ g noy T ¥ e ) B (111.8)

@0, w0)|y 1y +I(F.C)

2,00 2,00

||~ N N N _q1.-
LY (R+,B2 " Z)xLYR+,BZ_ )

On obtient alors 'existence de solutions fortes globales avec données petites via un point fixe,
on peut cependant relever qu’on ne demande aucun contréle sur la norme L*° de ¢ et ceci s’ex-
plique par le fait qu’on n’a pas réellement de termes non linéaires & cause de notre choix trés
particulier sur la pression et les coefficients de capillarité et de viscosité. Typiquement si ’on avait
choisi une pression de type P(p) = Kp'*t® avec a > 0 on aurait eu un terme de la forme Ve®?
A estimer, et ce dernier aurait nécessité un contréle L™ de ¢ afin d’appliquer un théoréme de
composition.

Montrons maintenant la seconde partie du théoréme 12 qui est la plus délicate & savoir les esti-
mations L sur p et %. On va commencer par étudier le systéme linéaire suivant :

0yq + divu = 0,
O — pAu — (A + p)Vdive — kVAg = 0, (I11.9)
(¢(0,-),u(0,-)) = (g0, uo).

Nous allons & présent caractériser certains espaces de Besov en fonction du semi-groupe B(t)
associé au systéme (II1.9). Cela nous permettra d’obtenir une borne L* sur ¢. On a la proposition
suivante.

Proposition 8. Soit s un réel strictement positif et (p,r) € [1,+00]?. Soit (q,u) la solution de
(I11.9) avec (q,u)(t) = eB® (qo, ug) et avec la notation suivante :

(VQ7 ’LL) (t) = eB(t)(vq(b UO)'
Alors il existe une constante C > 0 satisfaisant :

I 1% (Yo, w) 12 e,y < Cll(Van, w0l oz ¥(Vao.wo) € B2, (IIL10)
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Nous pouvons maintenant prouver des estimations L™ sur ¢ solution du systéme (II1.9).

N N_q
Proposition 9. Soit gy € By, ugp € By'y et go € L. Soit (q,u) la solution du systéme I1I1.9,
alors nous avons pour tout temps T >0 :

sup (VE[(Vg, u)(t,)llz=) < Cll(Vao, wo)| x -,

te[0,7 2,2

(I11.11)
lallzge (roey < llaollzee + ClI(Vao, uo)l

By

Preuve : La premiére estimation dans (III.11) est une conséquence directe de la proposition

N
8 appliquée a p = 400, r = +00, § = % et en utilisant I'injection de Bf;l dans Bo_ol,oo'
Soit € la solution fundamental du Laplacien. On va appliquer maintenant l'opérateur (A)~!div
4 la seconde équation de (II1.9) et en utilisant la notation suivante ¢ = (A)~*divu, on obtient le
systéme suivant :

1

O — ~Aq = ——e,
1 M

Oc — plAc — kAgq = 0.

I s’agit maintenant de prouver que g apartient a L3°(L>) pour tout T > 0; par la formule de
Duhamel on a :

5 IR
q(t, ) = en®qo — / ent S)Aﬁtc(s)ds. (IT1.12)
K Jo
Par le principe du maximum on sait que :
54N
lle g0l oo (roey < Nlgoll poo @)- (T11.13)

Il reste a traiter le terme f(f eﬁ(t_s)Aﬁsc(s)ds, quelques calculs donnent :

E(t—s)A : —
enI00ue(s) = D OK (=) He (B) 7 Dutu(s. ) (IIL14)

avec *, la convolution en espace et i = g :

x 1 _l=?

K(—&)=———Fe¢€ .

V' (4rat)

On en déduit que :
—2x; 1 ||

e 4n(t—s)

Oi[K(

=T G E

et on obtient aprés changement de variable :

) < 2

Vt—s t—s

Par I'inégalité de Young il vient pour tout 0 < s <t :

19: [ (

10 [ K ( )] #o (A) 1 Osui(s, ) sup V/s|/(A) " dsu(s)|| oo (IIL.15)

1
||L°<> < Li
¢ Vit —5+/5 0<s<t

avec C' > 0. En appliquant (A)~! & la seconde équation de (II1.9) on observe que :

t —

V)

(A u = pu + kVyg. (I11.16)

66



On peut alors conclure en utilisant (I11.14), (II1.15) et (II1.16) qu'il existe C' > 0 tel que :

H/ =929 (s s (u) < (S0 V5IA Lou(s)]| ) / F\f

<7 sup Vs|lpu(s, )+ kVq(s,-)| L=, (I11.17)
0<s<t
< Cm sup /s (u(s, "), Va(s, ) Lo
0<s<t

En combinant la premiére estimation de (II1.11) ainsi que (III.17) et(III.13) on montre que pour
tout T' > 0, il existe C' > 0 tel que :

gl zse £y < llaollze + Cl[(Vago, uo)||

32%2’1‘
Cela prouve la proposition III.11. O
Il s’agit a présent de montrer que ¢ est dans L3°(L>) pour tout T' > 0 avec ¢ solution du systéme

(IT1.3). On peut commencer par montrer puisque 'on suppose en plus que (qo,up) sont dans
N

~N_1 N N_q . . .
Byy ? x Hy, ~ que la solution (q,u) du systéme (II1.3) appartient a I’espace suivant :

2 Ly +2 Foo pa ! Tlp>2
LT(BM)DL(BM ) X LT (Byy )mL(B22 )
Pour ce faire il s’agit d’utiliser des arguments assez classiques de stabilité de la solution, en d’autres
mots la régularité des données initiales est conservée. On peut maintenant utiliser une formulation
de type Duhamel de tel sorte que 1'on a :

(q(t), u(t)) = e®D(qo, uo) + /O eB=9)(R(q, ), KVqr, + Ri(q,w))(s)ds.

R(q,u) et Ry(q,u) désignent des termes de reste quadratiques qui sont plus réguliers que e2®) (go, ug),
N _

N
en effet ils appartiennent a L} (B221 bz ) X L} (32 1 ) pour tout 7" > 0. En effet lorsque I'on ap-
plique les lois de paraproduits on obtient un effet régularisant sur le troisiéme indice de I’espace
de Besov qui devient 1 (essentiellement car on a une inégalité de Holder sur le troiséme indice de
type 5 141 3= = 1) Ceci permet d’observer que f eBU=5)(R(q,u), KVqr, + R1(q,u))(s)ds appartient

a LOO(B;1 L3 ) X L°° (3221 ) On en déduit donc que g est la somme de e(B®) (qg, ug))1 qui appar-

~ ~N_1 N
tient & L3°(L°°) pour tout 7" > 0 via la proposition précédente et d'un terme dans L3°(By;, ' ?)

qui s’injecte dans L3°(L°). On a donc montré le résultat souhaité. Puisque ¢ = Inp cela assure
donc le controdle de p et % en norme L (L>) pour tout 7' > 0. Le systéme (II1.3) et (II1.1) sont
alors équivalents et ca conclut la preuve de notre théoréme.

III.2 Du systéme de Korteweg non local au systéme de Korteweg
local [33]

Cette section est le fruit de collaborations avec F. Charve (Université Paris Est). On souhaite ici
faire le lien entre le systéme de Korteweg non local a interfaces discontinues introduit par C. Rohde
dans [181] et le systéme de Korteweg local isotherme a interfaces continues ; plus particuliérement
on va montrer qu’en choisissant judicieusement le noyau ¢, intervenant dans (NSK) (p 25) alors
les solutions fortes globales avec données petites du systéme de Korteweg non local tendent vers
celles du systéme de Korteweg local (II1.1) et ceci avec un certain taux de convergence que l'on
précisera. Cela induit en particulier que les solutions (pe,u.) du systéme non local ont tendance
a se régulariser lorsque ¢ tends vers 0 (la régularité se propage vers les hautes fréquences) ou en
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d’autres termes que l'interface discontinue se régularise petit a petit.

Dans cette section les coefficients de viscosité et de capillarité seront systématiquement choisis
constants. Commengons d’abord par rappeler le systéme de Korteweg non local introduit par C.
Rohde dans [181] :

Op + div(pu) =0
(NSK) O(pu) +div(pu ® u) — pAu — (A + p)Vdivu + V(P(p)) = kpV D]p]

(pt=0, ut=0) = (po, uo),

avec : Dlp] = k(¢ * p — p), Kk le coefficient de capillarité et ¢ vérifie :
¢ € L®°RY) n WhHHRN), /gzb(x)daj =1 et ¢>0.

Puisque 'on veut passer du systéme non local au systéme de Korteweg local, on va faire varier le
tenseur de capillarité en choisissant judicieusement le noyau ¢. tel que :

be= o) et b() = e

Remarque 24. Puisque la transformée de Fourier de ¢. vérifie gZ)Ag(f) = e_€2|§‘2, on remarque que
pour & fixé on a :

o~

(&) —1
tim 7L e

Cela explique en particulier pourquoi ce choix de ¢ puisqu’au moins heuristiquement le tenseur
de capillarité p. 5V (¢e * pe — pe) converge vers —kpV Ap lorsque € tends vers 0.

On est donc amener a étudier le systéme suivant :

Ope + div (peus) =0,
NSRW, . K
( ) Or(peue) + div (peu @ ue) — Aue + V(P(pe)) = pe?v(‘be * e — Pe),

avec :
Auz = pAue + (A + p)Vdivue, et p>0, v=XA+2u>0.

De maniére naturelle on peut alors réécrire les systéme de Korteweg local (III.1) et celui de
Korteweg non local (NSRW,) sous la forme suivante :

K
(K) Ou +u.Vu — Au+ P'(1).Vq — kVAq = K(q).Vq— I(q)Au,

{ Oqg +u.Vqg+ (14 q)divu =0,
et
Oqe +ue.Vge + (14 ¢ )divue. =0,
K
(RW.) Opue + ue.Vue — Aue + P'(1).Vq. — S—ZV(ng * Qe — qc)
= K(Q&)~VQE - I(Qa)Auay

ou K et I sont donnés par :

K@= (PO- D) -t

Rappelons a présent la définition des espaces de Besov hybrides que nous allons utiliser et dont
la fréquence de coupure sera déterminée en fonction de notre problématique correspondant & une
certaine puissance en %
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Définition 7. Pourl. = [% logy(gz) — 1] avec Co > 0 et s,t € R, on définit la norme de Besov
hybride suivante :

def , 1 .
llall s = Z 2| Augll 2 + Z §2lt’\AZQ||L2- (I11.18)
1<l I>le

Donnons & présent une définition des espaces dans lesquels nous allons travailler.

Définition 8. E? est I'espace de fonctions (q,u) appartenant a l’espace suivant :
. . . . . . N
(Cb(RJm B;Tll n Bg,l) n LI(RJM B§+178 N B:+2’S)) X (Cb(RJrv BSEI) N Ll (R+7 ngl))
muni de la norme :

def
s e)llme L ol e g+ Nl ey + Nl e,

llull s sgis + Nall e + lall o oz (1T119)

Notre premier résultat concerne Iexistence de solutions fortes globales pour le systéme (RW;)
avec données initiales petites, on montre en particulier une estimation uniforme sur la solution
N

(¢e, ue) en € dans lespace EZ2 .

Théoréme 13. Soit N > 2, ¢ > 0 et supposons que min(u, 2p+ \) > 0. Il existe deux constantes
LN _ LN
positives ng et C dépendant seulement de N, k, u, X et P'(1) > 0 tels que si qy € By ! N By,
LN
ug € 32271 ! et

+ ||u <
HqOHBQ%_lﬂBQ% H OHBQ%_I SR

N
alors le systéme (RW;) admet une unique solution globale (pz,uc) avec (qz,u:) € EZ telle que :

||(qe,ue)HE5g < C(HQOHBﬁflmBg + HUOHB;J,V;J-

[

Remarque 25. On observe qu’en basses fréquences (I < l.), la densité q est soumise aux méme

type d’effets régularisants que pour le systéme de Korteweg local, c’est a dire que q est dans

~ N . N9 . .
LY(RT, nyﬁ N B2f1+ ). De plus la fréquence de coupure l. converge vers 'infini lorsque ¢ tends

vers 0. Cela sous-tend que les effets paraboliques ont tendance a se propager & toutes les fréquences
de q. lorsque € tends vers 0, ce qui est naturel puisque I’on souhaite converger vers une solution
du systéme de Korteweg avec interfaces continues qui est elle réguliére.

On obtient ensuite le résultat principal suivant.

N N

Théoréme 14. Soit N > 2. Supposons que min(p, 2u+A) > 0, P'(1) > 0 et que g € Bfl_lﬂBfl,

LN
ug € By ' Il existe 0 < n < min(ngx,nr) tel que si :

ool -3 + ol s <

-

alors les systéemes (K) et (RW.) admettent tous les deux une unique solution globale vérifiant

I(ge — q,u: — u)HE% tends vers 0 lorsque € converge vers 0. De plus il existe une constante
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C = C(n,k, P'(1)) > 0 tel que pour tout « €]0,1[ (si N = 2) ou a €]0,1] (si N > 3), et pour tout
teRyona:

e =t =0l = e = ons+e=als lle—al,_
+ [Jue — uHLlB%w“ + [lge — ql| < Ce*. (1I1.20)

t P21

%7&4’1,%7& + Hq6 - q”LlB%7Q+2,%7D¢
€ t Pe

LIB

Remarque 26. OQ peut mentionner que le méme résultat a lieu pour toute fonction ¢ € S(RV)
telle que V¢ € RY, ¢(&) = g(|€]%) avec :

— g : Ry — R prend ses valeurs dans |0, el] et tel que g(0) =1,

—h:z— 1_%(90) est décroissante avec lim ;o h =1 et limy_, o h =0,

— k21— g(z)est croissante avec limy ok =0 et limy o k=1,

— Pour tout 1 < 3 < 2, il existe Cg > 0 tel que pour tout x > 0,

glz) -1+

0<
= xﬁ

< C.

Remarque 27. Il est enfin a noter que I'on peut raffiner le résultat précédent en rendant les
constantes plus explicites en fonction du ratio -5 et ceci en employant une méthode de type

changement de variable Lagrangien (voir [36]).

Quelques éléments de preuve des théorémes 13 et 14 : On va commencer par la preuve
du théoréme 13, il s’agit dans un premier temps d’étudier le systéme linéarisé associé a (RWy) :

Oqe + v.Vqe + divue = F,

(LR:) k
Opue +v.Vu, — Au +pVge — ?V(¢a * Qe — Qa) =G,

avec Au = pAu + (A + p)Vdivu et v un champ de vecteur dont 'on va préciser la régularité
dans la proposition suivante. Il s’agit par conséquent d’obtenir des estimations uniformes en ¢ sur
(ge, ue) solution de (LR.) dans les espaces Ef.

N LN
Proposition 10. Soit ¢ > 0, s € R, I = [0,T] ou [0,+o0] et v € L(I, BQ%I—H) N L2(1, By)).
Supposons que (qe,us) soit une solution du systéeme (LR.) définie sur I. Il existe une constante
C > 0 dépendant de N, s, i, v, p, k, cg et Cy telle que pour tout t € I on a :

||UHztooB;31 + HQHEgoB;;l + ||q||ztoof35l + ||U||Z%B;j1 +llalizy gerrs + llallgy gevas

S foUIvo(l N Ho@I? y dr

B 2
< Ce = (ol g+ llaoll g + ol

+ ”FHZng—ll + ”FHZng L + HGHZtlB;—11>- (IIL.21)

La preuve de cette proposition est proche de ce qui est fait dans [52], [59] (voir aussi [8]), pour
ce faire on peut procéder a un découpage dyadique a la Littlewood-Paley sur la solution (g, u.) de
(LR.), et en utilisant des symétriseurs on obtient des estimations d’énergie sur (A;qe, Aju,). La
difficulté principale consiste & soigneusement estimer les terme de pénalisation —s%V(gbe * Qe — qc)
ce qui aménera naturellement l'introduction d’une fréquence de coupure I. dépendant de ¢ et
distinguant le comportement hautes et basses fréquences de p.. Afin de simplifier les notations on
notera par la suite ¢ pour g, et u pour u,.
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On commence donc par localiser en fréquences le systéme (LR.) en utilisant la décomposition de
Littlewood-Paley homogéne pour tout I € Z on a :

Owq +v.Vq +divy = Fi + Ry,

(LLR,) k .
Opug +v.Vuy — Auy + pVq — V(o xq — q) = G + Ry,

avec R = [v.V,A]]q et R = [0.V,AjJu. Pour o« > 0 fixé et assez petit (par exemple a =
min(p, A+ 2u)/4), on introduit la variable suivante :

k
hit = llwllze + pllaliz + o (WIVallZ: + 20ulVa)r) + (ala — - < a)re

Comme premiére étape on établit le lemme suivant qui s’obtient via des estimations d’énergie bien
choisies en symétrisant le systéme.

Lemme 1. [l existe m > 0 et C > 0 tels que pour toutl € Z, on a :

1d
5 dthQ +m (2% |wll72 + Valls- +3 (quIqu ¢ % Var)2)

111.22
< C(|[Vollze + [Jo]3ee b2 + c<<1 + 2| Al + [ Rill2) (TI1.22)
G2 + IR 12) B

Remarque 28. Selon le lemme précédent on observe que chaque terme de h; excepté Vq; admet un
effet régularisant de type parabolique. Le point clé est que le terme 6%(ql|ql — ¢e*q) 12 apparaissant
dans h; fournira également une effet parabolique sur Vq; et ceci jusqu’a une fréquence de coupure
le. Cela incite donc a employer les espaces de Besov hybrides définis dans I11.18 et ceci pour une
fréquence de coupure en —loge.

On va a présent distinguer basses et hautes fréquences.

-Basses fréquences : Si 'on dénote par 0 < ¢y < Cj les rayons de 'anneau C utilisé dans la
décomposition dyadique de Littlewood-Paley, on définit I, la fréquence de coupure comme le plus
grand entier vérifiant £22%=Cjy < 4 pour un certain v > 0 (c’est & dire l. = [3 logy (glz) — 1))
Pour toute fréquence [ < I. on a alors par le théoréme de Plancherel :

222[

(Va — ¢ Va|Va)2 = C | (1— el Tg()2de > C=

IVall72-
2lc

En combinant I’estimation précédente et le lemme 1 on obtient pour tout [ < I,

1d
2 dt

< C(IIVollzee + [[vll )i +C ((1 +2)(|Fl g2 + 1Rl 22) + |Gl 2 + IIRZIILz) hy. (11.23)

) ) 22l 222l
Gt m (19wl + [Vl + 550~ o vl + €%~ |Vall:

Apreés intégration en temps, étude des termes de commutateurs et sommation en fréquences on
obtient bien le résultat escompté en basses fréquences et on observe en particulier I'effet régulari-

sant souhaité sur la densité (et ceci en particulier grace au terme C' 0 ||Vql|| 2). Il reste a traiter
le cas des hautes fréquences.

-Les hautes fréquences : Rappelons que [, vérifie :

e2l=Cy < \/7,
EQlE'HCO > \/’7
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Pour I > 1.+ 1 et £ € 2!C, on a alors par le théoréme de Plancherel :

— _~(L£02
(ValVa 6.+ Va)i = C [ (1= ) Fa(e)Pde > (1 - &) a3

et ceci car :
Co

2¢? > 5222163 > 5222“6“)03(6—0)2 > y(=)2. (II1.24)
Co CO

s
ez
I’estimation précédente et le lemme 1 :

(L2
Si on note par m’ = m.min(Z,1 —e (&) ) > 0 on a alors pour tout [ > I + 1 en combinant

d m’
—h —h
dt Lt g2

< O Vol + o3+ C (1 2)(1Fil + |1 Rillz2) + 1Gall e + |1 Bilz2 ) - (1T1.25)

Cela conclut la preuve de la proposition 10, en effet il suffit d’intégrer en temps ’estimation
précédente et de sommer les fréquences. On retrouve en particulier I'effet d’amortissement en 6%
sur la densité en hautes fréquences (en effet ce dernier se lit a travers la définition de 1'espace
B2). 0
Le reste de la preuve du théoréme 13 est classique et consiste a construire des solutions approchées
globales de notre systéme (RW). et de passer a la limite en utilisant la compacité offerte par la
proposition 10.

Montrons a présent le théoréme 14. Nous allons commencer par réécrire le systéme de Korteweg
local (K') comme le systéme (RW,) et ceci & un terme de force prés R; :

g+ uVqg+ (14 q)divu =0,
K
(¥) Ou+u.Vu — Au+ P'(1).Vq — E%V(gbs xq—q)=K(q).Vqg—1I(q)Au + R.,

d . .
avec R, </ —E%V(¢6 % q — q— €2Aq). On peut alors estimer le terme R, comme suit.

Corollaire 2. Pour tout s € R et 5 €]|1,2[, si q € BSFHB alors R, € 35,1 et il existe une
constante Cg > 0 telle que I'on ait :

I Rell g, < Coe® 7 lg]] girras.

Remarque 29. Dans la suite on utilisera 'estimation précédente lorsque  €]1,2[ avec s =

% —a—1(a€]0,1]), ce qui impliquera que 20 € [1 + a,2 + «a].

On peut maintenant écrire le systéme vérifier par (dg, 0u) = (ge — q,us — u) :

016q + ue.Voq + divdu = §F,
, K (I11.26)
opou + ue.Vou — Adu + P'(1).Vq — ?V(@ % 0q — 0q) = 0G — Rx,
avec :
0G1 = —éu.Vu
e 0F, = —éu.V 0Gy = (K(q.) — K V.
5P 55 sp 1 wVq 2 = (K(g:) — K(9))-Va
f 5 s et § 0Fy = —dq.div u. 0G3 = K(q).Viq
0G = 2 iy 0Gi O0F3 = —q.divdu 0G4y = (I(q:) — I(q)) Aue
0G5 = —1(q)Adu.
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En utilisant la proposition 10 avec s = & — & on obtient :

2

Houll .y —ac 1100l oy + 100l oy o +ll0ull,  y_.
B2,1 ' th,1 ' tBZ?l le i
C fo(IVue (D) y Fllue(MI? y )dr
B2,1 Bg?l

+ ||5QHZ -——oz+1 ﬂ—a + ||5QH~ -——a+2 M—a S Ce

(||6F||~B_M+||5F||~t3 A WGy IRy o) (11127

2,1 21 t 2,1 2,1

Il s’agit a présent d’estimer les termes de reste de (II1.27) via le paraproduit, ce qui nous donne :

t
h(t) < C h ( + Ll ol N )d
()— 77(/0 (7') HqHB;I]?;‘H HqHBz%-o-z H EHBz%-H H ||Bz%+1 HQEHBE%-H’% T
+ KkCpe2P~1) lall-, 5 ien-a + 477h(t)>. (I11.28)
t P21

Par le lemme de Gronwall et les estimations uniformes obtenues sur (ge,u.) via la proposition
II1.21 on a alors pour tout t € R :

(5u~ N —|—5~ N_ +5~ +5u~77
Joull s+ 8l Bl ol

5o

2,1 t 2,1 t 2,1 t 2,1

=+ H(SqHlei\}—a-&-l,%—a =+ H(SqHZIBLVZ_OHQ’%_O‘ S C’?yaﬁga7 (11129)

t—e te

ce qui conclut la preuve du théoréme 14. B

I11.3 Du systéme de Korteweg local & Euler compressible [35]

On va s’intéresser a présent & la limite des solutions du systéme de Korteweg local lorsque les
coefficients de viscosité et de capillarité tendent vers 0. Dans cet article avec F. Charve [35], on
montre dans un premier temps ’existence de solutions fortes globales pour le systéme de Korteweg
en une dimension lorsque la capillarité vérifie un régime de type pression quantique k(p) = % avec
k > 0 alors que les coefficients de viscosité sont ceux du systéme de Saint Venant avec u(p) = v/kp.
Enfin dans un second temps on justifie rigoureusement la convergence des solutions du systéme
de Korteweg vers des solutions entropiques du systéme d’Fuler compressible lorsque la viscosité
et la capillarité tendent vers 0. De plus on généralise les travaux de P.-L. Lions et al [165, 166]
lorsqu’on ne suppose pas nécessairement les données initiales uniformément bornées dans L°°, on
utilise pour cela de nouveaux résultats de type compacité par compensation diis & Q. Chen et M.
Perepiltsa dans [40].

On va considérer ici le modéle suivant de Korteweg local :

9" + 0u(p’) =0, (I11.30)
Bu(pPu) + 0u(p° (u°)?) — 2605 (p°0pu”) + Du(a(p®)") = 20, K, '
ou le tenseur de capillarité a la forme suivante :
1 /
0K = 00 (p1(p%)Daap” + 5 (5(p7) + p° (P))102p™|”) = O ((0°) (D0p")?); (I11.31)

K est le coefficient de capillarité et est choisi tel que x(p) = p~! ( ce qui correspond & la pression
dite quantique).
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Comme dans [140, 113], un point clé consiste & introduire une nouvelle vitesse efficace v¢ =
u® + €0 (In p°) qui permet de réécrire le systéme (I11.30) sous la forme suivante :

0" + Oalpv”) = E0sap” =1, (I11.32)
at(psvs) + ax(peuava) _ gax(psaz,ua) 4 ax(a(pe)v) =0, .
ou de maniére équivalente :
Ot 4 Oz (p*v°) — €024 8207
tP (p7v%) —e ; p ) (I11.33)
at(peve) + 8:1:(06(7}8) ) - Eamx(pevs) + 81:(&(/)6)7) = 0.

On va supposer maintenant que la densité p ne s’annule pas. En effet on va considérer les données
initiales suivantes pour le systéme (I11.32) :

p°(0,2) = pg(x) >0, u(0,z) = ug(x), (II1.34)

telles que :

lim (pf(2), uj(x)) = (p, u™), avec p* > 0.

On va donc étudier la limite des solutions du systéme (II1.32) lorsque € tends vers 0 et montrer
qu’elles convergent vers une solution entropique du systéme d’Euler compressible :

{ Orp + Oa(pv) =0,

By (pv) + 0 (pv?) + Dp(ap”) = 0. (111.35)

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats d’existence globale de solutions entropiques
pour le systéme d’Euler compressible. On va se placer dans le cadre d’une pression de loi ~
P(p) = ap” avec v > 1 et a > 0. Le fait que la pression soit croissante et convexe est essentiel
ici car le systéme est alors strictement hyperbolique et de plus on a l'existence d’une infinité de
paires d’entropie-flux. La théorie de P. Lax- J. Glimm permet de construire une solution entro-
pique globale que ce soit pour le probléme de Riemann ou encore pour des données initiales BV
petites (voir [156, 92]). Pour I'unicité de telles solutions on référe aux travaux de S. Bianchini et
A. Bressan [15].

Au début des années 80 R. Di Perna initia un nouveau programme consistant a généraliser les
travaux de J. Glimm en permettant de relaxer les conditions de régularité sur les données initiales
(po, up) et en les choisissant en particulier seulement L>°. Dans [69, 70|, R. Di Perna prouve l'exis-
tence d’une solution globale entropique de (II1.35) pour v = 1 + ﬁ et v = 2k + % + 1 (avec
k> 1, d > 2) en utilisant la théorie de la "compacité par compensation" introduite par L. Tartar
dans [196]. Ce résultat a été étendu par Q. Chen dans [39] dans le cas v € (1, 5] et par P.-L. Lions
et al dans [166] dans le cas v € [3,00). Dans [165], P.-L. Lions et al généralise ce résultat au cas
général v € (1,3), et finalement le cas v = 1 est traité dans [130]. Mentionnons que ces résultats
sont obtenus via un processus artificiel de viscosité et de capillarité évanescentes.

Le probléme de la limite des équations de Navier-Stokes compressibles avec viscosité évanescente
resta longtemps un probléme ouvert jusque’a ce que Q. Chen et M. Perepelista dans [40] prouvent
que les solutions du systéme de Navier-Stokes compressible avec viscosité constante convergent en
une dimension vers une solution entropique du systéme d’Euler compressible avec énergie finie.
Ce résultat a été généralisé dans [131] au cas de coefficients de viscosité dépendant de la densité.
Inspiré par [40] et [131], nous allons montrer que les solutions du systéme de Korteweg (II1.32)
sélectionnent également lorsque la viscosité et la capillarité tendent vers 0 une solution entropique
du systéme d’Euler compressible avec énergie finie pour une pression de type loi v (le probléme
reste ouvert pour le cadre d’une pression Van der Waals et dans ce cadre la notion de solution
entropique n’est pas adaptée car il n’existe aucune paire d’entropie-flux ). Avant cela, nous com-
mencerons par montrer I’existence de solutions fortes globales pour le systéme de Korteweg avec
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des coefficients de viscosité de type Saint-Venant et une capillarité de type pression quantique en
une dimension.

Commencons par rappeler quelques définitions classiques sur les paires d’entropie-flux et les esti-
mations d’énergie. Suivant [166], [40] et [131] on a la définition de paire entropie-flux.

Définition 9. Une paire de fonctions (n(p,v), H(p,v)) (ou dénotée (n(p,m), H(p, m)) si elle est
vue en fonction de p et m = pv) est appelée une paire entropie-flux pour le systéeme (I11.32), si
pour toute solution réguliére de (II1.35) on a :

[n(p, v)]e + [H(p, v)]e = 0.
De plus n(p,v) est appelée entropie faible si n(0,v) = 0 pour tout v fixé.

Définition 10. Une entropie 1(p, m) est convexe si sa Hessienne V2n(p, m) est définie positive.

. 5, . —1
De tels 7 satisfont I’équation des ondes (§ = 15-) :

P _
appn = p(gp = GPV 381;1)77'

~—

Dans [166] P.-L. Lions et al obtiennent une représentation explicite de toutes les entropies faibles
(n, H) que l'on détaillera plus tard. L’énergie mécanique est en particulier associée a la paire
entropie-flux suivante :

m m ’
P 2p
ou e(p) = %p” représente ’énergie interne du gaz.

Soit (p,¥) une paire de fonctions réguliéres (en z) satisfaisant (p(z),v(z)) = (p*,v*) lorsque
+x > Lo pour un certain Ly > 0. L’énergie mécanique totale pour le systéme (II1.35) dans R pour
les paires de référence (p(x),v(z)) se lit :

Elp,v](t) = /R (" (p,m) = 0*(p,m) = V" (p,m).(p — p,m —m)) d

= /R (%p(t,x)\v(t,x) —o(z)]* + e*(p(t, x),ﬁ(x)))d:c (I11.37)

ou e*(p,p) =e(p) —e(p) — €' (p)(p — p) > 0. En présence de capillarité 'énergie mécanique totale

pour le systéme (II1.30) avec k(p) = % correspond 4 :

Exlp,ul(t) = /R (5olt,0)ult,2) — a(@) + € (plt, ), o) + 22(0up? ) da,  (ITL38)

et pour le systéme (I11.32) cela donne :

Exlp,v](t) = /R (5ot 0)olt,2) — 0(@) P + € (ol 2), () o (I11.39)

Nous allons maintenant définir ce qu’est une solutions entropique.

Définition 11. Soit (pg,vg) des données initiales avec énergie finie, c’est a dire satisfaisant
E[po,v0] < Ey < 400. Une paire de fonctions mesurables (p,v) : Ry x R — R4 x R est une
solution entropique d’énergie finie du probléme de Cauchy (II1.35) si elle a les propriétés sui-
vantes :
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1. L’énergie totale est localement bornée en temps : c’est a dire il existe une fonction C(E,t),
défine sur R, x R, et continue en t pour chaque E € R telle que pour presque tout t > 0 :

Elp,v](t) < C(Eo,1).

2. L’inégalité d’entropie :
ﬁw(P7U)t + Hw(p7v):c < 07

est satisfaite au sens des distributions pour toute fonction test 1(s) € {£1,+s,s*}. On

renvoie a la proposition 11 relative a la construction des paires d’entropie-flux n¥(p,v) et
HY(p,v) en fonction de 1.

3. Les données initiales (po,vo) sont atteintes au sens des distributions.

Donnons maintenant les principales conditions que 'on va imposer sur les données initiales
(PG, v5) du systéme (II1.33), (voir aussi [40]).

Définition 12. Nous dirons que les données initiales (pf, v§) satisfont la condition (H) si il existe
des constantes positives Cy et C1 indépendantes de € telles que :
— p§ >0 et [ p§(x)|uf(x) —u(x)| < Co < +o0,
— L’énergie est finie :
Exl66, uf] + Balpf, vf] < €1 < +oc.

— (p§, P5V5) —e—0 (po, povo) au sens des distributions avec pg > ¢ > 0 p.p.

Dans le théoréme suivant on montre la convergence des solutions globales de (II1.32) vers une
solution entropique du systéme d’Euler compressible (II1.35).

Théoréme 15. Soit v > 1 et (p°,v°) avec m. = p°v° la solution forte globale du systéme (I111.32)
avec données initiales (p), v§) vérifiant uniformément en ¢ la définition 12 et telles que ces données
initiales (pf,vg) soient assez réguliéres. Alors, lorsque € — 0, il existe une sous-suite de (p°, m?)
qui converge presque partout vers une solution entropique d’énergie finie (p,pv) du probléme de
Cauchy (I11.35) avec pour donnée initiale (po, povo). Plus précisément on a :

— p° converge fortement a une sous suite prés vers p dans L“’H_O‘(]R+ xR) pour tout 0 < o < 1.

loc
1
- (,05)%1)6 converge fortement & une sous suite prés vers p3v dans L?O_CO‘(]RJr x R) pour tout
a > 0 assez petit.

2y
1 . N 1 -
— (p°)20° converge fortement a une sous suite prés vers p2v dans L, *** (R* x R) pour

tout o > 0 assez petit.

loc

Remarque 30. Rappelons que la vitesse effective v est définie de la maniére suivante :

- o(t,x) = TZ((tt”j)) lorsque p(t,z) # 0,

— v(t,z) = 0 presque partout dans {p(t,z) = 0}.

Remarque 31. A la différence de [166] il n’est pas nécessaire de borner uniformément en e les
données initiales (%, PG, v5) en norme L, méme si ces données initiales doivent appartenir a L™
afin d’assurer 'existence globale de solutions fortes (p®,v%) et ceci en utilisant les invariants de
Riemann.

Mentionnons également que le systéme approché utilisé par P.-L. Lions et al dans [166] pour
construire des solutions globales entropiques a la limite correspond exactement au systéme de Kor-
teweg modulo l'introduction de la vitesse effective v.1l est enfin a noter que les résultats précédents
ont été récemment étendus a des cas plus généraux en terme de choix des coefficients de capillarité
et de viscosité dans [88].

On va a présent rappeler un théoréme clé de compacité par compensation di & Q. Chen et M.
Perepelitsa que 'on utilisera par la suite pour la preuve du théoréme 15.
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Théoréme 16. (Q. Chen- M. Perepelitsa [40]) Soit ) € CZ(R) et soit (n¥, HY) les paires
entropies-flux faibles générées par 1) (voir le proposition 11). Supposons que la suite (p°(t, x), v*(t, x))
définie sur Ry x R avec m® = p®v® satisfasse les conditions suivantes :

1. Pour tout —oo < a < b < 400 et tout t > 0, il existe C(t,a,b) > 0 indépendant de ¢ tel
que :

t b
/ / (p°)Hdzdr < C(t,a,b). (111.40)

0 Ja
2. Pour tout compact K C R, il existe C(t, K) > 0 indépendant de ¢ tel que (avec 6 = %71 >

0):
t
/ / ((p€)7+9 + p°|v°]*)dadr < O(t, K). (II1.41)
0 JK

3. La suite de mesure d’entropies dissipatives :
n%(p°,m®) + HY(p°, m%), est compacte dans H,'(Ri x R). (I11.42)

Alors il existe une sous suite (p°, m®) (encore dénotée (p°, m%)) et des fonctions mesurables
(p,m) telles que :
(p°,m%) — (p,m), p.p lorsque ¢ — 0. (I11.43)

Remarque 32. Rappelons que 'estimation (I11.41) a été dérivée par P.-L. Lions et al dans [166]
en la reliant au lemme des moments introduit par B. Perthame dans [178] pour les équations
cinétiques de Vlassov-Poisson et Fokker-Planck.

Quelques éléments de preuve du théoréme 15 : Nous allons commencer par rappeler
quelques propriétés liées aux paires d’entropie-flux pour le systéme (II1.35) (voir [166] pour plus
de détails). Une solution réguliére de (II1.35) satisfait les lois de conservations :

om(p,u) + 0. H(p,u) =0,

si et seulement si :

P/
H, = un, + /EP) M, Hu = pnp + unu,
ou de maniére équivalente :
P’ ~
Npp = p(gp)nuu = ap” >Ny (111.44)

On considére ici les données initiales suivantes pour ’équation des ondes 111.44 :

n(0,u) =0, n,(0,u) =(u). (I1.45)
On peut ainsi décrire n et H suivant P.-L. Lions, B. Perthame et E. Tadmor dans [166].

Proposition 11. Pour p > 0, u,w € R,
— La solution fondamentale de (II1.44)-(I1I11.45) (qui correspond a 1,(0,u) = §(u)) est donnée
par :

x(p,w) = [0 = W12, (I11.46)

A N ift >0,
0 ift <O0.
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— La solution de (I11.44)-(111.45) est donnée par :

¥ (p, pu) = / B(EX(p,€ — u)dE. (111.47)
R

— 1 est convexe en (p, pu) pour tout p, u si et seulement si ¢ est convexe.
— Le flux d’entropie HY associée a n¥ est donnée par :

. pu) = [ 9(OI96 + (1 = O)ulx(p, — ). (I1L.48)
Plus précisément, dans notre cas pour une pression de type loi 7 on a (voir [40]) :
1
% (p, pu) = p/ lut p’s)(1 = s*)*ds, (IT1.49)
et L
HY(p,pu) = p / (u+0p%s)p(u+ p’s) (1 — s*) ds. (I11.50)
-1

Lorsque 9 (s) = %32, I’entropie paire correspondante est celle de I’énergie mécanique avec son flux
associé :

n*(p,m) = 2% +e(p), H*(p,m) = 27 +me (p), (IIL.51)
ou e(p) = %p”. La proposition suivante donne des informations importantes sur les paires

d’entropies (voir en particulier [165], lemme 4).

Proposition 12. Pour ¢(s) = %s|s|, il existe une constante positive C' > 0, dépendant seulement
de v > 1, tel que la paire d’entropie-flux (n¥, HY) vérifie :

1% (p, w)| < Clplul? + p7),

HY(p,u) > O (plul® + p7*?), pour tout p >0 et u € R, (I1L52)
Inm(p, u)| < C(IU! +0),

On rappelle maintenant la formulation cinétique de (II1.35) introduite dans [165, 166].

Théoréme 17. Soit (p, pv) € L®(RT, L' (R)) d’énergie finie et p > 0, alors il existe une solution
entropique (II1.35) si et seulement si il existe une mesure bornée négative m sur RT x R? telle que
la fonction x(p, & — ) vérifie :

X + 0:[(0€ + (1 — O)u)x] = Deem(t, x, €). (I11.53)

On rappelle que le systéme (I11.32) a la forme suivante :

{ Oup + 0p(pv) — €04up = 0

Ai(pv) + 0y (pv?) — €040 (pv) + 0z (a(p)?) = 0, (IT1.54)

et suivant R. Di Perna [69] on peut réécrire ce systéme en fonction du moment m = pv ce qui
donne :

Op + az(m) — €0zep =0,

m?2 (II1.55)
9(m) + (%(7) — €05z(m) + O (a(p)”) = 0.
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Ce systéme a été étudié par R. Di Perna (voir [69]) ou il prouve l'existence de solutions fortes
globales (voir le théoréme 4.1 p 29 dans [69] que l'on va rappeler). On référe également aux
travaux YA. I. de Kanel dans [143| et de A. V. Kazhikhov et V. V. Shelukhin dans [145] qui
montrent 'existence de solutions fortes globales pour Navier-Stokes compressible avec coefficients
de viscosité constants en une dimension.

Théoréme 18 ([69]). Soit (po — 1,uo — 1) € C* N H? et pg > ¢ > 0. Il existe alors une solution
forte globale (p,u) du probléme de Cauchy précédent avec donnée initiale (po,uo) telle que :

(:0<'7t) - lau('7t> - 1) S 02 N H27 P(t, ) > C(t) > 07
avec ¢ une fonction réguliére.

Afin d’obtenir un tel résultat il suffit d’obtenir des estimations sur (p,m) dans des espaces de
Sobolev avec une régularité assez grande; pour ce faire il s’agit de controler (p, %, m) en norme
L*>:

1 1
H(;,/% m)(t, )|~ < C(L, H%Hm, [lpollzoe s [moll zo=), (I11.56)
avec C' une fonction continue dépendant du temps, on peut alors utiliser la parabolicité du systéme
pour avoir :
(o, m)(t,)llcx < ar(t, [lpollcx, mollon),
1o, m) (&, ) e < bi(E, [l poll e, [mollex),

avec ay et by des fonctions réguliéres dépendant du temps et de C(-). Ces derniéres estimations
(II1.57) sont standards et sont obtenues via des estimations d’énergie combinées avec le lemme de
Gronwall (voir [69)]).

La difficulté principale consiste donc & montrer les estimations (II1.56) qui s’obtiennent par une
adaptation astucieuse des invariants de Riemann au systéme (II1.55). En suivant [69, 165] on
a pour chaque paire d’entropie-flux (n(p,u), H(p,u) définie par (I11.47) et (II1.48) ot 7 est une
fonction convexe de (p,m) I'égalité suivante (on écrit n = 77(p, m)) :

(I11.57)

atn + 89:H = 57—]p8:m:/0n + 577mazxmn7
= €02M — E(ﬁpp(ampn)2 + 27pm (O pn) (Oxmin) + ﬁmm(axmn)2)~

On définit p par :
H= ﬁpp(axp)2 + 27—7pm(ax/0) (0zm) + Tinm (8xm)2~

Via la proposition 11, on vérifie que p > 0. On obtient alors :
om(p,v) + 0 H((p,v) — €MpOzzp < 0 dans R x (0, +00).

En appliquant la méme méthode que pour prouver le théoréme 17, on obtient la formulation
cinétique suivante :

Oex + 0z([0€ + (1 — 0)vn]x) — OzaX = Ogermy, sur R? x (0, +00), (I11.58)

oil 1M, est une mesure positive sur R? x (0, +00). Finalement on retrouve le principe du maximum
en multipliant (IT11.58) par les fonctions convexes g(§) = (£ — &)+, 9(§) = (£ —&o)— et en intégrant
sur R? x (0, 4+00). En effet puisque :

—C < min(vg — p}) < max(vg + p§)) < C,
xT x

et que :
suppé = [v — p’,v + o],

79



pour &y assez grand on a :
supp&p N suppx = 0.

Cela implique que :
—C < min(vg — pf) < v_p’ < v+ p’ <max(vg + pf) < C,
xr x

ce qui n’est rien d’autre que ce que ’on obtient via les invariants de Riemann. En particulier ont
en déduit que p et v appartiennent & L°° (0,7, L*°(R)) pour tout 7' > 0. La derniére étape consiste
a montrer que % est dans L>(0,T, L>(R)) pour tout 7" > 0 et ceci en utilisant le principe du
maximum sur la premiére équation de (II1.54) et le fait que v est dans L>°(0,7, L>(R)). Cela
prouve donc l'existence de solutions fortes globales pour le systéme de Korteweg (I11.32).

On va donc maintenant considérer (p°,v) les solutions fortes globales du systéme (I11.32) vé-
rifiant :

p°(t,z) > c“(t), pour un certain ¢°(¢) > 0, (I11.59)
et :
lim (p%,0%)(z,t) = (pF,u™). (I11.60)
r—300

On travaille par la suite autour d’états non constants (p, v) vérifiant a la limite :

lim (p,0)(2,t) = (0%, u®).
Il s’agit a présent de vérifier les propriétés (I11.40), (I11.41) et (I11.42) afin d’utiliser le théoréme
16 de Q. Chen et M. Perepelitsa (voir [40]) et ainsi prouver le théoréme 15.
Pour simplifier les notations on va supprimer dans la suite les € ce qui signifie que (p,v) = (p°, v°)
pour € > 0. On montre dans un premier temps une estimation d’énergie pour notre systéme

(111.32).

Lemme 2. Supposons que Ej[pg,up] < Ey < 400 pour un certain Ey > 0 indépendant de e,
alors il existe C(t) > 0 dépendant de Ey, t, p, et u tel que :

t
sup Ei[p, U](T)+8/ /puidwdT < C(t), (III.61)
0<r<t 0o JR

et : . .

sup Eg[p,v](7)+€/ /pvzdxdT—i—a’ye/ /pV_QpidxdT < C(t). (I11.62)
0<r<t 0 JR 0 JR

On va a présent montrer la propriété (I11.40) qui correspond a un gain d’intégrabilité sur la
pression p7.

Lemme 3. Sous les mémes conditions que le lemme 2, pour tout —oo < a < b < 400 et tout
t>0,0na:

t b
/ / p’Hdzdr < C(t,a,b), (I11.63)
0 Ja
ou C(t) > 0 dépend de Ey, a, b, v, t, p, u.

Remarque 33. La preuve suit les mémes idées que dans le cadre de Navier-Stokes compressible
avec coefficients de viscosité constants lorsque I’'on montre un gain d’intégrabilité sur la pression
(voir [163]) pour ensuite prouver l’existence de solutions faibles globales. En effet il s’agit essen-
tiellement d’appliquer 'opérateur (A)~'div et ensuite multiplier I'équation par p® avec a petit et
intégrer en temps et en espace.
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Preuve. Soit w € C§°(R) tel que :
0<w(z) <1, w(x)=1 pourx € [a,b], et suppw = (a — 1,b+ 1).
Par I’équation du moment de (II1.32) et en localisant on a :
(P(p)w)z = —(puvw), + (P(p) + puv)wy — (pv)iw + e(pvaw)y — EpUzwy. (I11.64)

Il s’agit maintenant d’intégrer (II1.64) en espace sur (—oo,x) et de multiplier I’équation obtenue
ensuite par pw ce qui donne :

x T

pvwdy) — (puw / pvwdy)y
o (111.65)

+ puws / pvwdy + pw/ [(puv + P(p))ws — epvpwy]de.

— 00 —00

pP(p)? =epuni — (o [

—00

On intégre ensuite (II11.65) sur (0,¢) X R et on obtient :

t t x
/ /apVHde:L‘dT ze/ /,021130(,02 —/(pw/ pv wdy)dx
0 JR 0 JR R —o0

T t x
—l—/(pgw/ povowdy)dx—i—/ / (puwx/ pvwdy)dzdr (111.66)
R —00 0 JR —c0
t T
+/ / (,ow/ [(puwv + P(p))ws — £pvopwy]da)dadr.
0o Jr —o0

Il s’agit ensuite de controler chaque terme du membre de droite dans (II1.66).
On va maintenant chercher a prouver un gain d’intégrabilité sur la vitesse v. On a le lemme
suivant.

Lemme 4. Supposons que (pg,vo) satisfasse les conditions du lemme 2 et qu’il existe My > 0
indépendant de ¢ tel que :

/R po(@)]vo(@) — B()|dz < My < o0, (I11.67)

alors pour tout ensemble compact K C R, il existe C(t, K) indépendant de ¢ tel que :

t
/ / (P + plo®)dzdr < C(t, K). (I11.68)
0o JK

Remarque 34. Comme dans [40] et [131], afin de prouver I'inégalité (II1.68), on utilisera les
mémes ingrédients utilisés dans [165] ou cette inégalité a été prouvée pour la premiére fois.

Preuve. Comme dans [40] on va travailler avec la fonction 1(s) = 1|s|s de la proposition 12.

2
Si 'on considére 77% comme une fonction dépendant de (p,v), on a pour tout p > 0et v € R :

{lﬁ%v(fw)! <G,

) (I11.69)
I, (pv)| < Cpf7 .

Pour cette paire d’entropie faible (n¥, HY), on remarque que :

0
1(0.0) = 1 (p.0) =0, H(p,0) = 55 [ a1 = 57,
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et :
M (p,0) = Bp” with 8 = /R [s|[1 — s°]2 ds.

On a alors par la formule de Taylor :

1% (p,m) = Bp’m +r(p,m), (IT1.70)
avec pour une certaine constante C > 0 :
r(p,m) < Cpv?. (IIL.71)

On introduit maintenant une nouvelle paire d’entropie (7, H ) telle que :

ﬁ(p7 m) = Uw(l)a m— pv—)?
H(p,m) =H"(p,m —pv™) + v n¥(p,m — pv~),

avec m = pv qui vérifie :

{ A(p,m) = B’ (v —v7) +r(p, p(v —v7)),

T(p, p(z} - U_)) < C,O(U _ U_)2, (IH.72)

ﬁp - Uﬁp + CL’YP’Y_217\1”
H, = pnp + vijy.
En sommant (111.32); x 7, + (I11.32)2 x 1, on obtient :

0(7(p,v)) + 0o (H (p, v)) = €lip(p, ) Dgop + 5o (p, 0) Dzt + 26T (p, V) P
= Eﬁp(Pv 0)Ozzp — €Ny (P, V) O + 26Mm (0, v) 0z (pvz).  (HL73)

En intégrant sur (0,¢) x (—oo, ), on a alors :
T t t
[ Gl = oo, ma))dy+ [ B(pv)dr = o700 +2 [ e+ d

- o 0 (I11.74)
~ 2 o~ 2 ~
_5/ / Mpp(p2)” + Nmwp(Vz)” + 20mpppave)dydT.
0 J—oo

Via (I11.69), on montre comme dans [40] ou [131] que :

t rx t
|5/ / DmepvadydT| < CE/ /pvgdy dr < C(t), (IIL.75)
0 J—oo 0 JR

t rx t
‘5/ / ﬁmpppzvzdydTl < 05/ /pelp’vax’dyd7—7
0 J—o0
<Ce/ /vadydT+C€/ / 202 dy dr < O(t).

En utilisant (IT11.75) et (II1.76) dans (II1.74), et en intégrant sur K on obtient via (II1.52) :

(111.76)

t x
| [ o= Pasir < oy +2 s | [ ([ o). (o)) sl

T€[0,¢] —00

t t
+Clo| / / % (o, plv — v ) |dadr + / / (Elol o] + £plml-Jval) dadr.
0 K 0 K
(111.77)
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En appliquant 2, on a :
t
/ / 0% (p, p(v —v7)|dzdr < C(t, K). (II1.78)
0 JK

Il s’agit ensuite de borner le menbre de droite de (II1.77) via le lemme 2 et (II1.52). Cela conclut
la preuve du lemme 4.

On va maintenant tirer profit des estimations uniformes obtenues dans les lemmes précédents
afin de montrer la compacité H, !(R%) de la suite (p°,v°) de mesures de dissipation d’entropie
pour le systéme de Korteweg, et ceci pour chaque paire d’entropie-flux générée par une fonction
1) & support compact.

Lemme 5. Soit ¢ € C2(R) et (n¥, HY) la paire d’entropie flux générée par 1. Soit (p°,v%) Ia
suite de solution du systeéme (I11.33), alors la suite suivante (avec m® = p*v°) :

0¥ (p°,me); + HY(p°, m), est compacte dans H, L(RY). (II1.79)

Preuve : Un calcul direct (111.32); X ng)(pa, ve) + (I[11.32)9 X ng)(pa, v®) donne (on rappelle
aue n; (p°,0°) = prgin(pF, m*)) :

0 (p°,m)e + HY (p°,m%)a = en) (p°,0°) pr — n (07, )05, + 2emb, (0%, m%) D (p°05).

Comme dans [40] en estimant le membre de droite de (II1.79) via les estimations uniformes en &
précédemment obtenues on montre que :
ng’(ps, me) + H;f’(ps, m®), sont compacts dans I/Vlgcl’pl (R%) pour un certain 1 < p; < 2. (I11.80)

De plus via les lemmes 2-3 et (II1.68), on a :

n}f(ps, me): + H;f’(ps, mF), sont uniformément bornés dans Lr? (R%) pour ps > 2, (II1.81)

loc

_ o

= 115 > 2 quand 7 > 3. Par interpolation on conclut

avec p3 = v+ 1 > 2 lorsque v € (1, 3], et p3
la preuve du lemme 5.

Preuve du théoréme 15

On vient donc de vérifier les conditions (i)-(iii) du théoréme 16 via les lemmes 3-4-5 pour la
suite de solutions (p®, m®). En utilisant le théoréme 16, il existe une sous-suite (p°,m°) et une
paire de fonctions mesurables (p, m) telle que :

(p°,m%) — (p,m), p.pe—0. (I11.82)

Il est maintenant assez facile de montrer que (p®, m®).~¢ convergent au sens des distributions vers
une solution entropique d’énergie finie du systéme d’Euler compressible (II11.35) en utilisant les
théorémes d’Aubin-Lions et de la Vallée Poussin.

II1.4 Systéme d’Euler Korteweg et équation de Gross-Pitaevskii
6, 7]

Cette section correspond a des travaux en collaboration avec C. Audiard (Université Paris 6).
On va montrer 'existence de solutions fortes globales pour le systéme d’Euler Korteweg pour des
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données initiales petites et pour une vitesse initiale irrotationnelle. Pour ce faire un point clé sera
d’utiliser la dispersion du systéme ainsi que la théorie de non résonances espaces-temps développée
par S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ([99, 100]) ainsi que par P. Germain, N. Masmoudi
et J. Shatah ([179, 89]). Rappelons la forme du systéme que 'on va considérer :

Op + div(pu) = 0,
Oc(pu) + div(pu ® u) + VP(p) = divK, (I11.83)
(p;w) ji=0 = (po, uo).

Ici u = u(t,z) € RY représente le champ de vitesse, p = p(t,z) € RT la densité et on a D(u) =
$(Vu +! Vu). Le tenseur de capillarité se lit :

divK = V(pr(p)Ap + %(f@(p) + . (p)|VpI?) = div(s(p) Vo © Vp). (I1.84)

k représente le coefficient de capillarité. On s’intéressera dans un premier temps au cas particulier
du systéme d’Euler avec pression quantique correspondant au coefficient de capillarité suivant :

K i Ay/p
K = — avec divK = 2kpV(—=—). II1.85
(p) p pV( N ) ( )

Ce cas est spécifique dans le sens otl I'on peut au moins heuristiquement se ramener a 1’étude

de 'équation de Gross-Pitaevskii via la fameuse transformation de Madelung ¢ = \/ﬁel% avec
u = V6 (celle ci peut étre utilisé de maniére rigoureuse essentiellement si la densité p ne s’annule
pas, c’est d’ailleurs ce que 1'on s’attachera a prouver).

Dans une seconde partie on traitera le cas général, c’est & dire un coefficient de capillarité x(p)
avec k(p) = p* (avec a € R). Ce cas correspond & étudier via une transformation bien choisie une
équation de Schrodinger quasi-linéaire dégénérée.

I11.4.1 Systéme d’Euler compressible avec pression quantique [6]

On va donc considérer le cadre particulier ou le coefficient de capillarité s’écrit comme dans
(II1.85). Ce cas correspond donc & la fameuse pression quantique. On obtient en particulier 'es-
timation d’énergie suivante en multipliant I’équation du moment par 2u :

[ ARV )+ GluP)(E2) + (= Dt o

(IT1.86)
= [ ARIVVAE@) + (lP)@) + (0 = 1)(@)?)ds.
)
Lorsque u = V@, la transformation de Madelung qui consiste & poser ¢ = \/ﬁezﬁ permet

heuristiquement de réécrire le systéme (II1.83) avec P(p) = p? et u = V6§ comme I'équation de
Gross-Pitaevskii! :

{ 2i\/kO) = =259 + (|¢* — 1), (I11.87)

,¢(07 ) = w()a
avec la condition limite lim,, 1 ¥ = 1. L’équation de Gross-Pitaevskii est I'équation d’évolution
associée a I’Hamiltonien de I’énergie de Ginzburg-Landau :

B = [ (alVolta)f + 1o - 17)do
R 4 (I11.88)

1
= [ IVt o) + (2R + o) da,
RN

1. On verra dans la suite que dans le cadre d’une capillarité générale on peut également se ramener a I'étude
d’un systéme dispersif
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avec ¥ = 1 + . Dans la suite on va se concentrer sur ’équation de Gross-Pitaevskii en montrant
que pour des données initiales bien choisies la solution ¢ de Gross-Pitaevskii est globale, reste
réguliére et ne s’annule pas dans le sens o ||¢|| Ly, < % Ceci nécessitera certaines conditions de
petitesse sur la donnée initiale ¢g.

Remarque 35. On montrera en particulier que pour de telles données initiale sur ¢q il n’apparait
pas de formation de vortex. C’est a dire que la solution de Gross-Pitaevskii ne s’annule jamais.

Sur I’équation de Gross Pitaevskii
A changement de variable prés dans (II1.87), on peut se ramener & considérer 1’équation suivante
sur p =% —1:

{ i0ip + Ap — 2Rep = F(yp), (L1L.89)

F(p) = (9 + 2@ + |o|*)e.

L’équation précédente est proche si 'on considére les termes principaux de 1’équation de Schro-
dinger cubique défocalisante excepté que 1’équation linéaire associée s’écrit :

i0ip + Ap — 2Rep = 0. (I11.90)

Cette équation peut étre diagonalisée en considérant le changement de variable (voir [98]) :

v=Vy=Rep+iUlmp avec U=+/—A(2—A)"1,

en effet en posant H = /—A(2 — A) on obtient I’équation linéaire suivante qui est de type
Schrédinger en hautes fréquences et équation des ondes en basses fréquences :

10w — Hv = 0.

Rappelons le théoréme suivant di & S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai sur 'existence de
solutions fortes globales pour les équations de Gross-Pitaevskii lorsque les données initiales sont
petites. De plus la solution obtenue disperse puisqu’elle vérifie la propriété de "scattering".

Théoréme 19 (S. Gustafson, K. Nakanishi, T.-P. Tsai [99]). Il existe § > 0 tel que pour tout
o € HY(R3) satisfaisant :

/R3<$>2(!R€(<Po)\2 +[Veol?) <3, (I11.91)

alors il existe une solution forte globale v» =1+ ¢ de (I11.89) telle que v = Vi = Rep + iU Imyp
vérifie ey € C(R, H'/{z)) et pour un certain vy € (x)"TH on a :

Jo(t) = e oy [l = Ooo(t™2), (@) (0(t) — e o) 111 —> 400 0. (I11.92)

De plus on a E(¢) = |[(V)vy |2, et Uapplication v(0) — vy définit un difféormorphisme dans un
voisinage de 0 pour la topologie () 1H'.

On verra par la suite que le théoréme de S. Gustafson et al est crucial afin de montrer I’existence
globale de solutions fortes avec données initiales irrotationnelles petites pour le systéme d’Euler
Korteweg avec pression quantique. En effet il permet de controler la norme L de ¢ tout au
long du temps tout en conservant sa petitesse lorsque les données initiales sont choisies petites.
On obtient alors le théoréme suivant qui stipule I'existence de solutions fortes globales pour le
systéme d’Euler Korteweg (II1.83) lorsque k(p) = % avec £ > 0 et P(p) = P
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Théoréme 20. Soit N =3 et qo9 = pg — 1, ug = Vby. De plus on a pg € L™ avec pg > ¢ > 0.
Supposons que*(z)V/pg € L?, (z)ug € L?, qo € L?, cosy — 1 € L? et |z|(,/pocosby — 1) € L2
Soit g = \/pioewo — 1 tel que o € H3% quec e > 0 et ©o € LY. Il existe § > 0 dépendant de
H(’OOHH%‘” tel que si :

L @2 (0mP + fuol®) + (@) cosbo = 1o + @l + ol 4. <6 (1199)

alors il existe une solution faible globale (p,w) du systéme (111.83) telle que :

1
max(p, ) € LX(R, L¥(R)), pe 1+ LS (H3TE(RY) et u € LiS,(HT 2 (R?)).

Si g € H2T1e cette solution est en plus unique et vérifie les propriétés supplémentaires sui-
vantes :
Noe

pel+ LS (HzHH(RY) et ue Lig,(H2(RY) N L, (Bd  (R)).

loc

Remarque 36. Un point clé de la preuve de ce théoréme est le controle du vide ou disons l’esti-
mation de % en norme L™ ce qui est équivalent & prouver que @ reste petit tout au long du temps.

Pour ce faire un moyen naturel revient a estimer ¢ en norme H3% avece > 0 (en effet il est bien
connu que la norme L™ n’est pas préservée pour l’équation de Schridinger ou méme l'équation de
Gross-Pitaevskii; en effet on peut montrer que pour des g bien choisi dans L™ e*®pq explose
en norme L pour des temps t aussi petit que l'on veut), on va cependant procéder différemment
en tirant partie des effets régularisants de type Kato associfs a Uéquation de Gross-Pitacvskii pour
affaiblir la régularité de la donnée initiale o avec o € H3 1 . En outre @g appartient bien a L™
puisque Qg est dans L'. La preuve reposera fortement sur le théoréme 19 de S. Gustafson et al.

I11.4.2 Systéme d’Euler-Korteweg quasi-linéaire [7]

On va considérer ici le systéme (II1.83) dans la cadre le plus général, c’est a dire pour des
coefficients de capillarité x(p) seulement supposés réguliers en fonction de p. La question de
I’existence de solutions fortes globales avec données initiales petites reste un probléme ouvert
auquel on va donner une réponse lorsque la vitesse initiale est irrotationnelle. Le probléme de
'existence de solutions fortes en temps fini a été résolu par S. Benzoni et al dans 11, 12].

Ces résultats sont reliés & I’étude d’un systéme étendu, en effet si £ est une primitive de @,

en posant L = L(p), w = \/K/pVp = VL, a = /pK(p), on peut réécrire le systéme (IT1.83)
comme ceci :
O:L +u- VL + adivu = 0,

Ou+u-Vu—w-Vw — V(adivw) = —Vg,
Oyw + V(u - w) + V(adivw) =0,

ou de maniére équivalente pour I'inconnue z = u + fw (voir [12]) on a :

Oz +u-Vz+i(Vz)-w+iV(adivz) = VG(L). (I11.94)

{ O:L +u- VL + adivu = 0,
On pose ici a(L) = ao L7Y(L), (L) = go L71(L) qui sont bien définis puisqu’on a 4/ @ > 0 ce
qui implique que L est inversible.
Le changement de variable z a le bon gofit de rendre explicite la structure dispersive du systéme
puisque l’on retrouve une équation de Schrodinger quasilinéaire dégénérée. Dans [12] les auteurs

2. Ces hypothéses ne sont rien de plus que la traduction des conditions sur ¢o dans le théoréme 19, voir (II1.91).
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prouvent l'existence de solutions fortes en temps fini en employant une méthode d’énergie ce
qui nécessite I'introduction d’une jauge, en effet cela leur permet d’estimer z en norme H® pour
5§ > % + 1 et ceci sans pertes de dérivées. On peut cependant observer que les éventuels effets
dispersifs du systéme (I11.94) ne sont pas pris en compte.

Dans la section précédente, on montre l'existence de solutions fortes globales pour des données

initiales petites avec une vitesse initiale irrotationnelle pour le cas particulier k(p) = % avec

P(p) = p?. Ce cas correspond au systéme d’Euler avec pression quantique et se raméne aux
équations de Gross-Pitaevskii via la transformation de Madelung. L’essentiel de notre étude dans
[6] consiste a controler la norme L*° de la densité p en tirant profit de la nature dispersive
des équations de Gross-Pitaevskii (voir [98, 99, 100]). Seulement I’équation de Gross-Pitaevskii
correspond essentiellement & une équation de Schrédinger semilinéaire alors que dans le cadre
général on est confronté a une équation de Schrodinger quasilinéaire (si 'on travaille avec une
vitesse irrotationnelle).

On va donc faire face a une difficulté supplémentaire & savoir la nature quasilinéaire des équations
ce qui est susceptible d’entrainer d’éventuelles pertes de dérivées (et ceci notamment & cause du
terme de convection). Afin de parer a cette nouvelle difficulté on combinera estimations d’énergie
et dispersion via la théorie des non résonnaces temps-espace (on référe a S. Klainerman et G.
Ponce [151] et J. Shatah [189] pour une premiére mise en oeuvre de cette stratégie dans le cadre
des équations des ondes quasilinéaires). On obtient donc le théoréme suivant.

Théoréme 21. Soit N = 3 et ug = Vg € HNo jrrotationnelle avec Ny assez grand, alors il
existe § > 0 tel que si :

luoll -1+ llpo = Ll g~ + [|l2(A) " divuol| 2 + [l2(po — 122 <6,
le systeme (I11.83) admet une unique solution globale avec |[p — 1|| oo (m+ xray < 1/2.

Remarque 37. La preuve repose donc sur la combinaison d’estimations d’énergie prouvées en
partie dans [12] et des estimations de dispersions nécessitant de controler des espaces a poids
comme dans [99] puisqu’on est au niveau de l'exposant critique de Strauss a savoir des nonlinéarités
quadratiques. Pour gérer cette difficulté on utilisera la théorie des non résonances temps espace
couplée avec une forme normale. Rappelons que les estimations d’énergie sont cruciales afin de
parer aux pertes de dérivées induites par la nature quasilinéaire du systéme et ceci car on a un
controle de n’importe quel norme H® de z si tant est que z soit L' en temps Lipschitz en espace.

Mentionnons que ce genre de technique ont permis notamment & P. Germain, N. Masmoudi et J.
Shatah dans [89] de prouver [’existence de solutions fortes globales avec données petites pour les
équations des water waves en dimension N = 3 dans le cadre irrotationnel.

1I1.4.3 Quelques éléments de preuve du théoréme 20

On va commencer par rappeler les estimations de dispersion ainsi que les inégalités de Strichartz
relatives au systéme (I11.89).

Inégalités de Strichartz et estimations de dispersion

Avant toute chose commencons par rappeler la définition des opérateurs multilinéaires. Pour

toute fonction B(&1,- -+, &) on (RM)4, on associe le d opérateur multilinéaire B[f, - , fq] défini
par :
FoBlf = [ B &)FN(&) - Flalén) déa---dea,  (IIL95)
E=1+Ea
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qui est appelé opérateur de Fourier multilinéaire de symbole B.
On va rappeler ici le théoréme fondamental de R. Coifman et Y. Meyer (voir [48]) sur les opérateurs
de Fourier bilinéaires.

Théoréme 22 (Coifman-Meyer). Supposons que B vérifie :
1

196,06, B(61, &)| S e (111.96)
pour suffisamment de multi-indices (o, ). Alors lopérateur :
B[, : LP x LT — L',
est borné pour :
i:;+;,1<p,q<+oo et 1 <r < +oo. (I11.97)

Remarque 38. La condition précédente a lieu en particulier si B est homogéne de degré 0 et C*
sur la sphére.

Tous les résultats suivants sont dis a S. Gustafson et al (voir [98, 99]). Commengons par les
estimations de dispersion.

Lemme 6. Soit2 <p<+00,0<0<1, seR, etaz%— . Alors on a :

1
P

—itH

e U||B;72 < M*(Nfo)aHU(N72+39)a<v>2eaUHB;/’27 (IT1.98)

avec p = 1%' Pour 2 < p < 400, on a aussi pour les espaces de Lorentz :

e ] s S [~ =07 N800 ()20 . (111.99)

On rappelle maintenant les inégalités de Strichartz pour 'opérateur H.

Proposition 13. Pour j = 1,2, soient 2 < pj,q; < +00, 24N _ N g sj = M(% —
qj pj

2 ) avec
(gj,p4) # (2,400). Alors on a :

F =

le™ Aol par pery < U Aol 2,
||€_1Ht90||L’11(B;172) = ||U81g0\|B§727

t .
H/O e—z(t—s)HAijqu(Lpl) < ||U51+82Ajf||Lq/2(Lp/2)7

t
—i(t—s)H . < s1+s2
I [ g S 1011 .
;

Remarque 39. Ces inégalités de Strichartz sont de type Schrédinger en hautes fréquences et
équation des ondes en basses fréquences.

On rappelle les espaces de J.-Y. Chemin et N. Lerner :

1€ Mgz, = (2" I 5y ag)

IEZ

=

3

On a alors le lemme crucial de S. Gustafson et al [99] pour des opérateurs bilinéaires "a perte"
(ce ne sont en particulier pas nécessairement des opérateurs de Coifman-Meyer).
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Lemme 7. Soit 0 < s < %, (p,q) une paire d’exposants de Strichartz excepté le "end point”,
c’est a dire : 5 N N
-+ —=24—= (I11.100)
P oq 2

Soit (p1q1) et (p2, q2) vérifiant :
1 1 1 1 1 1 1 1
+ +—

1

= + ==

P D1 pz’q CI(S) q1 Q2’Q(5) 2
p < p1,p2 < +00, ¢ < q1,q2 < +00.

Nv

Alors pour tout opérateur bilinéaire on a :
I [ Bl vldtlee < 1Bl iy, iz g, Nl ool oo,

avec la premiére norme de B qui est en coordonnées (§,m) et la seconde en (§,() = (£, —n).
Etonasil/qi+1/¢2 =1/24+1/q(s), 2 < q1,q2 < q(s), ﬁ = 1 — £, Uestimation de Hélder
généralisée :

HB[‘Pu @HHL? S; ”BHEEOBS,M;"'EEOB;,LCH()O”qu Hd}HLQQ'

Notation 1. On pose dans la suite :
(B = L&(B31,,) + LE(Bi.), (ITL101)

et :
(H*) = L&(H3,) + LE(H3 ). (II1.102)

Remarque 40. Lorsque s = % le lemme précédent 7 est similaire aux estimations classiques de
Strichartz ot Blu,v] se comporte comme un produit classique wv. En effet dans ce cadre on a via
des inégalités de Holder classiques uv € LPLY et (p,q) = (p},q}) avec (p1,q1) une paire d’exposants
de Strichartz puisque % + % =2+ % En hautes fréquences on sera dans le cas s = % puisqu’en
hautes fréquences les estimations de Strichartz classiques sont suffisantes.

On peut observe(’ que q(s) correspond a [’exposant de Sobolev pour l'injection dans les espaces de

Besov suivante B3 ; C L) et ﬁs) estime donc la perte de régularité par rapport aux inégalités de

Hélder classiques . Cela implique en particulier que lorsque 0 < s < % on a besoin d’une meilleure
décroissance en temps grands lorsque [’on utilise le résultat précédent comparé aux estimations de
Strichartz classiques (ceci explique la notion d’exposant critique de Strauss). On va voir cela plus
en détails pour le comportement basses fréquences.

On va a présent rappeler une partie de la preuve de [99] concernant l'existence de solutions
fortes globales avec données petites ¢ pour les équations de Gross-Pitaevskii ce qui nous permettra
d’obtenir des solutions qui ne s’annule jamais. On utilisera ensuite la transformation de Madelung
pour construire une solution forte globale (p,u) du systéme (I11.83). Suivant S. Gustafson et al
dans [99] on peut diagonaliser le systéme (II1.87) en posant v = ¢ +iUp2 ce qui donne le systéme
suivant :

i — Ho = U(3¢7 + 93 + |0l *01) + (20102 + [0l *p2). (I11.103)

On peut observer que le terme 29199 dans (I11.103) est a priori délicat & traiter et ceci pour
au moins deux raisons, la premiére car @9 s’écrit U 'Imuwy ce qui induit & priori une perte de
dérivée en basses fréquences a cause de I'opérateur U~! en % en basses fréquences. La seconde
difficulté est reliée au fait que cette non linéarité est quadratique c’est & dire au niveau critique de
I’exposant de Strauss ce qui ne permet & priori pas la simple application d’un théoréme du point
fixe avec utilisation seulement des estimations de dispersion ou des inégalités de Strichartz.
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Forme normale

Une premiére étape afin de parer a cette difficulté sera d’utiliser une forme normale afin de
rendre caduque la perte de dérivée en U~ 'Imwvy (c’est & dire régulariser d’une certaine maniére
la non linéarité). Celle ci devra également étre bien choisie de maniére a compenser les pertes de
dérivées en basses fréquences engendrées par la phase reliée au produits vv lorsque ’on appliquera
une technique de résonances temps-espace (en effet l'intersection des résonances temps-espace
n’est pas vide, on expliquera plus en détails ce dernier point dans la suite de la preuve).

On pose donc
Z =V(w) = w1 +iUws = v+ Bilp1, 1] + B[, ¢2],

avec B et B des opérateurs bilinéaires réels et on obtient le systéme suivant :

i Z — HZ = U(Blp1, 1] + Bilpa, 2] + |l *01) +i(Bsle1, p2] + Cileon, 1, 2]
+ Ciliz, p2, 2] + Qu()).
Le terme le plus délicat est bien évidemment a priori Bf[e1, 2] (et ceci a cause des résonances

temps espace) avec B = 2+ 2|&|2B] — 2(&1)2B). On va donc choisir B} et B} de sorte a éliminer
ce terme et on peut faire le choix suivant :

(111.104)

1
_B' =B = 7 -2 _ , I11.105
1 2 <(€1 52)> 2+ ‘51’2 + ‘52’2 ( )
cela donne alors aprés réécriture :
10 Z — HZ = Nz(v), (I11.106)
avec :
NZ(U) - B?)[Uluvl] +B4[U2,U2] +Cl[’l}1,'l}1,'l}1] + 02[1127/027/01] +iC3[U17U17UQ]
+ iC4lv2, v2,v2] +iQ1 (),
ou? :

4+ 4]&1]? + 4]&)2 — &16

Bs = —U(€)BY = 2U(€) By = 2U(¢)

2+ 617 + &2
= - -lgr _ = (€1)(E2)E16n
By =U(§U(&) U (&) By = —2U (&) By = —2U(§) 5 +1|§1|§ +1|£22|2,
CL=U(E), :Cy=U©U(E)TU(&) T,
Ql(@) = —2<(€1a£2)>_2[¢1, |<,0|2<,02] _ 2<(£1,£2)>—2[(702’ ‘80|2801]- (111.107)

Et on a pour j =1,2,3,4:
| Bs| + [Ba| S U(§),
Gl SUE)TU(&) ™ +U6) ' U(E) ™ + U&)TUE) ™

Remarque 41. On ne détaille pas la valeur de Cs et Cy essentiellement car ce n’est pas nécessaire
puisque 'estimation (II1.108) sera suffisante par la suite lorsque 'on appliquera des estimations
de Strichartz sur ces opérateurs multilinéaires.

On remarque ici qu’a la différence de la forme normale introduite pour la premiére fois par J.
Shatah ([188]) pour les Edps pour ’équation de Klein Gordon, on conserve des termes quadratiques
dans (111.108). Cependant ceux-ci ont été régularisés, en effet les B; sont de la méme veine que
lUopérateur U qui régularise les produits v% et v% en basses fréquences. Cect sera crucial lorsque
l’on appliquera une méthode non résonance temps-espace sur la zone de résonance temps espace
{& = 0}, en effet lopérateur é avec Q la phase associée & lopérateur H et au produit ZZ se
comporte comme U™, On aura donc un phénomeéne de compensation.

(111.108)

3. On note ici é\l = % et (-) les crochets japonais.
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Point fixe et espace fonctionnel

Notre but est de résoudre I’équation (III1.106) via un point fixe (voir [99]), ceci est équivalent
via la formule de Duhamel & considérer I'application F' suivante :

Z— F(Z) = e Z(0) + / t E=IH N, (1) (5)ds. (I11.109)
0

Comme S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans [99] on définit un opérateur J équivalent
de la transformation pseudo-conforme pour Schrédinger :

J(t) _ e_itHl‘eitH.

On va alors travailler dans un espace combinant estimations de Strichartz et espace a poids (en
effet au niveau critique de I'exposant de Schrodinger les estimations de Strichartz ne suffisent pas).
L’espace & poids permettra une meilleure dispersion de la solution en temps long. On pose alors :

121x@ = 121l + 172 [12]x = sup | Z(®)]x o)
I’espace & poids et

12115ty = 121l e rr + 1T Z ) 206, 11 Z1]s = sup 12 s), -

Pespace "Strichartz". Il s’agit a présent d’appliquer un théoréme du point fixe pour 1’équation
(II1.109) dans Y = X N S.

Estimations de dispersions et stabilité de 1’espace S

Rappelons ici quelques estimations de dispersions que fournissent en particulier ’espace a poids
X (voir [99]).

Proposition 14. On a les estimations suivantes lorsque 0 < 6 <1 :

lo@l -1 S lo@)llx ), (1I1.110)
1T 20lls S lo@llxe S lo@®)lx @) (IIL.111)
9450 . _
V12 F 0t ()0 S min(L, ) Jo(d) L xco _—
1V 021 (8| o < min(t=?, ¢ ) [[v(b)]|x 0)-
De plus on a les estimations de Strichartz sur U™ 'v :
_ _3
[0 @)z S 1) HoOllxo, S
1T~ 0l 26y S Nollxnseos
2___ T
V)3T o)l e S ¢ 52 [lo(8)l|x . (II1.114)
On a également des estimations de Strichartz sur ¢ en terme de v dans X N S.
Proposition 15. On a :
o < ||v||x,
lellzoomy S llvllx (I1L.115)

lellzzmrey S llvllxns-
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Montrons & présent la stabilité de ’espace S pour la fonctionnelle F'. 11 est facile de montrer
qu’en temps fini 7' = 1 (on peut prendre 7" = 1 si 'on choisit une donnée initiale suffisamment

petite) on a :
t

sup || [ e N5 S el + o], (111.116)
teo,1] Jo
En effet cela correspond aux estimations classiques d’existence de solutions fortes en temps fini
pour une nonlinéarité au plus quintique (ici on est quartique) lorsque la donnée initiale est dans
H(R3) (voir [29] pour plus de détails). Traitons maintenant le cas des temps grands qui est plus
délicat et qui nécessite la norme d’espace & poids. On a la proposition suivante.

Proposition 16. On a l’estimation suivante :

t
SUP ’/ efl(tfs)HNZ(’U)dSHS(t) S HUH%{HS —|— HUH4X05 (111117)

Preuve : On va simplement ici considérer le terme le plus délicat (celui qui correspond au cas
critique pour I'exposant de Strauss) a savoir celui qui est quadratique ffroo e~it=s)H B, [ve, va]ds.
Les autres se traitent exactement de la méme maniére. Via les inégalités de Strichartz de la
proposition 13 on a :

t
1 .
||U6/ e I Bylug, valds|| 2 (zrr0) S 1Balvz, valllzs iy,

e (I11.118)
—i(t—s)H
H/T e I Bylug, valds| pee (1) S [ Balva, valll L1 (rr)-
On observe que By[ve,vs] = —2U B)/[Ruva, Rvg], avec R un opérateur de Riesz et Bf = %
un opérateur borné (voir [99]), on a alors par interpolation et inégalités de Holder :
| Balva, vallly_ ey S I1BY[Rva, Rua]ll 1 oy
< ||Rv Rv
S IRl IFoal 5
1 +o00 ) 1 +o0 4 3
Sl ([ lad)t ([ foal foas)’ (L119)
Slhoalig ([ gllsvlodt([ 7 “clsvalfids)’
1 3
2 2
SJ Hv2||Lt<>§1(Hl)HSU2HL§§1(H1,6)'
Ensuite via (III.112) pour ¢ > 1 on obtient :
3 3
HSUQHz?gl(HLﬁ) S ”ng(
ce qui donne finalement ce que 'on souhaite :
IBafvz, vl ) S 0l (II1.120)

Estimées a poids pour X

Suivant S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans [99] on va chercher a estimer le terme
I fg =) N7, (v)ds||x. On va ici s'intéreser seulement aux termes bilinéaires qui sont bien évi-
demment les plus délicats puisqu’au niveau critique de 'exposant de Strauss. En effet les termes
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cubiques et quartiques sont plus faciles & traiter du fait de leurs meilleures décroissances asymp-
totiques pour les temps grands.
On va ici considérer le terme bilinéaire Bs[Z1, Z1] provenant de Bs[vy,v1] (bien évidemment ce
dernier terme a également des termes de plus haut degré) que l'on peut écrire comme suit :
1 _ _

Bs[Zy, 7] = Z(Bg[Z, Z1+2Bs3|Z, Z] + B3| Z, Z]). (I11.121)
On aura trois types de produits différents a estimer ZZ, ZZ et ZZ. On va s’intéresser au der-
nier qui est le plus dur a traiter essentiellement car il admet des zones non vides résonantes

en temps et en espace (on va détailler ce que cela signifie). Appliquons J au terme bilinéaire
fot et=9)H B4 7, Z]ds, on a alors :

o [f et
_ i / /R dvg( SUH(E)+HH(n <f">Bg<n,s—n)Z(s>2(s>)d¢ds,

avec Z(s) == Fle HZ)(s), Z(s) = F(e~*HZ)(s). Les mémes calculs pour les autres termes
provenant de la formule (IT11.121) impliquent que l'on a trois termes différents a étudier :

—itH (€ / / <zs<H H(n)—H (€~n) Bj(n,g_n)z(s)2(3)>dgds, (111.123)
R4

o itH (& // <ZS(H +H(77)+H(fU)Bj(n’g—n)Z(s)Z(s))dCd& (II1.124)
R4

e~ itH(©) / / ( H()~H(n)~ <f-77>Bj(n,§_n).2(3)2(3)>dgds. (I11.125)
Rd

Il résulte donc que l'on a trois différentes phases possibles & considérer :

(111.122)

Q= H(¢)+ H(n) + H(E — 7).
Chacune des phases a un comportement différent en terme de résonances temps espace (c’est a
dire I’ensemble ou €2 et Vgﬂ s’annulent). La phase associée au terme ZZ étant la pire en terme de

résonances, c’est celle 1a que 1'on va étudier et que 1'on notera Q4(&,n) = H(E)+ H(n) — H(E—n).
Si 'on revient a (II1.122) on observe que l'on a les trois intégrales suivantes a estimer :

I = e HE / /RN < HEOH O =HED G B (5, € — 1) Z(5,m) Z (s, € n))dnd&
_ itH(E) / /R ) < HEH~HE) B, (5, € — ) Z(s, )V Z (5, € - n))dnds,
Fly = e H©) /0 /]R N <(V56“(H(§)”H(")H“”))Bj(mf —n)Z(s,m)Z(s,& — 77)) dnds.

avec .

t
(J / eI BiZ, 7)) = [ + I + I5.
0

Comment traiter I; et Iy

On observe donc que I s’écrit de la maniére suivante
t
L :/ e CVHG, B3(Z, Z)(s)ds.
0
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Il s’agit d’estimer I3 en norma L>°(H'), puisque V2Bs est un opérateur de Coifman-Meyer, il
suffit simplement d’utiliser les inégalités de Strichartz classiques. Concernant Is celui-ci s’écrit
sous la forme suivante :

I = /0 t e Ba 7 (T Z)|(s)ds.

11 suffit alors juste d’appliquer les inégalités de Strichartz et (I11.112), on a alors :

B;|Z,(JZ < ||Z JZ||
IBAZ T2 g gy SN2 0 P o
- (111.126)
S 5121

1

4

car on a |sZ||peo(mrey S 12 x (1)

On va maintenant estimer I3 qui est le terme le plus délicat & estimer essentiellement car il fait
sortir le terme s qui est trés mauvais en terme de décroissance asymptotique en temps long.
On va rappeler comment procéde S. Gustafson et al dans [99] ou ils introduisent la théorie des
résonances temps-espace. Cette partie est d’autant plus délicate du fait que pour la phase 2; =
H(§)+ H(n) — H(¢ —n) lintersection des non résonances temps espace n’est pas vide notamment
au voisinage de & = 0 ce qui implique 1 = (.

Estimation de I3

Suivant [99] on va donc estimer I3 pour le terme provenant de Bs[Z, Z] avec la phase {; =
H(&) + H(n) — H(¢ —n) que 'on notera de maniére générique par © dans la suite (les autres
termes peuvent étre traités de maniére similaire). On rappelle que :

t ~
Fly = 1O /0 /R ) (z'svgﬁ(f,n)e”Wf”*H(’”H@">Bs<n,§—n>zi<n>2(§—n))dnds.

Comme on l'expliquait la difficulté liée a Is provient du terme s qui est trés mauvais pour les
temps long. Afin de surpasser cette difficulté on va exploiter les non résonances de la phase 21 en
appliquant des intégrations par partie en espace 1 et en temps s.
En effet il s’agit simplement de réécrire €% sous la forme suivante et appliquer ensuite une
intégration par parties :

o5 — AU

— .V isQ)
is[V,QP Ve

; (111.127)
esz — masesz‘

Définition 13. Une région est dite non résonante en espace si V, {2 ne s’annule pas. De la méme
maniére une région est dite non résonante en temps si Q) ne s’annule pas.

Remarque 42. On observe donc que lorsque 'on appliquera une intégration par partie en espace
le terme délicat en s dans I3 sera absorbé par le W' Alors que lorsqu’on appliquera une
n

intégration par partie en temps cela reviendra & estimer un terme de la forme Z@S(e*itHZ) ce qui
correspond & des termes de degré au moins cubiques, en d’autres termes cela revient a appliquer
une forme normale qui augmente le degré de la nonlinéarité de telle sorte que 'on soit au dessus
de exposant critique de Strauss.

Remarque 43. On peut observer que l’intersection des régions résonantes en temps et en espace
correspond a la région § = 0. Cela correspond & une difficulté majeure car les termes dans (II1.127)
explosent en & = 0, cependant ces effets nocifs seront compensés par le symbole de la forme
bilinéraire Bz (en effet on rappelle que |B3(&1,&2)| S U (& +&2) = U(€)). Cela explique a postiori
Uimportance du choiz de la forme normale (voir p93).
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Comme dans [99] il s’agit donc de décomposer Bs en deux parties
B3 = Bg( + Bg’

telles que B:.f( soit supporté en (£,n) dans une région non résonante en espace, et B?)T dans une
région non résonante en temps. Plus précisément on décompose B3 en utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley :

BY™ = XUEN (X (B (0. O) = By 4 Bt (ITL-128)

avec a,b,c € 2% tels que |¢| ~ a, |n| ~bet [€ —n| ~ c.

Intégration de la phase en espace et en temps

Supposons que 1'on soit dans une région (£,n,£ —n) avec || ~ a, [n| ~bet [ —n| ~ conla
phase €1 = Q soit non résonante en espace on a alors :

By = BPeX = x (P (n)x*(Q)BX (0, €),

Puisqu’on a :
isQd _ VUQ .
is|V,Q|?

on a apreés intégration par parties en espace 7 :

Ve (I11.129)

t ~
b (e [ (@ et X e ), 2026 - )]

BN (€ — ) Z(m)Z(E — n))d5> (IT1.130)

t
‘H 7b7 7X 7 7b7 7X 7b7 7X 7
_ /0 e (BIY X (77, 2] — B0oX (2, T7) + BLbeX (2, Z)) ds,

avec .
a,b,c,X V&IQV’WQ a,b,c,X a,b,c,X VgQVnQ a,b,c, X
beX YO Lt pabe X gabeX _ g (YO TnlpabeX )
813 ‘VWQP 3 ’ 62,3 VTI |VUQ‘2 3

)

o N . . b,e, T
De la méme maniére lorsque I'on est sur une zone non résonante en temps on peut estimer I3

comme ceci avec : 1
-7886139 _ QZSQ,
i)

et par intégration par parties en temps on a :

abye 1 =i ! iVeQ oo abe o
el — _ F 1((e tH(’s)/ / (é 2B} ’T(n,f—n)Z(n)Z(f—n))dnd8>
0 RN 1
. 77[ t ZSV Q ’L’S a c ~ -~
- F 1((6 tH(g)/ / (Qg e BoY ’T(mﬁ—77)85(2(77)2(5—71))>dnd8)
0 RN 1

. t
+ |:f1(<6itH(£) / <ZS,VQ§QeiSQ(£’n)B?’b’C’T(n7€ . 77)85 (Z(U)Z(f . T})))dnd8>:|
RN (3 0

t
- / st (ngg’c’T[Z, Z)ds + By [sN'Z, Z) + By 2, s/\/Z]) ds
0

+ [ B35 (2, 2],
(I11.131)
avec . V.0
By = =3B
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Remarque 44. On peut observer que les second et troisieme termes dans [’égalité précédente
semblent délicats a estimer car on a un terme de temps s, cependant celui ci sera compensé par le
fait que l'on considére des nonlinéarités au moins cubiques qui ont donc une meilleure décroissance
asymptotique en temps long.

Dans [99], S. Gustafson et al obtiennent la déomposition suivante de I'espace (£,7) en zones
non résonantes espace et temps.

Lemme 8. On a en substituant au fur et a mesure les zones déja considérées

~

In| ~ |€] >> |¢| (or ¢ << b~ a) est non résonante en temps.
2. o> \/§ est non résonante en temps.

3. |¢] > 1 est non résonante en espace.

4. |nt| << M|n| est non résonante en temps.

5. Les autres régions restantes sont non résonantes en espace.

On rappelle les notations suivantes :

~

=|(—¢|, B=[C+7l, nt =—ExExn. (I11.132)

On a de plus le lemme suivant :

Lemme 9. En notant M = max(a, b, c), m = min(a, b, c) et | = min(b,c) on a :
— Si M << 1 alors pour |e| > 0 petit :

1B e S 1275, IBSE ™ llvee S 1272M7, (I1L.133)

— St M > 1 alors pour |e| > 0 petit :

a,b,c,X a,b,c, X
1B gee STT5H@) ™Y I1B5 7 || g SUT5(a) 7 (II1.134)
Lemme 10.
a,b,c, M g13— _
1855 TII[Hs]N(<M>) 127%a)~" (I11.135)

Remarque 45. Comme nous le mentionnions dans la remarque 40 on va a présent utiliser le
lemme 7, en hautes fréquences on travaillera avec le coefficient s = % qui correspond aux esti-
mations de Strichartz classiques (c’est a dire dans un certain sens, notre probléeme est de méme
nature que l’ezistence en temps fini). En basses fréquences les choses sont différentes, on a dans ce
cadre une perte d’une demi dérivée puisqu’on devra travailler avec s = 1+¢. Cette perte de dérivée
sera compensée par une meilleure décroissance asymptotique en temps long que ce que procure les

inégalités de Strichartz usuelles et ceci gradce & la norme a poids || - ||x (voir la proposition 14).

Estimation de I;

Il s’agit donc d’estimer I3 aprés avoir utilisé la décomposition du lemme 8. Considérons par
exemple le cas d’une région non résonante en espace. On a donc a estimer le membre de droite

de (I11.130) et en particulier lorsque b < ¢ ~ a (il reste bien évidemment a traiter les autres cas
cSb~aetaSc~D):

H/ 7,SH Z Babc JZ Z] Bi’g’c[zgﬁ])dSHHl

b<c~a

(IT1.136)
s abc = a,b,c T
o)l / (B4 2, 7) — BLe(2, TZ)) ds | 1o

b<c~a
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Puisque ¢ ~ a cela signifie que pour K > 0 nous avons % < a < Kc¢,onadonc ) <., HBi’g’CH[H]S <

>0 2b<a ||Ba’ || (g5~ On en déduit alors en utilisant le lemme 7 pour 0 < § < ¢

t .
> (a)] /0 M (BYSe[T 2%, 2%) — BYS (2%, T ZF))ds) 12 S

b<c~a

t
S 3 @l [ B wiu iz z)ds e
0

bla<<1

t
+ Y @ / e BRba ST 7, T7)) ds | 12)
0

bla<<1

b3 @[ BT VI Z U ) () Z)ds] e

bSa,azl 0 (I11.137)
t . € = _ _ = _£
+ > {al / B UEUT2 (V) THV) Z, (V)T T2 (V) 72T Z] ) ds | 2)
b<a,a>1 0
< Y maBEE s Il g <y U™ 2JZ|| e
b<la<<1 L7 B (LG)
+ Z U(m)EIIBab“II[B§]< a)(b)” 1+§<CI>_1+5||U_%<V>1_%JZII -
b<a,a=1 LgeL276
x U~V 2|
L4+ 1 (LS)

On a ensuite par inclusion de Sobolev :

Iy U272 o S 1T 20l r2)- (IL.138)
L>*L276
Et :
(W' 2U27Z) o ST 2| (IT1.139)
L=L3§

En utilisant la proposition 14 et le fait que ——1;4~1 soit intégrable on a :
=%

U=zl o +UYWz) o S
L'™7 (L) Li+5(19)

S8 20 gy + U3 2] o +|lUT5Z] , (I11.140)

+
Lysy® (HYO) Lyt (HYS)

_1 _1
SNUTsZ p2aey + [RUT3 2| ooy S 1| 2] xns-

De la méme maniére on a :

1 1
-1 —-1/6
0321 o+ W@ZE S 120 (g + ).
Lt>T (LS) LE;;Z (L) 4 Ta"a
Remarque 46. On observe sans surprise qu’en temps long on utilise la norme de ’espace X pour
boucler nos estimations. En effet les symboles sont peu réguliers en basses fréquences ce qui induit
le besoin d’avoir une meilleure décroissance asymptotique en temps long.

On veut maintenant estimer le membre de droite de l'inégalité (I11.137), commengons par le
cas M << 1. Pour ce faire en appliquant I’estimation d’interpolation suivante dans les espaces
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de Besov || - ||[Bl+8] < - || il est suffisant d’estimer B '3 5@ on norme [HH‘S,] pour

H1+2 H : ||[2H1+35]
n’importe quel & > 0 petit. Cela donne via le lemme 9 :

> omaBre < S Y e

bla<<1 a<<1b<a

T (I11.141)
< Z azaz "% < 1.
a<<1
I1 ne reste plus maintenant qu’a traiter le cas M > 1, on a alors pour |&'| > 0 :
b, _14E 14 E € € _q4E
> UmmRIBYS | e (@) 5 (@) T2 S Y 0D JUM)FD) T2 (a) TR,
b<a,azl azl b<a
. ! .., (111.142)
§Z< 1+2 Zbl e'+5 3+ Z b*fs Z<a>fl+§+2<a>fl+§a575 ,Sl.
azl b<1 1<b<a azl azl

Cela conclut donc 'estimation de I3 pour 'opérateur bilinéaire Bs et pour les termes de la forme
By be Les autres cas (C’est a dire les autres régions de B?’g’c c<b~aeta<b~ cainsi que le

b b, . N .. . PUNER
cas de Bg’3’c, Ba C) se traitent de la méme maniére ce qui conclut la preuve du théoréme 19.

Preuve du théoréme 20

Afin de prouver le théoréme 20, il suffit de montrer que la solution ¥ = 1+ de (II11.87) obtenue
par S. Gustafson et al in [99] ne s’annule jamais. En d’autres termes il s’agit de montrer que ¢
reste petit en norme L > pour tout temps ¢t > 0. On pourra ensuite utiliser la transformation de

Madelung ¢ = ﬁe v avec u = V0 afin de propager la régularité de ¢ sur la vitesse u = V60
et la densité p — 1 via des théorémes de composition et de paraproduits. Cela permettra ainsi de
prouver 'existence globale de solutions et leur unicité pour le systéme d’Euler-Korteweg si tant
est que 'on choisisse g suffisamment réguliére.

Controéle L> de ¢

La difficulté essentielle de 'analyse consiste & montrer que la norme L*° de ¢ reste petite tout
au long du temps lorsque l’'on choisit une donnée initiale petite dans des espaces fonctionnels
convenables. Pour ce faire on va distinguer le comportement de ¢ en temps long (ce qui revient a
exploiter la notion de scattering via le théoréme 19 de S. Gustafson et al et le fait que ¢ disperse
a 'infini ce qui insinue une décroissance en temps de la norme L) et en temps cours (c’est a dire
ici utiliser un théoréme d’existence en temps fini). Plus précisément en temps long nous tirerons
profit de 'estimation & poids ||¢||x et en temps court on bénéficiera d’effets régularisants sur la

partie Duhamel ce qui nous permettra de choisir une donnée initiale ¢y dans seulement H Fote
et non pas H S+e
Controle L*° de ¢ en temps long ¢t > 1
On rappelle que via (I11.112) on a :
_94 50 . —
V12 Focs (Bl o S min(1, =)o) xco, —_—
V1% 01(8) 2o < min(t=?, ¢~ [o(t) | x ),
avec 0 < 0 < 1. Cela implique en particulier que :
_ _ . E T
U oc (0o + 19U o1 (Bl g0 S (oin(L, %) + 2)[o(8) L xey- (ITL144)
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Puisque ¢ = V"o = Rev 4 iU 'Imv on a pour tout ¢t > 1 et par inclusion de Sobolev :

_ 1
ellLgs, ey SV 1UHL°° (1) S FHUHX@)

5 ° (IT1.145)

el o) S Flollx S 5

avec d défini dans (II1.91). On en déduit donc que ¢ reste petit en norme L pour tout ¢ > 1 si
¢ est choisi petit.

Contréle L*° de ¢ en temps court ¢t <1

On va donc maintenant estimer ¢ en norme L sur I'intervalle de temps [0, 1] en utilisant un
effet régularisant a la Kato. Cela a été également utilisé dans [16] afin de montrer des résultats
d’explosion en temps fini et ceci en norme L pour les solutions de Schrédinger non linéraire et
de Gross-Pitaevskii. On a plus exactement le théoréme suivant.

Théoréme 23. (J. L. Bona-G. Ponce-J.-C. Saut-C. Sparber [16])
Pour N >3, s> 5 —1/6, ¢o € H*(RYN), soit ¢ la solution de (I11.51) satisfaisant :

(g = an() [0 (52)
= At) ( TZE%) + It ).
at) = (L o).

Pour tout T > 0 il existe £g > 0 tel que si ||pol|lms < €0
1. la solution est définie sur [0,T] et

t
p(t) = "B Dy, +/0 A DE(p)ds + g(t), |19l rsemnr S llvoll s

¢
2. / =)A=V p(p)ds e C([O,T],HH%),et en particulier I € Cy([0,T] x RY), de plus il

existe o > 0 tel que :

HIHCb( [0,T]xRN) ~> TQ(HSDOHHS + H‘POHHs) (I11.146)

3. Enfin pour tout ¢ < eq, il existe o € H(R3) N C®(R3) tel que ||po|lgsnr~ < € et
(-, Tl Loo (msy = +o00.
Remarque 47. — Par rapport a [16] on a préféré pour l’équation de Gross-Pitaevskii travailler

directement sur le systéme original plutot que sur le systéme diagonalisé afin d’éviter quelques
difficultés liées a Uopérateur singulier U~".

En utilisant la propriété deux du théoréme 23, on montre sans difficulté que le terme de Duhamel
N 1
I reste petit en norme L™ si tant est que ¢q soit choisi petit dans H2 76 avec ¢ > 0. Le terme

linéaire A(t) <Iljrel E:iog) reste petit tout le long du temps si 'on suppose que la transformeée de
0

Fourier @g est petite en norme L'.

On vient donc de montrer que ¢ zoow+ rs) < 5 et ceci grice a la condition de petitesse (I11.93).

= 2
On a donc (t,z) > 3 pour tout (t,z) € RT x R3. On peut alors utiliser la transformation de
Madelung et prouver l'existence de solutions fortes globales pour le systéme d’Euler Korteweg

avec pression quantique. Cela achéve la preuve du théoréme 20.
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IT1.5 Owuvertures

Systéme de Korteweg

On a montré avec F. Charve dans [35] que les solutions fortes globales du systéme de Korteweg
local (lorsque k(p) = “—;, w(p) = up et pu > 0) convergent en une dimension lorsque p tends vers
0 vers une solution entropique du systéme d’Euler compressible. Il serait intéressant d’essayer
de montrer de tels résultats lorsque 'on considére le systéme d’Euler Korteweg et que l'on fait
tendre le coeflicient de capillarité vers 0; cela reviendrait ainsi a construitre une solution avec
éventuellement des chocs dispersifs (et donc & priori non entropique) pour le systéme d’Euler
compressible. En d’autres termes ce résultat serait un pendant des résultats obtenus par P. Lax
et D. Levermore ([157, 158]) pour le cas plus simple de I’équation de Burger.

Systéme d’Euler-Korteweg

On a montré dans [6, 7] avec C. Audiard 'existence de solutions fortes globales pour le sys-
téme d’Euler Korteweg en dimension N > 3 pour des données initiales petites avec une vitesse
initiale choisie irrotationnelle. La méme question se pose dans le cadre de la dimension N = 2,
évidemment cela semble beaucoup plus ardu puisqu’on est confronté & traiter une non-linéarité
sous critique en terme d’exposant de Strauss; une approche pourrait consister a appliquer une
forme normale bien choisie qui aurait pour but de simplifier la non linéarité en basses fréquences,
par exemple se ramener 4 un terme de la forme w- Vu. Une autre possibilité serait d’appliquer une
méthode de type "vector fields" a la S. Klainerman ; la difficulté correspondant bien évidemment
a trouver de bons champs de vecteurs invariants pour 1’équation d’Euler-Korteweg.

Le méme type de probléme se pose également pour l'équation de Gross-Pitaevskii en ce qui
concerne le scattering (en effet S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ont résolu le cas de la
dimension N > 3, voir [98, 99]). On peut rappeler que la notion de scattering est concomitante a
la question de l'existence de solutions fortes avec données petites (c’est ce que font en particulier
S. Gustafson et al en montrant 'existence de solutions fortes globales avec données petites pour
Gross-Pitaevskii et ceci en réussisant a exhiber des propriétés dispersives pour les équations de
Gross-Pitaevskii; cela leur permet de maniére immédiate de prouver du scattering). Prouver du
scattering pour les solutions de Gross-Pitaevskii en dimension N = 2 au niveau des espaces d’éner-
gie semble impossible puisque 'on sait qu’il existe des ondes progressives d’énergie abritrairement
petite . La question du scattering en dimension N = 2 si tant est qu’elle ait une réponse positive
ne peut donc étre & priori résolue que dans des espaces de données initiales plus réguliers que
1a ou vivent les ondes progressives (en particulier il faudrait travailler avec de meilleurs espaces
a poids). Cela pourrait ensuite permettre de prouver l'existence de solutions fortes globales avec
données irrotationnelles petites en dimension N = 2 pour Euler compressible avec pression quan-
tique en utilisant la transformation de Madelung et le fait que 'on ait pas formation de vortex
pour Gross-Pitaevskii.

Un autre probléme en suspens est une conjecture diie & S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai
dans [99] sur la notion de scattering pour I’équation de Gross-Pitaevskii. En effet il est bien connu
qu’il existe une borne inférieure strictement positve & en terme d’énergie sur ’ensemble des ondes
progressive . ; il serait donc intéressant de montrer que toute solution de Gross-Pitaevskii avec
donnée initiale plus petite que & dans l'espace d’énergie (plus éventuellement d’autres propriétés
de régularité) admet du scattering. Pour ce faire, il est fort probable qu'il ait besoin de nouvelles
estimations de type Morawetz.

Enfin la question de I'existence de solutions fortes globales avec données grandes pour le systéme
d’Euler Korteweg en une dimension d’espace reste ouverte.
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Chapitre IV

Appendice

Décomposition de Littlewood-Paley

Dans les travaux que nous avons présentés, nombre d’entre eux sont reliés a de I'analyse de
Fourier et en particulier a la théorie de Littlewood-Paley. Nous allons donc dans cet appendice
rappeler cette théorie qui consiste essentiellement en une description de certaines fonctions ou
distributions tempérées a travers un découpage en tranches dyadiques. Nous considérons ici a la
fois la décomposition de Littlewood-Paley inhomogéne et homogéne et ceci dans le cas de ’espace
entier. Nous en profiterons ensuite pour définir les espaces de Besov tout en faisant quelques
rappels sur la notion de paraproduit introduite par J.-M. Bony dans [17]|. Enfin nous donnerons
quelques propriétés des solutions de 1’équation de la chaleur ainsi que de 1’équation de transport
lorsque l'on travaille avec des données initiales appartenant aux espaces de Besov. Pour plus de
détails sur ces sujets nous renvoyons aux excellents ouvrages de référence pour tous les outils de
I’analyse harmonique moderne que sont les livres de H. Bahouri, J.-Y. Chemin et R. Danchin ainsi
que celui de T. Runst et W. Sickel (voir [8, 185]).

On peut définir une décomposition de Littlewood-Paley & partir de n’importe quel couple de
fonctions positives (x, @) € C§°(RY) telles que :

4 3 8
suppy C {£¢ e RY, |¢] < 3} suppp C {€ € RY, 1S ld=3h

XE©O+3 el =1 s ¢£0.

leN
Posons ¢;(€) = p(274), hy = F~g; et h = F~1p. On définit les blocs dyadiques comme suit :
Amu=0 s [ <-1,

A yu=x(D)u = /R hyyute — y)dy,

A= (2 Dyu = 2 / h(@'y)u(z — y)dy,
RN
et Sju = Z Apu .
k<l-1

On peut alors remarquer que tout élément de S’ (}RN ) peut s’écrire sous la forme suivante :

k>—1

Le terme de droite est appelé décomposition de Littlewood-Paley (inhomogene) de w.
De nombreux résultats de ce mémoire exploitent la notion d’invariance par changement d’échelle
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pour les EDPs. De ce fait, une décomposition homogéne parait plus judicieuse dans la pratique et
ceci essentiellement pour les résultats d’existence globale (en effet généralement pour des résultats
d’existence locale les basses fréquences jouent un role mineur). En reprenant la construction pré-
cédente, on peut de la méme maniére définir une décomposition de Littlewood-Paley homogéne a
Iaide d’une fonction ¢ positive de C§°(RY) supporté dans {¢ € RY, % <€ < %} et telle que :

> (271 =1 pour £ #0. (IV.1)

leZ

On pose alors ¢;(€) = ¢(27'€), hy = F L, et on définit les blocs dyadiques comme suit :
A= (27! D)u = / hi(y)u(x — y)dy pour [ € Z.
RN
Remarquons que la décomposition de Littlewood-Paley homogéne obtenue :

u:ZAku.

kEZ

n’est pas vraie pour les polynémes dont le support de la transformée de Fourier est le singleton
{0}. De ce fait, I’égalité n’a lieu que modulo les polynomes.

Espaces de Besov

La décomposition de Littlewood-Paley permet ainsi de caractériser les espaces de Sobolev, et
plus généralement les espaces de Besov. On va a présent définir les espaces de Besov a la fois dans
le cadre non homogéne et homogéne.

Définition 14. Soit s € R, (p,r) € [1,4+00]? et u € S'(RN). Posons :

1
lullBs, = (Z (2| Al p)") 7 si 1< r < 400 et lullBs . = ls>up1 25| Agul| 1o
1>-1 ="

On définit alors Uespace de Besov non homogéne By, . par l'ensemble {u € S/(RN)/HUHB;T < +oo}.

La définition ci-dessus ne dépend pas de la décomposition de Littlewood Paley choisie. Par
ailleurs les espaces de Sobolev sont des cas particuliers de Besov et on a : H® = B3 5 pour tout
s € R. On a en plus les propriétés d’injections suivantes si s1 > s2, p1 < po et 1 < 1o,

BS1 <y 35271\[ %7%)
P1,71 p2,72 )

ou la notation — signifie injection continue.

Nous utilisons également dans ce mémoire des espaces de Besov homogénes, il s’agit essentiellement

cette fois ci de considérer la décomposition de Littlewood-Paley homogéne au principe prés que

I’on cherchera & exclure les polynémes afin d’avoir une définition non soumise & un "modulo les

polynoémes".

Définition 15. On note par S;Z l’espace des distributions tempérées avec u € S;L vérifiant :

lim Sju =0 dans S

J——00
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Définition 16. Soit s € R, p € [1,+00], ¢ € [1, 40|, et u € S (RN) on pose :

l L !
lulls, = O 2% Awllze)?) e et |ullp; . = sup 2| Apwl| L.
ez 1€Z

L’espace dec Besov homogeéne By, , est l'ensemble des distributions tempérées u dans S;L telles que
HUHB;,,q < +o00.

Remarque 48. En pratique on conservera les mémes notations que pour les espaces de Besov
non homogeénes, on se contentera le cas échéant de préciser avec quel type d’espace de Besov on
travaille. Systématiquement lorsque ’on obtient des résultats d’existence de solutions fortes globales
avec données petites, ceux-ci concernent les espaces de Besov homogénes.

Espaces de Besov hybrides

Souvent lorsque 1'on considére le probléme de I'existence de solutions fortes globales pour des
données initiales petites et ceci pour une équation issue de la mécanique des fluides, on a &
distinguer le comportement basses fréquences et hautes fréquences. Cela motive donc la définition
d’espaces de Besov hybrides introduite par R. Danchin dans [52] ou I'indice de régularité differe
pour les basses et hautes fréquences. On a donc la définition suivante.

Définition 17. Soitlg € Z, s,t,€ R, (r,r1) € [1,+00]? et (p,q) € [1,+0oc]. On pose :
~ — ls It
lull s = > 2 Al + > 2% Al o,
I<lp >lo

et :

1 1
lull e = (D" 1Awule)) " + (o A L))

) (a,m1) 1<l >l

Notation 2. On utilisera souvent la notation suivante :

UBF = ZAlu et ugp = ZA[U.

1<l 1>l

Remarque 49. On a les propriétés suivantes :

o NS,S — S
Bp,p,l - prl' _ _
— Si sy > s3 et s9 > s4 alors B2 < Bt

D,q,1 ,q,1

Quelques propriétés des espaces de Besov pour quelques EDPs li-
néaires

On va a présent rappeler la définition des espaces de Chemin-Lerner EPT(B;T) (voir [8]) qui sont
particuliérement adaptés a ’étude des EDPs.
Définition 18. Soit p € [1,+o0], T € [1,400] et s1 € R. On pose :

lullze Bsny = (O 2 At o (1)
leZ

S =

On définit alors l'espace E%(B;}T) comme l'ensemble des distributions tempérées u sur (0,T) x RY
telles que limg_, oo Squ =0 dans S'((0,T) x RY) et ||ul|z, (B < Foo.
T\=p,"
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On note 6T(§er) = E%O(Eglr) N C([0,T], By.). Mentionnons que selon les inégalités de Min-
kowski on a :
||UHEI%(B;}T) < ||U||LPT(B;}T) st r2>p, HUHEPT(B;}T) 2 ||U||L;(Bg}r) si < p.

On va maintenant rappeler quelques propriétés importantes des solutions de I'équation de la
chaleur et de ’équation de transport dans ces espaces de Chemin-Lerner.

Proposition 17. Soit s € R, (p,r) € [1,4+00]? et 1 < ps < p1 < +00. Supposons que ugy € B,
et f e szQ(BIS,;HQ/m). Soit u la solution de :

Ut=0 = UQ -

{8tu—uAu—f

1l existe alors C' > 0 dépendant seulement de N, u, p1 et p2 tel que :
L
||UHEPT1(§;’J;2/01) < O(HUOHB;T + pr2 ”f”Z;Q(B;;2+2/P2)) .

Si de plus r est fini alors u appartient a C([0,T], B, ,.).

Proposition 18. Soit 1 < p; <p < +oo, r € [l,+0] et s € R tels que :

1 1 N
—Nmin(—, =) <s<1l4 —.
p1 p bh1

Supposons que qo € B, ,, I € LY(0,T, B, ,) et que ¢ € LF(B,,) N C([0,T];S") est solution de

l’équation de transport suivante :

Oq+u-Vqg=F,
q t=0 = 4o-

Alors il existe une constante C' dépendant seulement de N, p, p1, v et s tel que l'on a pour tout
tel0,7] :

t
lallzpe s ) < €O (llollsg, + /0 e O F(7)| By, dT), (Iv.2)

avec : U(t) = [ |Vu(r)|| ~ dr.

Byl oonLe>

Avant de conclure cette section, nous précisons quelques notations pour les fonctions (ou dis-
tributions) qui dépendent du temps. Soit X un espace de Banach, T' € [0, +o0] et r € [1,+0o0].
On note L"(0,T; X) I'ensemble des fonctions du temps & valeurs dans X mesurables sur |0, T et
telles que l'application ¢ — ||u(t)||x soit dans I’espace de Lebesgue L"(0,T'). L’espace C([0,T], X)
désigne I’ensemble des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs dans X, et C1([0, T], X), 'ensemble
des fonctions f de C([0,T], X) différentiables en t et telles que J;f appartienne a C([0, 7], X).

Paraproduit et parachamps

De maniére générique le produit de deux distributions tempérées n’est pas toujours défini, or
le les EDPs non linéaires sont sujettes a considérer de tels produits. Il est donc important de
bénéficier d’un cadre rigoureux pour lequel ce dernier soit bien défini, c’est ce & quoi répond le
calcul paradifférentiel introduit par J.-M. Bony dans [17] et plus particuliérement le paraproduit.
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On va briévement rappeler le principe de base du paraproduit, dans le cadre non homogéne. Soient
u et v deux distributions tempérées, on peut écrire formellement :

uY = Z AjulApv
Lk>—1

et décomposer le terme de droite en trois sommes. La premiére regroupe les termes A;u corres-
pondant & des fréquences petites devant celles de Ajv, la deuxéme les termes Aju & fréquences
grandes devant celles de Agv ; et la derniére les produits composés de blocs dyadiques de fréquences
comparables. On a ainsi la décomposition formelle suivante dite de Bony :

wv = Tyv + Tyu + R(u,v)

avec :
T,v= ZSl_lqu et R(u,v) = Z Apu(A—1 + A+ Ay
1>1 1>—1

On peut vérifier que les paraproduits T, v et T,u sont toujours bien définis pour u et v des distri-
butions tempérées. Par contre le terme de reste R(u,v) n’est défini que lorsque le produit uv est,
il bénéficie cependant d’un gain de régularité puisque les propriétés de régularité correspondent &
I’addition de celles de u et v.

Donnons maintenant quelques résultats de continuité pour le paraproduit et le reste. Nous ren-
voyons & [8, 185| pour d’autres résultats du méme type.

Proposition 19. Pour tout s € R, p € [1,400] et r € [1,+0o0], on a :

|Tuolsg, < C+¥lulee ol s,

Sit <0 on a également :
Cl+|s+t|

T, st <
H uU”Bpf;t = ‘t‘

lullse, vliss, -

Soient (s1,52) € R2, (p,p1,p2,7,71,72) € [1,4+00]% tels que :

1 1 1 1
— et — < —+ —.

1
§1+s2 >0, — <
b b1 D2 r 1 T2

+

Alors on a :
C1+51+82

IN

llggy el gz

HR(U’?/U)H s1+52*N(ﬁ+%*%> 1,71

o 81+ S2

Dans les estimations ci-dessus, C' est une constante qui ne dépend que de la dimension N.

Remarque 50. Mentionnons que les résultats précédents s’adaptent sans difficultés aux espaces
de Chemin-Lerner modulo des estimations de Hdélder en temps, on peut également généraliser ce
genre de résultats auzr espaces de Besov hybrides.
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