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Résumé

Mon travail porte principalement sur l’étude du système de Navier-Stokes compressible ainsi que
de systèmes capillaires introduits par D. J. Korteweg et ceci sous deux angles différents l’existence
de solutions faibles globales ainsi que l’existence de solutions fortes. Pour ce faire, ceci requiert
des outils d’analyse harmonique de type théorie de Littlewood-Paley afin de prouver l’existence de
solutions fortes dans des espaces de données initiales critiques en terme de régularité. L’existence
de solutions faibles globales nécessite de développer des arguments fins de compacité afin de prouver
la stabilité des solutions faibles, ceux-ci pouvant notamment provenir de nouvelles entropies ou
estimations d’énergie. La conséquence commune de ces résultats est une meilleure compréhension
de ces différents systèmes via l’utilisation selon le contexte d’effets paraboliques, d’amortissement
ou encore de dispersion.

Ce mémoire est organisé de la façon suivante. Le premier chapitre consiste en une introduc-
tion générale sur les équations de Navier-Stokes compressibles et de Korteweg, où l’on s’attache à
rappeler les résultats essentiels relatifs à la théorie de l’existence globale de solutions faibles et de
solutions fortes ainsi qu’aux propriétés qualitatives des solutions. Le chapitre II traite essentielle-
ment du système de Navier-Stokes compressible. Dans la section II.1 on cherche dans un premier
temps à montrer l’existence de solutions fortes globales pour des données initiales petites dans
des espaces de Besov critiques (c’est à dire des données initiales aussi peu régulières que possible).
Par la suite on cherchera à affaiblir la notion de petitesse en permettant le choix de données
initiales grandes pour le scaling du système (en effet les équations de Navier-Stokes possèdent une
invariance d’échelle). Dans la section II.2 on essaiera de mieux appréhender le comportement des
solutions, notamment dans certaines configurations où les coefficients de viscosité dépendent de la
densité ρ, ces dernières peuvent alors dans certains cas être soumises à des effets régularisants de
type parabolique. Ce genre d’observation nous permettra alors de prouver l’existence de solutions
fortes globales avec données initiales grandes en une dimension pour le système de Shallow water
visqueux. Dans la section II.3 on considérera la limite hautement compressible (par opposition à
la limite faiblement compressible voir [68, 59]) des équations de Navier-Stokes compressibles. On
observe ainsi que la densité ρ a tendance à vérifier l’équation des milieux poreux pour le régime
hautement compressible (c’est à dire lorsque le Nombre de Mach ε tends vers l’infini) et ceci pour
certains choix particuliers de coefficients de viscosité. Enfin dans la section II.4 on se concentrera
sur les équations de Navier-Stokes incompressibles à densité variable où l’on montrera un équi-
valent du théorème de Fujita-Kato pour ces équations.
Le chapitre III est quand à lui consacré aux systèmes capillaires (Korteweg, Korteweg local ou
encore Euler-Korteweg). Dans la section III.1, on prouve l’existence de solutions fortes globales
avec données initiales petites dans des espaces de Besov critiques et d’énergie infinie pour le
système de Korteweg. Dans la section III.2 on cherche à relier le système de Korteweg local au
système de Korteweg non local, on montre plus précisément que pour un noyau φε bien choisi les
solutions de Korteweg non local convergent vers les solutions de Korteweg local. Dans la section
III.3 on considère via un processus de viscosités et de capillarités évanescentes la convergence des
solutions du système de Korteweg local vers une solution entropique d’énergie finie du système
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d’Euler compressible en une dimension. Enfin dans la section III.4 on démontre l’existence globale
de solutions fortes avec données initiales petites irrotationnelles pour le système d’Euler Korteweg.
Pour ce faire on tire partie du comportement dispersif du système via une analyse fine de type
résonance temps-espace. Par la même il advient que les équations de Gross-Pitaevskii ne génèrent
pas de vortex en dimension N ≥ 3 si tant est que la donnée initiale soit choisie proche de l’état
d’équilibre ψ̄ = 1.
Enfin on rappelle très brièvement les notions de paraproduit ainsi que la théorie de Littlewood-
Paley dans l’appendice en section IV.
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Chapitre I

Introduction

I.1 Équations de Navier-Stokes compressibles

I.1.1 Présentation du modèle

Dans la suite de ce manuscrit nous considérerons systématiquement le système de Navier Stokes
compressible barotrope où l’on postule que la pression P ne dépend que de la densité ρ. Pour fixer
les idées, on prend :

P (ρ) = aργ , a > 0, γ > 1.

Cette restriction consiste essentiellement à considérer une évolution adiabatique du fluide en né-
gligeant le flux de chaleur visqueux. Le système correspondant s’écrit :

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)D(u))−∇(λ(ρ)divu) +∇P (ρ) = ρf,

(ρ, u)(0, ·) = (ρ0, u0),

(1)

où ρ représente la densité du fluide, le champ de vecteur u ∈ RN la vitesse et P la pression. Les
forces de masse sont décrites par le champ de vecteur f .
Les équations de (1) représentent respectivement l’équation de la masse et l’équation du moment.
De plus afin d’obtenir la fermeture du système on suppose le fluide Newtonien, il existe alors deux
coefficients de viscosité µ et λ vérifiant la condition de Lamé :

µ(ρ) > 0 et 2µ(ρ) +Nλ(ρ) > 0. (2)

Enfin D(u) = 1
2(∇u +t ∇u) est le symétrisé du gradient de vitesse ∇u. Dans ce manuscrit on

va s’intéresser à étudier les équations de Navier-Stokes compressibles et ceci sous au moins trois
aspects différents, quoique tous reliés par la question fondamentale de « l’existence globale et
l’unicité de solutions ».
Notre première considération consistera à montrer l’existence (globale pour des données petites ou
en temps fini) et l’unicité de solutions pour des données initiales aussi peu régulières que possible.
En effet les équations de Navier-Stokes compressibles admettent une énergie, si l’on multiplie
l’équation du moment par la vitesse u, on obtient au moins formellement la relation suivante :∫

RN
(
1

2
ρ|u|2 + (Π(ρ)−Π(ρ̄))(t)dx+

∫ t

0

∫
RN

(2µ(ρ)|D(u)|2

+ λ(ρ)|divu|2)dx ds ≤
∫
RN

(
ρ0|u0|2 + (Π(ρ0)−Π(ρ̄))

)
dx,
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avec ρ̄ > 0 et où Π est défini comme suit :

Π(s) = s

(∫ s

ρ̄

P (z)

z2
dz − P (ρ̄)

ρ̄

)
.

En imposant l’inégalité suivante sur les données initiales :

ε0 =

∫
RN

(
ρ0|u0|2 + (Π(ρ0)−Π(ρ̄))

)
dx < +∞ , (3)

on obtient les estimations à priori suivantes :

Π(ρ)−Π(ρ̄), ρ|u|2 ∈ L∞((0,∞), L1(RN )) et (Du)ij , divu ∈ L2((0,∞)× RN ) ∀(i, j) ∈ [1, N ]2.

Une première approche naturelle afin d’obtenir l’existence de solutions fortes globales avec don-
nées grandes est de combiner des résultats d’existence locale avec les estimations d’énergie. C’est
ainsi que J. Leray en 1934 dans [161] a prouvé l’existence de solutions fortes globales en dimension
N = 2 pour les équations de Navier-Stokes incompressibles. Il est donc pertinent de chercher à
prouver l’existence de solutions fortes pour des données initiales aussi peu régulières que possible,
afin de par la suite pouvoir espérer prouver un résultat de solutions fortes globales 1 en suivant la
méthode de J. Leray. On verra malheureusement que les choses ne sont pas aussi simples pour les
équations de Navier-Stokes compressibles, en effet l’existence de solutions fortes globales même
en dimension N = 2 reste un problème ouvert (excepté pour certains choix très particuliers de
viscosité, voir V. A. Vaigant et V. Kazhikhov dans [199]).

Le second axe de notre recherche concerne l’existence de solutions globales avec des données
initiales "grandes" (on va préciser par la suite ce que l’on entend par "grand" selon le contexte de
travail) ; il est alors judicieux de commencer par montrer l’existence de solutions faibles globales
comme l’a fait J. Leray pour les équations de Navier-Stokes incompressibles en dimension N ≥ 2.
De tels résultats ont également été obtenus pour les équations de Navier-Stokes compressibles
dans le cadre de coefficients de viscosité constants (voir P-L Lions dans [163] et E. Feireisl et al
dans [80]). Cependant si ces résultats permettent de travailler avec des données initiales grandes,
ils ont l’inconvénient de ne rien pouvoir dire sur l’unicité et la régularité de la solution. Une
étape intermédiaire consisterait donc à montrer l’existence de solutions fortes globales pour des
données initiales petites pour une certaine norme ‖ · ‖X avec X espace fonctionnel le plus grand
possible. On va ainsi par la suite rappeler la notion d’invariance par échelle pour les équations de
Navier-Stokes compressibles, qui permet de définir des espaces fonctionnels Y "critiques" en terme
de régularité sur les données initiales (Y = H

N
2 × (H

N
2
−1)N par exemple), pour lesquels on peut

espérer l’existence de solutions fortes. Notre question précédente peut donc se réinterpréter sous la
forme suivante, peut-on prouver l’existence de solutions fortes globales pour des données initiales
petites dans un certain espace fonctionnel X mais grandes dans l’espace fonctionnel critique Y
avec Y s’injectant dans X.

Enfin il est intéressant d’essayer de mieux appréhender le comportement des solutions de Navier-
Stokes compressible, il s’agit en particulier d’obtenir des résultats qualitatifs sur ces solutions. Par
exemple quels sont les mécanismes qui gouvernent la densité ρ, celle-ci est elle soumise à d’éven-
tuels effets régularisants. De la même manière est-il possible de déterminer la limite des solutions
de Navier-Stokes compressible lorsque le nombre de Mach tends vers l’infini (ce qui s’apparente à
une limite hautement compressible).

On va dans cette introduction rappeler quelques premiers résultats importants répondant à ces
trois axes de recherche avant de par la suite présenter les résultats obtenus dans ce mémoire.

1. au moins en dimension N = 2 et si tant est que l’espace de données initiales pour nos solutions fortes locales
coïncide avec l’espace d’énergie.
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I.1.2 Existence de solutions fortes pour les équations de Navier-Stokes com-
pressibles avec données initiales peu régulières

On va ici s’intéresser à l’existence de solutions fortes globales à données petites pour le sys-
tème de Navier-Stokes compressible barotrope (1). Nous allons ainsi rappeler quelques résultats
classiques de solutions fortes pour ces équations ainsi que la notion de "scaling" développée et
popularisée par H. Fujita et T. Kato dans [84] dans le cadre des équations de Navier-Stokes
incompressibles.

Commençons par rappeler la notion importante de « scaling » ou invariance d’échelle qui per-
met au moins heuristiquement de décrire les espaces critiques (« critiques » en terme de régularité)
dans lesquels on peut espérer obtenir l’existence de solutions fortes. On peut ainsi vérifier aisé-
ment que si (ρ, u) est une solution du système (1), alors (ρλ, uλ) est aussi solution du système avec :

ρλ(t, x) = ρ(λ2t, λx) et uλ(t, x) = λu(λ2t, λx) (4)

où la pression P a été changée en λ2P.

Définition 1. Nous dirons qu’un espace normé X est critique au sens du scaling si :

‖(ρ0, u0)‖X = ‖(ρ0(λ·), λu0(λ·))‖X ,

et ceci pour n’importe quel λ > 0.

Rappelons que cette approche est maintenant classique et a fait l’objet de nombreux travaux
pour des équations de la mécanique des fluides en particulier Navier-Stokes incompressible (voir
notamment [84, 27, 152]). Un candidat naturel vérifiant cette propriété est le produit d’espaces
de Sobolev homogènes suivant E = ḢN/2 × (ḢN/2−1)N . Cependant les premiers résultats d’exis-
tence de solutions fortes nécessitent de travailler dans des espaces de données initiales beaucoup
plus réguliers. Ainsi l’existence de solutions régulières locales ou globales pour des données pe-
tites est connue depuis J. Nash [175], A. Matsumura et T. Nishida [169] et V. A. Solonnikov
[192, 193, 194]. Ce dernier a en particulier obtenu des résultats d’existence de solution forte en
temps fini pour des données initiales (ρ0, u0) ∈

(
L∞(RN )∩W 1,q(RN )

)
×W 1,2− 2

q (RN ) avec q > N
et 0 < m ≤ ρ0(x) ≤ M partout dans RN . On peut ainsi observer qu’en dimension N = 2 ces
données initiales ne sont pas loin d’être critiques ce qui n’est déja plus le cas lorsque N ≥ 3.
Travailler au niveau des espaces de régularité critique nécessite souvent des techniques plus avan-
cées en terme d’analyse harmonique et fait appel en particulier à la théorie de Littlewood-Paley. R.
Danchin dans [52, 53, 54, 57] fut le premier à prouver l’existence de solutions fortes pour Navier-
Stokes compressible dans des espaces de données initiales critiques. Il montra ainsi l’existence
de solutions fortes globales pour des données initiales proches de l’équilibre et qui appartiennent
à des espaces de Besov critiques en terme de scaling. Plus précisément dans [52] les données

initiales (ρ0 − 1, u0) sont petites dans l’espace (B
N
2
−1

2,1 ∩ B
N
2

2,1) × (B
N
2
−1

2,1 )N . Une des subtilités
importantes de ce résultat est d’établir un effet d’amortissement sur la densité qui appartient

à l’espace L1(R+, B̃
N
2

+1,N
2

2,1 ) et ceci par des estimations d’énergie très fines en fréquences (après
découpage dyadique à la Littlewood-Paley).
On peut observer qu’on demande dans ce résultat une hypothèse supplémentaire sur la densité

initiale puisqu’elle appartient également à l’espace de Besov B
N
2
−1

2,1 ; ceci est assez naturel puisque
l’on a besoin de tenir compte du comportement basses fréquences de la densité. Ajoutons que dans
tous ces résultats un point essentiel concerne le contrôle du « vide » afin de tirer profit au mieux
des effets paraboliques de l’équation du moment. C’est pourquoi dans [52], ρ0 − 1 appartient à

B
N
2

2,1 qui s’injecte dans L∞ ; cela implique que tout au long du temps la densité ρ reste proche de
l’état d’équilibre ρ̄ = 1 et ne s’annule donc jamais. En particulier cela nécessite que le troisième

13



indice de l’espace de Besov soit égal à 1, ceci est crucial puisque l’injection B
N
2

2,r dans L∞ n’est
vraie que pour r = 1. Enfin un point commun à tous ces théorèmes est de montrer que la vitesse
u est Lipschitzienne, c’est à dire ∇u appartient L1

T (L∞) ; ceci permet de propager la régularité de
la densité ρ0 pour tout ρ(t, ·) via l’équation de masse.
R. Danchin a également montré l’existence de solutions fortes en temps fini pour (ρ0− 1, u0) dans

B
N
p

p,1 × (B
N
p
−1

p,1 )N ; plus précisément il prouve l’existence de solutions pour p < 2N et leur unicité
pour p ≤ N (voir [54, 57, 58]). Ces restrictions sur le choix de p proviennent des lois de paraproduit
lorsque l’on considère le terme 1

ρ∆u. Ces résultats ont ensuite été généralisés au cadre d’espaces
de Besov n’ayant pas le même indice pour la densité et la vitesse (voir [106]). Pour ce faire on in-
troduit une vitesse efficace qui a l’avantage de diagonaliser le système et ainsi découpler les termes
de vitesse et de pression. Pour le cas de viscosité dépendant de la densité on renvoie à [102, 42].
Enfin très récemment R. Danchin a étendu les résultats précédents au cas 1 ≤ p < 2N , en effet
il montre l’unicité de ces solution pour des p appartenant également à l’itervalle ]N, 2N [. Pour ce
faire il réécrit le système en coordonnées Lagrangiennes ce qui lui permet de réduire l’interaction
entre densité et vitesse, cela suit des travaux très intéressants sur les équations de Navier-Stokes
incompressibles à densité variable sur lesquels nous reviendrons (voir [63, 64]).
Comme on l’a vu, la plupart des travaux sur les solutions fortes considèrent donc des densités ini-
tiales minorées par un nombre strictement positif et ceci afin de mieux prendre en compte les effets
paraboliques de l’équation du moment ; cependant peu de travaux sur les solutions fortes traitent
le cadre d’une densité initiale admettant l’état de vide. Cette situatation est d’autant plus intéres-
sante que si l’on s’intéresse aux solutions faibles globales de P.-L. Lions (voir [166]), celles-ci sont
construites pour une densité initiale ρ0 proche du vide puisqu’elle appartient à L1(RN )∩Lγ(RN ) 2.
Une autre raison rend l’étude des solutions fortes avec données initiales admettant du vide parti-
culièrement importante, cela concerne la notion de « solutions autosimilaires » largement dévelop-
pée notamment dans le cadre des équations de Navier-Stokes incompressibles (voir en particulier
[27, 160, 136]). En effet on a vu qu’il existe une certaine invariance d’échelle pour les équations
de Navier-Stokes compressibles (voir (4)), cependant cette invariance d’échelle n’est que partiel-
lement vraie à cause du terme de pression. Par contre on peut définir une invariance d’échelle
absolument exacte lorsque la densité est proche du vide (voir [110]), cela induit donc la possibilité
de l’existence de solutions autosimilaires si tant est que l’on travaille avec des données homogènes
respectant cette invariance d’échelle.
L’un des premiers à avoir considéré le problème de l’existence de solutions fortes avec du « vide »
est B. Desjardins dans [66] qui considère le problème de Navier-Stokes compressible isotherme sur
un tore. Il obtient alors dans le cas de la dimension N = 2, 3 un résultat d’existence de solutions
faibles « régulières » en temps fini en prenant ρ0 ≥ 0, ρ0 ∈ L∞(TN ) et u0 ∈ H1(TN )N . En effet ces
solutions sont régulières au sens où la vitesse u appartient à L∞(H1(TN )) et la pression efficace
P (ρ) − (2µ + λ)divu est dans L2(H1(TN )), la densité est quand à elle bornée dans L∞. De plus
il obtient pour la première fois un résultat d’unicité fort-faible pour ces solutions.
Enfin dernièrement Y. Cho, H. J. Choe et H. Kim dans [45] (voir aussi [46]) obtiennent de véri-
tables solutions fortes avec des données initales qui autorisent le vide. Effectivement ils généralisent
les résultats de B. Desjardins dans le cas N = 3 et montrent ainsi l’existence et l’unicité de so-
lutions en temps fini pour un domaine Ω et ceci en choisissant des données initiales vérifiant
0 ≤ ρ0 ∈ H1 ∩W 1,q (avec 3 < q < +∞), u0 ∈ H1

0 ∩ H2 ainsi que la condition de compatibilité
suivante :

Lu0 +∇P (ρ0) =
√
ρ0g avec g ∈ L2.

Tous ces résultats s’obtiennent en utilisant de subtiles inégalités d’énergie. Ces résultats ont été
récemment étendus au cas de l’existence globale de solutions fortes avec données petites par X.

2. Mentionnons cependant que P.-L. Lions obtient aussi de tels résultats dans des espaces d’Orlicz où la den-
sité est proche d’un état stable strictement positif ce qui serait le pendant des travaux sur les solutions fortes
préalablement cités.
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Huang et al dans [132] ; ce résultat est extrêmement intéressant, il ne couvre malheureusement
pas le cadre des solutions autosimilaires. En effet la preuve repose sur de nombreuses estimations
d’énergie « à la D. Hoff » et nécessite en particulier de choisir des données initiales vérifiant les
estimations d’énergie (3) avec ρ̄ = 0 ; malheureusement l’inégalité (3) est incompatible avec les
conditions d’autosimilarité sur les données initiales (en effet celle-ci doivent être homogènes avec
un degré dépendant du choix de la pression P ).

I.1.3 Existence de solutions globales avec "faible" condition de petitesse pour
les équations de Navier-Stokes compressibles

Cas des solutions faibles globales

On va à présent considérer les conditions initiales suivantes pour le système (1) :
ρ/t=0 = ρ0 ∈ L1(RN ) ∩ Lγ(RN ),

(ρu)/t=0 = m0 et
|m0|2

ρ0
∈ L1(RN ),

avec pour fixer les idées la pression suivante :

P (ρ) = aργ , a > 0, γ > 1,

et où par convention |m0|2
ρ0

(x) = 0 lorsque ρ0(x) = 0.
Nous allons maintenant rappeler un résultat fondamental dû à P.L. Lions dans [163] qui montre
l’existence de solutions faibles globales pour le système (1) de Navier-Stokes compressible baro-
trope avec des coefficients de viscosité constants. Ce résultat est à voir comme le pendant du
théorème d’existence globale de solutions faibles de J. Leray pour le système de Navier-Stokes
incompressible. P.-L. Lions obtient ainsi le théorème suivant :

Théorème 1. Si γ ≥ 3
2 et N = 2, γ ≥ 9

5 et N = 3, ou γ > N
2 et N ≥ 4, alors il existe

une solution faible globale (ρ, u) dans L∞(0,∞;Lγ(RN )) ∩ L2(0,∞; Ḣ1(RN )). De plus ρ est dans
C([0,∞);Lp(RN )) si 1 ≤ p < γ, ρ|u|2 ∈ L∞(0,∞;L1(RN )), et ρ ∈ Lq((0, T ) × RN ) pour tout
q ∈ [1, γ− 1 + 2γ

N ] si N ≥ 3, et q ∈ [1, 2γ− 1) si N = 2. En outre, pour tout t ≥ 0, on a l’inégalité
d’énergie :∫

RN
(
1

2
ρ|u|2 +

a

γ − 1
ργ)(t, x)dx+

∫ t

0

∫
RN

(µ|∇u|2 + (λ+ µ)|divu|2)(s, x)dxds

≤
∫
RN

(
1

2

|m0|2

ρ0
+

a

γ − 1
ργ0)(x)dx.

(5)

Nous allons maintenant expliquer succinctement les idées de la démonstration de ce théorème.
Dans un premier temps il s’agit de construire des solutions approchées (ρn, un)n∈N pour (1) véri-
fiant uniformément en n les inégalités d’énergie du système ; ces solutions sont construites après
plusieurs niveaux d’approximation du système (1) et ceci notamment en introduisant des effets
de viscosité sur la densité. La partie la plus délicate consiste ensuite à prouver la stabilité des
solutions faibles (ou en d’autres termes le passage à la limite lorsque n tends vers l’infini). Un des
points clé est la notion de pression efficace P̃ = P (ρ)− (2µ+ λ)divu introduite par D. Hoff dans
[126]. P.-L. Lions montre ainsi que cette expression multipliée par ρε avec ε > 0 est plus régu-
lière au sens des distributions que les inégalités d’énergie initiales ne pouvaient le laisser présager.
L’utilisation astucieuse de cette expression dans l’équation du moment couplée avec un théorème
de commutateur de type R. Coiffman, Y. Meyer (voir dans [47]) permet ainsi d’avoir des résultats
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de convergence forte sur la suite ρn dans Lγloc((0, T ) × RN ) vers une limite ρ. Un des éléments
essentiels pour cela est la notion de solutions renormalisées introduite par P.-L. Lions et R. Di
Perna dans [71], [72] et qui permet en effet de tester la convergence forte de la suite approchée
(ρn)n∈N vers ρ via l’utilisation de fonctions concaves.
On peut cependant observer que pour N = 2, 3, on ne peut atteindre le même seuil limite, c’est
à dire γ > N

2 . En effet la difficulté majeure dans ce cadre correspond à pouvoir renormaliser
l’équation de masse sans supposer nécessairement que ρ appartient à L2

loc(L
2) ; c’est pourquoi

P.-L. Lions choisit γ assez grand pour s’assurer que ρ soit bien dans L2
loc(R+×RN ) et ceci via un

gain classique d’intégrabilité sur la densité ρ (celui-ci dépend du coefficient γ).

Le théorème 1 de P.-L. Lions a ensuite été amélioré par E. Feireisl, A. Novotný et H. Petzeltová
dans [77, 78, 79, 80, 176] en ce qui concerne le coefficient γ de la pression dans les cas spécifiques
N = 2 et N = 3. Effectivement pour N = 2, 3 E. Feireisl et al dans [80] arrivent à atteindre le
seuil critique γ > N

2 comme c’est le cas chez P.-L. Lions pour les dimensions supérieures.
Afin de contourner cette difficulté relative à la renormalisation de l’équation de masse, E. Feireisl
dans [77] introduit une nouvelle notion appelée oscillations defect measure et notée oscp[ρn → ρ].

Définition 2. Soit Ω un ouvert de RN et une suite (ρn)n∈N telle que :

ρn → ρ faiblement dans L1(Ω).

Nous définissons l’expression oscp[ρn → ρ] comme suit :

oscp[ρn → ρ](Ω) = sup
k≥1

(
lim sup

n→+∞

∫
Ω
|Tk(ρn)− Tk(ρ)|pdxdt

)
,

où Tk est une fonction troncature.

La subtilité de ces oscillations defect measures oscp[ρn → ρ] s’explique par le fait que leur
contrôle permet d’être dans l’une des situations suivantes :

– ρn converge vers ρ fortement dans L1(O), O ⊂ (0, T )× Ω un ouvert.
– ρn est borné dans L2

(
((0, T )× Ω) \O).

Chacun de ces deux phénomènes considérés individuellement permet alors aisément en s’appuyant
sur la démonstration de P.-L. Lions de conclure à la convergence forte de ρn vers ρ.

Nous allons toujours nous intéresser au système de Navier-Stokes compressible (1), mais cette
fois-ci avec des coefficients de viscosité qui dépendent de la densité ρ. On peut observer qu’il n’est
pas aisé dans ce cadre d’appliquer les techniques de P.-L. Lions si l’on veut prouver l’existence de
solutions faibles globales. Effectivement il s’avère délicat de pouvoir exhiber une pression efficace
en appliquant un opérateur différentiel du type (∆)−1div comme c’est le cas lorsque les coefficients
de viscosité sont constants. Il n’est donc même pas clair de pouvoir obtenir un gain d’intégrabilité
sur la densité ρ et ceci afin de traiter le terme de pression.
Les premiers résultats donnant une réponse partielle à cette question sont dûs à D. Bresch et B.
Desjardins dans [22]. En effet ils ont découvert une nouvelle entropie souvent appelée BD entropie
qui permet un contrôle du gradient de la densité si les coefficients de viscosité vérifient la relation
algébrique suivante :

λ(s) = 2(sµ
′
(s)− µ(s)). (6)

Il est à noter cependant que cette condition (6) sur les coefficients de viscosité n’englobe pas le cas
des coefficients constants étudiés par P.-L. Lions. Par contre elle s’applique aux fameux système
de Saint-Venant où les coefficients de viscosité sont de la forme µ(ρ) = µρ et λ(ρ) = 0. Plus
précisément la BD entropie implique que si √ρ0∇ϕ(ρ0) (avec ϕ′(ρ) = 2µ′(ρ)

ρ ) est dans L2(RN )

alors au moins heuristiquement √ρ∇ϕ(ρ) appartient à L∞(R+, L2(RN )).
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On arrive ainsi pour ce choix de coefficients de viscosité (6) à avoir quasiment des renseignements
en norme L∞(R+, H1(RN )) sur la densité ρ, ce qui permet par la même de gérer facilement le
terme de pression lorsque l’on s’intéresse à l’existence de solutions faibles globales. En effet par
les injections de Sobolev on peut montrer sans difficulté la convergence forte de P (ρn) vers P (ρ)
dans L1

loc(R+×RN ) et ceci pour une suite approchée (ρn, un)n∈N. Il est donc à signaler que ce qui
consistait le principal obstacle en terme de compacité pour le système de Navier-Stokes compres-
sible à coefficients constants se traite de manière simple dans le cadre des coefficients de viscosité
de type (6).

Cependant ce choix de coefficients de viscosité fait apparaître une nouvelle difficulté en présence
de vide ; effectivement la vitesse u ne peut être définie lorsque les coefficients de viscosité λ(ρ)
et µ(ρ) s’annulent (mentionnons que ceux-ci sont nécessairement dégénérés à cause de la relation
(6)). Comparé au cas des coefficients de viscosité constants, on perd en particulier des renseigne-
ments sur le gradient de la vitesse ∇u. Cette perte d’information rend alors délicat le traitement
du terme ρu ⊗ u (on a en effet un manque de compacité sur la vitesse u car une perte en terme
d’injections de Sobolev, on ne peut alors utiliser les résultats classiques à la P.-L. Lions).
Afin de se défaire de cette difficulté D. Bresch et B. Desjardins vont considérer deux cadres un peu
plus simples. Dans un premier cas (voir [23]) ils considèrent une pression dite "froide" qui permet
d’empêcher la formation de vide, celle-ci étant de plus choisie en corrélation avec les coefficients
de viscosité et leur dégénérescence autour du vide. Ils imposent ainsi les relations suivantes entre
la pression P et les coefficients de viscosité lorsque ρ est petit :

– Pour tout s < A, µ(s) ≥ c0s
n avec A, c0 des constantes et N−1

N < n < 1 et c1s
m ≤ µ(s) pour

s ≥ A avec m > 1.
– Pc(ρ) ∼ −ρ−l pour ρ ≤ ρ∗ avec ρ∗ une constante. D’autre part l dépend notamment de n.

Cette pression P explose ainsi au voisinage du vide et est convexe (pour plus de détails sur le
choix des coefficients on renvoie à [23]). Il est à noter que loin du vide on est proche d’une pression
type gaz parfait.
En fait ce lien entre la pression froide et les termes de viscosité est essentiel et permet ainsi de
contrôler ∇u dans une norme Lp(R+, Lq(RN )) pour (p, q) bien choisis. Ceci permet ensuite de
passer à la compacité sur le terme ρu⊗u (lorsque l’on considère des solutions approchées (ρn, un)
vérifiant uniformément l’estimations d’énergie et la BD entropie en n) en utilisant des injections
de Sobolev sur u.
Il est à noter que le résultat précédent est un résultat de stabilité des solutions faibles, il reste
alors à construire une suite approchée « régulière » vérifiant uniformément l’inégalité d’énergie
classique ainsi que la BD entropie. Dans [21, 23], D. Bresch et B. Desjardins construisent de telles
solutions approchées du système (1) vérifiant le choix précédent sur les coefficients de viscosité
ainsi que sur la pression dite « froide ». Ces solutions approchées vérifient donc uniformément
les inégalités d’énergie introduite dans [22] ; la construction de ces solutions repose sur la régu-
larisation du système (1) par un terme de type capillaire qui permet le contrôle du vide et donc
l’existence globale de solutions.
Enfin dans un second temps, D. Bresch et B. Desjardins dans [23] ont prouvé l’existence de solu-
tions faibles globales pour (1) avec le même choix de coefficients de viscosité que précédemment
(vérifiant en particulier la relation (6)) mais avec en plus un terme de traînée de la forme r0ρ|u|u et
avec cette fois des pressions barotropiques de la forme aργ avec γ > 1. La clé de ce résultat repose
évidemment sur le gain naturel d’intégrabilité sur la vitesse u qu’apporte le terme de traînée, il
permet ainsi de traiter le terme ρu⊗u (en effet celui ci appartient maintenant à un espace L1+ε

loc,t,x

avec ε > 0 ce qui couplé avec des résultats de convergence presque partout permet de conclure).
On renvoie également aux travaux d’E. Zatorska dans [205].

Pour pallier cette restriction qu’impose une pression froide ou encore le rajout d’un terme de
traînée, A. Mellet et A. Vasseur sont parvenus dans [170] à étendre les résultats de D. Bresch et
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B. Desjardins au cas d’une pression isentropique classique et ceci en montrant une nouvelle inéga-
lité d’énergie offrant un gain d’intégrabilité sur la vitesse u. Cela leur permet ainsi de prouver la
stabilité des solutions faibles globales pour des viscosités du type (6) et donc de pouvoir passer
à la compacité dans le terme ρu ⊗ u via ce gain d’intégrabilité sur u. A. Mellet et A. Vasseur
obtiennent ainsi le théorème de stabilité suivant.

Théorème 2. Soit Ω = R3 ou T3. Supposons que γ > 1 et que µ(ρ) et λ(ρ) sont deux fonctions C2

de ρ vérifiant les conditions de D. Bresch et B. Desjardins. Soit (ρn, un)n∈N une suite de solutions
faibles globales de (1) avec les données initiales suivantes :

ρn/t=0 = ρn0 et ρnun/t=0 = ρn0u
n
0 ,

où ρn0 et un0 sont tels que :

ρn0 ≥ 0, ρn0 → ρ0 dans L1(RN ), ρn0u
n
0 → ρ0u0 dans L1(RN ),

et satisfont les inégalités suivantes :∫
Ω
ρn0
|un0 |2

2
+

γ

γ − 1
(ρn0 )γ < C,

∫
Ω

1

ρn0
|∇µ(ρn0 )|2dx < C,

et ∫
Ω
ρn0

1 + |un0 |2

2
ln(1 + |un0 |2) < C.

Alors à extraction près, (ρn,
√
ρ
n
un) converge fortement vers une solution faible de (1) satisfaisant

les différentes inégalités d’énergie.
La densité ρn converge fortement dans C0(([0, T ];L

3
2
loc(Ω)), de plus √ρ

n
un converge fortement

dans L2(0, T ;L2
loc(Ω)) et le moment mn = ρnun converge fortement dans L1(0, T ;L1

loc(Ω)) pour
tout T > 0.

Ce théorème est un résultat de stabilité, il reste afin de prouver l’existence de solutions faibles
globales à construire une suite de solutions approchées (ρn, un)n∈N vérifiant uniformément en n
les différentes inégalités d’énergie. Ceci s’avère délicat étant donné la complexité des différentes
inégalités d’énergie, en particulier la BD entropie qui s’obtient en multipliant l’équation du moment
par∇ϕ(ρ) et l’inégalité d’énergie de Mellet-Vasseur qui consiste à multiplier l’équation du moment
par u(1 + ln(1 + |u|2)). Il semble donc difficile de régulariser le système (1) tout en conservant
chacune des deux inégalités d’énergie. On peut ainsi noter que les solutions approchées introduites
par D. Bresch et B. Desjardins dans [23] ne s’adaptent pas de manière simple au cas du résultat
de A. Mellet et A. Vasseur, en effet elles ne préservent pas de manière uniforme le gain d’énergie
sur la vitesse u. Cependant A. Vasseur et C. Yu sont parvenus très récemment dans [202] à
construire de telles solutions approchées et ceci dans le cadre des équations de Shallow water
visqueux lorsque µ(ρ) = 0, λ(ρ) = 0. Pour ce faire ils utilisent un résultat récent (où est introduit
notamment la notion de κ entropie) de D. Bresch, B. Desjardins et E. Zatorska [25] sur l’existence
de solutions faibles avec un terme de traînée combiné avec de fines renormalisations à la Di Perna-
Lions. Cela leur permet donc de prouver l’existence de solutions faibles globales pour N ≥ 2 au
cas du système de Shallow water étendant par la même les résultats de P.-L. Lions qui étaient
réservés aux cas des coefficients de viscosité constants. Cela est donc à ma connaissance un premier
résultat concernant le cas de coefficients de viscosité dégénérés. Les techniques utilisées semblent
prometteuses et devraient permettre de traiter le cas général des coefficients de viscosité vérifiant
(6).
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Cas des solutions fortes globales avec données "grandes"

Nous allons maintenant nous intéresser au cas des solutions fortes globales avec données initiales
grandes. Il existe de nombreux résultats d’existence de solutions fortes globales en une dimension
pour Navier-Stokes compressible et ceci essentiellement pour des coefficients de viscosité constants
(voir D. Hoff [129] et Y. A. Kanel [143] qui fut le premier à obtenir de tels résultats). Le cas de
coefficients de viscosité dépendant de la densité a quand à lui beaucoup moins été étudié. En
effet un point clé pour montrer l’existence de solutions fortes globale consiste à contrôler la norme
L∞ de la densité tout en évitant l’apparition de vide, c’est à dire avoir une estimation L∞ sur
1
ρ ; et ceci est beaucoup plus délicat dans le cadre de coefficients de viscosité dégénérés. A ma
connaissance il existe essentiellement un résultat dû à A. Mellet et A. Vasseur [171] qui montrent
l’existence de solutions fortes globales avec données initiales grandes en une dimension lorsque
la viscosité µ(ρ) est de la forme µ(ρ) = µρα avec 0 ≤ α < 1

2 . Le point crucial de la preuve est
l’utilisation de la BD entropie qui permet de contrôler ∂xρα−

1
2 en norme L∞T (L2(R)) pour tout

T > 0 et donc par injection de Sobolev d’estimer la norme L∞ de 1
ρ . Nous verrons dans la suite

comment généraliser ce résultat au cas des équations de Shallow water visqueuses.

Le cadre multidimensionel N ≥ 2 est sans surprise encore beaucoup plus délicat. À ma connais-
sance le seul résultat d’existence de solutions fortes globales avec données arbitrairement grandes
en dimension N = 2 est l’oeuvre de A. V. Kazhikhov et V. A. Vaigant dans [199]. Ce résultat est
absolument remarquable et considère la cas des équations de Navier-Stokes compressibles sur le
tore avec les coefficients de viscosité suivants µ(ρ) = µ et λ(ρ) = λρβ avec β > 3. Ce choix de coef-
ficient de viscosité permet aux auteurs de contrôler la densité ρ dans n’importe quel norme L∞T (Lp)
avec p ≥ 2. Par d’astucieuses estimations d’énergie sur la pression efficace (µ+ λ(ρ))divu− P (ρ)
et le rotationnel curlu, les auteurs montrent que la régularité de la donnée initiale est préservée
tout au long du temps. Dans [108], on généralise les travaux précédents au cas β > 2 en faisant
intervenir des commutateurs à la R. Coifman, Y. Meyer, ce qui permet d’affaiblir les conditions
nécessaires permettant l’obtention d’estimations L∞T (Lp) avec p ≥ 2 pour la densité ρ.
Enfin en dimension N = 3 il existe des résultats d’existence de solutions faibles « régulières » avec
données initiales petites, en effet la norme H1 de la vitesse u ainsi que la norme L∞ de la densité
ρ sont conservées (on renvoie notamment aux travaux précurseurs de D. Hoff [127, 128]). On peut
en particulier mentionner que la condition de petitesse est très faible puisqu’elle ne concerne que
l’inégalité d’énergie (3) ; cela signifie que la petitesse s’applique à des espaces fonctionnels très
"grands" comparés à ceux impliquant l’invariance par échelle des équations. Enfin ces résultats
ne concernent que le cadre de coefficients de viscosité constants, en effet les estimations d’énergie
très subtiles utilisées par D. Hoff ne peuvent se généraliser au cadre plus complexe de coefficients
de viscosité dégénérés.

I.1.4 Comportement qualitatif des solutions des équations de Navier-Stokes
compressibles et régime faiblement compressible

On va commencer par rappeler quelques résultats sur la limite à faible nombre de Mach. Il
est en effet assez naturel de penser que les équations de Navier-Stokes faiblement compressibles
diffèrent assez peu des équations de Navier-Stokes incompressibles, dont on rappelle le système :

∂tu+ u · ∇u− µ∆u+∇Π = 0,

divu = 0,

u(0, ·) = u0,

(7)

avec u le champ de vecteur vitesse et Π le terme de pression. L’incompressibilité est exprimée à
travers l’équation divu = 0.
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Dans le régime à faible nombre de Mach, le temps d’échelle est de l’ordre de 1
ε où ε désigne le

nombre de Mach. Considérons maintenant le changement de variable tε = εt et le changement
d’inconnue (ρ, u)(t, x) = (ρε(tε, x), εuε(tε, x)) ; l’équation de Navier-Stokes compressible barotrope
(1) avec coefficients de viscosité constants se réécrit alors :

∂tρ
ε + div(ρεuε) = 0,

∂t(ρ
εuε) + div(ρεuε ⊗ uε)− div(2µD(uε))−∇(λdivuε) +

1

ε2
∇P (ρε) = 0.

(8)

Supposons à présent que la suite de solutions (ρε, uε) soit convergente dans certains espaces
fonctionnels bien choisis (à préciser selon la situation, solutions faibles ou fortes) ; que peut-on
alors dire sur l’équation vérifiée par la limite (ρ, u) ? D’un point de vue heuristique, une condition
nécessaire pour que l’équation du moment converge est que ∇P (ρε) converge vers 0 lorsque ε
tends vers 0, ceci à cause de la pénalisation en 1

ε2
. Cela implique que ρε doit converger vers une

constante ρ̄. Si l’on passe à la limite dans l’équation de masse on en déduit que divuε converge vers
0 et donc que la solution limite u est incompressible. Si l’on revient à l’équation du moment on
peut alors vérifier que la vitesse u doit être solution de l’équation de Navier-Stokes incompressible
(7).

Cas de données bien préparées

Passer à la limite dans l’équation du moment est à priori plus facile si ∇P (ρε) = O(ε2), ou de
manière équivalente si on suppose que ρε − 1 = O(ε2) et que divuε = 0(ε). En effet cela implique
alors que ∂tρε et ∂tuε sont uniformément bornés en ε si bien que cela exclut toute oscillation en
temps. Suivant cette heuristique, différents auteurs ont étudié le passage à la limite des solutions
(ρε, uε) pour des données initiales de la forme ρε0 = 1 + ε2ρε0,1 et uε0 = u0 + εuε0,1 avec (ρε0,1, u

ε
0,1)

une suite uniformément bornée dans des espaces fonctionnels bien choisis. On dit que de telles
données initiales sont bien préparées (ceci correspond à des données initiales appartenant au noyau
de l’opérateur singulier apparaissant dans (8) et ceci à des termes de plus bas degré près).
Il est alors possible de calculer l’asymptotique de (ρε, uε) en terme de puissance de ε. Cette ap-
proche (historiquement la première dans le contexte des équations de Navier-Stokes compressibles)
a été développée par de nombreux auteurs et notamment S. Klainerman et A. Majda dans [150],
H.-O. Kreiss, J. Lorenz et M. J. Naughton dans [154] et D. Hoff dans [124].

Cas de données mal préparées

Ce cas correspond au choix suivant de données initiales (ρε0 = 1+εqε0, u
ε
0) avec (qε0, u

ε
0) une suite

convergente lorsque ε tends vers 0 et ceci dans un espace fonctionnel bien choisi. Dans la suite pour
simplifier la présentation on choisira (qε0, u

ε
0) = (q0, u0) fixé. Posons maintenant ρε = 1 + qε,(8)

s’écrit alors sous la forme suivante (les coefficients de viscosité sont ici constants) :
∂tq

ε +
divuε

ε
= −div(qεuε),

∂tu
ε + uε · ∇uε − Auε

1 + εqε
+ (1 +K(εqε))

∇qε

ε
= 0,

(qε, uε)(0, ·) = (q0, u0),

(9)

avec Au = µ∆u+ (λ+µ)∇divu et K une fonction régulière vérifiant K(0) = 0. Le problème de la
limite faiblement compressible (lorsque ε→ 0) a été étudié par de nombreux auteurs et ceci dans
deux cadres radicalement différents le premier correspondant au cas des solutions faibles globales
et le second au cas des solutions fortes.
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Dans le premier cas il s’agit de considérer la limite des solutions faibles globales construites par
P.-L. Lions dans ([166], voir aussi [77, 176]). Il s’agit en particulier de tirer profit de l’estimation
d’énergie suivante :∫

RN
(
1

2
ρε|uε|2 + (Π(ρε)−Π(ρ̄))(t)dx+ µ

∫ t

0

∫
RN

(|∇uε|2dsdx

+ (λ+ µ)|divuε|2)dx ≤
∫
RN

(
|
√
ρε0u

ε
0|2 + (Π(ρε0)−Π(ρ̄))

)
dx.

(10)

Il est alors possible de passer à la limite dans (8) au sens des distributions, et ceci en utilisant
l’énergie (10) ainsi que des estimations de Strichartz dans RN afin de gérer les fortes oscillations
sur ∂tqε et ∂tuε. Les premiers à avoir montré de tels résultats sont B. Desjardins, E. Grenier,
P.-L. Lions et N. Masmoudi dans différents contextes. En effet la preuve dépend fortement des
conditions aux bords choisies et cela est dû au fait que la dispersion est différente selon que l’on
soit dans un domaine borné ou non (voir [164] pour le cas de conditions périodiques, [67] pour
l’espace entier et [68] pour le cas de domaine borné avec conditions Dirichlet).
Le second cadre est bien sûr celui des solutions fortes. Le premier à avoir traité ce cas dans le
cadre mal préparé avec données initiales critiques est R. Danchin dans [59, 60]. Plus précisément
il obtient la convergence des solutions fortes globales (ρε, uε) avec données petites vers la limite
(1, u) où la vitesse u est solution de Navier-Stokes incompressible avec donnée initiale u0 et ceci
dans le cadre d’espaces de Besov critiques. Pour ce faire comme dans [67] l’utilisation d’estimations
de Strichartz est importante afin de gérer les fortes oscillations sur ∂tqε et ∂tuε. D’un point de
vue heuristique le comportement basses fréquences est prépondérant et se propage vers les hautes
fréquences au sens qu’il existe une fréquence de coupure lε distinguant comportement basses et
hautes fréquences, avec lε tendant vers l’infini lorsque ε tends vers 0 (c’est pourquoi R. Danchin
travaille avec des espaces de Besov hybrides). On rappelle que le comportement basses fréquences
pour les équations de Navier-Stokes compressibles est de type équation des ondes pour divuε et
qε ; il est donc naturel d’utiliser des estimations de Strichartz pour gérer ces termes.
Enfin R. Danchin montre également que pour n’importe quelles données initiales (q0, u0) en di-
mension N = 2 d’espace, le système (9) admet une solution forte globale pour tout ε inférieur à ε0

avec ε0 suffisamment petit et avec donnée initiale (1+εq0, u0) (ε0 dépend ici du choix de (q0, u0)).
Ce résultat apporte donc une première réponse dans le cadre faiblement compressible au problème
de solutions fortes globales en dimension N = 2 pour Navier-Stokes compressible barotrope avec
coefficients de viscosité constants (rappelons que ce problème reste ouvert en toute généralité).

Dans la suite de ce mémoire on s’intéressera à la problématique inverse à savoir comprendre la
limite hautement compressible des équations de Navier-Stokes compressibles (lorsque ε le nombre
de Mach tends vers l’infini). On en déduira de nouveaux comportements qualitatifs sur la vitesse
de propagation de la densité en régime hautement compressible.

Résultats d’unicité fort-faible

Nous aimerions enfin rappeler quelques résultats d’unicité fort-faible. En effet une question
importante est de comprendre si les solutions faibles globales à la P.-L. Lions sont acceptables
d’un point de vue physique ; ou autrement dit a-t-on unicité de ces solutions faibles lorsque les
données initiales (ρ0, u0) sont suffisamment régulières et ce sur au moins un intervalle de temps
fini. En effet pour (ρ0, u0) assez régulières avec ρ0 ≥ c > 0, on a l’existence de solution forte (ρ1, u1)
sur un intervalle de temps fini (0, T ) ; on aimerait donc prouver que toute solution faible globale
à la P.-L. Lions (ρ, u) ne peut être égale qu’à (ρ1, u1) sur l’intervalle de temps (0, T ). Ce genre de
résultat a d’abord été prouvé par P. Germain dans [87] en supposant une condition de régularité
supplémentaire sur ∇ρ et ceci en utilisant la notion d’entropie relative (développée notamment par
C. M. Dafermos dans [51] pour les lois de conservation et qui permet de tester une solution faible
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par rapport à une solution particulière qu’elle soit stationnaire, unique ou autre). Il s’avère en fait
que comme mentionné dans [87] cette hypothèse supplémentaire de régularité sur la densité ∇ρ est
en fait ad hoc ; il suffit en effet de redéfinir les solutions faibles à la P.-L. Lions en leur permettant
de vérifier en plus certaines inégalités de type relative entropie. C’est en particulier ce qu’ont fait
E. Feireisl et al dans [81] en définissant des solutions faibles globales "bien choisies". Ils montrent
ensuite l’unicité fort faible en utilisant les mêmes techniques d’entropie relative que P. Germain.
Ce résultat est bien évidemment d’une importance capitale puisqu’il valide mathématiquement la
notion de solutions faibles à la Lions. En une dimension on renvoie également aux travaux de A.
Mellet et A. Vasseur dans [171].
Tous les travaux précédents sont relatifs à des coefficients de viscosité constants. Il est par contre
beaucoup plus délicat d’étendre ce genre de résultats au cas de coefficients dégénérés ; en effet
lorsque l’on considère les inégalités de type entropie relative, on perd des informations sur le
gradient de la vitesse des solutions. On a donc besoin de contrôler la norme L∞ de 1

ρ pour espérer
appliquer la méthode développée dans [87]. Cependant dans [116] on a pu généraliser les résultats
d’unicité fort faible de [87, 81, 171] au cas monodimensionnel. Pour ce faire on a introduit une
nouvelle vitesse efficace qui permet de regarder l’équation du moment comme une équation de
type Euler compressible ; on fait ainsi disparaitre d’une certaine manière le tenseur de viscosité
ce qui nous permet d’appliquer l’outil d’entropie relative (en effet ce dernier est également bien
adapté aux équations hyperboliques).

I.2 Systèmes capillaires

I.2.1 Présentation des modèles

Systèmes capillaires locaux et non locaux

Nous allons nous intéresser au cas des écoulements multi-constituants qui mettent en jeu des
phénomènes de changement de phase qui ont été modélisés pour la première fois par D. J. Korteweg
[153]. Ceux-ci interviennent dans de très nombreux processus industriels, en particulier dans le do-
maine de l’industrie chimique lors des processus de distillation. L’étude des coefficients d’échange
de mélanges s’avère être un problème délicat et impose une bonne compréhension des phéno-
mènes locaux intervenant dans les processus de changement de phases des mélanges. Cependant,
les expérimentations présentent certaines limites en particulier dans le domaine des écoulements
diphasiques où elles sont complexes à réaliser ; on privilégie ainsi la Simulation Numérique
Directe (SND) consistant en la résolution des équations du mouvement locales et instantanées.
La simulation numérique directe des écoulements diphasiques a eu un essor important vers la
fin des années 80. Nous allons à présent nous concentrer sur les méthodes de SND basées sur la
mécanique des milieux continus, en distinguant deux type de méthodes, les méthodes à interfaces
discontinues (les interfaces sont supposées ici d’épaisseur nulle ce qui induit ici une discontinuité
à leurs bords sur la densité) et les méthodes à interfaces diffuses (interfaces d’épaisseur non-nulle,
la densité se propage ici continûment à travers les interfaces).

Présentation des systèmes d’équations

Nous rappelons ici le système général d’un fluide lors d’un mélange fluide-vapeur (voir [153,
4, 29, 65, 97] ou [82] pour plus de détails). Nous considérons ainsi un fluide de densité ρ ≥ 0, de
vitesse u ∈ RN , d’entropie s, d’énergie de densité e et de température θ = (∂e∂s)ρ. Nous notons
w = ∇ρ et nous supposons que l’énergie interne spécifique e dépend de la densité, de l’entropie
spécifique s et de w. En terme d’énergie libre, le principe de la thermodynamique prend la forme
d’une relation de Gibbs généralisée : de = T̃ ds + P

ρ2dρ + 1
ρφ
∗ · dw où T̃ est la température, P la
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pression et φ un vecteur colonne de RN et φ∗ le vecteur adjoint. Dans la suite nous préciserons la
forme que prend φ, celui ci modélisant la partie capillaire du système. La conservation de masse,
du moment et d’énergie s’écrivent :

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u+ pI) = div(K +D) + ρf,

∂t(ρ(e+ 1
2u

2)) + div
(
u(ρe+ 1

2ρ|u|
2 + p)

)
= div

(
(D +K) · u−Q+W

)
+ ρf · u,

(11)

où :
D = (λdivu)I + µ(du+∇u), est le tenseur de diffusion,

Q = −η∇T̃ , est le flux de chaleur.

Le terme W = (∂tρ + u∗ · ∇ρ)φ = −(ρdivu)φ correspond au travail intersticiel qui a pour but
d’assurer l’ équilibre entropique, il a été introduit pour la première fois par J. E. Dunn et J. Serrin
dans [75]. K est le tenseur de capillarité et nous préciserons ultérieurement sa forme selon les
méthodes SDN employées. Concernant les coefficients (λ, µ), ils représentent la viscosité du fluide
et dépendent à la fois de la densité ρ et de la température T̃ . Le coefficient thermal η est une
fonction positive dépendant de la température T̃ et de la densité ρ.

Cas du système de Korteweg local

Nous rappelons ici sucinctement la forme du système de Korteweg et plus précisément la forme
du tenseur de capillarité K, en suivant le modèle de J. E. Dunn et J. Serrin dans [75]. Il existe
trois fonctions Π0, Π1 et ϕ telles que la pression et l’énergie interne s’écrivent sous la forme :
P (ρ, T̃ ) = T̃P1(v) + P0(v), e0 = −Π0(v) + ϕ(T̃ )− T̃ϕ′(T̃ ), avec v = 1

ρ et où P1 = Π
′
1 et P0 = Π

′
0.

De plus en supposant que l’énergie interne soit une fonction croissante de la température T̃ , on
pose :

Ψ(T̃ ) = ϕ(T̃ )− T̃ϕ′(T̃ ) avec Ψ
′
(T̃ ) > 0 .

Enfin pour simplifier les notations, on pose θ = Ψ(T̃ ). On peut alors réécrire le système (11) sous
la forme suivante :

(NHV )



∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂tu+ u · ∇u− div(D)

ρ
+
∇(P0(ρ) + Ψ−1(θ)P1(ρ))

ρ
= divK,

∂tθ + u · ∇θ − div(χ∇θ)
ρ

+ Ψ−1(θ)
P1(ρ)

ρ
div(u) =

D : ∇u
ρ

,

avec χ le coefficient thermal. K représente le tenseur de capillarité et celui-ci s’écrit sous la forme
suivante : K = (ρdivφ)I − φw∗, avec φ = κw où κ est le coefficient de capillarité dépendant de
ρ. Par la suite on considérera essentiellement le cas du système isotherme, c’est à dire lorsque la
température est constante. Le tenseur de capillarité s’écrit alors :

divK = ∇
(
ρκ(ρ)∆ρ+

1

2
(κ(ρ) + ρκ

′
(ρ))|∇ρ|2

)
− div

(
κ(ρ)∇ρ⊗∇ρ

)
, (12)

avec κ(ρ) le coefficient de capillarité.

Cas du système de Korteweg non-local

Nous allons ici seulement rappeler le système sous sa forme moderne en insistant sur la forme
du tenseur de capillarité modélisé par C. Rohde dans [181] (voir aussi [50, 183]). Précisons ici que
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C. Rohde emploie une méthode à interfaces discontinues. De plus on ne s’intéressera ici qu’ au cas
du système isotherme. Le système s’écrit sous la forme suivante :

(NSK)


∂tρ+ div(ρu) = 0

∂t(ρ u) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (λ+ µ)∇divu+∇(P (ρ)) = κρ∇D[ρ]

(ρt=0, ut=0) = (ρ0, u0),

avec : D[ρ] = κ(φ ∗ ρ− ρ), κ le coefficient de capillarité et φ vérifie :

φ ∈ L∞(RN ) ∩W 1,1(RN ),

∫
φ(x)dx = 1 et φ ≥ 0.

Cas du système de Euler-Korteweg et de l’équation de Gross-Pitaevskii

Rappelons la forme du système d’Euler-Korteweg :
∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇P (ρ) = divK,

(ρ, u)/t=0 = (ρ0, u0).

(13)

Ici u = u(t, x) ∈ RN représente le champ de vitesse, ρ = ρ(t, x) ∈ R+ la densité. Le tenseur de
capillarité est défini comme dans (12). Lorsque κ(ρ) = κ

ρ le tenseur de capillarité s’apparente à la
fameuse pression quantique. En particulier dans ce cadre, si l’on suppose u = ∇θ irrotationnel,
on peut retrouver l’équation de Gross-Pitaevskii au moins heuristiquement via la transformation
de Madelung. En effet il suffit de poser ψ =

√
ρe
i θ
2
√
κ et ψ vérifie alors l’équation suivante :{

2i
√
κ∂tψ = −2κ∆ψ + (|ψ|2 − 1)ψ,

ψ(0, ·) = ψ0.
(14)

La solution à valeurs complexes ψ est définie sur l’espace R × RN . Cette équation fut à l’origine
introduite pour modéliser la condensation de Bose-Einstein, ou la superfluidité (voir[180, 96, 49]).

I.2.2 Intérêt théorique des systèmes capillaires

Le système de Korteweg a donc non seulement pour mission de modéliser les mélanges liquide-
vapeur, mais a aussi et surtout un intérêt théorique. En effet celui-ci a pour but de sélectionner les
solutions physiques des équations d’Euler compressibles (en particulier lorsque le système n’est pas
strictement hyperbolique) via un processus de limite évanescente sur les coefficients de viscosité
et de capillarité. Le cas typique correspond au choix d’une pression Van der Waals, en effet dans
ce cas le système n’est pas strictement hyperbolique dans la région elliptique (qui correspond à la
région où l’on a un changement de phase).
Un autre intérêt majeur consiste à construire des solutions du système d’Euler compressible pou-
vant admettre des chocs dispersifs et qui auront ainsi naturellement tendance à transgresser les
conditions de Lax-Oleinik sur les chocs pour des solutions entropiques. Pour plus de références
sur ces questions on renvoie à l’excellent mémoire de C. Rohde [183].
Dans le cadre adiabatique en dimension N = 1 (P (ρ) = ργ et γ > 1), le système d’Euler com-
pressible est strictement hyperbolique, la théorie est alors classique. Plus précisément on peut
résoudre le problème de Riemann lorsque la donnée initiale (une fonction de type Heaviside) est
petite en norme BV . En effet on est dans le cadre d’un système strictement hyperbolique "vrai-
ment non linéaire" à la P. Lax ([156]). Cela signifie que l’on a l’existence de solutions globales
C1 par morceaux et uniques dans la classe des solutions entropiques. Ce résultat a ensuite été
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étendu par J. Glimm dans le cadre plus général de données initiales petites dans BV en utilisant
un schéma numérique et en approximant les données initiales BV par des fonctions C1 constantes
par morceaux (ce qui implique de résoudre localement le problème de Riemann via les résultats de
P. Lax). Pour l’unicité de telles solutions on réfère à l’article de S. Bianchini et A. Bressan ([15]).
Dans le cadre d’une pression de type Van der Waals

P (ρ, T ∗) =
RT ∗ρ

b− ρ
− aρ2, (15)

(avec R la constante spécifique du gaz, a, b sont des constantes positives ; le paramètre a représente
les forces attractives entre les molécules du fluide et b est relié à la taille des molécules) l’existence
de solutions globales ainsi que la nature de ce qu’est une solution physique reste un problème
ouvert. En effet le système n’est plus strictement hyperbolique et vraiment non linéaire. Cela
s’explique par le fait que la pression n’est pas strictement croissante et convexe. Si l’on réécrit
le système d’Euler compressible en coordonnées Lagrangiennes en utilisant le volume spécifique
τ = 1/ρ dans (1

b ,∞) et la vitesse u ; le système satisfait dans (0,+∞)×R les équations suivantes :{
∂tτ − ∂xu = 0,

∂tu− ∂x(P̃ (τ)) = 0,
(16)

avec la fonction P̃ : (1
b ,∞)→ (0,∞) donnée par :

P̃ (τ) = P (
1

τ
), τ ∈ (

1

b
,∞).

Les deux valeurs propres du système sont :

λ1(τ, v) = −
√
−P̃ ′(τ), λ2(τ, v) =

√
−P̃ ′(τ). (17)

Les vecteurs propres correspondant r1, r2 sont :

w1(τ, v) =

(
1√
−P̃ ′(τ)

)
, w2(τ, v) =

(
1

−
√
−P̃ ′(τ)

)
. (18)

Un petit calcul montre que :

∇λ1(τ, v) · w1(τ, v) =
P̃
′′
(τ)

2

√
−P̃ ′(τ)

, ∇λ2(τ, v) · w2(τ, v) =
−P̃ ′′(τ)

2

√
−P̃ ′(τ)

. (19)

On rappelle maintenant la définition d’une loi de conservation standard au sens de P. Lax (c’est
à dire une solution entropique) :

– Le système est strictement hyperbolique si les valeurs propres sont distinctes et réelles.
– Les vecteurs caractéristiques sont vraiment non linéaires si on a pour tout (τ, v),

∇λ1(τ, v) · w1(τ, v) 6= 0 et ∇λ2(τ, v) · w2(τ, v) 6= 0,

pour plus de détails on réfère à [187]. La définition de "vraiment non linéaire" est une extension
de la notion de convexité pour les fonctions à valeurs vectorielles (ceci se voit en considérant le
cas particulier des ondes progressives). Les hypothèses précédentes tendent à assurer l’existence
et l’unicité du problème de Riemann ( voir [76] et [187]).

Lorsque P est une pression de Van der Waals, nous pouvons observer que le système d’Euler
compressible 1D (voir [187, 76]) est loin d’être un système hyperbolique standard, en effet :

– il n’est pas hyperbolique (mais elliptique pour certaines valeurs de la densité ρ).
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– les champs de caratéristiques ne sont pas vraiment non linéaires.
Ainsi la théorie classique de Lax-Glimm ne peut être appliquée. De plus il n’existe pas de paires
d’entropie-flux (ceci est dû au fait que la pression n’est pas convexe croissante) ce qui suggère que
la notion de solution entropique n’est pas adaptée dans ce cadre pour sélectionner les solutions
physiques. Afin de traiter ce problème, J. F. Van der Waals et D. J. Korteweg (voir [204, 153])
commencèrent par considérer le problème stationnaire avec vitesse nulle et résolvèrent le problème
∇P (ρ) = 0 (pour plus de détails nous renvoyons à [183]). Cela consiste à minimiser la fonctionnelle
suivante (voir [183]) :

F [ρ] =

∫
Ω
W (ρ(x))dx,

(avec W la fonctionnelle d’énergie de la densité vérifiant P (ρ) = ρW ′(ρ) −W (ρ)) dans l’espace
fonctionnel suivant :

A0 = {ρ ∈ L1(Ω)/W (ρ) ∈ L1(Ω),

∫
Ω
ρ(x)dx = m}.

Malheureusement ce problème de minimisation a une infinité de solutions, et beaucoup d’entre
elles ne sont pas physiques. Afin de parer à cette difficulté, J. F. Van der Waals au 19 ième siècle
fut le premier à régulariser la fonctionnelle précédente en ajoutant un terme quadratique en le
gradient de la densité. Plus précisément il considéra la fonctionnelle suivante :

F εlocal =

∫
Ω

(
W (ρε(x)) + γ

ε2

2
|∇ρε|2

)
dx,

avec :
Alocal = H1(Ω) ∩A0.

Ce problème variationnel admet une unique solution et sa limite (lorsque ε tend vers 0) converge
vers une solution physique pour le problème d’Euler compressible à l’équilibre avec pression de Van
der Waals ; ce résultat a été prouvé par L. Modica dans [173] en utilisant la notion de Gamma
convergence. Par le principe d’Euler-Lagrange, la minimisation de la fonctionnelle de Van der
Waals consiste à résoudre le problème stationnaire suivant :

∇P (ρε) = γε2ρε∇∆ρε,

où le terme de droite correspond à la divergence du tenseur de capillarité. Heuristiquement on peut
donc également espérer que le processus limite pour une capillarité et une viscosité évanescente
sélectionne aussi les solutions physiques pour le problème non stationnaire d’Euler compressible
avec pression Van der Waals. La justification mathématique rigoureuse de cette affirmation reste
actuellement ouverte et ceci même dans le cadre de la dimension N = 1.
Cependant on peut noter que ce processus de viscosité et de capillarité évanescentes a été parti-
culièrement étudié dans le cadre plus simple de l’équation de Burgers. Il s’agit ici de considérer
l’équation suivante : {

∂tuε + u∂xuε − α(ε)∂xxuε + κ(ε)∂xxxuε = 0,

uε(0, ·) = u0,
(20)

avec α(ε), κ(ε) ≥ 0. Lorsque κ(ε) = 0 on retrouve l’équation de Burgers visqueuse qui a un
comportement de type parabolique ; à l’inverse lorsque α(ε) = 0 et κ(ε) > 0 on travaille alors
avec l’équation de Korteweg de Vries qui a un comportement de type dispersif. Chacune de ces
deux équations sont globalement bien posées (on réfère en particulier à [162] pour l’équation de
Korteweg de Vries, ceci se prouve en combinant les théorèmes d’existence locale avec donnée
initiale dans dans H−

3
4 (R) et la conservation de la norme L2). Il est bien connu qu’il existe une

unique solution entropique pour l’équation de Burger pour des données L∞ ∩ BV ce qui n’est
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rien d’autre que le fameux théorème de S. N. Kruzhkov (voir [187] pour une preuve). On peut
obtenir cette solution entropique (voir [187]) comme limite de la suite (uε)ε>0 solutions de (20)
avec κ(ε) = 0 lorsque ε convergent vers 0 (ici α(ε) tends vers 0 lorsque ε converge vers 0).

De la même manière le cadre limite de la suite (uε)ε>0 solutions de (20) avec α(ε) = 0 lorsque ε
tends vers 0 a également été étudié dans les travaux de P. Lax et D. Levermore dans [157, 158].
La preuve est assez technique ; elle repose sur le fait que l’équation de Korteweg de Vries est
complètement intégrable ce qui permet d’utiliser la théorie du scattering inverse. On peut donc
pour certaines données initiales (reliées à l’équation de Gelfand-Marchenko) résoudre presque
explicitement l’équation via une étude spectrale fine d’un opérateur elliptique avec pour potentiel
la donnée initiale ; le point clé étant que les propriétés spectrales de cette opérateur sont conservées
au cours du temps si le potentiel est changé par la solution de Korteweg de Vries au temps t. Une
fois obtenue une formulation explicite de la solution de (20) P. Lax et D. Levermore étudient
la limite au sens des distributions de uε lorsque ε tends vers 0 et obtiennent ainsi une solution
pouvant admettre des chocs "dispersifs", par opposition au choc admis dans le cadre de solutions
entropiques à la Lax-Oleinik. Notons pour conclure que l’on a trois régimes bien différents ; on
posera ici α(ε) = ε :

– κ(ε) << ε2, la viscosité domine et on obtient à la limite une solution entropique,
– κ(ε) ' ε2, régime intermédiaire,
– κ(ε) >> ε2, la capillarité domine, et on a à la limite des solutions à la Lax-Levermore.

Pour plus de détails sur cette étude, on renvoie au livre de P. G. Lefloch [159].

I.2.3 Quelques résultats importants sur les systèmes capillaires

Système de Korteweg local et non local

On va s’intéresser ici au système (NHV ) sous sa forme isotherme que l’on réécrit comme suit :{
∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)Du)−∇(λ(ρ)divu) +∇P (ρ) = divK,
(21)

avec divK défini dans (12). Nous allons commencer par décrire les inégalités d’énergie liées au
système ; ceci nous permettra de détecter les éventuels termes délicats à contrôler en terme de
compacité et ceci dans l’optique de montrer l’existence de solutions faibles globales. On suppose
(ρ, u) une solution "régulière" (en fait approchée) du système (21), et l’on multiplie l’équation du
moment par u, on obtient alors l’inégalité suivante :∫

RN
(
1

2
ρ|u|2 + (Π(ρ)−Π(ρ̄)) +

κ(ρ)

2
|∇ρ|2)(t)dx+ 2

∫ t

0

∫
RN

(µ(ρ)|Du|2

+ λ(ρ)|divu|2)dx ≤
∫
RN

( |m0|2

2ρ
+ (Π(ρ0)−Π(ρ̄)) +

κ(ρ0)

2
|∇ρ0|2

)
dx,

(22)

où Π est défini comme suit : Π(s) = s

(∫ s
ρ̄
P0(z)
z2 dz − P0(ρ̄)

ρ̄

)
. En imposant l’inégalité suivante sur

les données initiales :

ε0 =

∫
RN

( |m0|2

2ρ
+ (Π(ρ0)−Π(ρ̄)) +

κ(ρ0)

2
|∇ρ0|2

)
dx < +∞ , (23)

on obtient les estimations à priori suivantes :

Π(ρ)−Π(ρ̄), et ρ|u|2 ∈ L∞(0,∞, L1(RN ))
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√
κ(ρ)∇ρ ∈ L∞(0,∞, L2(RN ))N ,

√
µ(ρ)Du ∈ L2(0,∞,RN )N

2
et
√
λ(ρ)divu ∈ L2(0,∞,RN ).

Afin de montrer l’existence de solutions faibles globales, une première étape consiste à vérifier la
stabilité des solutions faibles. Pour ce faire considérons une suite de solutions approchées globales
régulières (ρn, un)n∈N du système (21) vérifiant uniformément en n l’estimation (22). On va ensuite
chercher à passer à la limite lorsque n tends vers l’infini pour chaque terme non linéaire et ceci en
utilisant des résultats de compacité. On se rend alors rapidement compte que le terme quadratique
κ(ρn)∇ρn ⊗ ∇ρn provenant du tenseur de capillarité est délicat à traiter. En effet d’après les
estimations d’énergie, κ(ρn)∇ρn⊗∇ρn est seulement uniformément borné dans L∞(R+, L1(RN )).
On obtient donc une convergence au sens de la mesure à extraction près et ceci vers une mesure ν.
Toute la difficulté repose sur le fait de savoir si ν correspond réellement à ∇ρ⊗∇ρ avec ρ défini
comme limite faible de ρn dans L∞(R+, H1(RN )) (ceci grâce aux effets régularisants provenant du
coefficient de capillarité). Il est à préciser que par rapport à Navier-Stokes compressible le terme
de pression P (ρn) est aisé à traiter étant donné la régularité L∞(L2) que l’on a sur

√
κ(ρn)∇ρn,

il suffit en effet simplement d’appliquer des injections de Sobolev.

Solutions faibles globales

Le problème des solutions faibles globales pour le système isotherme en toute généralité reste
ouvert ; il existe cependant des réponses partielles selon le choix des coefficients de viscosité et
de capillarité. D. Bresch, B. Desjardins et C.-K. Lin dans [24] se sont intéressés au cas où les
coefficients de viscosité étaient variables. Ils se sont concentrés tout particulièrement sur le cas des
coefficients intervenant dans le modèle de Saint-Venant µ(ρ) = µρ, λ(ρ) = 0 avec µ > 0 et avec une
capillarité constante κ. Pour ce choix de coefficients physiques ils obtiennent une nouvelle entropie
qui leur fournit un gain de régularité sur la densité puisque ∆ρ appartient à L2(R+, L2(RN )) dans
ce cadre. Cela est alors suffisant pour prouver la stabilité des solutions faibles globales, en effet
le terme quadratique ∇ρn ⊗ ∇ρn peut être estimé par des injections de Sobolev ce qui permet
de montrer une convergence forte de ∇ρn dans L2

loc,t,x. On peut remarquer cependant que ces
solutions sont très « faibles » dans la mesure où les fonctions tests dépendent elles-mêmes de la
solution et s’écrivent sous la forme ρϕ avec ϕ ∈ C∞([0, T ] × RN ). En effet puisque le coefficient
de viscosité est dégénéré on a une perte d’information sur le gradient de la vitesse ∇un lorsque
le vide intervient. C’est pourquoi D. Bresch, B. Desjardins et C.-K. Lin ont besoin d’utiliser ces
fonctions tests ρϕ pour avoir suffisamment de compacité afin de traiter le terme ρu⊗ u.

Dans [104] on montre l’existence de solutions faibles globales en dimension N = 2 avec des
données initiales petites dans l’espace d’énergie pour des coefficients de viscosité constants et
avec une capillarité en κ(ρ) = κ

ρ2 avec κ > 0. Pour ce faire on démontre de nouveaux effets
régularisants sur la densité ρ qui nous permettent de traiter le terme quadratique en le gradient
de la densité. D’autre part puisque les coefficients de viscosité ne sont pas dégénérés, on travaille
avec des fonctions tests classiques ϕ ∈ C∞0 (RN ).
A. Jungel dans [140] montre l’existence de solutions faibles globales à la D. Bresch et al lorsque
l’on considère des coefficients de viscosité de type shallow water et une capillarité de type pression
quantique c’est à dire κ(ρ) = κ

ρ . Pour ce faire il montre une nouvelle entropie permettant également
un gain de régularité sur ∇ρn en introduisant une vitesse efficace de type vn = un+µ∇ ln ρn. Dans
[113] on montre l’existence de solutions faibles globales lorsque µ(ρ) = µρ, λ(ρ) = 0 et κ(ρ) = κ

ρ

avec κ = µ2. En effet on peu réécrire le système (21) sous la forme d’un système de Navier-Stokes
compressible visqueux en densité en utilisant la même vitesse efficace que A. Jüngel dans [140].
On peut alors obtenir un gain d’inégrabilité sur v à la A. Mellet, A. Vasseur ainsi qu’un gain de
régularité sur ρ ce qui nous permet de conclure. Cette fois ci on a des solutions faibles au sens
classique (les fonctions tests ne dépendent pas de la solution elle même comme dans [24, 140]).
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Solutions fortes

Les premiers à avoir vérifié que le modèle complet non isotherme était bien posé sont H. Hattori
et D. Li dans [120] et [121]. Ils obtiennent des résultats d’existence globale et d’unicité avec des
données initiales proches d’un état stable dans les espaces de Sobolev Hs × Hs−1 × Hs−2 avec
s ≥ N

2 + 4 (où N représente la dimension), ainsi que des résultats d’existence en temps fini et
unicité avec des données initiales grandes. R. Danchin et B. Desjardins ont amélioré dans [20]
les résultats précédents dans le cas isotherme, effectivement ils obtiennent des solutions avec des
données initiales dans des espaces critiques du point de vue du scaling des équations. En effet
le système de Korteweg local vérifie le même scaling que Navier-Stokes compressible barotrope
modulo le terme de pression. R. Danchin et B. Desjardins prouvent ainsi des résultats de solutions

fortes globales avec données initiales petites dans l’espace F = (B
N
2
−1

2,1 ∩ B
N
2

2,1) × (B
N
2
−1

2,1 )N . Ce
choix d’espace de Besov critique permet ainsi de contrôler le vide (ou en d’autres termes la norme

L∞ de 1
ρ) via l’injection suivante B

N
2

2,1 ↪→ L∞. En effet il est important de pouvoir estimer 1
ρ en

norme L∞ afin d’exploiter la parabolicité de l’équation du moment qui permet un gain de deux
dérivées sur la vitesse. Enfin on remarque que les solutions obtenues dans [20] vérifient également
un effet régularisant sur la densité ρ de type équation de la chaleur et celui ci provient du terme de
capillarité. Ce phénomène est radicalement nouveau par rapport aux résultats de solutions fortes
pour le système de Navier-Stokes compressible puisque dans ce cadre la densité subit un simple
effet d’amortissement. Ces résultats on ensuite été généralisés au cas non isotherme dans [101].

Système de Korteweg non local

Nous allons considérer ici le système (NSK), ce genre de système est particulièrement impor-
tant d’un point de vue numérique. En effet il est plus simple à étudier en terme de simulations
numériques et ceci essentiellement car il nécessite moins de calculs ; ceci est dû au fait que ce
système ne possède que des dérivées d’ordre une sur la densité alors que la capillarité dans le
système de Korteweg local engendre des dérivées d’ordre trois.
De la même manière que pour Korteweg local, on montre des résultats de solutions fortes locales

pour le système non local (NSK) dans des espaces de Besov critiques B
N
p

p,1 × B
N
p
−1

p,1 avec p ≤ N
ainsi que des résultats globaux à données petites (voir [102]). Le système de Korteweg non local
est plus proche de Navier-Stokes compressible puisqu’il n’apparaît pas d’effets régularisants sur
la densité ρ, si ce n’est un effet d’amortissement en temps long pour des données petites. Dans
[103] on prouve également l’existence de solutions faibles globales en dimension N = 2, 3 à la P.-L.
Lions et ceci pour n’importe quelle pression P (ρ) = ργ avec γ > 1. Notons que ce résultat est
meilleur que pour Navier-Stokes compressible où l’on impose la condition γ > N

2 , et ceci s’explique
par le fait que la capillarité fournit naturellement un contrôle L∞(L2) sur la densité qui permet
de pouvoir renormaliser l’équation de masse à la Di Perna-Lions.

Une question importante sur ce sujet est de comprendre le lien entre système de Korteweg local
et Korteweg non local ; en d’autres termes comment le système de Korteweg non local plus inté-
ressant d’un point de vue numérique peut approcher le système de Korteweg local. Cela sera le
but de la section III.2. On renvoie également aux travaux de F. Charve [31, 30] qui montrent la
convergence des solutions fortes du système de Korteweg non local vers celles de Korteweg local
pour un noyau φε bien choisi et ceci dans le cadre de solutions fortes locales critiques pour le
scaling des équations. Dans [30], F. Charve étudie un autre modèle de Korteweg non-local dit « à
paramètre d’ordre » modélisé par C. Rohde dans [182]. Celui-ci a l’avantage de ne pas faire inter-
venir d’opérateur de convolution mais est plutôt un système augmenté d’une troisième équation
pour l’inconnue cα, un paramètre d’ordre qui mesure la discontinuité ou non des interfaces du
mélange (et ceci en fonction de α). L’intérêt de ce système est à nouveau un cadre plus agréable
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pour les simulations numériques puisque cette fois ci on n’a pas d’opérateur non local de type
convolution à gérer. F. Charve montre alors la convergence des solutions de ce système vers celles
du système de Korteweg local lorsque α tends vers l’infini dans le cadre de solutions critiques pour
le scaling des équations.

Système d’Euler Korteweg

On s’intéresse ici au système (13), rappelons donc une de ses caractéristiques essentielles ; celui
ci peut être vu comme un système dispersif. En effet si l’on considère le changement de variables
suivant z = u + iw avec w = ∇f(ρ) et L = L(ρ) (avec ∇f(ρ) =

√
κ(ρ)
ρ ∇ρ et L une primitive de√

κ(ρ)
ρ ) le système se réécrit alors sous la forme suivante (voir [12, 28]) :

{
∂tL+ u · ∇L+ adivu = 0,
∂tz + u · ∇z + i(∇z) · w + i∇(a(L)divz) = ∇q(L),

(24)

avec a et g des fonctions régulières dépendant respectivement du coefficient de capillarité et
du terme de pression. La seconde équation de (III.94) est donc une équation de Schrödinger
quasilinéaire dégénérée, en effet le Laplacien a la forme suivante ∇(a(L)divz), en conséquence on
ne peut espérer de la dispersion sur z seulement si z est irrotationnel ce qui est équivalent à u
irrotationnel. Mentionnons enfin que lorsque la capillarité est de la forme κ(ρ) = κ

ρ on retrouve
une équation de Schrödinger dégénérée semi linéaire ceci car on a alors a(L) = κ. Cela correspond
au fameux cas du système d’Euler compressible quantique.
Les premiers résultats d’existence globale de solutions faibles sont dûs à P. Antonelli et P. Marcati
dans [5] dans le cadre particulier de la pression quantique et d’une vitesse initiale irrotationnelle.
La construction de solutions approchées s’obtient facilement en utilisant la transformation de
Madelung (ici les auteurs travaillent avec une densité proche du vide, il est donc important de
considérer la variable √ρu et non u pas définie sur l’ensemble {ρ = 0}), la difficulté principale
concerne le passage à la limite du terme quadratique du gradient de la densité. Les auteurs
réécrivent ce terme en fonction de z et montrent que z converge fortement dans L2

loc,t,x en utilisant
des résultats de continuité par rapport à la donnée initiale (voir aussi [28]). Le problème de
l’existence de solutions faibles globales reste ouvert en toute généralité.
Concernant l’existence de solutions fortes rappelons les résultats de S. Benzoni, R. Danchin et
S. Descombes dans [11], [12] qui considèrent le système (13) en toute généralité, c’est à dire
pour n’importe quel coefficient de capillarité κ(ρ) avec κ fonction régulière. Plus précisément ils
obtiennent des résultats de solutions fortes en temps fini avec les données initiales (ρ0 − 1, u0)

dans H
N
2

+2+ε×H
N
2

+1+ε avec ε > 0. Ils emploient une méthode d’énergie afin d’estimer (∆ρ,∇u)
en norme L∞T (L∞(RN )), pour ce faire les auteurs emploient une méthode d’énergie nécessitant
l’introduction d’une jauge afin de ne pas perdre de dérivées combinée avec des théorèmes de
commutateurs. Nous nous intéresserons dans la suite (section III.4) à l’existence de solutions
fortes globales pour des données initiales petites et irrotationnelles.
D’autres travaux sur la stabilité des ondes progressives sont à noter, on renvoie aux travaux
[9, 10, 177].

I.2.4 Quelques problématiques pour l’équation de Gross-Pitaevskii

On a vu précédemment que l’on retrouve au moins heuristiquement les équations de Gross-
Pitaevskii via la transformation de Madelung lorsque l’on étudie le système d’Euler compressible
avec pression quantique. On va donc rappeler quelques questions importantes reliées à cette équa-
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tion. Rappelons d’abord la forme de l’équation de Gross-Pitaevskii :{
2i
√
κ∂tψ = −2κ∆ψ + (|ψ|2 − 1)ψ,

ψ(0, ·) = ψ0,
(25)

avec une condition limite lim|x|→+∞ ψ = 1. L’équation de Gross-Pitaevskii est une équation d’évo-
lution Hamiltonienne associée à l’énergie de Ginzburg-Landau :

E(ψ) =

∫
RN

(
κ|∇ψ(t, x)|2 +

1

4
(|ψ|2 − 1)2

)
dx

=

∫
RN

(
κ|∇ϕ(t, x)|2 +

1

4
(2Reϕ+ |ϕ|2)2

)
dx,

(26)

avec ψ = 1 + ϕ. On peut alors réécrire (14) pour l’inconnue ϕ = ψ − 1 :{
i∂tϕ+ ∆ϕ− 2Reϕ = F (ϕ),

F (ϕ) = (ϕ+ 2ϕ̄+ |ϕ|2)ϕ.
(27)

L’équation précédente est proche (au moins si l’on considère les termes de plus haut degré) de
l’équation de Schrödinger cubique défocalisante excepté que l’équation linéaire associée s’écrit :

i∂tϕ+ ∆ϕ− 2Reϕ = 0. (28)

Cette équation peut être diagonaliser si l’on considère le changement de variable suivant (voir
[98, 99]) :

v = V ϕ = Reϕ+ iU Imϕ avec U =
√
−∆(2−∆)−1,

en posant H =
√
−∆(2−∆) on obtient alors l’équation linéaire suivante qui est de type Schrö-

dinger en hautes fréquences et équation des ondes en basses fréquences :

i∂tv −Hv = 0.

L’équation de Schrödinger cubique défocalisante est maintenant bien comprise. En dimension
N = 3 cette équation est globalement bien posée dans H1(RN ) et a en plus la propriété de
scattering (voir [29, 162]). L’existence globale et la propriété de scattering pour N = 4 correspond
au cas d’énergie critique, il a été résolu après d’intenses efforts (voir [195]) dans le cas de données
initiales radiales et ceci en utilisant notamment de subtiles inégalités de Morawetz ainsi que des
décompositions en profils. Rappelons ici ce que signifie la notion de « scattering ».

Définition 3. Considérons une équation dispersive de la forme Schrödinger :{
i∂tu−A(−∆)u = f(u),
u(0) = u0,

où A(−∆) est un multiplieur de Fourier avec un symbole réel. Supposons que cette équation ait
une unique solution globale u ∈ X(R×RN ) ⊃ C

(
R, Y (RN )

)
où X,Y sont des espaces de Banach

tels que e−itA agit continûment sur Y . La solution u disperse vers u+ ∈ Y ou a une propriété de
scattering si ‖e−itAu(t)− u+‖Y →t→+∞ 0.

Un cadre naturel où intervient la notion de scattering correspond bien évidemment au cas des
équations globalement bien posées ; souvent l’existence globale se montre en combinant résultat
d’existence locale (via un point fixe) et des estimations d’énergie. Comme nous l’écrivions précé-
demment, l’équation de Schrödinger cubique défocalisante avec donnée initiale dans H1(RN ) pour
N = 3, 4 vérifie cette propriété de scattering et ceci en utilisant des inégalités de type Morawetz
(voir [29] ainsi que J. Bourgain [18]).
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La situation est plus complexe pour l’équation de Gross-Pitaevskii, où l’espace d’énergie n’est pas
H1(RN ). Mentionnons en particulier que la norme L2(RN ) n’est pas conservée (cela est dû au
comportement basses fréquences de (28) qui est de type équation des ondes). L’espace naturel
d’énergie associé à l’équation de Gross-Pitaevskii est l’espace suivant :

E1 = {ψ ∈ H1
loc(RN ), ∇ψ ∈ L2(RN ), |ψ|2 − 1 ∈ L2(RN )}.

L’existence de solution forte globale pour une donnée initiale dans E1 a été prouvé par C. Gallo et
P. Gérard dans [85, 86] en dimension N = 2, 3 et par R. Kilipp et al dans [149] dans le cas délicat
car critique de la dimension N = 4. Il est aussi prouvé que pour s ≥ 1 la régularité Hs(RN ) est
aussi préservée et ceci éventuellement avec une taille exponentielle en temps (cela n’implique pas
en particulier que la solution ϕ reste petite dans L∞(R+, L∞(RN )) pour s > N

2 si ‖ϕ0‖Hs est
petit).
Une autre différence fondamentale entre (25) et l’équation de Schrödinger cubique défocalisante
est l’existence d’ondes progressives pour (25) qui rend caduque la possibilité de scattering pour
n’importe quelle donnée initiale (voir [14, 13, 44, 168] pour l’existence de telles ondes progressives).
Une onde progressive est une solution de la forme (à symétrie près) :

ψ(t, x) = uc(x1 − ct, x2, · · · , xN ),

où uc satisfait :
ic∂1uc −∆uc − uc(1− |uc|2) = 0. (29)

De telles solutions existent pour de petit c (voir [14, 13, 44]) alors que le cadre général 0 < |c| <
√

2
a été obtenu par M. Maris en dimension N ≥ 3 dans [168]. Rappelons en effet qu’en dimension
N ≥ 2 il n’existe pas d’ondes progressives supersoniques (c >

√
2, voir [93]). Il est aussi prouvé

dans [14] qu’il existe une borne inférieure sur l’énergie de toutes les ondes progressives possibles
(III.51) en dimension N = 3 :

E0 = inf{E(ψ), ψ(t, x) = uc(x1 − ct, x2, · · · , xN ) résout (III.51) pour c > 0}. (30)

La situation est complètement différente en dimension N = 2 puisque l’énergie des ondes pro-
gressives tend vers 0 lorsque c tends vers la limite supersonique

√
2 ; ceci a été conjecturé par C.

A. Jones, S. J. Putterman et P. H. Roberts (voir [139])). Cela pourrait laisser entendre qu’il n’y
a pas de scattering en dimension N = 2 et ceci même pour de petites données initiales. Enfin
mentionnons un résultat très intéressant sur le comportement asymptotique des ondes progressives
conjecturé par C. A. Jones, S. J. Putterman et P. H. Roberts en dimension N = 2, 3 et démontré
rigoureusement par P. Gravejat dans [94] ; celui-ci stipule que les ondes progressives convergent
vers une constante de module 1 à l’infini, que l’on peut supposer égale à 1, quitte à multiplier par
un nombre complexe de module un. La différence uc − 1 a une décroissance algébrique explicite,
essentiellement gouvernée par la fonction x→ 1

|x|N−1 . Enfin concernant la stabilité des ondes pro-
gressives on renvoie à l’excellent mémoire de P. Gravejat [95] pour plus de détails sur le sujet.

Le pendant naturel de la question de l’existence d’ondes progressives est bien évidemment l’exis-
tence ou non de scattering pour les solution de (25). S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ont
prouvé dans une série de papiers [98, 99, 100] extrêmement intéressants l’existence de scattering
pour des données initiales petites lorsque N ≥ 3. Pour N ≥ 4 ce résultat est obtenu pour des
données initiales petites dans H

N
2
−1(RN ), le cas N = 3 est beaucoup plus compliqué et nécessite

en particulier de travailler avec des espaces H1(R3) à poids (mentionnons que cet espace est com-
patible avec les ondes progressives et ceci du fait du comportement asymptotique en espace des
ondes progressives, voir [94]).
Nous allons maintenant rappeler quelques idées de [99] que l’on détaillera plus par la suite dans
la section III.4.1. Après diagonalisation le système (27) s’écrit :

i∂tv −Hv =U(3v2
1 + (U−1v2)2 + |v1 + iU−1v2|2v1)

+ i(2v1(U−1v2) + |v1 + iU−1v2|2(U−1v2)).
(31)
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Il est intéressant ici de comparer cette équation à l’équation classique NLS (focalisante ou défo-
calisante, en effet on considère de petites données initiales si bien que le signe de la non-linéarité
ne joue aucun rôle) :

i∂tϕ+ ∆ϕ = λ|ϕ|αϕ, (32)

avec λ ∈ R ou même λ ∈ C. Il est bien connu qu’il existe des solutions fortes globales avec
données petites dans H1(RN ) plus une condition additionnelle sur ϕ0 en basses fréquences pour
tout α0(N) < α < 4

N−2 (voir [29] chapitre 6) avec α0(N) l’exposant de Strauss :

α0(N) =
2−N +

√
N2 + 12N + 4

2N
. (33)

La difficulté afin d’obtenir l’existence de solutions fortes globales avec données petites est reliée à
l’exposant de plus bas degré α dans les non-linéarités (évidemment le même problème se pose pour
prouver des résultats de scattering). Heuristiquement cela s’explique par le fait que la décroissance
en temps du terme non linéaire est meilleure lorsque α est grand. En particulier pour N = 3 on
a α0(3) = 1 si bien que les non-linéarités quadratiques correspondent exactement à l’exposant de
Strauss. Cela peut se comprendre de la manière suivante, en dimension N = 3 la dispersion pour
l’équation de Schrödinger prend la forme suivante :

‖eit∆ϕ‖L3(R3) . |t|−
1
2 ‖ϕ‖

L
3
2 (R3)

, (34)

si bien que la non linéarité quadratique |ϕ|2 apartient à L
3
2 le dual de L3 avec une décroissance

critique en temps en 1
t . Cela explique pourquoi le cas N = 3 est si difficile pour (25) (voir [99]).

Avant d’exposer les principales idées utilisées dans [99] afin de contourner ce genre de difficulté
pour l’équation de Gross-Pitaevskii, rappelons brièvement quelques résultats similaires existant
pour NLS dans le cas d’une non-linéarité quadratique en dimension N = 3. Dans ce genre de cas
il est important de prendre en compte les résonances de l’équation (c’est-à-dire là où la phase
associée aux différentes non linéarités quadratiques ainsi que son gradient en espace s’annulent,
on réfère à la section III.4.1 pour une définition plus précise) . Les résultats connus d’existence
globales concernent essentiellement les cas où la non-linéarité quadratique a une intersection vide
en terme de résonances espace et temps. On a en particulier les travaux de N. Hayashi et P. I.
Naumkin [123], N. Hayashi, T. Mizumachi et P. I. Naumkin [122], Y. Kawahara [143] pour les
non linéarités suivantes λ1u

2 + λ2ū
2 (les méthodes utilisées correspondent soit à l’introduction

de formes normales ou à des méthodes de type « vector field » à la S. Klainerman). Pour une
non linéarité |u|2, l’espace de résonance temps espace est de dimension 3. Dans ce cas seuls des
résultats d’existence presque globale ont été prouvés par J. Ginibre et N. Hayashi [91], l’existence
globale de solution forte n’est quand à elle pas claire. Ces résultats ont été reformulés récemment
via la notion de non résonance temps espace par P. Germain, N. Masmoudi et J. Shatah dans
[179].

La situation est encore pire pour (III.37) et ceci à cause du terme singulier U−1v2 en basses fré-
quences. Afin de se soustraire de cette difficulté S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans
[99] introduisent une forme normale afin d’annuler les effets néfastes dûs à la fois aux termes
singuliers en basses fréquences (comme U−1v2) ainsi qu’aux zones de résonances temps-espace .
L’espace fonctionnel dans lequel ils travaillent combine à la fois des espaces de type Strichartz
ainsi que des espaces à poids (qui sont reliés à la transformation pseudo-conforme) qui permettent
de meilleures décroissances en temps. En effet comme nous le mentionnions précédemment, l’uti-
lisation d’estimations de Strichartz via un point fixe n’est pas suffisante pour prouver l’existence
globale de solutions fortes à données petites dans le cas de l’exposant de Strauss. Dans ce cadre
on n’a pas assez de décroissance en temps pour boucler le point fixe ; cela explique le besoin de
travailler avec des espaces à poids qui vont combler ce manque. La principale difficulté de la preuve
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consiste à obtenir des estimations dans ces espaces à poids et pour ce faire les auteurs ont besoin
de décomposer l’espace des fréquences en régions non résonantes en temps ou non résonantes en
espace. L’intersection des résonances n’est malheureusement pas le singleton {(0, 0)} ce qui induit
le besoin d’introduire en plus une forme normale qui va naturellement « nettoyer » la zone de
résonance temps-espace.

Le cas de la dimension N ≥ 4 est plus simple puisque l’on n’est pas dans le cadre critique de
l’exposant de Strauss ; seule une forme normale est nécessaire afin de faire disparaître les termes
singuliers en basses fréquences. Il suffit ensuite d’appliquer un point fixe en utilisant des estima-
tions de Strichartz.

Pour conclure ce paragraphe, on aimerait rappeler deux problèmes importants qui restent encore
ouverts en toute généralité. Le premier concerne l’apparition ou non de vortex pour l’équation de
Gross-Pitaevskii. En d’autres termes si la donnée initiale ne s’annule pas, peut-elle s’annuler après
un certain temps T . Ce problème est d’autant plus important qu’en formulation hydrodynamique,
cela peut être lié à une perte de régularité sur la vitesse u (on renvoie ici à la transformation
de Madelung). On verra dans la section III.4 qu’on ne peut pas avoir formation de vortex en
dimension N ≥ 3 si la donnée initiale ϕ0 est suffisamment petite. Ce problème reste ouvert dans
le cas général ; c’est à dire en dimension N = 2 mais aussi peut on quantifier l’espace de données
initiales pour lequel on est sûr de ne pas avoir création de vortex.
Un problème connexe à cette question est de prouver ou non la propriété de scattering pour toute
donnée initiale ψ0 dont l’énergie E(ψ) (ψ la solution associée à la donnée initiale ψ0) soit inférieure
stricte à E0 en dimension N = 3 (modulo éventuellement quelques propriétés de régularité en plus
sur ψ0). Cette question est proposée sous forme de conjecture dans [99].

I.3 Présentation des résultats obtenus

Ce mémoire est organisé de la façon suivante. Le chapitre II traite du système de Navier-Stokes
compressible. Dans la section II.1 on s’intéressera à prouver l’existence de solutions fortes globales
pour des données initiales « plus ou moins petites » dans des espaces de Besov critiques. Dans le
paragraphe II.1.1, on cherchera à prouver des résultats d’existence de solutions fortes globales avec
des données initiales petites pour des espaces de Besov critiques aussi large que possibles. Dans
le paragraphe II.1.2 on essaiera de raffiner la notion de petitesse en permettant le choix de don-
nées initiales grandes pour le scaling du système. Dans la section II.2 on cherchera à comprendre
certaines propriétés qualitatives des solutions ; on observera en particulier que pour certains choix
sur les coefficients de viscosité, la densité ρ bénéficie alors d’effets régularisants de type parabo-
lique. Cette constatation nous amènera alors à prouver l’existence de solutions fortes globales avec
données initiales grandes en une dimension pour le système de Shallow water visqueux. Dans la
section II.3 on étudiera la limite hautement compressible (par opposition à la limite faiblement
compressible voir [68, 59]) des équations de Navier-Stokes compressibles. On montrera ainsi que la
densité ρ a tendance à vérifier l’équation des milieux poreux pour le régime hautement compres-
sible (c’est à dire lorsque le Nombre de Mach ε tends vers l’infini) pour certaines données initiales
bien choisies. Enfin dans la section II.4 on proposera une petite digression sur les équations de
Navier-Stokes incompressibles à densité variable où l’on montrera un équivalent du théorème de
Fujita-Kato pour ces équations.

Le chapitre III est quant à lui dédié aux systèmes capillaires (Korteweg, Korteweg local ou en-
core Euler-Korteweg). Dans la section III.1, on montrera l’existence de solutions fortes globales
avec données petites dans des espaces de Besov critiques et d’énergie infinie pour le système de
Korteweg local. La section III.2 porte sur le lien entre le système de Korteweg local et non local,
on montrera plus précisément que pour un noyau φε bien choisi les solutions de Korteweg non
local convergent vers les solutions de Korteweg local. Dans la section III.3 on démontrera via un
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processus de viscosité et de capillarité évanescentes la convergence des solutions du système de
Korteweg local vers une solution entropique du système d’Euler compressible en une dimension.
Enfin dans la section III.4 on s’attachera à prouver l’existence globale de solutions fortes pour le
système d’Euler Korteweg pour de petites données initiales irrotationnelles. Cette étude reposera
sur les propriétés de dispersion du système via une analyse fine de type résonance temps-espace.
Par la même on en déduira que les équations de Gross-Pitaevskii ne génèrent pas de vortex en
dimension N ≥ 3 si la donnée initiale est suffisamment proche de l’état stable ψ̄ = 1.
Enfin on propose quelques rappels sur le paraproduit et la théorie de Littlewood-Paley en appen-
dice section IV.
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Chapitre II

Équations de Navier-Stokes
compressibles

Dans ce chapitre on va commencer par présenter quelques résultats d’existence de solutions
fortes globales dans le cadre de données initiales petites peu régulières (section II.1.1), le but étant
d’affaiblir autant que possible les hypothèses de régularité sur les données initiales. On cherchera
par la suite à obtenir l’existence de solutions fortes globales pour des données initiales "grandes"
au moins pour le scaling des équations (section II.1.2) ce qui nous amènera à considérer la notion
de quasi-solutions.
On cherchera ensuite à mieux décrire le comportement qualitatif des solutions, ainsi dans la sec-
tion II.2 on montrera que pour certains choix de viscosité la densité a un comportement de type
parabolique. Cette observation nous permettra de montrer l’existence de solutions fortes globales
avec données initiales grandes pour le système de Shallow water visqueux en une dimension.
On s’intéressera ensuite à la limite hautement compressible des équations de Navier-Stokes (voir la
section II.3). On montrera en particulier que les solutions des équations de Navier-Stokes compres-
sibles convergent vers des quasi-solutions (c’est à dire des solutions du système de Navier Stokes
compressible sans pression) dont la densité vérifie pour des données initiales et des coefficients de
viscosité bien choisis les équations des milieux poreux ou de diffusion rapide. On proposera même
un taux de convergence de cette limite en fonction du Nombre de Mach.
Enfin on conclura ce chapitre (section II.4) par une petite digression sur les solutions fortes pour
le système de Navier-Stokes non homogène. On y établira un pendant des résultats de Cannone-
Meyer-Planchon (voir [27]) pour Navier Stokes incompressible. Pour ce faire on utilisera des
estimations avec perte de régularité pour l’équation de transport lorsque le champ de vitesse u est
seulement log Lipschitz.

II.1 Solutions fortes dans des espaces critiques pour Navier-Stokes
compressible

Dans ce chapitre on va essentiellement s’intéresser aux équations de Navier Sokes compressibles
que l’on peut écrire sous la forme suivante :

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)D(u))−∇(λ(ρ)divu) +∇P (ρ) = ρf,

(ρ, u)(0, ·) = (ρ0, u0),

(II.1)

où ρ représente la densité du fluide, u ∈ RN le champ de vitesse, P la pression. De plus pour
obtenir la fermeture du système on suppose le fluide Newtonien, µ et λ représentent les coefficients
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de viscosité vérifiant la condition de Lamé :

µ(ρ) > 0 et 2µ(ρ) +Nλ(ρ) > 0,

de plus D(u) = 1
2(∇u +t ∇u) est le symétrisé du gradient de vitesse ∇u. Pour simplifier les

notations on réécrira le système précédent et ceci dès que la densité ρ ne s’annule pas sous la
forme suivante avec q = ρ− 1 :

∂tq + u · ∇q = −(1 + q)divu,

∂tu+ u · ∇u− 1

1 + q
A(q, u) +

∇P (1 + q)

1 + q
= f.

(II.2)

On note ici A(q, u) = div(2µ(1 + q)D(u)) + ∇(λ(1 + q)divu). Dans la suite on va s’intéresser
à l’existence de solutions fortes globales à données petites pour le système (1). Notre objectif
sera double, il consistera dans un premier temps à montrer de tels résultats pour des données
initiales aussi peu régulières que possible. On peut rappeler maintenant qu’une des problématiques
majeures dans l’étude des équations liées à la mécanique des fluides consiste à démontrer l’existence
globale et l’unicité des solutions pour n’importe quelles données initiales. On cherchera donc dans
un second temps à affiner les résultats précédents en permettant le choix de données initiales
grandes au moins en terme de scaling (on peut effectivement vérifier que ces équations vérifient
certaines invariances d’échelle).
Comme on le rappelait dans l’introduction de ce mémoire, le premier résultat d’existence de
solutions fortes globales à données petites critiques pour le scaling des équations (voir la définition
I.1.2) est dû à R. Danchin dans [52]. Plus précisément il travaille avec des données initiales (q0, u0)

dans (B
N
2
−1

2,1 ∩ B
N
2

2,1) × (B
N
2
−1

2,1 )N . La méthode employée utilise d’astucieuses inégalités d’énergie
après découpages dyadiques en fréquences à la sauce Littlewood-Paley. Une question naturelle
consiste à généraliser ces résultats au cas d’espaces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue
Lp avec p 6= 2. Pour ce faire il apparaît clair qu’une autre approche doit être proposée, en effet
dans le cadre de Besov construit sur la norme Lp on perd l’aspect estimations d’énergie via des
intégrations par parties. F. Charve et R. Danchin dans [32] ainsi que Q. Chen et al dans [41] ont
été les premiers à supplanter cette difficulté et ainsi montrer l’existence de solutions fortes globales

avec données petites dans B̃
N
2
−1,N

p

2,p,1 ×(B̃
N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 )N avec 2 < p < 4 (on réfère à l’appendice pour la
définition des espaces de Besov hybrides). Pour ce faire, ils emploient une méthode relativement
similaire qui consiste à étudier le système linéaire associé au système (II.2) en tenant compte
du terme de convection u · ∇q dans l’équation de masse (ceci car la densité n’admet pas d’effets
régularisants, ce terme ne peut donc être considéré comme un terme de reste sous peine d’avoir une
perte de dérivée sur q). Plus précisément afin d’obtenir de bonnes estimations dans des espaces de
Besov ils ont besoin de paralinéariser le système afin de pouvoir pratiquer une analyse de Fourier
spectrale en mode décomposition de Littlewood-Paley. Enfin mentionnons que l’emploi d’espaces
de Besov hybrides est nécessaire puisqu’en basses fréquences le système a un comportement de
type hyperbolique ce qui nécessite de travailler avec des espaces de Besov construit sur la norme
L2 (en effet ce genre de système est mal posé en général pour des normes Lp) ; alors qu’en hautes
fréquences la vitesse a un comportement de type parabolique.
Dans le paragraphe II.1.1 on montrera ce résultat en utilisant une autre méthode que [32, 41], celle-
ci consiste essentiellement à introduire une vitesse efficace bien choisie qui permet de diagonaliser
le système (II.2) en hautes fréquences.
Enfin concentrons-nous maintenant sur la question de l’existence de solutions fortes globales pour
le système de Navier-Stokes compressible (II.2) et ceci pour des données initiales critiques pour
le scaling des équations et "grandes" pour ce scaling (par là on entend des données initiales
éventuellement petites mais ceci pour une norme plus large que celle des espaces de Besov critiques,
on parle alors de petitesse sous critique). À ma connaissance il n’existe aucun résultat dans cette
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direction, nous allons donc nous intéresser à ce problème dans le paragraphe II.1.2 pour le système
de Shallow water visqueux. On proposera une première réponse à cette question au moins pour
des données initiales irrotationnelles en utilisant la notion de quasi-solution que l’on va définir
plus précisément par la suite.

II.1.1 Existence de solutions fortes globales dans des espaces critiques pour
des espaces de Besov construits sur la norme Lp [105]

Dans cette section on va donc s’intéresser à prouver l’existence de solutions fortes globales pour
des données initiales petites dans des espaces de Besov critiques pour le scaling des équations et
ceci pour des espaces de Besov construits sur les espaces de Lebesgue Lp avec p 6= 2. On obtient
donc le résultat suivant (voir [105]).

Théorème 3. Soit N ≥ 2, µ(ρ) = µ > 0 et λ(ρ) = λ avec 2µ + λ > 0. Soit P une fonction
régulière telle que P ′(1) > 0, et 1 ≤ p1 ≤ p < 4 avec :

1

p1
≤ 1

N
+

1

p
,

1

p
+

1

p1
>

1

N
et

1

2
≤ 1

p
+

1

p1
.

Supposons que u0 ∈ B̃
N
2
−1, N

p1
−1

2,p1,1
, f ∈ L1(R+, B̃

N
2
−1, N

p1
−1

2,p1,1
) et q0 ∈ B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 . Alors il existe une
constante ε0 telle que si :

‖q0‖
B̃
N
2 −1,Np

2,p,1

+ ‖u0‖
B̃
N
2 −1, Np1

−1

2,p1,1

+ ‖f‖
L1(R+,B̃

N
2 −1, Np1

−1

2,p1,1
)
≤ ε0,

il existe une solution globale (q, u) pour le système (II.1) avec 1
ρ borné et,

q ∈ C̃(R+, B̃
N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

2,p,1 ) et

u ∈ C̃(R+; B̃
N
2
−1, N

p1
−1

2,p1,1
+ B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

+1

2,p,1 ).

De plus cette solution est unique si 2
N ≤

1
p + 1

p1
.

Définition 4. On a noté ici B̃s1,s2
(p1,r1),(p2,r2) l’espace de Besov pour lequel le comportement basses

fréquences est de la forme Bs1
p1,r1 et Bs2

p2,r2 en hautes fréquences. Si r1 = r2 on simplifie les notations
et on écrit B̃s1,s2

p1,p2,1
pour B̃s1,s2

(p1,1),(p2,1) . Pour plus de détails on renvoie à l’appendice.

Remarque 1. Notons que par rapport aux résultats obtenus dans [41, 32], on peut se permettre
de distinguer les exposants de Lebesgue pour la densité et la vitesse et ceci car l’introduction de la
vitesse efficace permet d’affaiblir le couplage entre vitesse et pression.

Quelques éléments de preuve du théorème 3 : Il s’agit essentiellement d’obtenir de bonnes
estimations en terme d’espaces de Besov pour le système linéarisé associé au système (II.1) lorsque
l’on tient compte du terme de convection dans l’équation de masse :

∂tq + v · ∇q + divu = F,

∂tu− 2µ∆u− λ∇divu+ P ′(1)∇q = G,

(q, u)(0, ·) = (q0, u0).

(II.3)

Notons en effet qu’il est crucial d’intégrer dans notre étude du linéarisé le terme v ·∇q puisque l’on
rappelle que le comportement de q est de type hyperbolique (on précisera plus la tard la régularité
du champ de vecteur v).
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On va à présent distinguer le comportement basses fréquences et hautes fréquences, rappelons
qu’en basses fréquences le système (II.1) est proche (au moins heuristiquement) de se comporter
comme le système d’Euler compressible, divu a donc un comportement de type hyperbolique. On
sait que ce genre de système n’est pas bien posé pour des espaces construits sur la norme Lp

avec p 6= 2. On va donc travailler avec des espaces de Besov construits sur la norme L2 en basses
fréquences. Inversement en hautes fréquences la vitesse a un comportement de type parabolique,
on considérera donc des espaces de Besov construit sur une norme Lp générale.
On va ici considérer la cadre simplifié p = p1. On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 1. Soit (q, u) une solution du système (II.3) on a alors pour 2 ≤ p < 4 :

‖q‖
L̃∞T

(
B̃
N
2 −1,Np

2,p,1 )
+ ‖q‖

L̃1
T (B̃

N
2 +1,Np

2,p,1 )
+ ‖u‖

L̃∞T

(
B̃
N
2 −1,Np −1

2,p,1 )
+ ‖u‖

L̃1
T (B̃

N
2 +1,Np +1

2,p,1 )

. eV (T )(‖q0‖
B̃
N
2 −1,Np

2,p,1

+ ‖u0‖
B̃
N
2 −1,Np −1

2,p,1

+ ‖F‖
L̃1
T (B̃

N
2 −1,Np

2,p,1)

+ ‖G‖
L̃1
T (B̃

N
2 −1,Np −1

2,p,1)

)
,

avec V (T ) =
∫ T

0 ‖v(s)‖
B̃
N
2 +1,Np +1

2,p,1

ds.

Comme mentionné précédemment on distingue le comportement basses fréquences et hautes
fréquences, (q, u) vérifie donc le système suivant en basses fréquences :

∂tq + divu = F − v · ∇q,
∂tu− 2µ∆u− λ∇divu+ P ′(1)∇q = G,

(q, u)(0, ·) = (q0, u0).

(II.4)

Il suffit alors d’étudier la matrice de GreenG associée au système linéraire précédent ( voir [52, 41]).
On peut ici se permettre de considérer le terme de convection comme un terme de reste puisqu’en
basses fréquences la densité a un comportement de type parabolique dans le sens où elle admet
un gain de deux dérivées sur ρ. On peut donc absorber la perte de dérivée provenant du terme de
convection v · ∇q. Il vient donc lorsque l’on écrit la formule de Duhamel :(

∆jq(t)
∆ju(t)

)
= W (t)

(
∆jq0

∆ju0

)
+

∫ t

0
W (t− s)

(
∆jF (s)−∆j(v · ∇q)(s)

∆jG(s)

)
ds.

En utilisant la proposition 4.4 de [41] et des inégalités de Young on obtient pour s ∈ R :

‖(q, u)BF ‖L̃∞(Bs2,1)
+ ‖(q, u)BF ‖L̃1(Bs+2

2,1 )
≤‖(q0, u0)BF ‖Bs2,1 + ‖(F,G)BF ‖L̃1(Bs2,1)

+ ‖(v · ∇q)BF ‖L̃1(Bs2,1)
.

Remarque 2. Ici la notation ‖(q, u)BF ‖L̃∞(Bs2,1)
correspond à estimer la norme Besov en basses

fréquences pour une certaine fréquence de coupure l0 à préciser plus tard :

‖(q, u)BF ‖L̃∞(Bs2,1)
=
∑
l≤l0

2ls‖∆l(q, u)‖L∞(R+,L2).

On va ensuite comme dans [106] introduire une vitesse efficace v afin d’étudier le comportement
hautes fréquences de u, celle ci va avoir pour but de diagonaliser le système (II.3). On définit v1

de telle manière que :
− 2µ∆v1 − λ∇divv1 = P ′(1)∇q.
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En particulier on choisit v1 tel que (ν = 2µ+ λ) :divv1 = −P
′(1)

ν
q,

curlv1 = 0.

On pose ensuite v2 = u+ v1 qui vérifie le système suivant :
∂tq + v · ∇q +

P ′(1)

ν
q = F − divv2,

∂tv2 −Av2 = G− P ′(1)

ν
∂t(∆)−1∇q.

(II.5)

On observe maintenant que la seconde équation est parabolique et la première correspond à une
équation de transport amortie. On peut alors estimer simplement v2 et q en hautes fréquences
en utilisant les estimations classiques dans les espaces de Besov pour l’équation de la chaleur et
l’équation de transport. Il s’agit seulement de faire attention au terme P ′(1)

ν ∂t(∆)−1∇q qui s’écrit :

P ′(1)

ν
∂t(∆)−1∇q =

P ′(1)

ν
(∆)−1∇

(
− v · ∇q − P ′(1)

ν
q + F − divv2

)
.

Ce terme est petit en hautes fréquences, en effet si l’on considère en particulier le terme corres-
pondant à P ′(1)

ν (∆)−1∇divv2, ce dernier n’est qu’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 en v2.
On peut alors dominer ce terme par Av2 apparaissant sur le membre de gauche du système (II.5),
il s’agit pour ce faire de choisir une fréquence de coupure l0 (voir le remarque 2) suffisamment
grande et appliquer un argument de bootstrap.
Il reste ensuite à traduire la régularité obtenue sur v2 en une régularité sur u ce qui permet de
prouver la proposition 1. Mentionnons que l’effet d’amortissement obtenu sur q (avec q apparte-

nant à L̃1
T (B̃

N
2

+1,N
p

2,p,1 )) est une conséquence directe du fait que q vérifie une équation de transport
amortie (voir le système (II.5)) et ceci car P ′(1) > 0 (cette hypothèse apparaît donc comme cru-
ciale).
Le reste de la preuve est assez standard, il s’agit dans un premier temps de construire des so-
lutions globales "régulières" (qn, un)n∈N du système (II.1) par une méthode de type Friedrich,
plus exactement il s’agit de considérer des solutions du système (II.1) pour des données initiales
(q0
n, u

0
n) régulières. Par les théorèmes d’existence en temps fini, on montre que la solution existe

sur un intervalle de temps maximal (0, Tn) et qu’ensuite Tn = +∞ via des arguments classiques
sur les critères d’explosion des solutions. La partie la plus délicate consiste à montrer que la suite
(qn, un) est uniformément bornée dans E avec :

E =
(
C̃(R+, B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

2,p,1 )
)

×
(
C̃(R+; B̃

N
2
−1, N

p1
−1

2,p1,1
+ B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

+1

2,p,1 )
)
.

Il suffit alors d’utiliser la proposition 1 et d’estimer les termes de reste :

Fn = qndivun,

Gn = (
1

1 + qn
− 1)Aun − un · ∇un + (P ′(1)− P ′(1 + qn)

1 + qn
)∇qn.

dans respectivement L̃1(B̃
N
2
−1,N

p

2,p,1 )× L̃1(B̃
N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 ) et de conclure par un argument de bootstrap.
Mentionnons que c’est à ce stade que les conditions sur (p, p1) apparaissent, en particulier la
condition p < 4. En effet cela est dû aux interactions basses fréquences-hautes fréquences lorsque
l’on applique les lois de paraproduits. Afin d’obtenir l’existence globale de solutions, il s’agit
ensuite de vérifier que la suite (qn, un)n∈N admet une limite (q, u) solution du système (II.2) et
ceci via des arguments de compacité. Cela conclut la preuve de l’existence, la preuve de l’unicité
suit les arguments développés dans [52].
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II.1.2 Existence de solutions fortes globales pour le système de Shallow water
visqueux pour des données initiales grandes pour le scaling des équa-
tions [114]

On aimerait à présent raffiner les résultats précédents non pas en terme de "faible" régularité
sur les données initiales mais plutôt en terme de "taille" . En effet on va chercher à affaiblir les
hypothèses de petitesse en se plaçant dans un cadre où l’on peut choisir des données initiales
grandes pour le scaling des équations. En d’autres termes on est intéressé par avoir une condition
de petitesse sous critique.
Pour ce faire, il est important de prendre plus en compte la structure des équations et leurs non
linéarité, plus précisément on sera intéressé par chercher des solutions sous la forme irrotationnelle,
c’est à dire u(t, x) = ∇θ(t, x). On va à présent considérer le système de Shallow water visqueux
suivant : {

∂tρ+ div(ρu) = 0

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− 2µdiv(ρD(u)) +∇P (ρ) = 0.
(II.6)

On peut observer que lorsque P (ρ) = 0, il existe une solution particulière du système suivant :{
∂tρ+ div(ρu) = 0

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− 2µdiv(ρD(u)) = 0,
(II.7)

sous la forme (ρ1,−2µ∇ ln ρ1) (on se place dans un cadre où la densité ne s’annule pas) avec ρ1

vérifiant l’équation de la chaleur : {
∂tρ

1 − 2µ∆ρ1 = 0,

ρ1(0, ·) = ρ0.
(II.8)

Supposons que l’on choisisse une donnée initiale ne s’annulant pas ρ0 ≥ c > 0 alors par le principe
du maximum on observe que ρ1(t, ·) ≥ c > 0 pour tout temps t ≥ 0 ce qui justifie rigoureusement
la définition de u1 = −2µ∇ ln ρ1. On appellera la solution (ρ1,−2µ∇ ln ρ1) une quasi-solution.
Il est maintenant naturel de chercher une solution globale du système (II.6) en perturbant notre
quasi-solution (ρ1,−2µ∇ ln ρ1). On va alors chercher des solutions sous la forme ln ρ = ln ρ1 + h2

avec ρ1 = 1 + q1, ρ = ρ1eh
2 et u = −2µ∇ ln ρ1 + u2. En supposant que la densité ne s’annule pas,

on peut réécrire le système (II.6) sous la forme suivante avec P (ρ) = aρ (ce choix de pression n’a
que pour but de simplifier la présentation) et h2, u2 les nouvelles inconnues :

∂th
2 + u · ∇h2 + divu2 + u2 · ∇ ln ρ1 = 0,

∂tu
2 + u1 · ∇u2 + u2 · ∇u1 − 2µ∇ ln ρ1 ·Du2 − 2µ∇h2 ·Du1 − µ∆u2 − µ∇divu2

+ a∇h2 = −a∇ ln ρ1 − u2 · ∇u2 + 2µ∇h2 ·Du2,

(h2, u2)/t=0 = (h2
0, u

2
0).

(II.9)

On va à présent montrer un résultat de solutions fortes globales pour le système (II.6) en résolvant
le système équivalent (II.9).

Théorème 4. Soit N ≥ 2, P (ρ) = aρ et 2 ≤ p ≤ 4, q ≥ 2 tels que :

1

2
≤ 1

p
+

1

q
,

1

N
<

1

p
+

1

q
et

1

p
≤ 1

N
+

1

q
.

Soit ρ0 = ρ1
0e
h2

0 avec ρ1
0 = 1 + q1

0, u0 = −2µ∇ ln ρ1
0 + u2

0. De plus on suppose que ρ1
0 ≥ c > 0,

q1
0 ∈ B̃

N
2
−1,N

q

2,q,1 ∩ B̃
N
2
−2,N

p
−2

2,p,1 , h2
0 ∈ B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 et u2
0 ∈ B̃

N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 . Il existe ε0, ε1, C > 0 et deux
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fonctions régulières g, g1 telles que si :

Cg(‖(ρ0
1,

1

ρ0
1

)‖L∞)‖q1
0‖

B̃

N
2 −2,Np −2

2,p,1

exp
(
Cg1(‖(ρ0

1,
1

ρ0
1

)‖L∞)‖q1
0‖
B̃
N
2 −1,Nq

2,q,1

)
≤ ε1,

‖h0
2‖
B̃
N
2 −1,Np

2,p,1

+ ‖u0
2‖
B̃
N
2 −1,Np −1

2,p,1

≤ ε0 = g1(‖ 1

ρ1
0

‖L∞ , ‖ρ1
0‖L∞)‖q1

0‖
B̃
N
2 −2,Np −2

2,p,1

(II.10)

alors il existe une solution globale (ρ, u) pour le système (II.6) qui s’écrit sous la forme : ρ =
ρ1eh

2 et u = −2µ∇ ln ρ1 + u2 avec :{
∂tρ

1 − 2µ∆ρ1 = 0,

ρ1
t=0 = ρ1

0.
(II.11)

Et on a :
h2 ∈ C̃(R+, B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

2,p,1 )

et u2 ∈ C̃(R+; B̃
N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 ) ∩ L1(R+, B̃
N
2

+1,N
p

+1

2,p,1 ).

De plus la solution est unique si 2
N ≤

1
p + 1

q .

Remarque 3. Comme nous l’avions annoncé, on remarque que l’on peut choisir des données
initiales grandes pour le scaling des équations et pourtant vérifiant les conditions (II.10). En effet

on peut choisir q1
0(x) = ϕ(λx) avec ϕ ∈ B̃

N
2
−2,N

2
2,1 (où p = q = 2) et tel que 1 + ϕ ≥ c > 0, on

observe alors que : 

‖q1
0‖
B
N
2

2,1

= ‖ϕ‖
B
N
2

2,1

,

‖ρ1
0‖L∞ = ‖1 + ϕ‖L∞ ,

‖ 1

ρ1
0

‖L∞ = ‖ 1

1 + ϕ
‖L∞ ,

‖q1
0‖
B
N
2 −2

2,1

=
1

λ2
‖ϕ‖

B
N
2 −2

2,1

.

(II.12)

Cela implique que q1
0 vérifie (II.10) lorsque l’on choisit λ assez grand. En particulier si ϕ est grand

dans B
N
2

2,1 alors la densité initiale q0
1 et donc ρ0 (par théorèmes de composition et de produits) est

grande dans l’espace de Besov B
N
2

2,1 qui est critique pour le scaling des équations. Cela implique en
particulier que la norme L∞ de la densité ρ0 n’est pas nécessairement petite (rappelons que c’est
le cas dans [32, 41, 105]).
En dimension N = 2, il est donc possible de choisir ϕ grand dans B1

2,2, rappelons que via la BD
entropie l’espace d’énergie correspond à ∇√ρ0 ∈ L2(RN ) ; cela sous tend donc que l’on peut avoir
des données initiales vérifiant (II.10) tout en restant grandes dans les espaces d’énergie. C’est
donc un premier cas à ma connaissance de données initiales grandes dans les espaces d’énergie et
admettant pourtant une solution forte globale. Rappelons que le problème de l’existence de solutions
fortes globales en dimension N = 2 avec des données initiales grandes reste ouvert en toute
généralité.

Remarque 4. Un point important de la preuve est la forme des quasi-solutions, en effet ρ1 vérifie
l’équation de la chaleur et admet donc des effets régularisants tout comme u1. Ceci est crucial afin
de pouvoir estimer le terme u2 · ∇ ln ρ1 sans perte de régularité. D’autre part cet effet régularisant
permet de considérer ∇ ln ρ1 comme un terme de reste "petit" en hautes fréquences.
De manière plus générale le fait que (q1, u1)ait une bonne décroissance en temps long permet
d’utiliser un argument perturbatif.
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Remarque 5. Mentionnons également que ce type de conditions de petitesse nonlinéaire (II.10) a
également été obtenu par J.-Y. Chemin et I. Gallagher dans [37, 38] pour les équations de Navier-
Stokes incompressibles. Dans ces travaux les auteurs montrent l’existence de solutions fortes glo-
bales pour des données initiales grandes dans B−1

∞,∞ qui est le plus large des espaces invariants
pour le scaling du système. Cependant notre résultat ainsi que sa preuve sont totalement différents
de [37, 38] puisque la vitesse initiale est essentiellement supposée irrotationnelle (ce qui n’est évi-
demment pas le cas pour Navier-Stokes incompressible). D’autre part dans notre cadre on travaille
autour de quasi solutions qui absorbent naturellement le terme de convection dans l’équation du
moment ce qui permet d’avoir une condition de petitesse assez explicite (II.10) alors que dans
[37, 38] les auteurs travaillent autour d’une solution de l’équation de Stokes ( la condition de
petitesse non linéaire tend à rendre le terme de convection petit pour un bon choix de données
initiales).

On en déduit en plus le corollaire suivant qui nous assure pour n’importe quelle données initiales
de type quasi-solution (ρ0,−2µ∇ ln ρ0) l’existence de solutions fortes globales en dimension N ≥ 2
si le nombre de Mach ε avec ε > 0 est suffisamment grand.

Corollaire 1. Soit P (ρ) = 1
ε2
ρ avec ε > 0, N ≥ 2 et (ρ0, u0) vérifiant les mêmes conditions que

dans le théorème 4. Alors il existe ε0 > 0 (dépendant de h0
1 et le coefficient de viscosité µ) tel que

pour tout ε ≥ ε0, il existe ε1 > 0 tel que si :

‖h0
2‖
B̃
N
2 −1,Np

2,p,1

+ ‖u0
2‖
B̃
N
2 −1,Np −1

2,p,1

≤ ε1, (II.13)

alors il existe une solution forte globale (ρ, u) pour le système (II.6) .

Quelques éléments de preuve du théorème 4 : Il s’agit essentiellement de prouver l’exis-
tence de solutions fortes globales (h2, u2) avec données petites pour le système (II.9) avec ρ1

solution de (II.8) et u1 = −2µ∇ ln ρ1. On obtient facilement par le principe du maximum puisque
ρ1 vérifie l’équation de la chaleur que :

0 < c ≤ ρ1(t, ·) ≤ ‖ρ1
0‖L∞ ≤ 1 + ‖q1

0‖B0
∞,1

. (II.14)

D’autre part on déduit via la proposition 17 que q1 apartient aux espaces de Besov suivants :

q1 ∈ L̃1
(
B̃

N
2
,N
p

2,p,1 ∩ B̃
N
2

+1,N
q

+2

2,q,1

)
∩ L̃∞

(
B̃

N
2
−2,N

p
−2

2,p,1 ∩ B̃
N
2
−1,N

q

2,q,1

)
et

u1 ∈ L̃1
(
B̃

N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 ∩ B̃
N
2
,N
q

+1

2,q,1

)
∩ L̃∞

(
B̃

N
2
−3,N

p
−3

2,p,1 ∩ B̃
N
2
−2,N

q
−1

2,q,1

)
.

(II.15)

Il s’agit à présent d’étudier le système linéaire associé au système (II.9) :
∂th

2 + u · ∇h2 + divu2 + u2 · ∇ ln ρ1 = F,

∂tu
2 + u1 · ∇u2 + u2 · ∇u1 − 2µ∇ ln ρ1 ·Du2 − 2µ∇h2 ·Du1 − µ∆u2 − µ∇divu2

+ a∇h2 = G,

(h2, u2)/t=0 = (h2
0, u

2
0).

(II.16)

On a alors la proposition suivante.

Proposition 2. Soit 2 ≤ p ≤ 4, q ≥ 2 tels que :

1

2
≤ 1

p
+

1

q
,

1

N
<

1

p
+

1

q
et

1

p
≤ 1

N
+

1

q
.
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Soit (h2, u2) la solution de (II.16), il existe alors une constante C > 0 telle que l’on a :

‖(h2, u2)(t)‖
L̃∞T (B̃

N
2 −1,Np

2,p,1 ×B
N
2 −1,Np −1

2,p,1 )
+ ‖(h2, u2)‖

L̃1
T (B̃

N
2 +1,Np

2,p,1 ×B̃
N
2 +1,Np +1

2,p,1 )

≤ CeV (T )
(
‖(h2

0, u
2
0)‖

B̃
N
2 −1,Np

2,p,1 ×B
N
2 −1,Np −1

2,p,1

+ ‖(F,G)‖
L̃1(B̃

N
2 −1,Np

2,p,1 ×B
N
2 −1,Np −1

2,p,1 )

)
,

avec :

V (T ) =

∫ t

0

(
‖∇u1(s)‖

B̃
N
2 ,
N
q

2,q,1

+ ‖∇u2(s)‖
B̃
N
2 ,
N
p

2,p,1

+ ‖u1(s)‖2
B̃
N
2 ,
N
q

2,q,1

+ ‖u2(s)‖2
B̃
N
2 ,
N
p

2,p,1

)
ds.

La proposition précédente se montre en utilisant le même genre d’arguments que pour prouver
la proposition 1. Il s’agit ensuite comme dans le théorème précédent de construire une suite globale
de solutions approchées (h2

n, u
2
n) du système (II.9). On montre alors en utilisant la proposition 2

et les lois de paraproduit que l’on a :

‖(h2
n, u

2
n)‖F ≤ CeV1(+∞)+V n2 (+∞)

(
ε0 + ‖(h2

n, u
2
n)‖2F + ‖∇ ln ρ1‖

L̃1(B̃
N
2 −1,Np −1

2,p,1 )

)
, (II.17)

avec :

F =
(
L̃∞(B̃

N
2
−1,N

p

2,p,1 ) ∩ L̃1(B̃
N
2

+1,N
p

2,p,1 )
)
×
(
L̃∞(B̃

N
2
−1,N

p
−1

2,p,1 ) ∩ L̃1(B̃
N
2

+1,N
p

+1

2,p,1 )
)
,

V1(+∞) = C

∫ +∞

0

(
‖∇u1(s)‖

B̃
N
2 ,
N
q

2,q,1

+ ‖u1(s)‖2
B̃
N
2 ,
N
q

2,q,1

+ ‖∇ ln ρ1(s)‖
B̃
N
2 +1,Nq +1

2,q,1

+ ‖∇ ln ρ1(s)‖
B̃
N
2 ,
N
q +1

2,q,1

+ ‖∇ ln ρ1(s)‖2
B̃
N
2 −1,Nq

2,q,1

)
ds,

et V n
2 (+∞) = C

∫ +∞

0
(‖∇u2

n(s)‖
B̃
N
2 ,
N
p

2,p,1

+ ‖u2
n(τ)‖2

B̃
N
2 ,
N
p

2,p,1

)ds.

Le point clé de la preuve intervient à ce moment où l’on a à estimer le terme de reste ∇ ln ρ1 ;
en effet il s’agit de montrer que ce terme est petit d’une manière ou d’une autre afin de pouvoir
appliquer un argument de type bootstrap pour l’inégalité (II.17). Ce sera le cas car ce terme est
en effet petit en hautes fréquences et ceci à cause de l’effet régularisant sur q1 (cela est aussi dû
au fait que les équations de Navier Stokes compressibles ne sont pas exactement invariantes par
changement d’échelle puisque cette invariance est modulo le terme de pression). Plus précisément
on a en utilisant des théorèmes de composition pour les espaces de Besov et le fait que ρ1 vérifie
une équation de la chaleur :

‖(h2
n, u

2
n)‖F ≤ CeV1(+∞)+V n2 (+∞)

(
ε0 + ‖(h2

n, u
2
n)‖2FT + g1(‖ 1

ρ1
0

‖L∞ , ‖ρ1
0‖L∞)‖q1

0‖
B̃
N
2 −2,Np −2

2,p,1

)
,

(II.18)
avec g1 une fonction régulière. On remarque donc que l’on a un contrôle de ce terme via ‖q1

0‖
B̃
N
2 −2,Np −2

2,p,1

ce qui décrit bien une forme de petitesse en hautes fréquences (en effet cela se traduit par une

estimation nécessitant un espace de Besov moins régulier en hautes fréquences, seulement B
N
2
−2

p,1 ).
Cela va nous permettre de conclure en utilisant des arguments de bootstrap classiques tels que
l’on ait :

‖(h2
n, u

2
n)‖F ≤ 4CeV1(+∞)g1(‖ 1

ρ1
0

‖L∞ , ‖ρ1
0‖L∞)‖q1

0‖
B̃
N
2 −2,Np −2

2,p,1

= ε1, (II.19)

sous la condition qu’il existe une fonction régulière K1 telle que :

16C2g1(‖ 1

ρ1
0

‖L∞ , ‖ρ1
0‖L∞)‖q1

0‖
B̃
N
2 −2,Np −2

2,p,1

≤ e
−K1(‖ 1

ρ10
‖L∞ ,‖q1

0‖L∞ )‖q1
0‖
B̃

N
2 −1,Nq

2,q,1 . (II.20)

45



Cette dernière condition correspond exactement à la condition (II.10) du théorème 4. On conclut
la preuve du théorème 4 selon un schéma classique convergence de la solution (h2

n, u
2
n)n∈N vers une

solution (h2, u2) et ceci en utilisant les estimations uniformes en n (II.20) qui fournissent assez de
compacité. L’unicité est également classique (voir [52]).
Le corollaire 1 se prouve de la même manière sauf que cette fois ci c’est la paramètre 1

ε2
qui rend

le terme de reste 1
ε2
∇ ln ρ1 petit si tant est qu’ε soit choisi assez grand, on a donc plus besoin

d’une condition de petitesse non linéaire.

II.2 Parabolicité de la densité pour Navier-Stokes compressible et
existence de solutions fortes globales avec données grandes en
une dimension [115, 118]

Dans [115] on propose une reformulation des équations de Navier-Stokes compressibles lorsque
les coefficients de viscosité vérifient la relation (6) introduite par D. Bresch et B. Desjardins dans
[20]. On pose en effet v = u + 2∇ϕ(ρ) (vitesse efficace apparaissant dans la BD entropie voir
[20, 21, 23]) avec ϕ′(ρ) = 2µ′(ρ)

ρ , le système suivant :{
∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)Du)−∇(λ(ρ)divu) +∇P (ρ) = 0.
(II.21)

se réécrit alors comme suit :{
∂tρ− 2∆µ(ρ) + div(ρv) = 0,

ρ∂tv + ρu · ∇v − div(µ(ρ)curlv) +∇P (ρ) = 0.
(II.22)

On rappelle ici que curlv = ∇v −t ∇v. Dans la suite on s’intéressera juste au cas de la viscosité
µ(ρ) = µρα avec α > 1− 1

N afin de vérifier l’inégalité (2) correspondant à la condition de Lamé.

On va à présent reformuler le système (II.22) en fonction de q = ρ − 1, de la divergence divv et
du rotationnel curlv. On obtient alors le système suivant avec F ′(ρ) = P ′(ρ)

ρ :

∂tq − 2µ′(1 + q)∆q − µ′′(1 + q)|∇q|2 + div(qv) + divv = 0,

∂tdivv + u · ∇divv +∇v :t ∇u− 1

2

λ(1 + q)

(1 + q)2
∇ρ · divcurlv

−R(ϕ, v)− 1

2
∇∇ϕ(1 + q) : curlv + ∆F (1 + q) = 0,

∂tcurlv + (u− 1

2
∇ϕ(1 + q)) · ∇curlv − µ(1 + q)

1 + q
∆curlv +R1 = 0,

(II.23)

et :

R(ρ, v) = −1

2
∂iϕ(ρ)∂j(curlv)ij ,

(Ri1)ij =
∑
k

(∂iuk∂kvj − ∂juk∂kvi)−
1

2

λ(ρ)

ρ2

(∑
k

(∂iρ∂k(curlvkj)− ∂jρ∂k(curlvki)
)

− 1

2

∑
k

(
∂ikϕ(ρ)(curlv)kj − ∂kjϕ(ρ)(curlv)ik

)
.

On observe alors que le système (II.23) est parabolique pour la densité ρ et le rotationnel curlv
alors qu’il est hyperbolique pour la divergence divv. Ceci semble assez surprenant puisqu’en géné-
ral on s’attend simplement pour les équations de Navier-Stokes compressibles à un comportement
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de type hyperbolique ou disons équation de transport pour la densité ρ (c’est le cas en particulier
dans les théorèmes 3 et 4).

On montre ainsi dans [115] l’existence de solutions fortes en temps fini pour (II.22) faisant inter-
venir de nouveaux effets régularisants sur la densité ρ ce qui se traduit plus précisément par le
résultat suivant.

Théorème 5. Soit N ≥ 2 et 1 ≤ p < +∞. Soit v0 ∈ L∞ ∩ B
N
p

+1

p,1 , q0 ∈ B
N
p

p,1 et ρ0 ≥ c > 0 alors
il existe un temps T > 0 tel que le système (II.23) a une solution (q, v) avec :

v ∈ L∞T (L∞), divv ∈ C̃T (B
N
p

p,1),

curlv ∈ C̃T (B
N
p

p,1) ∩ L̃1
T (B

N
p

+2

p,1 ),

q ∈ C̃T (B
N
p

p,1) ∩ L̃1
T (B

N
p

+2

p,1 ),

(ρ,
1

ρ
) ∈ L∞T (L∞).

De plus si p < 2N alors la solution est unique.

Remarque 6. L’intérêt de ce résultat n’est donc pas d’affaiblir autant que faire se peut la régularité
des données initiales mais plutôt d’exhiber de nouveaux effets régularisants de type paraboliques
sur la densité ρ. En effet ceux ci sont fortement reliés à la structure particulière des coefficients
de viscosité et la relation (6) qui permet de génèrer ces effets régularisants. On peut donc dire que
ceux ci ont un aspect non linéaire. En effet de tels résultats n’existent pas par exemple dans le
cadre de coefficients de viscosité constants.

Remarque 7. On remarque cependant que dans le cas particulier de v0 = 0 c’est à dire u0 =
−2µ∇ ln ρ0 le théorème précédent généralise les résultats connus sur l’existence de solutions fortes

en temps fini. En effet on a alors u0 ∈ B
N
p
−1

p,1 et q0 ∈ B
N
p

p,1 sans condition de type p < 2N pour
l’existence de solutions fortes comme c’est le cas dans [54, 106].
D’autre part il est surprenant de remarquer que la densité ρ ainsi que la vitesse u admettent tous
les deux des effets paraboliques ceci en combinant le résultat précédent et [54, 106].

On observe que la formulation (II.22) fait intervenir le curlv, il est alors intéressant de considérer
le système (II.22) en une dimension d’espace puisque le curlv est toujours nul dans ce cadre. On
obtient alors le système suivant avec v = u+ ∂xϕ(ρ) et ϕ′(ρ) = µ(ρ)

ρ2 (voir [118]) :{
∂tρ− 2∂xxµ(ρ) + ∂x(ρv) = 0,

ρ∂tv + ρu∂xv + ∂xP (ρ) = 0,
(II.24)

et ceci sans aucune condition algébrique sur les coefficients de viscosité (comme c’est la cas pour
la dimension N ≥ 2). Cette formulation est vraie en particulier pour des coefficients de viscosité
constants.
Il est alors intéressant de considérer le problème d’existence globale de solutions fortes pour des
données initiales arbitrairement grandes. On obtient alors le résultat suivant pour l’équation de
Shallow water visqueuse.

Théorème 6. Supposons que µ(ρ) = µρ et que les données initiales ρ0 et u0 vérifient :

0 < α0 ≤ ρ0(x) ≤ β0 < +∞,
ρ0 − ρ̄ ∈ H1(R),

u0 ∈ H1(R),

∂xρ0 ∈ L∞,

(II.25)
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pour des constantes α0 et β0. Supposons que P (ρ) = aργ aver γ ≥ 2. Alors il existe une unique
solution globale (ρ, u) du système (II.1) sur R+ × R telle que pour tout temps T > 0 on a :

ρ− ρ̄ ∈ L∞(0, T ;H1(R)),

u ∈ L∞(0, T ;H1(R)) ∩ L2(0, T,H2(R)),

v ∈ L∞T (L∞(R)).

De plus pour tout temps T > 0, il existe des constantes α(T ) et β(T ) telles que :

0 < α(T ) ≤ ρ(t, x) ≤ β(T ) < +∞ ∀(t, x) ∈ (0, T )× R.

Remarque 8. On rappelle que ce résultat a été prouvé par A. Mellet et A. Vasseur dans [171]
pour le cas où µ(ρ) s’écrit µ(ρ) = µρα avec 0 < α < 1

2 . La difficulté majeure pour prouver ce
genre de résultat correspond à contrôler le vide ou en d’autres termes estimer la norme de 1

ρ en
norme L∞t,x. Dans le cadre de [171], cela vient directement de la BD entropie qui offre un contrôle
dans L∞t (L2(R)) de ∂xρα−

1
2 . On peut ainsi conclure en utilisant essentiellement des injections de

Sobolev. Notre cadre est assez différent puisque la BD entropie a plutôt tendance à nous donner
des informations sur la norme L∞ de la densité ρ. Il s’agit donc d’estimer la norme L∞ de 1

ρ
d’une autre façon.

Remarque 9. Un autre intérêt de la nouvelle formulation (II.24) est lié au problème des théorèmes
d’unicité fort-faible. En effet le problème reste ouvert lorsque les coefficients de viscosité dépendent
de la densité ρ et ceci car on ne contrôle pas la norme L∞ de 1

ρ avec (ρ, u) "la solution faible".
Dans [116], on montre qu’en 1D on a des résultats d’unicité fort faible en employant la formulation
(II.24). Ceci est essentiellement dû au fait que v vérifie une équation de type Euler compressible (il
n’y a plus de tenseur de viscosité avec des coefficients dégénérés qui interviennent dans l’équation
du moment), on peut alors utiliser une méthode de type entropie relative.

Quelques éléments de preuve des théorèmes 5 et 6 : La preuve du théorème 5 est
très classique et suit les idées développées dans [52, 27], on va donc plutôt passer à la preuve du
théorème 6.
Pour ce faire on va rappeler un résultat d’existence en temps fini dû à V. A. Solonnikov.

Proposition 3. ([193]) Soit (ρ0, u0) vérifiant (II.25) et µ(ρ) = µρ avec µ > 0 alors il existe T0

dépendant de α0, β0, ‖ρ0 − ρ̄‖H1 et ‖u0‖H1 tel que (II.24) a une unique solution (ρ, u) sur (0, T0)
satisfaisant :

ρ− ρ̄ ∈ L∞(0, T1, H
1(R)), ∂tρ ∈ L2((0, T1)× R),

u ∈ L2(0, T1, H
2(R)), ∂tu ∈ L2((0, T1)× R),

pour tout T1 < T0.
De plus il existe des fonctions α > 0 et β < +∞ telles que α(t) ≤ ρ(, x) ≤ β(t) pour tout
t ∈ (0, T0).

Remarque 10. Afin de prouver le théorème 6, il suffit donc de contrôler α(T ), β(T ), ‖ρ(T )−ρ̄‖H1

et ‖u(T )‖H1 pour tout T > 0. En d’autres termes on souhaite vérifier que ces quantités n’explosent
pas lorsque T tend vers T0 (autrement dit que α(T ) ne tend pas vers 0 et les autres quantités vers
+∞).Cela permettra ainsi de montrer que T0 = +∞ et donc de conclure à l’existence globale.

On va essentiellement se concentrer sur l’estimation de 1
ρ en norme L∞, en effet l’estimation de

ρ en norme L∞ s’obtient par injection de Sobolev via la BD entropie qui fournit une estimation
de ∂x

√
ρ dans L∞(R+, L2(R)). Les autres estimations sur ‖ρ(T )− ρ̄‖H1 et ‖u(T )‖H1 s’obtiennent

en utilisant les effets paraboliques sur l’équation du moment et suivent les idées développées dans
[171]. On obtient donc la proposition suivante.
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Proposition 4. Pour tout T > 0 il existe une constante α(T ) > 0 tel que pour tout T < T0 :

α(T ) ≤ ρ(t, x) ∀(t, x) ∈ [0, T ]× R.

Preuve : Puisque (ρ, u) est une solution régulière sur (0, T0) du système (II.21), (ρ, v) est
également solution du système (II.24) sur (0, T0) avec :{

∂tρ− µ∂xxρ+ ∂x(ρv) = 0,

ρ∂tv + ρu∂xv + ∂xP (ρ) = 0.
(II.26)

On souhaite donc estimer 1
ρ en norme L∞t,x, il est alors alors naturel d’utiliser le principe du

maximum sur la première équation de (II.26). Pour ce faire il suffit juste d’estimer la vitesse
efficace v dans un bon espace de Lebesgue LpT (Lq(R)) pour tout T > 0.
On remarque alors que v vérifie quasiment une équation de transport ce qui suggère de contrôler
v en norme L∞t (L∞). Puisque P (ρ) = ργ avec γ ≥ 2 et v = u+ µ∂x ln ρ on a alors en utilisant la
seconde équation de (II.26) :

∂tv + u∂xv +
γ

µ
ργ−1v =

γ

µ
ργ−1u.

On retrouve donc une équation de transport amortie avec un terme de reste γ
µρ

γ−1u, on a alors
pour tout t ∈ (0, T0) :

‖v(t, ·)‖L∞(R) . ‖v0‖L∞(R) +

∫ t

0
‖ργ−1u(s)‖L∞ds.

On veut à présent montrer que le terme de droite est borné, pour ce faire on va montrer que ρu
appartient à L2

T (L∞(R)) pour tout T > 0. On a alors :

∂x(ρu) =
√
ρ
√
ρ∂xu+ 2ρ

1
2+ε ρ

1
2
− 1

2+εu∂x
√
ρ,

cela implique alors que ∂x(ρu) appartient à L2
T (L2(R))+L∞T (Lp(R)) qui est inclus dans L2

T (L2(R)+
Lp(R)) avec 1

p = 1
2 + 1

2+ε . En effet on a utilisé l’inégalité d’énergie, la BD entropie, le gain
d’intégrabilité à la Mellet-Vasseur ([170]) et le fait que ρ appartiennent à L∞t,x qui assure que
√
ρ∂xu, ∂x

√
ρ et ρ

1
2+εu soient respectivement dans L2

T (L2(R)), L∞T (L2(R)) et L∞T (L2+ε(R)) pour
tout T > 0. On en déduit donc que 1{|ξ|≥1}F(ρu)(ξ) appartient à L2

T (L1(R)) pour tout T > 0 et
ceci en utilisant le théorème de Riesz-Thorin et l’ inégalité de Hölder. D’autre part puisque ρu est
dans L∞T (L2(R)) pour tout T > 0 en utilisant le fait que ρ ∈ L∞T (L∞(R)) et √ρu ∈ L∞T (L2(R))
pour tout T > 0, on obtient que 1{|ξ|≤1}F(ρu)(ξ) appartient à L2

T (L1(R)) pour tout T > 0. Cela
nous permet de conclure que ρu appartient à L2

T (L∞(R)) pour tout T > 0.
Si γ ≥ 2, on en déduit donc que ργ−1u est dans L2

T (L∞(R)) pour tout T > 0 et donc que v
appartient à L∞T (L∞(R)) pour tout T > 0. Il suffit alors d’utiliser le principe du maximum sur la
première équation de (II.26) pour conclure que 1

ρ est dans L∞T (L∞(R)) pour tout T > 0. �

II.3 Solutions faibles globales pour Navier-Stokes compressible et
la limite hautement compressible [109, 110, 119]

Dans [110, 109], on considère la limite hautement compressible des solutions faibles globales
pour le système de Navier Stokes compressible, en d’autres termes on étudie la limite de ces
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solutions lorsque le nombre de Mach ε tends vers l’infini. Cela nous amène naturellement à intro-
duire la notion de quasi-solution. Il s’agit en effet d’étudier les éventuelles solutions du modèle de
Navier-Stokes compressible avec pression nulle :{

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)Du)−∇(λ(ρ)divu) = 0,
(II.27)

où µ et λ correspondent aux coefficients de viscosité et vérifient comme dans [21] la relation
algébrique suivante :

λ(ρ) = 2ρµ′(ρ)− 2µ(ρ). (II.28)

En introduisant comme dans [115] la vitesse efficace v = u+∇ϕ(ρ) avec ϕ′(ρ) = 2µ′(ρ)
ρ le système

(II.27) peut se réécrire sous la forme suivante :
∂tρ− 2∆µ(ρ) + div(ρv) = 0,

ρ∂tv + ρu · ∇v − div(µ(ρ)curlv) = 0,

(ρ(0, ·), v(0, ·)) = (ρ0, v0).

(II.29)

On va par conséquent chercher à montrer l’existence globale de solutions faibles pour les systèmes
(II.27) et (II.29), mais avant cela on observe que l’on peut exhiber des solutions particulières des
systèmes (II.27)-(II.29) de la forme (ρ, u = −∇ϕ(ρ)) (ce qui correspond à v = 0) où ρ vérifie
l’équation :

∂tρ− 2∆µ(ρ) = 0. (II.30)

On observe en particulier que lorsque µ(ρ) = ρα alors l’équation (II.30) correspond à :
– pour α > 1 à l’équation des milieux poreux,
– pour α = 1 à l’équation de la chaleur,
– pour α < 1 à l’équation à diffusion rapide.

On rappelle que ces équations ont des comportements très différents si l’on considère la vitesse de
propagation de la densité ρ. En effet pour l’équation des milieux poreux on rappelle que le support
de la donnée initiale se propage à vitesse finie, en d’autres termes si la donnée initiale est à support
compact la solution associée (mentionnons en effet que l’on a une théorie L1 de solutions fortes
globales pour toutes ses équations, voir [203, 204]) reste à support compact tout au long du temps.
Pour l’équation de la chaleur ainsi que les équations à diffusion rapide la donne est radicalement
différente puisque la vitesse de propagation est infinie, ainsi on peut exprimer explicitement la
solution associée à une masse de Dirac (les "Barrenblatt") et vérifier que son support en temps
arbitrairement petit recouvre l’espace entier. Enfin lorsque α appartient à l’intervalle (0,mc)
avec mc = max(0, N−2

N ) il peut même apparaître des phénomènes d’extinction en temps fini. Un
exemple typique (voir [203]) correspond au choix suivant :

ρ(t, x) = cα(
T − t
|x|2

)
1

1−α ,

avec c1−α
α = 2(N − 2

1−α). Ce ne sera jamais le cas dans notre configuration puisque la relation (2)
combinée avec notre choix de coefficients de viscosité (II.28) impose que α > mc.

Équations des milieux poreux et équations à diffusion rapide

On va ici faire quelques rappels succincts sur les équations des milieux poreux et les équations
à diffusion rapide. Il existe une théorie de solutions fortes globales pour des données initiales
ρ0 ∈ L1(RN ), celle-ci repose en particulier sur le principe du maximum (voir [203]). M. Pierre
dans [179] a même étendu le cadre de la théorie au cas de données initiales des mesures de Radon
bornées ce qui englobe en particulier le cas des masses de Dirac correspondant aux fameuses
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"Barrenblatt".
Une propriété essentielle des équations (II.30) est leur invariance d’échelle, on peut ainsi introduire
la notion d’autosimilarité. Cela correspond à chercher des solutions sous la forme suivante ρ(t, x) =
t−γF ( x

tβ
), avec γ et β à déterminer. Dans notre cadre γ et β vérifient : γ(α − 1) + 2β = 1, et F

est alors solution de l’équation suivante :

∆Fα + βη · ∇F + γF = 0.

En particulier il existe des solutions autosimilaires avec donnée initiale la masse de Dirac et telle
que pour tout t > 0 la solution ait une masse constante en norme L1. Ce sont les fameuses solutions
de Barrenblatt (on prend ici α > 1) que l’on peut écrire sous la forme suivante :

Um(t, x) = t−γ1F (
x

tβ
) avec F (x) = (C − (α− 1)γ1

2α
|x|2)

1
α−1
+ , (II.31)

et C > 0 avec γ1 = N
N(α−1)+2 , β = 1

N(α−1)+2 . On a donc ici la conservation de la masse∫
Um(t, x)dx = m pour tout t avec m dépendant de la donnée initiale correspondant à la masse

de Dirac suivante mδ0. De manière similaire lorsque mc < α < 1 avec mc = max(0, N−2
N ) il existe

aussi des solutions de Barrenblatt définies comme ceci :

Um(t, x) = t−γ1F (xt−β) avec F (x) = (C + κ1|x|2)
−1
α−1
+ ,

et κ1 = (1−α)γ1

2Nα . On rappelle également que les solutions faibles globales avec donnée initiale L1

converge asymptotiquement en temps vers une solution de Barrenblatt déterminée par sa masse
m = ‖ρ0‖L1 (voir A. Friedman et S. Kamin [83], J.-L. Vázquez et S. Kamin [141, 142] et J.
Dolbeault et M. Del Pino [73]). Comme nous le mentionnions précédemment lorsque α est dans
l’intervalle (0,mc) avec mc = max(0, N−2

N ) on a pas nécessairement conservation de la norme L1

ce qui peut même engendrer l’extinction de la solution (voir [204, 203]). On réfère à [203, 204] pour
une condition nécessaire d’extinction, la donnée initiale doit être dans des espaces de Marcinkewitz
appropriés Mp∗(RN ).

Remarque 11. On peut également observer que comme pour les milieux poreux les équations
de Navier-Stokes compressibles admettent une invariance par échelle. En effet si (ρ, u) est une
solution de (II.21) alors pour tout λ > 0 :

ρλ(t, x) = λαρ(λt, λβx) et uλ(t, x) = λα1u(λt, λβx),

est une solution de (II.1) avec α1 + β = 1, (λ − 1)α + 2β = 1, α(γ − 1) + β = α1 + 1 et f = 0.
Cela implique que :

α =
−1

λ− γ
, α1 =

1− γ
2(λ− γ)

et β =
2λ− γ − 1

2(λ− γ)
.

On réfère à [110] pour plus de détails.

On va maintenant énoncer un premier résultat qui exprime le fait que l’on a des solutions
particulières pour le système (II.41) qui correspond à des quasi-solutions lorsque v0 = 0. Cela
correspond à une donnée initiale u0 = −∇ϕ(ρ0) (voir [203] pour plus de détails).

Théorème 7. Soit µ(ρ) = µρα avec α ≥ 1− 1
N et λ(ρ) vérifiant la relation (II.28).

Soit ρ0 ∈ L1(RN ) avec ρ0 > 0 continue et u0 = −∇ϕ(ρ0). Alors il existe une solution globale
au sens classique pour le système (II.27) de la forme (ρ, u = −∇ϕ(ρ)) avec (ρ, u) appartenant à
C∞((0,+∞)× RN ) ∩ C([0,+∞]× RN ) et solution du système suivant :{

∂tρ− 2∆µ(ρ) = 0,

ρ(0, ·) = ρ0.
(II.32)
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De plus on a :

lim
t→+∞

‖ρ(t)− Um(t)‖L1(RN ) = 0 et lim
t→+∞

tβ‖ρ(t)− Um(t)‖L∞(RN ) = 0, (II.33)

avec β = N
N(α−1)+2 et Um la Barrenblatt de masse m = ‖ρ0‖L1(RN ). Pour tout p ∈ (1,+∞) on a

le gain d’intégrabilité suivant, ρ(t, ·)appartient à Lp(RN ) et :

‖ρ(t)‖Lp(RN ) ≤ Ct−σp‖ρ0‖
αp
L1(RN )

,

avec σp = N(α−1)+2p
(N(α−1)+2)p et αp = N(p−1)

(N(α−1)+2)p .

On va à présent montrer la stabilité des quasi solutions faibles au sens des distributions. Pour
ce faire il est important d’observer que l’on conserve les trois inégalités d’énergie suivantes (à
savoir l’estimation d’énergie, la BD entropie et le gain d’intégrabilité à la Mellet-Vasseur) pour
toute solution "régulière " (on peut penser ici à des solutions approchées via une méthode de type
Galerkin) du système (II.27).

Proposition 5. Soit (ρ, u) une solution "régulière" du système (II.27) alors pour tout t > 0 on a
les deux entropies suivantes :∫

RN

1

2
ρ|u|2(t, x) dx+

∫ t

0

∫
Ω

2µ(ρ)|Du|2dxdt+

∫ t

0

∫
Ω
λ(ρ)|divu|2dxdt

=

∫
RN

ρ0|u0|2(x) dx.

(II.34)

∫
RN

1

2
ρ|v|2(t, x) dx+

1

2

∫ t

0

∫
RN

µ(ρ)|∇u−t ∇u|2dxdt

=

∫
RN

1

2
ρ0|v0|2(x) dx.

(II.35)

Supposons en plus que :
2µ(ρ) +Nλ(ρ) ≥ νλ(ρ)

pour un certain ν ∈ (0, 1). Il existe alors C > 0 tel que les solutions "régulières" de (II.27)
vérifient :

d

dt

∫
RN

ρ
1 + |u|2

2
ln(1 + |u|2)dx+

ν

2

∫
RN

µ(ρ)[1 + ln(1 + |u|2)|Du|2dx ≤ C
∫
RN

µ(ρ)|∇u|2dx,

(II.36)
avec |∇u|2 =

∑
i

∑
j |∂iuj |2.

Remarque 12. La BD entropie nous fournit donc une estimation de type H1 sur la densité ρ
puisque l’on a un contrôle de √ρ∇ϕ(ρ) dans L∞T (L2(RN )) pour tout T > 0.

On peut à présent définir la notion de quasi-solution au sens des distributions.

Définition 5. On suppose ici que µ et λ vérifient la condition (II.28). On dit que (ρ, u) est une
quasi-solution faible globale (ρ, u) si elle vérifie au sens des distributions :

∂

∂t
ρ+ div(ρu) = 0,

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ) Du)−∇(λ(ρ)divu) = 0,

(ρ, u) t=0 = (ρ0, u0).

(II.37)
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Plus précisément (ρ, u) est solution faible de (II.27) sur [0, T ]× RN pour tout T > 0 avec :

ρ/t=0 = ρ0 ≥ 0, ρu/t=0 = m0, (II.38)

ρ0 ∈ L1(RN ),
√
ρ0∇ϕ(ρ0) ∈ L2(RN ), ρ0 ≥ 0,

√
ρ0|u0|(1 +

√
ln(1 + |u0|2)) ∈ L2(RN ),

(II.39)

si
– ρ ∈ L∞T (L1(RN ), √ρ∇ϕ(ρ) ∈ L∞T (L2(RN )), √ρu ∈ L∞T (L2(RN )),
–
√
µ(ρ)∇u ∈ L2((0, T )× RN ), √ρ|u|

√
ln(1 + |u|2) ∈ L∞T (L2(RN )),

avec ρ ≥ 0 et (ρ,
√
ρu) satisfait au sens des distributions sur [0, T ]× RN :{

∂tρ+ div(
√
ρ
√
ρu) = 0,

ρ(0, x) = ρ0(x),

et si l’égalité suivante a lieu pour tout ϕ(t, x) fonction test régulière à support compact telle que
ϕ(T, ·) = 0 :∫

RN
(ρu)0 · ϕ(0, ·)dx+

∫ T

0

∫
RN

√
ρ(
√
ρu)∂tϕ+

√
ρu⊗√ρu : ∇ϕdx

− < 2µ(ρ)Du,∇ϕ > − < λ(ρ) divu,divϕ >= 0;

(II.40)

où les termes de diffusion ont le sens suivant avec pour inconnues √ρ et √ρu :

< 2µ(ρ)Du,∇ϕ >= −
∫
µ(ρ)
√
ρ

(
√
ρuj)∂iiϕjdx dt−

∫
2(
√
ρuj)µ

′
(ρ)∂i

√
ρ∂iϕjdx dt

−
∫
µ(ρ)
√
ρ

(
√
ρuj)∂jiϕjdx dt−

∫
2(
√
ρui)µ

′
(ρ)∂j

√
ρ∂iϕjdx dt

< λ(ρ) divu,divϕ >= −
∫
λ(ρ)
√
ρ

(
√
ρui)∂jiϕjdx dt−

∫
2(
√
ρui)λ

′
(ρ)∂i

√
ρ∂jϕjdx dt.

Dans [110], on obtient donc la stabilité des solutions faibles globales pour le système (II.41)
avec existence globale lorsque la donnée initiale est de la forme (ρ0, u0 = −∇ϕ(ρ0)). La solution
s’écrit salors sous la forme (ρ,−∇ϕ(ρ)) avec la densité ρ vérifiant (II.30). De plus on étudie le
comportement hautement compressible des équations de Navier-Stokes compressibles dans le cadre
des solutions faibles globales du problème suivant :

∂tρε + div(ρεuε) = 0,

∂t(ρεuε) + div(ρεuε ⊗ uε)− div(2µ(ρε)Duε)−∇(λ(ρε)divuε) +
1

ε2
∇P (ρε) = 0,

(ρε, uε)t=0 = (ρ0, u0),

(II.41)

avec ε le nombre de Mach tendant vers l’infini. Plus précisément on observe que (ρε, uε) converge
au sens des distributions vers (ρ, u) quasi-solution de (II.30) avec donnée initiale (ρ0, u0). On
obtient ainsi le résultat suivant (voir [110]).

Théorème 8. Soit N ≥ 2, 1 < γ < p avec p = +∞ si N = 2 et p = 3 si N = 3 et µ(ρ) = ρα avec
α > 1− 1

N (les coefficients de viscosité vérifient (II.28)). Supposons qu’il existe une suite (ρn, un)
de quasi-solutions du système (II.27) satisfaisant uniformément en n les estimations d’énergie de
la proposition 5 avec les données initiales suivantes telles que :

ρn0 ≥ 0, ρn0 → ρ0 in L1(RN ), ρn0u
n
0 → ρ0u0 in L1(RN ), (II.42)
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et :∫
RN

ρn0 (1 +
|un0 |2

2
) < C,

∫
RN

√
ρn0 |∇ϕ(ρn0 )|2dx < C et

∫
RN

ρn0
1 + |un0 |2

2
ln(1 + |un0 |2)dx < C,

(II.43)
(C est une constante indépendante de n). Alors à une sous-suite près, (ρn,

√
ρnun) converge forte-

ment vers une quasi-solution faible (ρ,
√
ρu) de (II.27) satisfaisant les estimations de la proposition

5. De plus lorsque v0 = 0 on a existence de quasi-solution faible globale au sens de la définition 5
et unicité avec ρ solution de l’équation (II.30).
Supposons qu’il existe des solutions faibles (ρε, uε) vérifiant la définition de [170] du système :

∂tρε + div(ρεuε) = 0,

∂t(ρεuε) + div(ρεuε ⊗ uε)− div(2µ(ρε)D(uε))−∇(λ(ρε)divuε) +
1

ε2
∇ργε = 0,

(ρε, uε)/t=0 = (ρ0, u0).

(II.44)

alors (ρε, uε) converge au sens des distributions vers une quasi-solution (ρ, u) avec donnée initiale
(ρ0, u0) lorsque ε tends vers l’infini (et ceci à une sous suite près).
Si de plus ρ0 = −∇ϕ(ρ0) alors la densité limite ρ est solution de (II.30).

Remarque 13. Rappelons que l’existence de solutions faibles globales pour le système (II.44) reste
un problème ouvert. Cependant le cas du système de Shallow water visqueux α = 1 a été résolu
récemment par A. Vasseur et C. Yu dans [202]. On peut alors espérer que ce résultat se généralise
à toutes les viscosités vérifiant la relation (II.28) et la relation de Lamé (2) ce qui donnerait corps
à l’existence de solutions faibles globales (ρε, uε).

Remarque 14. Mentionnons qu’à notre connaissance, il n’existe pas d’autres résultats sur la
limite hautement compressible pour les équations de Navier-Stokes et ceci quel que soit le choix
des coefficients de viscosité. Cela s’explique par le fait que lorsque le nombre de Mach tends vers
l’infini on perd à priori toutes les estimations sur la densité si ce n’est la conservation de la masse
(c’est à dire la norme L1 de ρε qui reste bornée uniformément en ε). Dans le cas des coefficients de
viscosité de type Bresch-Desjardins on tire partie de la BD entropie qui nous offre une contribution
additionnelle sur la densité, ce qui permet en particulier d’avoir assez de compacité pour considérer
un passage à la limite.

Remarque 15. Lorsque u0 = −∇ϕ(ρ0) et α > 1, la densité ρε converge vers une solution ρ des
milieux poreux. Si l’on suppose en plus que ρ0 est à support compact alors ρ(t, ·) reste à support
compact pour tout t > 0. On a donc ρε(t, ·) = ρ(t, ·) + f ε(t, ·) avec f ε(t, ·) = ρε(t, ·) − ρ(t, ·), on
peut penser au moins heuristiquement que la masse de f ε(t, ·) c’est à dire la norme ‖f ε(t, ·)‖L1 est
petite en fonction de ε (ce serait le cas si on avait une convergence forte dans L∞(R+, L1(RN )).
Cela signifierait que ρε(t, ·) est essentiellement supportée dans un compact pour tout t > 0 modulo
une "petite" partie de la masse qui pourrait fuir à l’infini. C’est exactement ce que l’on va montrer
dans le cas 1D dans [119].

Remarque 16. Rappelons que le résultat précédent assure simplement la stabilité des quasi solu-
tions, en effet on montre l’existence de solutions faibles globales seulement dans le cas de données
initiales de type u0 = −∇ϕ(ρ0). Il n’est à priori pas simple de construire en général une suite
de solutions approchées globales du système (II.27) qui vérifient uniformément les différentes en-
tropies de la proposition 5. Ce problème a été récemment résolu par A. Vasseur et C. Yu dans
[202] dans le cadre du système de Shallow-water visqueux (c’est à dire Navier Stokes compressible
pour µ(ρ) = µρ et λ(ρ) = 0), nous croyons que ces idées pourraient s’appliquer au cadre des quasi
solutions et ainsi fournir l’existence de quasi solutions faibles globales.
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Quelques éléments de preuve du théorème 8 : Commençons par montrer la stabilité
des quasi solutions faibles globales, pour cela supposons qu’il existe une suite (ρn, un)n∈N solu-
tions faibles globales dont les données initiales vérifient (II.42) et (II.43). Grâce à la proposition
5 on déduit que √ρnun,

√
ρn∇(ϕ(ρn)) et √ρnun ln(1 + |un|2) sont uniformément bornés dans

L∞(R+, L2(RN )) ainsi que √ρn∇un dans L2(R+, L2(RN )). Enfin via la conservation de la masse
on obtient que ρn est également uniformément borné dans L∞(R+, L1(RN )).
Cela permet en particulier dans le cas simple α = 1 d’avoir un contrôle uniforme de √ρn dans
L∞(R+, H1(RN )). Via le théorème d’Aubin-Lions on peut alors montrer que √ρn converge forte-
ment à une sous suite près dans L2

loc(R+×RN ) vers une limite √ρ avec √ρ dans L∞(R+, H1(RN )).
Il reste à traiter les autres termes, on observe au moins pour le cas simple α = 1 que ∇(ρnun) =√
ρn
√
ρn∇un +

√
ρnun∇

√
ρn est uniformément borné dans L2

loc(R+, L1(RN )) ceci via les estima-
tions d’énergie uniformes sur ρn et un. On obtient via le théorème d’Aubin-Lions que ρnun converge
presque partout à extraction près vers une limite ρu. Cela nous permet de définir u sur l’ensemble
{ρ 6= 0} et de poser u = 0 sur l’ensemble {ρ = 0}. On montre ensuite que √ρnun converge
fortement vers √ρu en utilisant le gain d’intégrabilité sur un (c’est à dire √ρnun ln(1 + |un|2)
uniformément borné dans L∞(R+, L2(RN ))) et le théorème de la Vallée Poussin. Cela conclut la
stabilité des quasi solutions faibles globales.
On va maintenant considérer la limite hautement compressible pour le système (II.44) lorsque
ε tends vers +∞. Supposons qu’il existe une suite de solutions faibles globales (ρε, uε)ε>1 du
système (II.44) au sens de la définition introduite dans [170] (voir aussi [202]) avec pour donnée
initiale (ρ0, u0) ; alors on va montrer que (ρε, uε)ε>1 converge au sens des distributions vers (ρ, u)
une quasi solution avec donnée initiale (ρ0, u0) et ceci au moins à une sous-suite près. On peut
observer qu’en adaptant la proposition 5 on obtient les mêmes estimations uniformes sur (ρε, uε),
il s’agit donc essentiellement d’utiliser les mêmes arguments de compacité que pour la preuve de
la stabilité des quasi-solutions. Il y a juste le terme 1

ε2
P (ρε) à traiter, mais puisque (au moins

pour γ = 1) ∇√ρε est uniformément borné dans L∞(R+, L2(RN )) on déduit par injection de
Sobolev que P (ρε) est uniformément borné dans L∞(R+, L1(RN )) pour des γ pas trop grand, ce
qui permet d’assurer que 1

ε2
∇P (ρε) converge vers 0 au sens des distributions lorsque ε converge

vers +∞.
Observons maintenant que lorsque u0 = −∇ϕ(ρ0), cela implique que v0 = 0 et donc en utilisant
(II.34) la BD entropie on déduit que √ρεvε converge fortement vers 0 dans L∞(R+, L2(RN )).
Puisque √ρε est uniformément borné dans L∞T (L2(RN )) on en déduit que ρεvε converge au sens
des distributions vers 0. Si l’on considère maintenant la première équation de (II.29) cela implique
que ρ vérifie l’équation II.30 :

∂tρ− 2µ∆ρα = 0,

et ceci car on peut montrer que ραε converge vers ρα au sens des distributions au moins à une sous
suite près. Par unicité de la solution de II.30, cela conclut la preuve du théorème. �

Dans [119] en collaboration avec Ewelina Zatorska on s’est intéressé à améliorer les résultats
précédents dans le cadre monodimensionnel, en effet on obtient une estimation précise sur le taux
de convergence de ρε vers ρ en norme L∞T (L2(R)) pour tout T > 0. Ceci nous permet ainsi dans
le cadre α > 1 (milieux poreux) d’évaluer de manière précise la norme ‖ρε(t, ·)1csuppρ̃(t,·)‖L1(R)

lorsque ρ0 est à support compact. En effet on sait alors que la solution limite ρ̃ solution des mi-
lieux poreux est à support compact tout au long du temps, il est alors naturel de comprendre et
d’estimer pour ρε le poids de la masse "qui fuit à l’infini". On montre alors que celui-ci a tendance
à être très petit en fonction de 1

ε lorsque ε est grand.

Théorème 9. Soit γ > 1, α > 1 et N = 1. De plus supposons que la donnée initiale (ρ0, u0)
vérifie (II.39) avec :

u0 = −√ρ0∂xϕ(ρ0). (II.45)
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Le système (II.44) admet une solution faible globale (ρε, uε) au sens de la définition 5. De plus,
ρε converge fortement vers ρ̃ solution forte de l’équation des milieux poreux suivante : ∂tρ̃−

1

α
∂xxρ̃

α = 0,

ρ̃(0, x) = ρ0(x),
(II.46)

au sens suivant, il existe une constante C > 0 dépendant de ρ0 telle que :

‖(ρ− ρε)(t)‖H−1(R) ≤ Cε
1
2 t

1
2 . (II.47)

De plus lorsque 1 < α ≤ 3
2 il existe C > 0 dépendant de ρ0 tel que :

‖(ρε − ρ̃)(t)‖L2(R) ≤ Cε
1
4 (1 + t

1
4 1t≥1), (II.48)

pour tout t ≥ 0. Si l’on suppose en plus que ρ0 est à support compact, et soient −∞ < a < b < +∞
tels que :

supp[ρ0] ⊂ [a, b],

alors il existe C > 0 et −∞ < a1 < b1 <∞ tels que :

Ωt := supp[ρ̃(t, ·)] ⊂ [a1 − Ct
1

α+1 , b1 + Ct
1

α+1 ]. (II.49)

De plus il existe C > 0 dépendant seulement de ρ0 tel que :

‖ρε(t)1Ωct
‖L1(R) ≤ Cε

1
4 (t

1
4 1t≥1 + 1)(1 + t

1
2(α+1) ), (II.50)

où Ωc
t dénote le complémentaire de Ωt.

Remarque 17. Mentionnons que l’existence de solutions faibles globales pour le système (II.44)
en une dimension a été obtenue par Q. Jiu et Z. Xin dans [138].

Remarque 18. Le théorème 9 fournit donc un taux de convergence vers 0 de (ρε− ρ̃) et étend par
conséquent les résultats du théorème 8 pour le cadre N = 1. Le théorème précédent implique donc
que la masse distribuée hors de Ωt le support de la solution des milieux poreux correspondante
est petite et d’ordre ε

1
4 . L’évolution du support Ωt est bien connue puisque les interfaces sont

gouvernées par les lois de Darcy (voir [203]). Cependant il n’est pas clair que ρε soit également
solution d’un problème à frontières libres. Il n’y a à priori pas de raison pour que suppρε(t, ·)soit
compact pour tout t > 0. Cependant la masse en dehors de Ωt reste petite en fonction de ε (elle
augmente par contre en fonction des temps grands). On peut donc dire que ρ̃(t, ·) est une bonne

approximation de ρε(t, ·) (au moins pour tout t ≤ max(1, c(ε)
− 1

1+ 2
1+α ) avec c petit) et on peut

parler de "vitesse de propagation presque finie".

Quelques éléments de preuve du théorème 9 : On rappelle que la première équation de
(II.29) s’écrit :

∂tρε −
1

α
∂xxρ

α
ε + ∂x(ρεvε) = 0, (II.51)

et est satisfaite au sens des distributions. La BD entropie implique que :

sup
t∈[0,T ]

‖√ρεvε(t)‖L2(R) ≤
1

ε(γ − 1)
1
2

‖ρ0‖
γ
2

Lγ(R) ≤
C

ε
. (II.52)

On pose ensuite Rε = ρε − ρ̃ (avec ρ̃ solution de l’équation des milieux poreux), il découle alors
via (II.51) que Rε satisfait l’équation suivante au sens des distributions :{

∂tRε −
1

α
∂xx(ραε − ρ̃α) + ∂x(ρεvε) = 0,

Rε(0, x) = 0, x ∈ R.
(II.53)
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On va utiliser une méthode de dualité développée en particulier par J.-L. Vázquez ([203] section
6.2.1). On va tester (II.53) par ψ ∈ C∞c ((0, T ]× R), on obtient alors :∫ T

0

∫
R

(
Rε∂tψ +

1

α
(ραε − ρ̃α)∆ψ

)
dx dt+

∫ T

0

∫
R

(ρεvε)∂xψ dx dt−
∫
R

(Rεψ)(T ) dx = 0.

(II.54)
On pose maintenant :

a(t, x) =

{
ραε−ρ̃α
ρε−ρ̃ if ρε 6= ρ̃

0 if ρε = ρ̃,

on peut alors réécrire (II.54) comme ceci :∫ T

0

∫
R

(
Rε(∂tψ +

1

α
a∆ψ

)
dx dt+

∫ T

0

∫
R

(ρεvε)∂xψ dx dt−
∫
R

(Rεψ)(T ) dx = 0. (II.55)

On va ensuite résoudre le problème rétrograde suivant avec M > 0 :
∂tψ +

1

α
an∆ψ = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × (−M,M),

ψ(t,−M) = ψ(t,M) = 0, t ∈ [0, T ],

ψ(T, x) = θ(x), x ∈ (−M,M),

(II.56)

où θ ∈ C∞0 ((−M,M)) et an est une approximation régulière de a telle que 0 < η ≤ an ≤ K < +∞.
Le système précédent (II.56) est alors parabolique et admet une unique solution ψ sur [0, T ]. De
(II.55) on a alors :∫

R
Rε(T )θ dx =

1

α

∫ T

0

∫
R
Rε(a− an)∆ψ dx dt+

∫ T

0

∫
R

(ρεvε)∂xψ dx dt, (II.57)

et : ∣∣∣∣∫
R
Rε(T )θ dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
R

(ρεvε)∂xψ dx dt

∣∣∣∣+

∫ T

0

∫
R
|Rε| |(a− an)| |∂xxψ| dx dt. (II.58)

On a besoin d’informations sur ψ et on peut montrer par des estimations d’énergie que :∫ T

0

∫
R

(∂xψ)2dx dt+
1

α

∫ T

0

∫
R
an(∆ψ)2dx dt ≤ c‖∂xθ‖2L2(R). (II.59)

En utilisant l’inégalité précédente, (II.58) et le fait que suppψ et supp θ sont inclus respectivement
dans [0, T ]× [−M,M ] et [−M,M ], on a :

∣∣∣∣∫
R
Rε(T )θ dx

∣∣∣∣ ≤ c‖∂xθ‖L2(R)

(∫ T

0

∫ M

−M

[a− an|2

an
|Rε|2 dx dt

) 1
2

+ ‖ρεvε‖L2(0,T ;L2(R))

 .

(II.60)
Suivant J.-L. Vázquez dans [203], via une suite d’approximation de an on peut montrer que ∀η > 0
il existe an tel que : ∫ T

0

∫ M

−M

|a− an|2

an
|Rε|2 dx dt ≤ 8η. (II.61)

Cela donne donc dans (II.60) :∣∣∣∣∫
R
Rε(T )θ dx

∣∣∣∣ ≤ C‖∂xθ‖L2(R)

(
η + T

1
2 ‖√ρε‖L∞(0,T ;L∞(R))‖

√
ρεvε‖L∞(0,T ;L2(R))

)
. (II.62)
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On a alors : ∣∣∣∣∫
R
Rε(T )θ dx

∣∣∣∣ ≤ C‖∂xθ‖L2(R)

‖ρ0‖
γ
2
Lγ

γ − 1
ε

1
2T

1
2 ‖√ρε‖L∞(0,T ;L∞(R))

≤ C‖∂xθ‖L2(R)ε
1
2T

1
2 .

(II.63)

Par dualité on en déduit que :
‖Rε(T )‖H−1(R) ≤ Cε

1
2T

1
2 , (II.64)

pour tout T > 0. On montre ensuite facilement en utilisant les estimations d’énergie que Rε est
uniformément borné dans L∞(R+, H1(R)), on déduit donc par interpolation que :

‖Rε(T )‖L2(R) ≤ Cε
1
4 (1T≤1 + T

1
4 1T≥1). (II.65)

Cela montre donc l’inégalité (II.48). On va maintenant s’intéresser à montrer (II.50) lorsque la
densité initiale ρ0 est à support compact. Sous ces hypothèses on sait que supp ρ̃(t, ·) reste à
support compact pour tout t > 0 et satisfait (II.49). En effet puisque suppρ0 est inclu dans [a, b],
on peut considérer une Barrenblatt U(t1,M) telle que pour un certain temps t1 > 0 on a :

‖ρ0‖L∞(R) ≤ ‖U(t1,M)‖L∞(R).

La dernière inégalité est vraie si M est assez grand avec M dépendant de ‖ρ0‖L∞ et de 1
t1

(voir
la formule (II.31)). On peut maintenant utiliser le principe du maximum pour les équations des
milieux poreux ce qui implique que :

‖ρ̃(t)‖L∞(R) ≤ ‖U(t1 + t,M)‖L∞(R).

Cela sous-tend en particulier que suppρ̃(t, ·) est inclu dans [a1 − C(t+ t1)
1

α+1 , b1 + C(t+ t1)
1

α+1 ]
pour certaines constantes −∞ < a1 < b1 <∞ et C > 0. On a maintenant :

‖ρε(t)1Ωct
‖L1(R) ≤ ‖ρ0‖L1(R) − ‖ρε(t)1Ωt‖L1(R) (via la conservation de la masse)

≤ ‖ρ̃(t)1Ωt‖L1(R) − ‖ρε(t)1Ωt‖L1(R)

≤ ‖(ρ̃(t)− ρε(t))1Ωt‖L1(R)

≤ |Ωt|
1
2 ‖ρ̃(t)− ρε(t)‖L2(R) (via les inégalités de Hölder)

≤ Cε
1
4 (t

1
4 1t≥1 + 1)(1 + t

1
2(α+1) ) (en utilisant (II.49) et (II.65)).

(II.66)

Cela conclut le théorème 9. �

II.4 Petite incursion dans l’incompressible, Navier-Stokes incom-
pressible à densité variable [107]

On va s’intéresser ici au système de Navier-Stokes incompressible avec densité variable qui
s’écrit comme suit : 

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)Du) +∇Π = ρf,

divu = 0, (ρ, u)/t=0 = (ρ0, u0).

(II.67)

Ici u = u(t, x) ∈ RN correspond à la vitesse, ρ = ρ(t, x) ∈ R+ est la densité, et Du = 1
2(∇u+t∇u)

le symétrisé du gradient ∇u. µ est le coefficient de viscosité du fluide et vérifie µ > 0. Le terme ∇Π
(en fait le gradient de la pression) peut-être vu comme un multiplicateur de Lagrange associé à la
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contrainte d’incompressibilité divu = 0. Nous désignons en plus par (ρ0, u0) les données initiales
du problème et f est une force extérieure.
On va considérer ici l’étude du problème de Cauchy pour le système de Navier-Stokes incompres-
sible avec densité variable dans RN lorsque N ≥ 2. Plus précisément on va essayer de répondre
à la question de l’existence de solutions fortes en temps fini pour des données initiales ayant une
régularité critique pour le scaling des équations. Rappelons en effet que le système (II.67) est
invariant par le changement d’échelle suivant :

(ρ(t, x), u(t, x),Π(t, x)) −→ (ρ(λ2t, λx), λu(λ2t, λx), λ2Π(λ2t, λx)) ∀λ > 0. (II.68)

R. Danchin dans [55, 56] a pour la première fois montré l’existence de solutions fortes en temps

fini pour N ≥ 2 dans des espaces critiques avec (q0 = ρ0 − 1, u0) ∈
(
B

N
2

2,∞ ∩ L∞
)
× B

N
2
−1

2,1 . Ce
résultat a ensuite été amélioré par H. Abidi et M. Paicu dans [1] qui traitent des données initiales

(q0, u0) ∈
(
B

N
p
p,∞ ∩ L∞

)
× B

N
p1
−1

p1,1
appartenant à des espaces de Besov plus grands avec ici (p, p1)

bien choisis. D’autre part on peut observer une certaine forme de découplage entre la densité et
la vitesse puisqu’ils ne sont pas nécessairement choisis dans des espaces de Besov ayant le même
indice de Lebesgue.
Enfin dans des travaux récents très intéressants R. Danchin et P. Mucha dans [63, 64] améliorent
les résultats précédents en terme de régularité sur la densité initiale puisque celle ci peut être

choisie dans l’espace de multiplicateurM(B
N
p
−1

p,1 ) associé à B
N
p
−1

p,1 . Cela leur permet en particulier
de choisir des densités initiales avec deux phases distinctes (ce qui est évidemment une probléma-
tique très importante d’un point de vue physique) . Pour ce faire ils étudient le système (II.67)
d’une manière différente puisqu’ils le réécrivent en formulation Lagrangienne ce qui simplifie les
choses lorsque l’on cherche à obtenir l’unicité de la solution. Mentionnons également un résultat
d’existence de solutions fortes globales dû à H. Abidi et al dans [2, 3] qui prouvent l’existence de
solutions fortes globales avec donnée initiale petite pour la vitesse u0 et donnée initiale grande
pour la densité ρ0 en dimension N = 3.
Une particularité de ces travaux est de considérer des espaces de Besov de données initiales avec
troisième indice 1. En effet sous ces conditions on peut prouver que le gradient de la solution ∇u

appartient à l’espace L1
T (B

N
p1
p1,1

) qui s’injecte dans L1
T (L∞). Ceci permet ainsi d’estimer la densité

ρ via l’équation de transport puisque notre champ u est Lipschitz.
Rappelons que dans le cadre classique des équations de Navier-Stokes incompressibles M. Can-
none, Y. Meyer et F. Planchon prouvent dans [27] l’existence de solutions fortes en temps fini

pour u0 ∈ B
N
p
−1

p,r avec 1 ≤ p < +∞ et 1 ≤ r < +∞ (mentionnons que ces résultats ont ensuite
été étendus au cas d’une donnée initiale dans BMO−1 par H. Koch et D. Tataru dans [152], voir
aussi le livre de P.-G. Lemarié [160]). Il est donc naturel d’essayer d’étendre les résultats [55], [56]

et [1] au cas d’une vitesse initiale choisie dans B
N
p
−1

p,r avec 1 ≤ p < +∞ et 1 ≤ r < +∞. C’est ce
que nous allons montrer dans le théorème suivant. On va réécrire le système (II.67) lorsque ρ ne
s’annule pas sous la forme suivante avec a = ρ−1 − 1 :

∂ta+ u · ∇a = 0,

∂tu+ u · ∇u+ (1 + a)(∇Π− µ∆u) = f,

divu = 0,

(a, u)/t=0 = (a0, u0).

(II.69)

On obtient alors le résultat suivant pour des espaces de Besov non homogènes.

Théorème 10. Soit 1 ≤ r <∞, 1 ≤ p1 <∞, 1 < p2 <∞ et ε > 0 tels que :

N

p1
+ ε <

N

p2
+ 1 et

N

p2
− 1 ≤ N

p1
.
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Supposons que u0 ∈ B
N
p2
−1

p2,r avec divu0 = 0, f ∈ L̃1
loc(R+, B

N
p2
−1

p2,r ) et a0 ∈ B
N
p1

+ε

p1,∞ , avec ρ0 ≥ c1 > 0.
Si 1

p1
+ 1

p2
> 1

N , il existe T > 0 tel que le système (II.69) a une solution (a, u) avec :

a ∈ C̃([0, T ], B
N
p1

+ ε
2

p1,∞ ), u ∈
(
C̃([0, T ];B

N
p2
−1

p2,r ) ∩ L̃1(0, T, B
N
p2

+1

p2,r )
)N

et ∇Π ∈ L̃1(0, T, B
N
p2
−1

p2,r ).

La solution est unique si 2
N ≤

1
p1

+ 1
p2
.

Remarque 19. On peut observer que la donnée initiale sur la densité ρ0 est choisie légèrement

surcritique, i.e a0 ∈ B
N
p1

+ε

p1,∞ avec ε > 0. Cela implique que les données initiales ne sont pas
invariantes par le scaling des équations (d’autant plus que l’on travaille dans des espaces de Besov
non homogènes) et de ce point de vue là le résultat est plus faible que [55], [56] et [1]. Cependant
notre résultat est par contre plus fin en terme d’espace critique pour la vitesse initiale puisque
notre troisème indice peut être différent de 1.
Enfin il est à noter que nos résultats permettent d’avoir l’existence de solutions faibles pour des
données initiales très proches des espaces limites suivant : L∞ × LN et W 1,N ×BMO−1 qui sont
à considérer comme des cas critiques.
On peut voir ce résultat comme une extension des travaux de Fujita-Kato [84] et Cannone-Meyer-
Planchon [27] au cas des équations de Navier-Stokes incompressibles à densité variable.

Remarque 20. Enfin dans [34] en collaboration avec F. Charve, on montre l’existence de solutions

fortes globales pour des données initiales dans B
N
2

2,1×(H
N
2
−1∩B−1

∞,1) lorsque µ(ρ) = µρ. Ce résultat
est critique pour le scaling des équations et permet d’être au niveau des données initiales à la Fujita-
Kato avec un petit supplément de régularité dans B−1

∞,1. Cependant il ne recouvre pas le cas des
espaces de Besov à toisième indice plus faible que 2.

Quelques éléments de preuve du théorème 10 : La difficulté principale consiste à estimer
la densité ρ via l’équation de transport lorsque la vitesse u n’est pas Lipschitzienne. En effet
lorsque l’on reprend les résultats de M. Cannone, Y. Meyer et F. Planchon [27] dans le cadre
de Navier-Stokes incompressible, on ne peut espérer mieux qu’un contrôle de la vitesse u dans

L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ). Ceci implique que u est seulement log Lipschitz ce qui va nous permettre malgré tout
d’estimer la densité ρ via l’équation de transport mais ceci avec une perte arbitrairement petite
de régularité.
Commençons par rappeler certaines définitions et propositions dûes à H. Bahouri, J.-Y. Chemin
et R. Danchin (voir [8]).

Définition 6. Soit Γ une function croissante sur [1,+∞[. On note BΓ(RN ) l’ensemble des fonc-
tions bornées à valeurs réelles telles que u ∈ BΓ(RN ) si :

‖u‖BΓ
= ‖u‖L∞ + sup

j≥0

‖∇Sju‖L∞
Γ(2j)

< +∞.

On rappelle maintenant une proposition dûe à J.-Y. Chemin pour l’ensemble BΓ(RN ) (voir
[8]).

Proposition 6. Soit ε > 0 et u ∈ L̃1
T (B

N
p

+1
p,r ) alors on a u ∈ L1

T (BΓ(RN )) avec Γ(t) =

(− log t)1+ε− 1
r pour 0 < t ≤ 1 .

Afin de mesurer précisément la régularité du champ de vecteur u, on introduit comme dans [8]
la notation :

V
′
p2,α(t) = sup

j≥0

2
j N
p2 ‖∇Sjv(t)‖Lp2

(j + 1)α
< +∞. (II.70)
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On remarque que si p2 = +∞ alors V ′p2,α correspond exactement à la norme ‖BΓ‖ de la définition
6. On va maintenant étudier la solution de l’equation de transport suivante :{

∂ta+ v · ∇a = g

a(0, ·) = a0.
(II.71)

H. Bahouri, J.-Y Chemin et R. Danchin obtiennent dans [8] le théorème suivant.

Théorème 11. Soient (p1, p2) ∈ [1,+∞]2 tels que 1 ≤ p1 ≤ p2 avec σ satisfaisant σ >
−1 − N min( 1

p2
, 1

p
′
1

) et σ < 1 + N
p2
. Supposons en plus que V ′p2,α soit dans L1([0, T ]) pour α ∈

]0, 1[. Soit a0 ∈ Bσ
p1,∞, g ∈ L̃1

T (Bσ
p1,∞) alors l’équation (II.34) a une unique solution a ∈

C([0, T ],∩σ′<σB
σ
′

p1,∞) et l’estimation suivante a lieu pour ε > 0 suffisament petit :

‖a‖
L̃∞T (Bσ−εp1,∞)

≤ C
(
‖a0‖Bσp1,∞ + ‖g‖

L̃1
T (Bσp1,∞)

)
exp

( C

ε
α

1−α
(Vp2,α(T ))

1
1−α
)
, (II.72)

où C dépend seulement de α, p, p1, σ et N .

Remarque 21. Dans la suite, nous utiliserons le théorème 11 et la proposition 6 lorsque p1 =∞
et α = 1 + ε

′ − 1
r avec ε′ > 0. En effet puisque nous travaillerons avec une vitesse u qui sera dans

L̃1(B
N
p2

+1

p2,r ) (avec 1 ≤ r <∞), en utilisant la proposition 6 et la définition 6 on en déduit que :∫ t

0
V
′
∞,α(t

′
)dt
′
. ‖u‖

L̃1(B
N
p2

+1

p2,r
)
.

Cela permettra ainsi d’avoir des estimations sur la densité ρ.

On peut donc à présent via la remarque précédente 21 estimer la densité a modulo une perte de

régularité arbitrairement petite lorsque u appartient à l’espace L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ). Il s’agit maintenant

de vérifier que la vitesse u appartient bien à l’espace L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ). Pour ce faire on va chercher u
sous la forme u = uL + ũ avec uL solution de l’équation de Stokes avec terme source f et donnée
initiale u0. Cela implique que via la proposition 17 :

uL ∈ L̃∞(B
N
p2
−1

p2,r ) ∩ L̃1(B
N
p2

+1

p2,r ).

On remarque maintenant que ũ vérifie le système suivant :
∂tũ− µ(1 + a)∆ũ+ (1 + a)∇Π̃ = H(a, u,∇Π),

divũ = 0,

ũ(0) = 0,

(II.73)

avec :
H(a, u,∇Π) = a(µ∆uL −∇ΠL)− u · ∇u.

Il s’agit alors d’étudier l’équation linéaire suivante avec ũ l’inconnue :
∂tũ− µ(1 + a)∆ũ+ (1 + a)∇Π̃ = G,

divũ = 0,

ũ(0) = 0.

(II.74)

On peut montrer les estimations suivantes en s’inspirant de [57] :

‖ũ‖
L̃∞T (B

N
p2
−1

p2,r
)∩L̃1

T (B
N
p2

+1

p2,r
)
. e

∫ T
0 ‖a(s)‖2

B

N
p1
p1,∞∩L

∞
ds

‖G‖
L̃1
T (B

N
p2
−1

p2,r
)
. (II.75)
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Il est donc important à ce stade de contrôler la densité a au moins en norme L2
T (B

N
p1
p1,∞ ∩ L∞)

et donc en particulier en norme L∞T (B
N
p1
p1,∞ ∩ L∞). Ceci se comprend assez bien si l’on regarde le

terme a∆ũ comme un terme de reste "petit" (ceci peut se faire si on décompose a en un terme
infiniment régulier "grand" plus un terme "petit", ceci par densité), en effet pour ne pas avoir de

perte de dérivée sur ce terme de reste il est crucial que a∆ũ reste dans l’espace L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ) avec
∆ũ appartenant à ce même espace. Pour ce faire a doit être dans un espace de multiplicateur de

L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ) et il s’avère que L∞T (B
N
p1
p1,∞ ∩ L∞) en est un.

Le jeu consiste donc maintenant à estimer a via l’équation de transport de telle sorte que a

appartienne à L∞T (B
N
p1
p1,∞ ∩ L∞). La seule possibilité est donc à priori de prendre a0 dans B

N
p1

+ε

p1,∞
avec ε > 0 puisque l’on aura une perte de dérivée via le théorème 11.
Dans notre cas présent on peut donc utiliser l’estimation (II.75) appliquée à ũ solution de l’équation
(II.74) avec G correspond au terme de reste :

G = H(a, u,∇Π) = a(µ∆uL −∇ΠL)− u · ∇u.

On estime ce G via des lois de paraproduits classiques et on applique un argument de bootstrap

pour conclure que ũ est dans l’espace L̃∞T (B
N
p2
−1

p2,r )∩L̃1
T (B

N
p2

+1

p2,r ). Afin d’obtenir la régularité corres-
pondante sur a on applique le théorème 11. Cela conclut la preuve de l’existence, la partie unicité
est quand à elle plus standard (voir [55]).

II.5 Ouvertures

R. Danchin et P. Mucha ont montré dans [63, 64] des résultats extrêmement intéressants concer-
nant l’existence de solutions fortes critiques pour le système de Navier-Stokes incompressible à
densité variable avec coefficients de viscosité constants ; en effet ces derniers réussissent à consi-
dérer une densité initiale pouvant admettre deux phases distinctes induisant ainsi une interface
discontinue. Il serait intéressant de généraliser ce résultat au cadre du système de Navier-Stokes
compressible ou du moins l’étendre au cas du système de Navier-Stokes incompressible à densité
variable avec cette fois-ci des coefficients de viscosité dépendant de la densité.
Une autre question d’envergure restant actuellement en suspens est l’existence de solutions fortes
globales en dimension N = 2 pour le système de Navier-Stokes compressible avec coefficients de
viscosité constants ou non. On rappelle que le seul résultat existant à l’heure actuelle est dû à
V. A. Vaigant et A. V. Kazhikhov dans [199] lorsque µ(ρ) = µ > 0 et λ(ρ) = λρβ avec λ > 0
et β > 3. Une des difficultés principales est évidemment de contrôler la norme L∞ de ρ et 1

ρ ce
qu’arrivent à faire V. A. Vaigant et V. Kazhikhov pour ce choix de coefficients de viscosité. Il
serait également intéressant d’essayer de montrer un tel résultat pour les quasi-solutions sachant
que l’on connait déjà certaines solutions irrotationnelles explicites avec données initiales grandes
pour N ≥ 2. Dans la même veine l’existence globale de solutions fortes en dimension N = 2 pour
Navier-Stokes incompressible à densité variable reste ouverte dans le cas de coefficients de viscosité
dépendant de la densité ρ. Si dans ce cas le contrôle L∞ de ρ et 1

ρ est offert via l’équation de
transport sur la densité, il semble cependant délicat d’obtenir de bonnes estimations de régularité
pour la vitesse u.
Enfin il serait également important de pouvoir infirmer ou confirmer l’existence de solutions au-
tosimilaires à données initiales petites pour le système de Navier-Stokes incompressible à densité
variable. Ce résultat est bien connu pour Navier-Stokes incompressible (voir [27, 152]) ; dans notre
cadre la difficulté provient essentiellement de l’aptitude à conserver une régularité "autosimilaire"
autre que la norme L∞ pour la densité lorsque la vitesse u n’est pas Lipschitz.
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Chapitre III

Systèmes capillaires

Dans ce chapitre on va s’intéresser aux systèmes capillaires, c’est-à-dire les systèmes de Kor-
teweg locaux et non locaux ainsi que le système d’Euler Korteweg. On étudiera dans une première
partie l’existence de solutions fortes à données petites dans des espaces critiques pour le système de
Korteweg local. Dans une seconde partie on s’intéresse au lien entre le système non local introduit
par C. Rohde dans [181] et le système de Korteweg local, plus particulièrement on montre qu’en
choisissant judicieusement le noyau φε alors les solutions fortes globales avec données petites de
(NHV ) tendent vers celles de (NSK) avec un taux de convergence en εα. Ensuite on montrera
rigoureusement que les solutions fortes du système de Korteweg local convergent en une dimension
vers une solution entropique du système de Euler compressible lorsque les coefficients de viscosité
et de capillarité convergent vers 0 avec κ = µ2. Cela montre que pour ce régime critique le système
de Korteweg local permet de sélectionner les "bonnes" solutions physiques pour le système d’Euler
compressible.
Dans une dernière partie on considérera le système d’Euler Korteweg et on montrera que ce sys-
tème admet des solutions fortes globales pour des données irrotationnelles petites. Pour ce faire on
prendra en compte les propriétés dispersives du système en utilisant la théorie de non résonances
temps-espace.

III.1 Solutions fortes dans des espaces critiques pour le système
de Korteweg local [112]

Commençons par rappeler les équations du système de Korteweg local :
∂

∂t
ρ+ div(ρu) = 0,

∂

∂t
(ρu) + div(ρu⊗ u)− div(2µ(ρ)D(u))−∇

(
λ(ρ))divu

)
+∇P(ρ) = divK,

(III.1)

où le tenseur de capillarité s’écrit :

divK = ∇
(
ρκ(ρ)∆ρ+

1

2
(κ(ρ) + ρκ

′
(ρ))|∇ρ|2

)
− div

(
κ(ρ)∇ρ⊗∇ρ

)
, (III.2)

avec κ le coefficient de capillarité qui est une fonction régulière dépendant de la densité ρ. Le
tenseur de capillarité divK permet de décrire les variations de densité à l’interface entre deux
phases généralement un mélange liquide-vapeur. P correspond au terme de pression et on aD(u) =
1
2(∇u +t ∇u). Les deux coefficients de viscosité µ et λ dépendent de la densité ρ et vérifient les
conditions de Lamé. On va dans cette section considérer des coefficients de viscosité et de capillarité
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particuliers correspondant au cadre de Shallow water visqueux et de la pression quantique :

µ(ρ) = µρ, λ(ρ) = λρ et κ(ρ) =
κ

ρ

aver µ, κ > 0 et 2µ+λ > 0. On peut réécrire le système (III.1) sous la forme suivante avec q = ln ρ

et F ′(ρ) = P ′(ρ)
ρ (on suppose ici que ρ ne s’annule pas) :

∂tq + u · ∇q + divu = 0,

∂tu+ u · ∇u− µ∆u− 2µ∇q ·D(u)− (λ+ µ)∇divu− λdivu∇q +∇F (ρ)

= κ∇∆q + κ
2∇(|∇q|2),

(q, u) t=0 = (ln ρ0, u0).

(III.3)

On va s’intéresser à montrer l’existence de solutions fortes globales avec données initiales petites et
ceci pour des espaces de données initiales les plus grands possibles. Rappelons que R. Danchin et
B. Desjardins dans [62] prouvent l’existence de solutions fortes globales avec des données initiales

petites (ρ0 − 1, u0) dans B̃
N
2
−1,N

2
2,1 × (B

N
2
−1

2,1 )N . Dans le théorème suivant on raffine donc l’espace
de données initiales en permettant notamment le choix de données initiales grandes pour l’énergie
du système (III.1).

Théorème 12. Soit N ≥ 2. Supposons que µ(ρ) = µρ, λ(ρ) = λρ avec µ > 0, 2µ + λ > 0 et

P (ρ) = Kρ avec K > 0. Soit q0 ∈ B̃
N
2
−1,N

2
2,∞ et u0 ∈ B

N
2
−1

2,∞ alors il existe ε0 > 0 tel que si :

‖q0‖
B̃
N
2 −1,N2

2,∞

+ ‖u0‖
B
N
2 −1

2,∞

≤ ε0, (III.4)

le système (III.3) admet une unique solution globale (q, u) avec :

q ∈ L̃∞(R+, B̃
N
2
−1,N

2
2,∞ ) ∩ L̃1(R+, B̃

N
2

+1,N
2

+2

2,∞ ) et u ∈ L̃∞(R+, B
N
2
−1

2,∞ ) ∩ L̃1(R+, B
N
2

+1

2,∞ ). (III.5)

Si en plus de l’hypothèse (III.4) on suppose que (q0, u0) apartient à l’espace B̃
N
2
−1,N

2
2,2 × B

N
2
−1

2,2 et
que q0 ∈ L∞ alors il existe une unique solution (ρ, u) du système (III.1) avec q = ln ρ. De plus
pour tout temps T > 0 il existe CT > 0 dépendant de T tel que :

‖1

ρ
‖L∞T (L∞) + ‖ρ‖L∞T (L∞) ≤ CT .

Enfin pour tout temps T > 0 on a :

q ∈ L̃∞T (B
N
2

2,2) ∩ L̃1(B̃
N
2

+1,N
2

+2

2,2 ) et u ∈ L̃∞T (B
N
2
−1

2,2 ) ∩ L̃1(B
N
2

+1

2,2 ). (III.6)

Remarque 22. Il est important d’observer que les systèmes (III.3) et (III.1) ne sont équivalents
que si on contrôle la norme L∞ de 1

ρ . C’est ce que l’on montre dans la seconde partie du théorème
précédent et c’est aussi la partie la plus délicate puisqu’on travaille avec des espaces de Besov qui
n’ont pas de troisème indice égal à 1 comme c’est le cas dans [62]. En effet dans [62] le fait de

contrôler la densité dans B
N
2

2,1 qui s’injecte dans L∞ permet d’éviter la présence de vide. Dans notre
cas il s’agira d’utiliser de manière assez fine des résultats de type principe du maximum, et en
particulier caractériser certains espaces de Besov en fonction du semi-groupe associé au système
linéarisé associé à (III.3).

64



Remarque 23. Ce résultat étend donc les travaux de [62] en terme de régularité sur les données
initiales (q0, u0) qui peuvent être choisies juste dans (H

N
2 ∩ L∞) × (H

N
2
−1)N , mais son intérêt

principal est surtout de pouvoir travailler avec des données initiales pas nécessairement petites en
dimension N = 2 dans les espaces d’énergie.
Mentionnons enfin que ce résultat peut s’étendre à des pressions plus générales ou au cas des
coefficients de viscosité et de capillarité constants si ce n’est que la condition de petitesse sera sur
(H

N
2 ∩ L∞)× (H

N
2
−1)N .

Quelques éléments de preuve du théorème 12 : Dans un premier temps il s’agit de
montrer l’existence de solutions fortes globales pour le système (III.3) lorsque (q0, u0) vérifie la
condition (III.4). Il s’agit essentiellement d’étudier le système linéaire suivant :

∂tq + divu = F,

∂tu− µ∆u− (λ+ µ)∇divu+K∇q − κ∇∆q = G,

(q, u) t=0 = (ln ρ0, u0).

(III.7)

et de montrer de bonnes estimations dans les espaces de Besov. On a alors la proposition suivante
très proche de ce qui est fait dans [62].

Proposition 7. Soit (q, u) la solution du système (III.7), (q0, u0) dans B̃
N
2
−1,N

2
2,∞ ×B

N
2
−1

2,∞ et (F,G)

dans L̃1(R+, B̃
N
2
−1,N

2
2,∞ )× L̃1(R+, B

N
2
−1

2,∞ ) on a alors :

‖(q, u)‖
L̃∞(R+,B̃

N
2 −1,N2

2,∞ )×L̃∞(R+,B
N
2 −1

2,∞ )
+ ‖(q, u)‖

L̃1(R+,B̃
N
2 +1,N2 +2

2,∞ )×L̃1(R+,B
N
2 +1

2,∞ )
.

‖(q0, u0)‖
B̃
N
2 −1,N

2,∞ ×B
N
2 −1

2,∞

+ ‖(F,G)‖
L̃1(R+,B̃

N
2 −1,N2

2,∞ )×L̃1(R+,B
N
2 −1

2,∞ )
.

(III.8)

On obtient alors l’existence de solutions fortes globales avec données petites via un point fixe,
on peut cependant relever qu’on ne demande aucun contrôle sur la norme L∞ de q et ceci s’ex-
plique par le fait qu’on n’a pas réellement de termes non linéaires à cause de notre choix très
particulier sur la pression et les coefficients de capillarité et de viscosité. Typiquement si l’on avait
choisi une pression de type P (ρ) = Kρ1+α avec α > 0 on aurait eu un terme de la forme ∇eαq
à estimer, et ce dernier aurait nécessité un contrôle L∞ de q afin d’appliquer un théorème de
composition.
Montrons maintenant la seconde partie du théorème 12 qui est la plus délicate à savoir les esti-
mations L∞ sur ρ et 1

ρ . On va commencer par étudier le système linéaire suivant :
∂tq + divu = 0,

∂tu− µ∆u− (λ+ µ)∇divu− κ∇∆q = 0,

(q(0, ·), u(0, ·)) = (q0, u0).

(III.9)

Nous allons à présent caractériser certains espaces de Besov en fonction du semi-groupe B(t)
associé au système (III.9). Cela nous permettra d’obtenir une borne L∞ sur q. On a la proposition
suivante.

Proposition 8. Soit s un réel strictement positif et (p, r) ∈ [1,+∞]2. Soit (q, u) la solution de
(III.9) avec (q, u)(t) = eB(t)(q0, u0) et avec la notation suivante :

(∇q, u)(t) = eB(t)(∇q0, u0).

Alors il existe une constante C > 0 satisfaisant :

‖ ‖tseB(t)(∇q0, u0)‖Lp ‖Lr(R+, dt
t

) ≤ C‖(∇q0, u0)‖B−2s
p,r

∀(∇q0, u0) ∈ B−2s
p,r . (III.10)
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Nous pouvons maintenant prouver des estimations L∞ sur q solution du système (III.9).

Proposition 9. Soit q0 ∈ B
N
2

2,2, u0 ∈ B
N
2
−1

2,2 et q0 ∈ L∞. Soit (q, u) la solution du système III.9,
alors nous avons pour tout temps T > 0 :

sup
t∈[0,T ]

(
√
t‖(∇q, u)(t, ·)‖L∞) ≤ C‖(∇q0, u0)‖

B
N
2 −1

2,2

,

‖q‖L∞T (L∞) ≤ ‖q0‖L∞ + C‖(∇q0, u0)‖
B
N
2 −1

2,2

.
(III.11)

Preuve : La première estimation dans (III.11) est une conséquence directe de la proposition

8 appliquée à p = +∞, r = +∞, s = 1
2 et en utilisant l’injection de B

N
2
−1

2,2 dans B−1
∞,∞.

Soit E la solution fundamental du Laplacien. On va appliquer maintenant l’opérateur (∆)−1div
à la seconde équation de (III.9) et en utilisant la notation suivante c = (∆)−1divu, on obtient le
système suivant :  ∂tq −

κ

µ
∆q = − 1

µ
∂tc,

∂tc− µ∆c− κ∆q = 0.

Il s’agit maintenant de prouver que q apartient à L∞T (L∞) pour tout T > 0 ; par la formule de
Duhamel on a :

q(t, x) = e
κ
µ
t∆
q0 −

1

µ

∫ t

0
e
κ
µ

(t−s)∆
∂tc(s)ds. (III.12)

Par le principe du maximum on sait que :

‖e
κ
µ
t∆
q0‖L∞(L∞) ≤ ‖q0‖L∞(RN ). (III.13)

Il reste à traiter le terme
∫ t

0 e
κ
µ

(t−s)∆
∂sc(s)ds, quelques calculs donnent :

e
κ
µ

(t−s)∆
∂sc(s) =

∑
i

∂i[K(
·√
t− s

)] ∗x (∆)−1∂sui(s, ·), (III.14)

avec ∗x la convolution en espace et µ̄ = κ
µ :

K(
x√
t
) =

1

(4πµ̄t)
N
2

e
− |x|

2

4µ̄t .

On en déduit que :

∂i[K(
·√
t− s

)](x) =
−2xi

π
N
2

1

(4µ̄(t− s))
N
2

+1
e
− |x|2

4µ̄(t−s)

et on obtient après changement de variable :

‖∂i[K(
·√
t− s

)]‖L1 ≤
C√
t− s

.

Par l’inégalité de Young il vient pour tout 0 < s < t :

‖∂i[K(
·√
t− s

)] ∗x (∆)−1∂sui(s, ·)‖L∞x ≤
C√
t− s

1√
s

sup
0<s<t

√
s‖(∆)−1∂su(s)‖L∞ (III.15)

avec C > 0. En appliquant (∆)−1 à la seconde équation de (III.9) on observe que :

∂t(∆)−1u = µu+ κ∇q. (III.16)
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On peut alors conclure en utilisant (III.14), (III.15) et (III.16) qu’il existe C > 0 tel que :

‖
∫ t

0
e
κ
µ

(t−s)∆
∂sc(s)ds‖L∞(L∞) ≤ ( sup

0<s<t

√
s‖∆−1∂su(s)‖L∞)

∫ t

0

1√
t− s

1√
s
ds,

≤ π sup
0<s<t

√
s‖µu(s, ·) + κ∇q(s, ·)‖L∞ ,

≤ Cπ sup
0<s<t

√
s‖(u(s, ·),∇q(s, ·))‖L∞ .

(III.17)

En combinant la première estimation de (III.11) ainsi que (III.17) et(III.13) on montre que pour
tout T > 0, il existe C > 0 tel que :

‖q‖L∞T (L∞) ≤ ‖q0‖L∞ + C‖(∇q0, u0)‖
B
N
2 −1

2,2

.

Cela prouve la proposition III.11. �
Il s’agit à présent de montrer que q est dans L∞T (L∞) pour tout T > 0 avec q solution du système
(III.3). On peut commencer par montrer puisque l’on suppose en plus que (q0, u0) sont dans

B̃
N
2
−1,N

2
2,2 ×H

N
2
−1

2,2 que la solution (q, u) du système (III.3) appartient à l’espace suivant :

L̃∞T (B
N
2

2,2) ∩ L̃1(B̃
N
2

+1,N
2

+2

2,2 )× L̃∞T (B
N
2
−1

2,2 ) ∩ L̃1(B
N
2

+1

2,2 ).

Pour ce faire il s’agit d’utiliser des arguments assez classiques de stabilité de la solution, en d’autres
mots la régularité des données initiales est conservée. On peut maintenant utiliser une formulation
de type Duhamel de tel sorte que l’on a :

(q(t), u(t)) = eB(t)(q0, u0) +

∫ t

0
eB(t−s)(R(q, u),K∇qL +R1(q, u))(s)ds.

R(q, u) etR1(q, u) désignent des termes de reste quadratiques qui sont plus réguliers que eB(t)(q0, u0),

en effet ils appartiennent à L̃1
T (B̃

N
2
−1,N

2
2,1 )× L̃1

T (B
N
2
−1

2,1 ) pour tout T > 0. En effet lorsque l’on ap-
plique les lois de paraproduits on obtient un effet régularisant sur le troisième indice de l’espace
de Besov qui devient 1 (essentiellement car on a une inégalité de Hölder sur le troisème indice de
type 1

2 + 1
2 = 1). Ceci permet d’observer que

∫ t
0 e

B(t−s)(R(q, u),K∇qL+R1(q, u))(s)ds appartient

à L̃∞T (B̃
N
2
−1,N

2
2,1 )× L̃∞T (B

N
2
−1

2,1 ). On en déduit donc que q est la somme de e(B(t)(q0, u0))1 qui appar-

tient à L∞T (L∞) pour tout T > 0 via la proposition précédente et d’un terme dans L̃∞T (B̃
N
2
−1,N

2
2,1 )

qui s’injecte dans L∞T (L∞). On a donc montré le résultat souhaité. Puisque q = ln ρ cela assure
donc le contrôle de ρ et 1

ρ en norme L∞T (L∞) pour tout T > 0. Le système (III.3) et (III.1) sont
alors équivalents et ça conclut la preuve de notre théorème.

III.2 Du système de Korteweg non local au système de Korteweg
local [33]

Cette section est le fruit de collaborations avec F. Charve (Université Paris Est). On souhaite ici
faire le lien entre le système de Korteweg non local à interfaces discontinues introduit par C. Rohde
dans [181] et le système de Korteweg local isotherme à interfaces continues ; plus particulièrement
on va montrer qu’en choisissant judicieusement le noyau φε intervenant dans (NSK) (p 25) alors
les solutions fortes globales avec données petites du système de Korteweg non local tendent vers
celles du système de Korteweg local (III.1) et ceci avec un certain taux de convergence que l’on
précisera. Cela induit en particulier que les solutions (ρε, uε) du système non local ont tendance
à se régulariser lorsque ε tends vers 0 (la régularité se propage vers les hautes fréquences) ou en
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d’autres termes que l’interface discontinue se régularise petit à petit.
Dans cette section les coefficients de viscosité et de capillarité seront systématiquement choisis
constants. Commençons d’abord par rappeler le système de Korteweg non local introduit par C.
Rohde dans [181] :

(NSK)


∂tρ+ div(ρu) = 0

∂t(ρ u) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (λ+ µ)∇divu+∇(P (ρ)) = κρ∇D[ρ]

(ρt=0, ut=0) = (ρ0, u0),

avec : D[ρ] = κ(φ ∗ ρ− ρ), κ le coefficient de capillarité et φ vérifie :

φ ∈ L∞(RN ) ∩W 1,1(RN ),

∫
φ(x)dx = 1 et φ ≥ 0.

Puisque l’on veut passer du système non local au système de Korteweg local, on va faire varier le
tenseur de capillarité en choisissant judicieusement le noyau φε tel que :

φε =
1

εN
φ(
x

ε
) et φ(x) =

1

(2π)d
e−
|x|2

4 .

Remarque 24. Puisque la transformée de Fourier de φε vérifie φ̂ε(ξ) = e−ε
2|ξ|2 , on remarque que

pour ξ fixé on a :

lim
ε→0

φ̂ε(ξ)− 1

ε2
= −|ξ|2.

Cela explique en particulier pourquoi ce choix de φε puisqu’au moins heuristiquement le tenseur
de capillarité ρε κε2∇(φε ∗ ρε − ρε) converge vers −κρ∇∆ρ lorsque ε tends vers 0.

On est donc amener à étudier le système suivant :

(NSRWε)

{
∂tρε + div (ρεuε) = 0,

∂t(ρεuε) + div (ρεu⊗ uε)−Auε +∇(P (ρε)) = ρε
κ

ε2
∇(φε ∗ ρε − ρε),

avec :
Auε = µ∆uε + (λ+ µ)∇div uε, et µ > 0, ν = λ+ 2µ > 0.

De manière naturelle on peut alors réécrire les système de Korteweg local (III.1) et celui de
Korteweg non local (NSRWε) sous la forme suivante :

(K)

{
∂tq + u.∇q + (1 + q)div u = 0,

∂tu+ u.∇u−Au+ P ′(1).∇q − κ∇∆q = K(q).∇q − I(q)Au,

et

(RWε)


∂tqε + uε.∇qε + (1 + qε)div uε = 0,

∂tuε + uε.∇uε −Auε + P ′(1).∇qε −
κ

ε2
∇(φε ∗ qε − qε)

= K(qε).∇qε − I(qε)Auε,

où K et I sont donnés par :

K(q) =

(
P ′(1)− P ′(1 + q)

1 + q

)
et I(q) =

q

q + 1
.

Rappelons à présent la définition des espaces de Besov hybrides que nous allons utiliser et dont
la fréquence de coupure sera déterminée en fonction de notre problèmatique correspondant à une
certaine puissance en 1

ε .
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Définition 7. Pour lε = [1
2 log2( γ

C0ε2
)− 1] avec C0 > 0 et s, t ∈ R, on définit la norme de Besov

hybride suivante :

‖q‖Ḃs,tε
def
=
∑
l≤lε

2ls‖∆̇lq‖L2 +
∑
l>lε

1

ε2
2lt‖∆̇lq‖L2 . (III.18)

Donnons à présent une définition des espaces dans lesquels nous allons travailler.

Définition 8. Esε est l’espace de fonctions (q, u) appartenant à l’espace suivant :(
Cb(R+, Ḃ

s−1
2,1 ∩ Ḃ

s
2,1) ∩ L1(R+, Ḃ

s+1,s
ε ∩ Ḃs+2,s

ε )
)
×
(
Cb(R+, Ḃ

s−1
2,1 ) ∩ L1(R+, Ḃ

s+1
2,1 )

)N
muni de la norme :

‖(q, u)‖Esε
def
= ‖u‖L∞Ḃs−1

2,1
+ ‖q‖L∞Ḃs−1

2,1
+ ‖q‖L∞Ḃs2,1

+ ‖u‖L1Ḃs+1
2,1

+ ‖q‖
L1Ḃs+1,s

ε
+ ‖q‖

L1Ḃs+2,s
ε

(III.19)

Notre premier résultat concerne l’existence de solutions fortes globales pour le système (RWε)
avec données initiales petites, on montre en particulier une estimation uniforme sur la solution

(qε, uε) en ε dans l’espace E
N
2
ε .

Théorème 13. Soit N ≥ 2, ε > 0 et supposons que min(µ, 2µ+λ) > 0. Il existe deux constantes

positives ηR et C dépendant seulement de N , κ, µ, λ et P ′(1) > 0 tels que si q0 ∈ Ḃ
N
2
−1

2,1 ∩ Ḃ
N
2

2,1,

u0 ∈ Ḃ
N
2
−1

2,1 et
‖q0‖

Ḃ
N
2 −1

2,1 ∩Ḃ
N
2

2,1

+ ‖u0‖
Ḃ
N
2 −1

2,1

≤ ηR

alors le système (RWε) admet une unique solution globale (ρε, uε) avec (qε, uε) ∈ E
N
2
ε telle que :

‖(qε, uε)‖
E
N
2
ε

≤ C(‖q0‖
Ḃ
N
2 −1

2,1 ∩Ḃ
N
2

2,1

+ ‖u0‖
Ḃ
N
2 −1

2,1

).

Remarque 25. On observe qu’en basses fréquences (l ≤ lε), la densité q est soumise aux même
type d’effets régularisants que pour le système de Korteweg local, c’est à dire que q est dans

L̃1(R+, Ḃ
N
2

+1

2,1 ∩ Ḃ
N
2

+2

2,1 ). De plus la fréquence de coupure lε converge vers l’infini lorsque ε tends
vers 0. Cela sous-tend que les effets paraboliques ont tendance à se propager à toutes les fréquences
de qε lorsque ε tends vers 0, ce qui est naturel puisque l’on souhaite converger vers une solution
du système de Korteweg avec interfaces continues qui est elle régulière.

On obtient ensuite le résultat principal suivant.

Théorème 14. Soit N ≥ 2. Supposons que min(µ, 2µ+λ) > 0, P ′(1) > 0 et que q0 ∈ Ḃ
N
2
−1

2,1 ∩Ḃ
N
2

2,1,

u0 ∈ Ḃ
N
2
−1

2,1 . Il existe 0 < η ≤ min(ηK , ηR) tel que si :

‖q0‖
Ḃ
N
2 −1

2,1 ∩Ḃ
N
2

2,1

+ ‖u0‖
Ḃ
N
2 −1

2,1

≤ η,

alors les systèmes (K) et (RWε) admettent tous les deux une unique solution globale vérifiant
‖(qε − q, uε − u)‖

E
N
2
ε

tends vers 0 lorsque ε converge vers 0. De plus il existe une constante
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C = C(η, κ, P ′(1)) > 0 tel que pour tout α ∈]0, 1[ (si N = 2) ou α ∈]0, 1] (si N ≥ 3), et pour tout
t ∈ R+ on a :

‖(qε − q, uε − u)‖
E
N
2 −α
ε

= ‖uε − u‖
L∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖qε − q‖
L∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖qε − q‖
L∞t Ḃ

N
2 −α

2,1

+ ‖uε − u‖
L1
t Ḃ

N
2 −α+1

2,1

+ ‖qε − q‖
L1
t Ḃ

N
2 −α+1,N2 −α
ε

+ ‖qε − q‖
L1
t Ḃ

N
2 −α+2,N2 −α
ε

≤ Cεα. (III.20)

Remarque 26. On peut mentionner que le même résultat a lieu pour toute fonction φ ∈ S(RN )
telle que ∀ξ ∈ Rd, φ̂(ξ) = g(|ξ|2) avec :

– g : R+ → R prend ses valeurs dans [0, e1] et tel que g(0) = 1,
– h : x 7→ 1−g(x)

x est décroissante avec lim|x|→0 h = 1 et lim|x|→+∞ h = 0,
– k : x 7→ 1− g(x)est croissante avec lim|x|→0 k = 0 et lim|x|→+∞ k = 1,
– Pour tout 1 < β < 2, il existe Cβ > 0 tel que pour tout x ≥ 0,

0 ≤ g(x)− 1 + x

xβ
≤ Cβ.

Remarque 27. Il est enfin à noter que l’on peut raffiner le résultat précédent en rendant les
constantes plus explicites en fonction du ratio κ

ν2 et ceci en employant une méthode de type
changement de variable Lagrangien (voir [36]).

Quelques éléments de preuve des théorèmes 13 et 14 : On va commencer par la preuve
du théorème 13, il s’agit dans un premier temps d’étudier le système linéarisé associé à (RWε) :

(LRε)

 ∂tqε + v.∇qε + div uε = F,

∂tuε + v.∇uε −Au+ p∇qε −
k

ε2
∇(φε ∗ qε − qε) = G,

avec Au = µ∆u + (λ + µ)∇div u et v un champ de vecteur dont l’on va préciser la régularité
dans la proposition suivante. Il s’agit par conséquent d’obtenir des estimations uniformes en ε sur
(qε, uε) solution de (LRε) dans les espaces Esε .

Proposition 10. Soit ε > 0, s ∈ R, I = [0, T [ ou [0,+∞[ et v ∈ L1(I, Ḃ
N
2

+1

2,1 ) ∩ L2(I, Ḃ
N
2

2,1).
Supposons que (qε, uε) soit une solution du système (LRε) définie sur I. Il existe une constante
C > 0 dépendant de N , s, µ, ν, p, k, c0 et C0 telle que pour tout t ∈ I on a :

‖u‖
L̃∞t Ḃ

s−1
2,1

+ ‖q‖
L̃∞t Ḃ

s−1
2,1

+ ‖q‖
L̃∞t Ḃ

s
2,1

+ ‖u‖
L̃1
t Ḃ

s+1
2,1

+ ‖q‖
L̃1
t Ḃ

s+1,s
ε

+ ‖q‖
L̃1
t Ḃ

s+2,s
ε

≤ Ce
C

∫ t
0 (‖∇v(τ)‖

Ḃ
N
2

2,1

+‖v(τ)‖2
Ḃ
N
2

2,1

)dτ(
‖u0‖Ḃs−1

2,1
+ ‖q0‖Ḃs−1

2,1
+ ‖q0‖Ḃs2,1

+ ‖F‖
L̃1
t Ḃ

s−1
2,1

+ ‖F‖
L̃1
t Ḃ

s
2,1

+ ‖G‖
L̃1
t Ḃ

s−1
2,1

)
. (III.21)

La preuve de cette proposition est proche de ce qui est fait dans [52], [59] (voir aussi [8]), pour
ce faire on peut procéder à un découpage dyadique à la Littlewood-Paley sur la solution (qε, uε) de
(LRε), et en utilisant des symétriseurs on obtient des estimations d’énergie sur (∆lqε,∆luε). La
difficulté principale consiste à soigneusement estimer les terme de pénalisation − k

ε2
∇(φε ∗ qε− qε)

ce qui amènera naturellement l’introduction d’une fréquence de coupure lε dépendant de ε et
distinguant le comportement hautes et basses fréquences de ρε. Afin de simplifier les notations on
notera par la suite q pour qε et u pour uε.
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On commence donc par localiser en fréquences le système (LRε) en utilisant la décomposition de
Littlewood-Paley homogène pour tout l ∈ Z on a :

(LLRε)

 ∂tql + v.∇ql + div ul = Fl +Rl,

∂tul + v.∇ul −Aul + p∇ql −
k

ε2
∇(φε ∗ ql − ql) = Gl +R′l,

avec Rl = [v.∇, ∆̇l]q et R′l = [v.∇, ∆̇l]u. Pour α > 0 fixé et assez petit (par exemple α =
min(µ, λ+ 2µ)/4), on introduit la variable suivante :

h2
l = ‖ul‖2L2 + p‖ql‖2L2 + α

(
ν‖∇ql‖2L2 + 2(ul|∇ql)L2

)
+
k

ε2
(ql|ql − φε ∗ ql)L2 .

Comme première étape on établit le lemme suivant qui s’obtient via des estimations d’énergie bien
choisies en symétrisant le système.

Lemme 1. Il existe m > 0 et C > 0 tels que pour tout l ∈ Z, on a :

1

2

d

dt
h2
l +m

(
22l‖ul‖2L2 + ‖∇ql‖2L2 +

1

ε2
(∇ql|∇ql − φε ∗ ∇ql)L2

)
≤ C(‖∇v‖L∞ + ‖v‖2L∞)h2

l + C
(
(1 + 2l)(‖Fl‖L2 + ‖Rl‖L2)

+ ‖Gl‖L2 + ‖R′l‖L2

)
hl.

(III.22)

Remarque 28. Selon le lemme précédent on observe que chaque terme de hl excepté ∇ql admet un
effet régularisant de type parabolique. Le point clé est que le terme 1

ε2
(ql|ql−φε ∗ql)L2 apparaissant

dans hl fournira également une effet parabolique sur ∇ql et ceci jusqu’à une fréquence de coupure
lε. Cela incite donc à employer les espaces de Besov hybrides définis dans III.18 et ceci pour une
fréquence de coupure en − log ε.

On va à présent distinguer basses et hautes fréquences.

-Basses fréquences : Si l’on dénote par 0 < c0 < C0 les rayons de l’anneau C utilisé dans la
décomposition dyadique de Littlewood-Paley, on définit lε la fréquence de coupure comme le plus
grand entier vérifiant ε222lεC0 ≤ γ pour un certain γ > 0 (c’est à dire lε = [1

2 log2( γ
C0ε2

) − 1]).
Pour toute fréquence l ≤ lε on a alors par le théorème de Plancherel :

(∇ql − φε ∗ ∇ql|∇ql)L2 = C

∫
2lC

(1− e−ε2|ξ|2)|∇̂ql(ξ)|2dξ ≥ C
ε2c2

022l

2
‖∇ql‖2L2 .

En combinant l’estimation précédente et le lemme 1 on obtient pour tout l ≤ lε :

1

2

d

dt
h2
l +m

(
‖∇ul‖2L2 + ‖∇ql‖2L2 +

22l

2ε2
(ql − φε ∗ ql|ql)L2 + C

c2
022l

2
‖∇ql‖2L2

)
≤ C(‖∇v‖L∞ + ‖v‖2L∞)h2

l + C
(

(1 + 2l)(‖Fl‖L2 + ‖Rl‖L2) + ‖Gl‖L2 + ‖R′l‖L2

)
hl. (III.23)

Après intégration en temps, étude des termes de commutateurs et sommation en fréquences on
obtient bien le résultat escompté en basses fréquences et on observe en particulier l’effet régulari-
sant souhaité sur la densité (et ceci en particulier grâce au terme C c2022l

2 ‖∇ql‖
2
L2). Il reste à traiter

le cas des hautes fréquences.

-Les hautes fréquences : Rappelons que lε vérifie :{
ε2lεC0 ≤

√
γ,

ε2lε+1C0 >
√
γ.
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Pour l ≥ lε + 1 et ξ ∈ 2lC, on a alors par le théorème de Plancherel :

(∇ql|∇ql − φε ∗ ∇ql)L2 = C

∫
2lC

(1− e−ε2|ξ|2)|∇̂ql(ξ)|2dξ ≥ (1− e−γ(
c0
C0

)2

)‖∇ql‖2L2 ,

et ceci car :
ε2|ξ|2 ≥ ε222lc2

0 ≥ ε222(lε+1)C2
0 (
c0

C0
)2 > γ(

c0

C0
)2. (III.24)

Si l’on note par m′ = m.min( γ
C2

0
, 1− e−γ(

c0
C0

)2

) > 0 on a alors pour tout l ≥ lε + 1 en combinant
l’estimation précédente et le lemme 1 :

d

dt
hl +

m′

ε2
hl

≤ C(‖∇v‖L∞ + ‖v‖2L∞)hl + C
(

(1 + 2l)(‖Fl‖L2 + ‖Rl‖L2) + ‖Gl‖L2 + ‖R′l‖L2

)
. (III.25)

Cela conclut la preuve de la proposition 10, en effet il suffit d’intégrer en temps l’estimation
précédente et de sommer les fréquences. On retrouve en particulier l’effet d’amortissement en 1

ε2

sur la densité en hautes fréquences (en effet ce dernier se lit à travers la définition de l’espace

E
N
2
ε ). �

Le reste de la preuve du théorème 13 est classique et consiste à construire des solutions approchées
globales de notre système (RW )ε et de passer à la limite en utilisant la compacité offerte par la
proposition 10.
Montrons à présent le théorème 14. Nous allons commencer par réécrire le système de Korteweg
local (K) comme le système (RWε) et ceci à un terme de force près Rε :

(K)

{
∂tq + u.∇q + (1 + q)div u = 0,

∂tu+ u.∇u−Au+ P ′(1).∇q − κ

ε2
∇(φε ∗ q − q) = K(q).∇q − I(q)Au+Rε,

avec Rε
def
= − κ

ε2
∇(φε ∗ q − q − ε2∆q). On peut alors estimer le terme Rε comme suit.

Corollaire 2. Pour tout s ∈ R et β ∈]1, 2[, si q ∈ Ḃs+1+2β
2,1 alors Rε ∈ Ḃs

2,1 et il existe une
constante Cβ > 0 telle que l’on ait :

‖Rε‖Ḃs2,1 ≤ κCβε
2(β−1)‖q‖

Ḃs+1+2β
2,1

.

Remarque 29. Dans la suite on utilisera l’estimation précédente lorsque β ∈]1, 2[ avec s =
N
2 − α− 1 ( α ∈]0, 1]), ce qui impliquera que 2β ∈ [1 + α, 2 + α].

On peut maintenant écrire le système vérifier par (δq, δu) = (qε − q, uε − u) :{
∂tδq + uε.∇δq + div δu = δF,

∂tδu+ uε.∇δu−Aδu+ P ′(1).∇δq − κ

ε2
∇(φε ∗ δq − δq) = δG−Rε,

(III.26)

avec :

δF
def
=
∑3

i=1 δFi

δG
def
=
∑5

i=1 δGi
et


δF1 = −δu.∇q
δF2 = −δq.div uε

δF3 = −q.div δu



δG1 = −δu.∇u
δG2 = (K(qε)−K(q)) .∇qε
δG3 = K(q).∇δq
δG4 = (I(qε)− I(q))Auε
δG5 = −I(q)Aδu.
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En utilisant la proposition 10 avec s = N
2 − α on obtient :

‖δu‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖δq‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖δq‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α

2,1

+ ‖δu‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+1

2,1

+ ‖δq‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+1,N2 −α
ε

+ ‖δq‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+2,N2 −α
ε

≤ Ce
C

∫ t
0 (‖∇uε(τ)‖

Ḃ
N
2

2,1

+‖uε(τ)‖2
Ḃ
N
2

2,1

)dτ

×
(
‖δF‖

L̃1
t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖δF‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α

2,1

+ ‖δG‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖Rε‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

)
. (III.27)

Il s’agit à présent d’estimer les termes de reste de (III.27) via le paraproduit, ce qui nous donne :

h(t) ≤ Cη

(∫ t

0
h(τ)

(
‖q‖

Ḃ
N
2 +1

2,1

+ ‖q‖
Ḃ
N
2 +2

2,1

+ ‖uε‖
Ḃ
N
2 +1

2,1

+ ‖u‖
Ḃ
N
2 +1

2,1

+ ‖qε‖
Ḃ
N
2 +1,N2
ε

)
dτ

+ κCβε
2(β−1)‖q‖

L̃1
t Ḃ

N
2 +2β−α

2,1

+ 4ηh(t)

)
. (III.28)

Par le lemme de Gronwall et les estimations uniformes obtenues sur (qε, uε) via la proposition
III.21 on a alors pour tout t ∈ R :

‖δu‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖δq‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α−1

2,1

+ ‖δq‖
L̃∞t Ḃ

N
2 −α

2,1

+ ‖δu‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+1

2,1

+ ‖δq‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+1,N2 −α
ε

+ ‖δq‖
L̃1
t Ḃ

N
2 −α+2,N2 −α
ε

≤ Cη,ακεα, (III.29)

ce qui conclut la preuve du théorème 14. �

III.3 Du système de Korteweg local à Euler compressible [35]

On va s’intéresser à présent à la limite des solutions du système de Korteweg local lorsque les
coefficients de viscosité et de capillarité tendent vers 0. Dans cet article avec F. Charve [35], on
montre dans un premier temps l’existence de solutions fortes globales pour le système de Korteweg
en une dimension lorsque la capillarité vérifie un régime de type pression quantique κ(ρ) = κ

ρ avec
κ > 0 alors que les coefficients de viscosité sont ceux du système de Saint Venant avec µ(ρ) =

√
κρ.

Enfin dans un second temps on justifie rigoureusement la convergence des solutions du système
de Korteweg vers des solutions entropiques du système d’Euler compressible lorsque la viscosité
et la capillarité tendent vers 0. De plus on généralise les travaux de P.-L. Lions et al [165, 166]
lorsqu’on ne suppose pas nécessairement les données initiales uniformément bornées dans L∞, on
utilise pour cela de nouveaux résultats de type compacité par compensation dûs à Q. Chen et M.
Perepiltsa dans [40].
On va considérer ici le modèle suivant de Korteweg local :{

∂tρ
ε + ∂x(ρεuε) = 0,

∂t(ρ
εuε) + ∂x(ρε(uε)2)− 2ε∂x(ρε∂xu

ε) + ∂x(a(ρε)γ) = ε2∂xK,
(III.30)

où le tenseur de capillarité a la forme suivante :

∂xK = ∂x
(
ρεκ(ρε)∂xxρ

ε +
1

2
(κ(ρε) + ρεκ

′
(ρε))|∂xρε|2

)
− ∂x

(
κ(ρε)(∂xρ

ε)2
)
; (III.31)

κ est le coefficient de capillarité et est choisi tel que κ(ρ) = ρ−1 ( ce qui correspond à la pression
dite quantique).

73



Comme dans [140, 113], un point clé consiste à introduire une nouvelle vitesse efficace vε =
uε + ε∂x(ln ρε) qui permet de réécrire le système (III.30) sous la forme suivante :{

∂tρ
ε + ∂x(ρεvε)− ε∂xxρε = 0,

∂t(ρ
εvε) + ∂x(ρεuεvε)− ε∂x(ρε∂xv

ε) + ∂x(a(ρε)γ) = 0,
(III.32)

ou de manière équivalente :{
∂tρ

ε + ∂x(ρεvε)− ε∂xxρε = 0,

∂t(ρ
εvε) + ∂x(ρε(vε)2)− ε∂2

xx(ρεvε) + ∂x(a(ρε)γ) = 0.
(III.33)

On va supposer maintenant que la densité ρ ne s’annule pas. En effet on va considérer les données
initiales suivantes pour le système (III.32) :

ρε(0, x) = ρε0(x) > 0, uε(0, x) = uε0(x), (III.34)

telles que :
lim

x→±∞
(ρε0(x), uε0(x)) = (ρ±, u±), avec ρ± > 0.

On va donc étudier la limite des solutions du système (III.32) lorsque ε tends vers 0 et montrer
qu’elles convergent vers une solution entropique du système d’Euler compressible :{

∂tρ+ ∂x(ρv) = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv2) + ∂x(aργ) = 0.
(III.35)

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats d’existence globale de solutions entropiques
pour le système d’Euler compressible. On va se placer dans le cadre d’une pression de loi γ
P (ρ) = aργ avec γ > 1 et a > 0. Le fait que la pression soit croissante et convexe est essentiel
ici car le système est alors strictement hyperbolique et de plus on a l’existence d’une infinité de
paires d’entropie-flux. La théorie de P. Lax- J. Glimm permet de construire une solution entro-
pique globale que ce soit pour le problème de Riemann ou encore pour des données initiales BV
petites (voir [156, 92]). Pour l’unicité de telles solutions on réfère aux travaux de S. Bianchini et
A. Bressan [15].
Au début des années 80 R. Di Perna initia un nouveau programme consistant à généraliser les
travaux de J. Glimm en permettant de relaxer les conditions de régularité sur les données initiales
(ρ0, u0) et en les choisissant en particulier seulement L∞. Dans [69, 70], R. Di Perna prouve l’exis-
tence d’une solution globale entropique de (III.35) pour γ = 1 + 2

2d+1 et γ = 2k + 3
2k + 1 (avec

k ≥ 1, d ≥ 2) en utilisant la théorie de la "compacité par compensation" introduite par L. Tartar
dans [196]. Ce résultat a été étendu par Q. Chen dans [39] dans le cas γ ∈ (1, 5

3 ] et par P.-L. Lions
et al dans [166] dans le cas γ ∈ [3,∞). Dans [165], P.-L. Lions et al généralise ce résultat au cas
général γ ∈ (1, 3), et finalement le cas γ = 1 est traité dans [130]. Mentionnons que ces résultats
sont obtenus via un processus artificiel de viscosité et de capillarité évanescentes.
Le problème de la limite des équations de Navier-Stokes compressibles avec viscosité évanescente
resta longtemps un problème ouvert jusque’à ce que Q. Chen et M. Perepelista dans [40] prouvent
que les solutions du système de Navier-Stokes compressible avec viscosité constante convergent en
une dimension vers une solution entropique du système d’Euler compressible avec énergie finie.
Ce résultat a été généralisé dans [131] au cas de coefficients de viscosité dépendant de la densité.
Inspiré par [40] et [131], nous allons montrer que les solutions du système de Korteweg (III.32)
sélectionnent également lorsque la viscosité et la capillarité tendent vers 0 une solution entropique
du système d’Euler compressible avec énergie finie pour une pression de type loi γ (le problème
reste ouvert pour le cadre d’une pression Van der Waals et dans ce cadre la notion de solution
entropique n’est pas adaptée car il n’existe aucune paire d’entropie-flux ). Avant cela, nous com-
mencerons par montrer l’existence de solutions fortes globales pour le système de Korteweg avec
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des coefficients de viscosité de type Saint-Venant et une capillarité de type pression quantique en
une dimension.
Commençons par rappeler quelques définitions classiques sur les paires d’entropie-flux et les esti-
mations d’énergie. Suivant [166], [40] et [131] on a la définition de paire entropie-flux.

Définition 9. Une paire de fonctions (η(ρ, v), H(ρ, v)) (ou dénotée (η(ρ,m), H(ρ,m)) si elle est
vue en fonction de ρ et m = ρv) est appelée une paire entropie-flux pour le système (III.32), si
pour toute solution régulière de (III.35) on a :

[η(ρ, v)]t + [H(ρ, v)]x = 0.

De plus η(ρ, v) est appelée entropie faible si η(0, v) = 0 pour tout v fixé.

Définition 10. Une entropie η(ρ,m) est convexe si sa Hessienne ∇2η(ρ,m) est définie positive.

De tels η satisfont l’équation des ondes (θ = γ−1
2 ) :

∂ρρη =
P ′(ρ)

ρ2
= aργ−3∂vvη.

Dans [166] P.-L. Lions et al obtiennent une représentation explicite de toutes les entropies faibles
(η,H) que l’on détaillera plus tard. L’énergie mécanique est en particulier associée à la paire
entropie-flux suivante :

η∗(ρ,m) =
m2

2ρ
+ e(ρ), H∗(ρ,m) =

m3

2ρ2
+me

′
(ρ), (III.36)

où e(ρ) = a
γ−1ρ

γ représente l’énergie interne du gaz.
Soit (ρ̄, v̄) une paire de fonctions régulières (en x) satisfaisant (ρ̄(x), v̄(x)) = (ρ±, v±) lorsque
±x ≥ L0 pour un certain L0 > 0. L’énergie mécanique totale pour le système (III.35) dans R pour
les paires de référence (ρ̄(x), v̄(x)) se lit :

E[ρ, v](t) =

∫
R

(η∗(ρ,m)− η∗(ρ̄, m̄)−∇η∗(ρ̄, m̄).(ρ− ρ̄,m− m̄)) dx

=

∫
R

(1

2
ρ(t, x)|v(t, x)− v̄(x)|2 + e∗(ρ(t, x), ρ̄(x))

)
dx (III.37)

où e∗(ρ, ρ̄) = e(ρ)− e(ρ̄)− e′(ρ̄)(ρ− ρ̄) ≥ 0. En présence de capillarité l’énergie mécanique totale
pour le système (III.30) avec κ(ρ) = 1

ρ correspond à :

E1[ρ, u](t) =

∫
R

(1

2
ρ(t, x)|u(t, x)− ū(x)|2 + e∗(ρ(t, x), ρ̄(x)) + 2ε2(∂xρ

1
2 )2
)
dx, (III.38)

et pour le système (III.32) cela donne :

E2[ρ, v](t) =

∫
R

(1

2
ρ(t, x)|v(t, x)− v̄(x)|2 + e∗(ρ(t, x), ρ̄(x))

)
dx. (III.39)

Nous allons maintenant définir ce qu’est une solutions entropique.

Définition 11. Soit (ρ0, v0) des données initiales avec énergie finie, c’est à dire satisfaisant
E[ρ0, v0] ≤ E0 < +∞. Une paire de fonctions mesurables (ρ, v) : R+ × R → R+ × R est une
solution entropique d’énergie finie du problème de Cauchy (III.35) si elle a les propriétés sui-
vantes :
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1. L’énergie totale est localement bornée en temps : c’est à dire il existe une fonction C(E, t),
défine sur R+×R+ et continue en t pour chaque E ∈ R+ telle que pour presque tout t > 0 :

E[ρ, v](t) ≤ C(E0, t).

2. L’inégalité d’entropie :
ηψ(ρ, v)t +Hψ(ρ, v)x ≤ 0,

est satisfaite au sens des distributions pour toute fonction test ψ(s) ∈ {±1,±s, s2}. On
renvoie à la proposition 11 relative à la construction des paires d’entropie-flux ηψ(ρ, v) et
Hψ(ρ, v) en fonction de ψ.

3. Les données initiales (ρ0, v0) sont atteintes au sens des distributions.

Donnons maintenant les principales conditions que l’on va imposer sur les données initiales
(ρε0, v

ε
0) du système (III.33), (voir aussi [40]).

Définition 12. Nous dirons que les données initiales (ρε0, v
ε
0) satisfont la condition (H) si il existe

des constantes positives C0 et C1 indépendantes de ε telles que :
– ρε0 > 0 et

∫
R ρ

ε
0(x)|uε0(x)− ū(x)| ≤ C0 < +∞,

– L’énergie est finie :
E1[ρε0, u

ε
0] + E2[ρε0, v

ε
0] ≤ C1 < +∞.

– (ρε0, ρ
ε
0v
ε
0)→ε→0 (ρ0, ρ0v0) au sens des distributions avec ρ0 ≥ c > 0 p.p.

Dans le théorème suivant on montre la convergence des solutions globales de (III.32) vers une
solution entropique du système d’Euler compressible (III.35).

Théorème 15. Soit γ > 1 et (ρε, vε) avec mε = ρεvε la solution forte globale du système (III.32)
avec données initiales (ρε0, v

ε
0) vérifiant uniformément en ε la définition 12 et telles que ces données

initiales (ρε0, v
ε
0) soient assez régulières. Alors, lorsque ε → 0, il existe une sous-suite de (ρε,mε)

qui converge presque partout vers une solution entropique d’énergie finie (ρ, ρv) du problème de
Cauchy (III.35) avec pour donnée initiale (ρ0, ρ0v0). Plus précisément on a :

– ρε converge fortement à une sous suite près vers ρ dans Lγ+1−α
loc (R+×R) pour tout 0 < α < 1.

– (ρε)
1
3 vε converge fortement à une sous suite près vers ρ

1
3 v dans L3−α

loc (R+ × R) pour tout
α > 0 assez petit.

– (ρε)
1
2 vε converge fortement à une sous suite près vers ρ

1
2 v dans L

2+ 2γ
2γ+3

−α
loc (R+ × R) pour

tout α > 0 assez petit.

Remarque 30. Rappelons que la vitesse effective v est définie de la manière suivante :
– v(t, x) = m(t,x)

ρ(t,x) lorsque ρ(t, x) 6= 0,
– v(t, x) = 0 presque partout dans {ρ(t, x) = 0}.

Remarque 31. A la différence de [166] il n’est pas nécessaire de borner uniformément en ε les
données initiales ( 1

ρε0
, ρε0, v

ε
0) en norme L∞, même si ces données initiales doivent appartenir à L∞

afin d’assurer l’existence globale de solutions fortes (ρε, vε) et ceci en utilisant les invariants de
Riemann.
Mentionnons également que le système approché utilisé par P.-L. Lions et al dans [166] pour
construire des solutions globales entropiques à la limite correspond exactement au système de Kor-
teweg modulo l’introduction de la vitesse effective v.Il est enfin à noter que les résultats précédents
ont été récemment étendus à des cas plus généraux en terme de choix des coefficients de capillarité
et de viscosité dans [88].

On va à présent rappeler un théorème clé de compacité par compensation dû à Q. Chen et M.
Perepelitsa que l’on utilisera par la suite pour la preuve du théorème 15.
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Théorème 16. (Q. Chen- M. Perepelitsa [40]) Soit ψ ∈ C2
0 (R) et soit (ηψ, Hψ) les paires

entropies-flux faibles générées par ψ (voir le proposition 11). Supposons que la suite (ρε(t, x), vε(t, x))
définie sur R+ × R avec mε = ρεvε satisfasse les conditions suivantes :

1. Pour tout −∞ < a < b < +∞ et tout t > 0, il existe C(t, a, b) > 0 indépendant de ε tel
que : ∫ t

0

∫ b

a
(ρε)γ+1dxdτ ≤ C(t, a, b). (III.40)

2. Pour tout compact K ⊂ R, il existe C(t,K) > 0 indépendant de ε tel que (avec θ = γ−1
2 >

0) : ∫ t

0

∫
K

(
(ρε)γ+θ + ρε|vε|3

)
dxdτ ≤ C(t,K). (III.41)

3. La suite de mesure d’entropies dissipatives :

ηψ(ρε,mε)t +Hψ(ρε,mε)x est compacte dans H−1
loc (R+ × R). (III.42)

Alors il existe une sous suite (ρε,mε) (encore dénotée (ρε,mε)) et des fonctions mesurables
(ρ,m) telles que :

(ρε,mε)→ (ρ,m), p.p lorsque ε→ 0. (III.43)

Remarque 32. Rappelons que l’estimation (III.41) a été dérivée par P.-L. Lions et al dans [166]
en la reliant au lemme des moments introduit par B. Perthame dans [178] pour les équations
cinétiques de Vlassov-Poisson et Fokker-Planck.

Quelques éléments de preuve du théorème 15 : Nous allons commencer par rappeler
quelques propriétés liées aux paires d’entropie-flux pour le système (III.35) (voir [166] pour plus
de détails). Une solution régulière de (III.35) satisfait les lois de conservations :

∂tη(ρ, u) + ∂xH(ρ, u) = 0,

si et seulement si :
Hρ = uηρ +

P ′(ρ)

ρ
ηu, Hu = ρηρ + uηu,

ou de manière équivalente :

ηρρ =
P
′
(ρ)

ρ2
ηuu = aργ−3ηuu. (III.44)

On considère ici les données initiales suivantes pour l’équation des ondes III.44 :

η(0, u) = 0, ηρ(0, u) = ψ(u). (III.45)

On peut ainsi décrire η et H suivant P.-L. Lions, B. Perthame et E. Tadmor dans [166].

Proposition 11. Pour ρ ≥ 0, u, ω ∈ R,
– La solution fondamentale de (III.44)-(III.45) (qui correspond à ηρ(0, u) = δ(u)) est donnée

par :
χ(ρ, ω) = [ρ2θ − ω2]λ+, (III.46)

avec λ = 3−γ
2(γ−1) > −

1
2 , θ = γ−1

2 et :

tλ+ =

{
tλ if t > 0,

0 if t ≤ 0.
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– La solution de (III.44)-(III.45) est donnée par :

ηψ(ρ, ρu) =

∫
R
ψ(ξ)χ(ρ, ξ − u)dξ. (III.47)

– η est convexe en (ρ, ρu) pour tout ρ, u si et seulement si ψ est convexe.
– Le flux d’entropie Hψ associée à ηψ est donnée par :

Hψ(ρ, ρu) =

∫
R
ψ(ξ)[θξ + (1− θ)u]χ(ρ, ξ − u)dξ. (III.48)

Plus précisément, dans notre cas pour une pression de type loi γ on a (voir [40]) :

ηψ(ρ, ρu) = ρ

∫ 1

−1
ψ(u+ ρθs)(1− s2)λds, (III.49)

et

Hψ(ρ, ρu) = ρ

∫ 1

−1
(u+ θρθs)ψ(u+ ρθs)(1− s2)λds. (III.50)

Lorsque ψ(s) = 1
2s

2, l’entropie paire correspondante est celle de l’énergie mécanique avec son flux
associé :

η∗(ρ,m) =
m2

2ρ
+ e(ρ), H∗(ρ,m) =

m3

2ρ2
+me

′
(ρ), (III.51)

où e(ρ) = κ
γ−1ρ

γ . La proposition suivante donne des informations importantes sur les paires
d’entropies (voir en particulier [165], lemme 4).

Proposition 12. Pour ψ(s) = 1
2s|s|, il existe une constante positive C > 0, dépendant seulement

de γ > 1, tel que la paire d’entropie-flux (ηψ, Hψ) vérifie :

|ηψ(ρ, u)| ≤ C(ρ|u|2 + ργ),

Hψ(ρ, u) ≥ C−1(ρ|u|3 + ργ+θ), pour tout ρ ≥ 0 et u ∈ R,
|ηψm(ρ, u)| ≤ C(|u|+ ρθ),

|ηψmm(ρ, u)| ≤ Cρ−1.

(III.52)

On rappelle maintenant la formulation cinétique de (III.35) introduite dans [165, 166].

Théorème 17. Soit (ρ, ρv) ∈ L∞(R+, L1(R)) d’énergie finie et ρ ≥ 0, alors il existe une solution
entropique (III.35) si et seulement si il existe une mesure bornée négative m sur R+×R2 telle que
la fonction χ(ρ, ξ − u) vérifie :

∂tχ+ ∂x[(θξ + (1− θ)u)χ] = ∂ξξm(t, x, ξ). (III.53)

On rappelle que le système (III.32) a la forme suivante :{
∂tρ+ ∂x(ρv)− ε∂xxρ = 0,

∂t(ρv) + ∂x(ρv2)− ε∂xx(ρv) + ∂x(a(ρ)γ) = 0,
(III.54)

et suivant R. Di Perna [69] on peut réécrire ce système en fonction du moment m = ρv ce qui
donne : 

∂tρ+ ∂x(m)− ε∂xxρ = 0,

∂t(m) + ∂x(
m2

ρ
)− ε∂xx(m) + ∂x(a(ρ)γ) = 0.

(III.55)
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Ce système a été étudié par R. Di Perna (voir [69]) où il prouve l’existence de solutions fortes
globales (voir le théorème 4.1 p 29 dans [69] que l’on va rappeler). On réfère également aux
travaux YA. I. de Kanel dans [143] et de A. V. Kazhikhov et V. V. Shelukhin dans [145] qui
montrent l’existence de solutions fortes globales pour Navier-Stokes compressible avec coefficients
de viscosité constants en une dimension.

Théorème 18 ([69]). Soit (ρ0 − 1, u0 − 1) ∈ C2 ∩H2 et ρ0 ≥ c > 0. Il existe alors une solution
forte globale (ρ, u) du problème de Cauchy précédent avec donnée initiale (ρ0, u0) telle que :

(ρ(·, t)− 1, u(·, t)− 1) ∈ C2 ∩H2, ρ(t, ·) ≥ c(t) > 0,

avec c une fonction régulière.

Afin d’obtenir un tel résultat il suffit d’obtenir des estimations sur (ρ,m) dans des espaces de
Sobolev avec une régularité assez grande ; pour ce faire il s’agit de contrôler (ρ, 1

ρ ,m) en norme
L∞ :

‖(1

ρ
, ρ,m)(t, ·)‖L∞ ≤ C(t, ‖ 1

ρ0
‖L∞ , ‖ρ0‖L∞ , ‖m0‖L∞), (III.56)

avec C une fonction continue dépendant du temps, on peut alors utiliser la parabolicité du système
pour avoir :

‖(ρ,m)(t, ·)‖Ck ≤ ak(t, ‖ρ0‖Ck , ‖m0‖Ck),

‖(ρ,m)(t, ·)‖Hk ≤ bk(t, ‖ρ0‖Hk , ‖m0‖Ck),
(III.57)

avec ak et bk des fonctions régulières dépendant du temps et de C(·). Ces dernières estimations
(III.57) sont standards et sont obtenues via des estimations d’énergie combinées avec le lemme de
Gronwall (voir [69]).
La difficulté principale consiste donc à montrer les estimations (III.56) qui s’obtiennent par une
adaptation astucieuse des invariants de Riemann au système (III.55). En suivant [69, 165] on
a pour chaque paire d’entropie-flux (η(ρ, u), H(ρ, u) définie par (III.47) et (III.48) où η est une
fonction convexe de (ρ,m) l’égalité suivante (on écrit η = η̄(ρ,m)) :

∂tη + ∂xH = εη̄ρ∂xxρn + εη̄m∂xxmn,

= ε∂xxη − ε(η̄ρρ(∂xρn)2 + 2η̄ρm(∂xρn)(∂xmn) + η̄mm(∂xmn)2).

On définit µ par :
µ = η̄ρρ(∂xρ)2 + 2η̄ρm(∂xρ)(∂xm) + η̄mm(∂xm)2.

Via la proposition 11, on vérifie que µ ≥ 0. On obtient alors :

∂tη(ρ, v) + ∂xH((ρ, v)− εη̄ρ∂xxρ ≤ 0 dans R× (0,+∞).

En appliquant la même méthode que pour prouver le théorème 17, on obtient la formulation
cinétique suivante :

∂tχ+ ∂x([θξ + (1− θ)vn]χ)− ∂xxχ = ∂ξξm̄n sur R2 × (0,+∞), (III.58)

où m̄n est une mesure positive sur R2× (0,+∞). Finalement on retrouve le principe du maximum
en multipliant (III.58) par les fonctions convexes g(ξ) = (ξ−ξ0)+, g(ξ) = (ξ−ξ0)− et en intégrant
sur R2 × (0,+∞). En effet puisque :

−C ≤ min
x

(v0 − ρθ0) ≤ max
x

(v0 + ρθ0) ≤ C,

et que :
suppξ = [v − ρθ, v + ρθ],
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pour ξ0 assez grand on a :
suppξ0 ∩ suppχ = ∅.

Cela implique que :

−C ≤ min
x

(v0 − ρθ0) ≤ v−ρθ ≤ v + ρθ ≤ max
x

(v0 + ρθ0) ≤ C,

ce qui n’est rien d’autre que ce que l’on obtient via les invariants de Riemann. En particulier ont
en déduit que ρ et v appartiennent à L∞(0, T, L∞(R)) pour tout T > 0. La dernière étape consiste
à montrer que 1

ρ est dans L∞(0, T, L∞(R)) pour tout T > 0 et ceci en utilisant le principe du
maximum sur la première équation de (III.54) et le fait que v est dans L∞(0, T, L∞(R)). Cela
prouve donc l’existence de solutions fortes globales pour le système de Korteweg (III.32).

On va donc maintenant considérer (ρε, vε) les solutions fortes globales du système (III.32) vé-
rifiant :

ρε(t, x) ≥ cε(t), pour un certain cε(t) > 0, (III.59)

et :
lim

x→±∞
(ρε, vε)(x, t) = (ρ±, u±). (III.60)

On travaille par la suite autour d’états non constants (ρ̄, v̄) vérifiant à la limite :

lim
x→±∞

(ρ̄, v̄)(x, t) = (ρ±, u±).

Il s’agit à présent de vérifier les propriétés (III.40), (III.41) et (III.42) afin d’utiliser le théorème
16 de Q. Chen et M. Perepelitsa (voir [40]) et ainsi prouver le théorème 15.
Pour simplifier les notations on va supprimer dans la suite les ε ce qui signifie que (ρ, v) = (ρε, vε)
pour ε > 0. On montre dans un premier temps une estimation d’énergie pour notre système
(III.32).

Lemme 2. Supposons que E1[ρ0, u0] ≤ E0 < +∞ pour un certain E0 > 0 indépendant de ε,
alors il existe C(t) > 0 dépendant de E0, t, ρ̄, et ū tel que :

sup
0≤τ≤t

E1[ρ, u](τ) + ε

∫ t

0

∫
R
ρu2

xdxdτ ≤ C(t), (III.61)

et :

sup
0≤τ≤t

E2[ρ, v](τ) + ε

∫ t

0

∫
R
ρv2
xdxdτ + aγε

∫ t

0

∫
R
ργ−2ρ2

xdxdτ ≤ C(t). (III.62)

On va à présent montrer la propriété (III.40) qui correspond à un gain d’intégrabilité sur la
pression ργ .

Lemme 3. Sous les mêmes conditions que le lemme 2, pour tout −∞ < a < b < +∞ et tout
t > 0, on a : ∫ t

0

∫ b

a
ργ+1dxdτ ≤ C(t, a, b), (III.63)

où C(t) > 0 dépend de E0, a, b, γ, t, ρ̄, ū.

Remarque 33. La preuve suit les mêmes idées que dans le cadre de Navier-Stokes compressible
avec coefficients de viscosité constants lorsque l’on montre un gain d’intégrabilité sur la pression
(voir [163]) pour ensuite prouver l’existence de solutions faibles globales. En effet il s’agit essen-
tiellement d’appliquer l’opérateur (∆)−1div et ensuite multiplier l’équation par ρα avec α petit et
intégrer en temps et en espace.
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Preuve. Soit ω ∈ C∞0 (R) tel que :

0 ≤ ω(x) ≤ 1, ω(x) = 1 pour x ∈ [a, b], et suppω = (a− 1, b+ 1).

Par l’équation du moment de (III.32) et en localisant on a :

(P (ρ)ω)x = −(ρuvω)x + (P (ρ) + ρuv)ωx − (ρv)tω + ε(ρvxω)x − ερvxωx. (III.64)

Il s’agit maintenant d’intégrer (III.64) en espace sur (−∞, x) et de multiplier l’équation obtenue
ensuite par ρω ce qui donne :

ρP (ρ)ω2 =ερ2vxω
2 − (ρω

∫ x

−∞
ρv ωdy)t − (ρuω

∫ x

−∞
ρv ωdy)x

+ ρuωx

∫ x

−∞
ρv ωdy + ρω

∫ x

−∞
[(ρuv + P (ρ))ωx − ερvxωx]dx.

(III.65)

On intègre ensuite (III.65) sur (0, t)× R et on obtient :∫ t

0

∫
R
aργ+1ω2dxdτ = ε

∫ t

0

∫
R
ρ2vxω

2 −
∫
R

(ρω

∫ x

−∞
ρv ωdy)dx

+

∫
R

(ρ0ω

∫ x

−∞
ρ0v0 ωdy)dx+

∫ t

0

∫
R

(
ρuωx

∫ x

−∞
ρv ωdy

)
dxdτ

+

∫ t

0

∫
R

(
ρω

∫ x

−∞
[(ρuv + P (ρ))ωx − ερvxωx]dx

)
dxdτ.

(III.66)

Il s’agit ensuite de contrôler chaque terme du membre de droite dans (III.66).
On va maintenant chercher à prouver un gain d’intégrabilité sur la vitesse v. On a le lemme
suivant.

Lemme 4. Supposons que (ρ0, v0) satisfasse les conditions du lemme 2 et qu’il existe M0 > 0
indépendant de ε tel que : ∫

R
ρ0(x)|v0(x)− v̄(x)|dx ≤M0 < +∞, (III.67)

alors pour tout ensemble compact K ⊂ R, il existe C(t,K) indépendant de ε tel que :∫ t

0

∫
K

(ργ+θ + ρ|v|3)dxdτ ≤ C(t,K). (III.68)

Remarque 34. Comme dans [40] et [131], afin de prouver l’inégalité (III.68), on utilisera les
mêmes ingrédients utilisés dans [165] où cette inégalité a été prouvée pour la première fois.

Preuve. Comme dans [40] on va travailler avec la fonction ψ(s) = 1
2 |s|s de la proposition 12.

Si l’on considère ηψm comme une fonction dépendant de (ρ, v), on a pour tout ρ ≥ 0 et v ∈ R :{
|ηψmv(ρ, v)| ≤ C,
|ηψmρ(ρ, v)| ≤ Cρθ−1.

(III.69)

Pour cette paire d’entropie faible (ηψ, Hψ), on remarque que :

ηψ(ρ, 0) = ηψρ (ρ, 0) = 0, Hψ(ρ, 0) =
θ

2
ρ3θ+1

∫
R
|s|3[1− s2]λ+,
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et :
ηψm(ρ, 0) = βρθ with β =

∫
R
|s|[1− s2]λ+ds.

On a alors par la formule de Taylor :

ηψ(ρ,m) = βρθm+ r(ρ,m), (III.70)

avec pour une certaine constante C > 0 :

r(ρ,m) ≤ Cρv2. (III.71)

On introduit maintenant une nouvelle paire d’entropie (η̂, Ĥ) telle que :{
η̂(ρ,m) = ηψ(ρ,m− ρv−),

Ĥ(ρ,m) = Hψ(ρ,m− ρv−) + v−ηψ(ρ,m− ρv−),

avec m = ρv qui vérifie :{
η̂(ρ,m) = βρθ+1(v − v−) + r(ρ, ρ(v − v−)),

r(ρ, ρ(v − v−)) ≤ Cρ(v − v−)2,
(III.72)

et {
Ĥρ = vη̂ρ + aγργ−2η̂v,

Ĥv = ρη̂ρ + vη̂v.

En sommant (III.32)1 × η̂ρ + (III.32)2 × η̂v on obtient :

∂t(η̂(ρ, v)) + ∂x(Ĥ(ρ, v)) = εη̂ρ(ρ, v)∂xxρ+ εη̂v(ρ, v)∂xxv + 2εη̂m(ρ, v)ρxvx

= εη̂ρ(ρ, v)∂xxρ− εη̂v(ρ, v)∂xxv + 2εη̂m(ρ, v)∂x(ρvx). (III.73)

En intégrant sur (0, t)× (−∞, x), on a alors :∫ x

−∞

(
η̂(ρ,m)− η̂(ρ0,m0)

)
dy +

∫ t

0
Ĥ(ρ, v)dτ = tHψ(ρ−, 0) + ε

∫ t

0
(η̂ρρx + η̂vvx) dτ

− ε
∫ t

0

∫ x

−∞
(η̂ρρ(ρx)2 + η̂mvρ(vx)2 + 2η̂mρρρxvx)dydτ.

(III.74)

Via (III.69), on montre comme dans [40] ou [131] que :

∣∣ε ∫ t

0

∫ x

−∞
η̂mvρv

2
xdydτ

∣∣ ≤ Cε∫ t

0

∫
R
ρv2
xdy dτ ≤ C(t), (III.75)

∣∣ε∫ t

0

∫ x

−∞
η̂mρρρxvxdydτ

∣∣ ≤ Cε∫ t

0

∫
R
ρθ−1ρ|ρxvx|dy dτ,

≤ Cε
∫ t

0

∫
R
ρv2
xdy dτ + Cε

∫ t

0

∫
R
ργ−2ρ2

xdy dτ ≤ C(t).

(III.76)

En utilisant (III.75) et (III.76) dans (III.74), et en intégrant sur K on obtient via (III.52) :∫ t

0

∫
K
ρθ+γ + ρ|v − v−|3dxdτ ≤ C(t,K) + 2 sup

τ∈[0,t]

∣∣ ∫
K

(

∫ x

−∞
η̂(ρ(y, τ), (ρv)(y, τ))dy)dx

∣∣
+ C|v−|

∫ t

0

∫
K
|ηψ(ρ, ρ(v − v−))|dxdτ +

∫ t

0

∫
K

(ε|η̂ρ|.|ρx|+ ερ|η̂m|.|vx|) dxdτ.

(III.77)
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En appliquant 2, on a : ∫ t

0

∫
K
|ηψ(ρ, ρ(v − v−)|dxdτ ≤ C(t,K). (III.78)

Il s’agit ensuite de borner le menbre de droite de (III.77) via le lemme 2 et (III.52). Cela conclut
la preuve du lemme 4.

On va maintenant tirer profit des estimations uniformes obtenues dans les lemmes précédents
afin de montrer la compacité H−1

loc (R2
+) de la suite (ρε, vε) de mesures de dissipation d’entropie

pour le système de Korteweg, et ceci pour chaque paire d’entropie-flux générée par une fonction
ψ à support compact.

Lemme 5. Soit ψ ∈ C2
0 (R) et (ηψ, Hψ) la paire d’entropie flux générée par ψ. Soit (ρε, vε) la

suite de solution du système (III.33), alors la suite suivante (avec mε = ρεvε) :

ηψ(ρε,mε)t +Hψ(ρε,mε)x est compacte dans H−1
loc (R2

+). (III.79)

Preuve : Un calcul direct (III.32)1 × ηψρ (ρε, vε) + (III.32)2 × ηψv (ρε, vε) donne (on rappelle
que ηψv (ρε, vε) = ρηψm(ρε,mε)) :

ηψ(ρε,mε)t +Hψ(ρε,mε)x = εηψρ (ρε, vε)ρεxx − εηψv (ρε, vε)vεxx + 2εηψm(ρε,mε)∂x(ρεvεx).

Comme dans [40] en estimant le membre de droite de (III.79) via les estimations uniformes en ε
précédemment obtenues on montre que :

ηψρ (ρε,mε)t +Hψ
ρ (ρε,mε)x sont compacts dansW−1,p1

loc (R2
+) pour un certain 1 < p1 < 2. (III.80)

De plus via les lemmes 2-3 et (III.68), on a :

ηψρ (ρε,mε)t +Hψ
ρ (ρε,mε)x sont uniformément bornés dans Lp3

loc(R
2
+) pour p3 > 2, (III.81)

avec p3 = γ + 1 > 2 lorsque γ ∈ (1, 3], et p3 = γ+θ
1+θ > 2 quand γ > 3. Par interpolation on conclut

la preuve du lemme 5.

Preuve du théorème 15

On vient donc de vérifier les conditions (i)-(iii) du théorème 16 via les lemmes 3-4-5 pour la
suite de solutions (ρε,mε). En utilisant le théorème 16, il existe une sous-suite (ρε,mε) et une
paire de fonctions mesurables (ρ,m) telle que :

(ρε,mε)→ (ρ,m), p.p ε→ 0. (III.82)

Il est maintenant assez facile de montrer que (ρε,mε)ε>0 convergent au sens des distributions vers
une solution entropique d’énergie finie du système d’Euler compressible (III.35) en utilisant les
théorèmes d’Aubin-Lions et de la Vallée Poussin.

III.4 Système d’Euler Korteweg et équation de Gross-Pitaevskii
[6, 7]

Cette section correspond à des travaux en collaboration avec C. Audiard (Université Paris 6).
On va montrer l’existence de solutions fortes globales pour le système d’Euler Korteweg pour des
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données initiales petites et pour une vitesse initiale irrotationnelle. Pour ce faire un point clé sera
d’utiliser la dispersion du système ainsi que la théorie de non résonances espaces-temps développée
par S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ([99, 100]) ainsi que par P. Germain, N. Masmoudi
et J. Shatah ([179, 89]). Rappelons la forme du système que l’on va considérer :

∂tρ+ div(ρu) = 0,

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇P (ρ) = divK,

(ρ, u)/t=0 = (ρ0, u0).

(III.83)

Ici u = u(t, x) ∈ RN représente le champ de vitesse, ρ = ρ(t, x) ∈ R+ la densité et on a D(u) =
1
2(∇u+t ∇u). Le tenseur de capillarité se lit :

divK = ∇
(
ρκ(ρ)∆ρ+

1

2
(κ(ρ) + ρκ

′
(ρ))|∇ρ|2

)
− div

(
κ(ρ)∇ρ⊗∇ρ

)
. (III.84)

κ représente le coefficient de capillarité. On s’intéressera dans un premier temps au cas particulier
du système d’Euler avec pression quantique correspondant au coefficient de capillarité suivant :

κ(ρ) =
κ

ρ
avec divK = 2κρ∇(

∆
√
ρ

√
ρ

). (III.85)

Ce cas est spécifique dans le sens où l’on peut au moins heuristiquement se ramener à l’étude
de l’équation de Gross-Pitaevskii via la fameuse transformation de Madelung ψ =

√
ρe
i θ
2
√
κ avec

u = ∇θ (celle ci peut être utilisé de manière rigoureuse essentiellement si la densité ρ ne s’annule
pas, c’est d’ailleurs ce que l’on s’attachera à prouver).
Dans une seconde partie on traitera le cas général, c’est à dire un coefficient de capillarité κ(ρ)
avec κ(ρ) = ρα (avec α ∈ R). Ce cas correspond à étudier via une transformation bien choisie une
équation de Schrödinger quasi-linéaire dégénérée.

III.4.1 Système d’Euler compressible avec pression quantique [6]

On va donc considérer le cadre particulier où le coefficient de capillarité s’écrit comme dans
(III.85). Ce cas correspond donc à la fameuse pression quantique. On obtient en particulier l’es-
timation d’énergie suivante en multipliant l’équation du moment par 2u :∫

RN
4κ1|∇

√
ρ|2(t, x) + (ρ|u|2)(t, x) + (ρ− 1)(t, x)2

)
dx

=

∫
RN

4κ1|∇
√
ρ0|2(x) + (ρ0|u0|2)(x) + (ρ0 − 1)(x)2

)
dx.

(III.86)

Lorsque u = ∇θ, la transformation de Madelung qui consiste à poser ψ =
√
ρe
i θ
2
√
κ permet

heuristiquement de réécrire le système (III.83) avec P (ρ) = ρ2 et u = ∇θ comme l’équation de
Gross-Pitaevskii 1 : {

2i
√
κ∂tψ = −2κ∆ψ + (|ψ|2 − 1)ψ,

ψ(0, ·) = ψ0,
(III.87)

avec la condition limite lim|x|→+∞ ψ = 1. L’équation de Gross-Pitaevskii est l’équation d’évolution
associée à l’Hamiltonien de l’énergie de Ginzburg-Landau :

E(ψ) =

∫
RN

(
κ1|∇ψ(t, x)|2 +

1

4
(|ψ|2 − 1)2

)
dx

=

∫
RN

(
κ1|∇ϕ(t, x)|2 +

1

4
(2Reϕ+ |ϕ|2)2

)
dx,

(III.88)

1. On verra dans la suite que dans le cadre d’une capillarité générale on peut également se ramener à l’étude
d’un système dispersif
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avec ψ = 1 + ϕ. Dans la suite on va se concentrer sur l’équation de Gross-Pitaevskii en montrant
que pour des données initiales bien choisies la solution ψ de Gross-Pitaevskii est globale, reste
régulière et ne s’annule pas dans le sens où ‖ϕ‖L∞x,t <

1
2 . Ceci nécessitera certaines conditions de

petitesse sur la donnée initiale ϕ0.

Remarque 35. On montrera en particulier que pour de telles données initiale sur ϕ0 il n’apparaît
pas de formation de vortex. C’est à dire que la solution de Gross-Pitaevskii ne s’annule jamais.

Sur l’équation de Gross Pitaevskii

À changement de variable près dans (III.87), on peut se ramener à considèrer l’équation suivante
sur ϕ = ψ − 1 : {

i∂tϕ+ ∆ϕ− 2Reϕ = F (ϕ),

F (ϕ) = (ϕ+ 2ϕ̄+ |ϕ|2)ϕ.
(III.89)

L’équation précédente est proche si l’on considère les termes principaux de l’équation de Schrö-
dinger cubique défocalisante excepté que l’équation linéaire associée s’écrit :

i∂tϕ+ ∆ϕ− 2Reϕ = 0. (III.90)

Cette équation peut être diagonalisée en considérant le changement de variable (voir [98]) :

v = V ϕ = Reϕ+ iU Imϕ avec U =
√
−∆(2−∆)−1,

en effet en posant H =
√
−∆(2−∆) on obtient l’équation linéaire suivante qui est de type

Schrödinger en hautes fréquences et équation des ondes en basses fréquences :

i∂tv −Hv = 0.

Rappelons le théorème suivant dû à S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai sur l’existence de
solutions fortes globales pour les équations de Gross-Pitaevskii lorsque les données initiales sont
petites. De plus la solution obtenue disperse puisqu’elle vérifie la propriété de "scattering".

Théorème 19 (S. Gustafson, K. Nakanishi, T.-P. Tsai [99]). Il existe δ > 0 tel que pour tout
ϕ0 ∈ H1(R3) satisfaisant : ∫

R3

〈x〉2
(
|Re(ϕ0)|2 + |∇ϕ0|2

)
< δ, (III.91)

alors il existe une solution forte globale ψ = 1 + ϕ de (III.89) telle que v = V ϕ = Reϕ+ iUImϕ
vérifie eitHvv ∈ C(R, H1/〈x〉) et pour un certain v+ ∈ 〈x〉−1H1 on a :

‖v(t)− e−itHv+‖H1 = O+∞(t−1/2), ‖〈x〉(v(t)− e−itHv+)‖H1 −→+∞ 0. (III.92)

De plus on a E(ψ) = ‖〈∇〉v+‖2L2, et l’application v(0)→ v+ définit un difféormorphisme dans un
voisinage de 0 pour la topologie 〈x〉−1H1.

On verra par la suite que le théorème de S. Gustafson et al est crucial afin de montrer l’existence
globale de solutions fortes avec données initiales irrotationnelles petites pour le système d’Euler
Korteweg avec pression quantique. En effet il permet de contrôler la norme L∞ de ϕ tout au
long du temps tout en conservant sa petitesse lorsque les données initiales sont choisies petites.
On obtient alors le théorème suivant qui stipule l’existence de solutions fortes globales pour le
système d’Euler Korteweg (III.83) lorsque κ(ρ) = κ

ρ avec κ > 0 et P (ρ) = ρ2.
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Théorème 20. Soit N = 3 et q0 = ρ0 − 1, u0 = ∇θ0. De plus on a ρ0 ∈ L∞ avec ρ0 ≥ c > 0.
Supposons que 2〈x〉∇√ρ0 ∈ L2, 〈x〉u0 ∈ L2, q0 ∈ L2, cos θ0 − 1 ∈ L2 et |x|(√ρ0 cos θ0 − 1) ∈ L2.
Soit ϕ0 =

√
ρ0e

iθ0 − 1 tel que ϕ0 ∈ H
4
3

+ε avec ε > 0 et ϕ̂0 ∈ L1. Il existe δ > 0 dépendant de
‖ϕ0‖

H
4
3 +ε tel que si :∫
R3

〈x〉2
(
|∇ρ0|2 + |u0|2) + 〈x〉2(

√
ρ0 cos θ0 − 1)2dx+ ‖ϕ̂0‖L1 + ‖ϕ0‖

H
4
3 +ε < δ, (III.93)

alors il existe une solution faible globale (ρ, u) du système (III.83) telle que :

max(ρ,
1

ρ
) ∈ L∞(R, L∞(R3)), ρ ∈ 1 + L∞loc(H

4
3

+ε(R3)) et u ∈ L∞loc(H
1
6

+2ε(R3)).

Si ϕ0 ∈ H
N
2

+1+ε cette solution est en plus unique et vérifie les propriétés supplémentaires sui-
vantes :

ρ ∈ 1 + L∞loc(H
N
2

+1+ε(R3)) et u ∈ L∞loc(H
N
2

+ε(R3)) ∩ L2
loc(B

N
2

+ε

6,2 (R3)).

Remarque 36. Un point clé de la preuve de ce théorème est le contrôle du vide ou disons l’esti-
mation de 1

ρ en norme L∞ ce qui est équivalent à prouver que ϕ reste petit tout au long du temps.

Pour ce faire un moyen naturel revient à estimer ϕ en norme H
3
2

+ε avec ε > 0 (en effet il est bien
connu que la norme L∞ n’est pas préservée pour l’équation de Schrödinger ou même l’équation de
Gross-Pitaevskii ; en effet on peut montrer que pour des ϕ0 bien choisi dans L∞ eit∆ϕ0 explose
en norme L∞ pour des temps t aussi petit que l’on veut), on va cependant procéder différemment
en tirant partie des effets régularisants de type Kato associés à l’équation de Gross-Pitaevskii pour
affaiblir la régularité de la donnée initiale ϕ0 avec ϕ0 ∈ H

4
3

+ε . En outre ϕ0 appartient bien à L∞

puisque ϕ̂0 est dans L1. La preuve reposera fortement sur le théorème 19 de S. Gustafson et al.

III.4.2 Système d’Euler-Korteweg quasi-linéaire [7]

On va considérer ici le système (III.83) dans la cadre le plus général, c’est à dire pour des
coefficients de capillarité κ(ρ) seulement supposés réguliers en fonction de ρ. La question de
l’existence de solutions fortes globales avec données initiales petites reste un problème ouvert
auquel on va donner une réponse lorsque la vitesse initiale est irrotationnelle. Le problème de
l’existence de solutions fortes en temps fini a été résolu par S. Benzoni et al dans [11, 12].

Ces résultats sont reliés à l’étude d’un système étendu, en effet si L est une primitive de
√

κ(ρ)
ρ ,

en posant L = L(ρ), w =
√
K/ρ∇ρ = ∇L, a =

√
ρK(ρ), on peut réécrire le système (III.83)

comme ceci : 
∂tL+ u · ∇L+ adivu = 0,
∂tu+ u · ∇u− w · ∇w −∇(adivw) = −∇g,
∂tw +∇(u · w) +∇(adivw) = 0,

ou de manière équivalente pour l’inconnue z = u+ iw (voir [12]) on a :{
∂tL+ u · ∇L+ adivu = 0,
∂tz + u · ∇z + i(∇z) · w + i∇(adivz) = ∇g̃(L).

(III.94)

On pose ici ã(L) = a ◦ L−1(L), g̃(L) = g ◦ L−1(L) qui sont bien définis puisqu’on a
√

κ(ρ)
ρ > 0 ce

qui implique que L est inversible.
Le changement de variable z a le bon goût de rendre explicite la structure dispersive du système
puisque l’on retrouve une équation de Schrödinger quasilinéaire dégénérée. Dans [12] les auteurs

2. Ces hypothèses ne sont rien de plus que la traduction des conditions sur ϕ0 dans le théorème 19, voir (III.91).
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prouvent l’existence de solutions fortes en temps fini en employant une méthode d’énergie ce
qui nécessite l’introduction d’une jauge, en effet cela leur permet d’estimer z en norme Hs pour
s > N

2 + 1 et ceci sans pertes de dérivées. On peut cependant observer que les éventuels effets
dispersifs du système (III.94) ne sont pas pris en compte.
Dans la section précédente, on montre l’existence de solutions fortes globales pour des données
initiales petites avec une vitesse initiale irrotationnelle pour le cas particulier κ(ρ) = κ

ρ avec
P (ρ) = ρ2. Ce cas correspond au système d’Euler avec pression quantique et se ramène aux
équations de Gross-Pitaevskii via la transformation de Madelung. L’essentiel de notre étude dans
[6] consiste à contrôler la norme L∞ de la densité ρ en tirant profit de la nature dispersive
des équations de Gross-Pitaevskii (voir [98, 99, 100]). Seulement l’équation de Gross-Pitaevskii
correspond essentiellement à une équation de Schrödinger semilinéaire alors que dans le cadre
général on est confronté a une équation de Schrödinger quasilinéaire (si l’on travaille avec une
vitesse irrotationnelle).
On va donc faire face à une difficulté supplémentaire à savoir la nature quasilinéaire des équations
ce qui est susceptible d’entraîner d’éventuelles pertes de dérivées (et ceci notamment à cause du
terme de convection). Afin de parer à cette nouvelle difficulté on combinera estimations d’énergie
et dispersion via la théorie des non résonnaces temps-espace (on réfère à S. Klainerman et G.
Ponce [151] et J. Shatah [189] pour une première mise en oeuvre de cette stratégie dans le cadre
des équations des ondes quasilinéaires). On obtient donc le théorème suivant.

Théorème 21. Soit N = 3 et u0 = ∇φ0 ∈ HN0 irrotationnelle avec N0 assez grand, alors il
existe δ > 0 tel que si :

‖u0‖HN−1 + ‖ρ0 − 1‖HN + ‖x(∆)−1divu0‖L2 + ‖x(ρ0 − 1)‖L2 ≤ δ,

le système (III.83) admet une unique solution globale avec ‖ρ− 1‖L∞(R+×Rd) ≤ 1/2.

Remarque 37. La preuve repose donc sur la combinaison d’estimations d’énergie prouvées en
partie dans [12] et des estimations de dispersions nécessitant de contrôler des espaces à poids
comme dans [99] puisqu’on est au niveau de l’exposant critique de Strauss à savoir des nonlinéarités
quadratiques. Pour gérer cette difficulté on utilisera la théorie des non résonances temps espace
couplée avec une forme normale. Rappelons que les estimations d’énergie sont cruciales afin de
parer aux pertes de dérivées induites par la nature quasilinéaire du système et ceci car on a un
contrôle de n’importe quel norme Hs de z si tant est que z soit L1 en temps Lipschitz en espace.

Mentionnons que ce genre de technique ont permis notamment à P. Germain, N. Masmoudi et J.
Shatah dans [89] de prouver l’existence de solutions fortes globales avec données petites pour les
équations des water waves en dimension N = 3 dans le cadre irrotationnel.

III.4.3 Quelques éléments de preuve du théorème 20

On va commencer par rappeler les estimations de dispersion ainsi que les inégalités de Strichartz
relatives au système (III.89).

Inégalités de Strichartz et estimations de dispersion

Avant toute chose commençons par rappeler la définition des opérateurs multilinéaires. Pour
toute fonction B(ξ1, · · · , ξd) on (RN )d, on associe le d opérateur multilinéaire B[f1, · · · , fd] défini
par :

FxB[f1, · · · , fd] =

∫
ξ=ξ1+···+ξd

B(ξ1, · · · , ξd)Ff1(ξ1) · · · Ffd(ξd) dξ2 · · · dξd, (III.95)
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qui est appelé opérateur de Fourier multilinéaire de symbole B.
On va rappeler ici le théorème fondamental de R. Coifman et Y. Meyer (voir [48]) sur les opérateurs
de Fourier bilinéaires.

Théorème 22 (Coifman-Meyer). Supposons que B vérifie :

|∂αξ1∂
β
ξ2
B(ξ1, ξ2)| . 1

(|ξ1|+ |ξ2|)|α|+|β|
, (III.96)

pour suffisamment de multi-indices (α, β). Alors l’opérateur :

B[·, ·] : Lp × Lq → Lr,

est borné pour :
1

r
=

1

p
+

1

q
, 1 < p, q < +∞ et 1 ≤ r < +∞. (III.97)

Remarque 38. La condition précédente a lieu en particulier si B est homogène de degré 0 et C∞

sur la sphère.

Tous les résultats suivants sont dûs à S. Gustafson et al (voir [98, 99]). Commençons par les
estimations de dispersion.

Lemme 6. Soit 2 ≤ p ≤ +∞, 0 ≤ θ ≤ 1, s ∈ R, et σ = 1
2 −

1
p . Alors on a :

‖e−itHv‖Bsp,2 . |t|
−(N−θ)σ‖U (N−2+3θ)σ〈∇〉2θσv‖Bs

p′,2
, (III.98)

avec p′ = p
p−1 . Pour 2 ≤ p < +∞, on a aussi pour les espaces de Lorentz :

‖e−itHv‖Lp,2 . |t|−(N−θ)σ‖U (N−2+3θ)σ〈∇〉2θσv‖Lp′,2 . (III.99)

On rappelle maintenant les inégalités de Strichartz pour l’opérateur H.

Proposition 13. Pour j = 1, 2, soient 2 ≤ pj , qj ≤ +∞, 2
qj

+ N
pj

= N
2 et sj = N−2

2 (1
2 −

1
pj

) avec
(qj , pj) 6= (2,+∞). Alors on a :

‖e−iHt∆jϕ‖Lq1 (Lp1 ) ≤ ‖U s1∆jϕ‖L2 ,

‖e−iHtϕ‖Lq1 (Bsp1,2
) . ‖U s1ϕ‖Bs2,2 ,

‖
∫ t

0
e−i(t−s)H∆jf‖Lq1 (Lp1 ) ≤ ‖U s1+s2∆jf‖Lq′2 (Lp

′
2 )
,

‖
∫ t

0
e−i(t−s)Hf‖Lq1 (Bsp1,2

) . ‖U s1+s2f‖
Lq
′
2 (Bs

p′2,2
)
.

Remarque 39. Ces inégalités de Strichartz sont de type Schrödinger en hautes fréquences et
équation des ondes en basses fréquences.

On rappelle les espaces de J.-Y. Chemin et N. Lerner :

‖f(ξ, η)‖
L̃pξ(Ḃsq,r,η)

=
(∑
l∈Z

2lsr‖f‖rLpξ(Lqη)

) 1
r .

On a alors le lemme crucial de S. Gustafson et al [99] pour des opérateurs bilinéaires "à perte"
(ce ne sont en particulier pas nécessairement des opérateurs de Coifman-Meyer).
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Lemme 7. Soit 0 ≤ s ≤ N
2 , (p, q) une paire d’exposants de Strichartz excepté le "end point",

c’est à dire :
2

p
+
N

q
= 2 +

N

2
(III.100)

Soit (p1q1) et (p2, q2) vérifiant :

1

p
=

1

p1
+

1

p2
,

1

q
+

1

q(s)
=

1

q1
+

1

q2
,

1

q(s)
=

1

2
− s

N
,

p ≤ p1, p2 ≤ +∞, q ≤ q1, q2 ≤ +∞.

Alors pour tout opérateur bilinéaire on a :

‖
∫
eitHB[u, v]dt‖L2 . ‖B‖L̃∞ξ Ḃs2,1,η+L̃∞ξ Ḃ

s
2,1,ζ
‖u‖Lp1Lq1‖v‖Lp2Lq2 ,

avec la première norme de B qui est en coordonnées (ξ, η) et la seconde en (ξ, ζ) = (ξ, ξ − η).
Et on a si 1/q1 + 1/q2 = 1/2 + 1/q(s), 2 ≤ q1, q2 ≤ q(s), 1

q(s) = 1
2 −

s
N , l’estimation de Hölder

généralisée :
‖B[ϕ,ψ]‖L2 . ‖B‖L̃∞ξ Bs2,1,η+L̃∞ξ B

s
2,1,ζ
‖ϕ‖Lq1‖ψ‖Lq2 .

Notation 1. On pose dans la suite :

[Bs] = L̃∞ξ (Bs
2,1,η) + L̃∞ξ (Bs

2,1,ζ), (III.101)

et :
[Hs] = L̃∞ξ (Ḣs

2,η) + L̃∞ξ (Ḣs
2,ζ). (III.102)

Remarque 40. Lorsque s = N
2 le lemme précédent 7 est similaire aux estimations classiques de

Strichartz où B[u, v] se comporte comme un produit classique u v. En effet dans ce cadre on a via
des inégalités de Hölder classiques uv ∈ LpLq et (p, q) = (p′1, q

′
1) avec (p1, q1) une paire d’exposants

de Strichartz puisque 2
p + N

q = 2 + N
2 . En hautes fréquences on sera dans le cas s = N

2 puisqu’en
hautes fréquences les estimations de Strichartz classiques sont suffisantes.
On peut observer que q(s) correspond à l’exposant de Sobolev pour l’injection dans les espaces de
Besov suivante Ḃs

2,1 ⊂ Lq(s) et 1
q(s) estime donc la perte de régularité par rapport aux inégalités de

Hölder classiques . Cela implique en particulier que lorsque 0 ≤ s < N
2 on a besoin d’une meilleure

décroissance en temps grands lorsque l’on utilise le résultat précédent comparé aux estimations de
Strichartz classiques (ceci explique la notion d’exposant critique de Strauss). On va voir cela plus
en détails pour le comportement basses fréquences.

On va à présent rappeler une partie de la preuve de [99] concernant l’existence de solutions
fortes globales avec données petites ϕ pour les équations de Gross-Pitaevskii ce qui nous permettra
d’obtenir des solutions qui ne s’annule jamais. On utilisera ensuite la transformation de Madelung
pour construire une solution forte globale (ρ, u) du système (III.83). Suivant S. Gustafson et al
dans [99] on peut diagonaliser le système (III.87) en posant v = ϕ1 + iUϕ2 ce qui donne le système
suivant :

i∂tv −Hv = U(3ϕ2
1 + ϕ2

2 + |ϕ|2ϕ1) + i(2ϕ1ϕ2 + |ϕ|2ϕ2). (III.103)

On peut observer que le terme 2ϕ1ϕ2 dans (III.103) est à priori délicat à traiter et ceci pour
au moins deux raisons, la première car ϕ2 s’écrit U−1Imv2 ce qui induit à priori une perte de
dérivée en basses fréquences à cause de l’opérateur U−1 en 1

|ξ| en basses fréquences. La seconde
difficulté est reliée au fait que cette non linéarité est quadratique c’est à dire au niveau critique de
l’exposant de Strauss ce qui ne permet à priori pas la simple application d’un théorème du point
fixe avec utilisation seulement des estimations de dispersion ou des inégalités de Strichartz.
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Forme normale

Une première étape afin de parer à cette difficulté sera d’utiliser une forme normale afin de
rendre caduque la perte de dérivée en U−1Imv2 (c’est à dire régulariser d’une certaine manière
la non linéarité). Celle ci devra également être bien choisie de manière à compenser les pertes de
dérivées en basses fréquences engendrées par la phase reliée au produits vv̄ lorsque l’on appliquera
une technique de résonances temps-espace (en effet l’intersection des résonances temps-espace
n’est pas vide, on expliquera plus en détails ce dernier point dans la suite de la preuve).
On pose donc

Z = V (w) = w1 + iUw2 = v +B′1[ϕ1, ϕ1] +B′2[ϕ2, ϕ2],

avec B′1 et B′2 des opérateurs bilinéaires réels et on obtient le système suivant :

i∂tZ −HZ = U(B′3[ϕ1, ϕ1] +B′4[ϕ2, ϕ2] + |ϕ|2ϕ1) + i(B′5[ϕ1, ϕ2] + C ′3[ϕ1, ϕ1, ϕ2]

+ C ′4[ϕ2, ϕ2, ϕ2] +Q1(ϕ)).
(III.104)

Le terme le plus délicat est bien évidemment à priori B′5[ϕ1, ϕ2] (et ceci à cause des résonances
temps espace) avec B′5 = 2 + 2|ξ2|2B′1− 2〈ξ1〉2B′2. On va donc choisir B′1 et B′2 de sorte à éliminer
ce terme et on peut faire le choix suivant :

−B′1 = B′2 = 〈(ξ1, ξ2)〉−2 =
1

2 + |ξ1|2 + |ξ2|2
, (III.105)

cela donne alors après réécriture :

i∂tZ −HZ = NZ(v), (III.106)

avec :

NZ(v) = B3[v1, v1] +B4[v2, v2] + C1[v1, v1, v1] + C2[v2, v2, v1] + iC3[v1, v1, v2]

+ iC4[v2, v2, v2] + iQ1(ϕ),

où 3 :

B3 = −U(ξ)B′3 = 2U(ξ)B̃3 = 2U(ξ)
4 + 4|ξ1|2 + 4|ξ2|2 − ξ1ξ2

2 + |ξ1|2 + |ξ2|2
,

B4 = U(ξ)U(ξ1)−1U(ξ2)−1B′4 = −2U(ξ)B̃4 = −2U(ξ)
〈ξ1〉〈ξ2〉ξ̂1ξ̂2

2 + |ξ1|2 + |ξ2|2
,

C1 = U(ξ), ;C2 = U(ξ)U(ξ1)−1U(ξ2)−1,

Q1(ϕ) = −2〈(ξ1, ξ2)〉−2[ϕ1, |ϕ|2ϕ2]− 2〈(ξ1, ξ2)〉−2[ϕ2, |ϕ|2ϕ1]. (III.107)

Et on a pour j = 1, 2, 3, 4 :

|B3|+ |B4| . U(ξ),

|Cj | . U(ξ1)−1U(ξ2)−1 + U(ξ2)−1U(ξ3)−1 + U(ξ3)−1U(ξ1)−1.
(III.108)

Remarque 41. On ne détaille pas la valeur de C3 et C4 essentiellement car ce n’est pas nécessaire
puisque l’estimation (III.108) sera suffisante par la suite lorsque l’on appliquera des estimations
de Strichartz sur ces opérateurs multilinéaires.
On remarque ici qu’à la différence de la forme normale introduite pour la première fois par J.
Shatah ([188]) pour les Edps pour l’équation de Klein Gordon, on conserve des termes quadratiques
dans (III.108). Cependant ceux-ci ont été régularisés, en effet les Bj sont de la même veine que
l’opérateur U qui régularise les produits v2

1 et v2
2 en basses fréquences. Ceci sera crucial lorsque

l’on appliquera une méthode non résonance temps-espace sur la zone de résonance temps espace
{ξ = 0}, en effet l’opérateur 1

Ω avec Ω la phase associée à l’opérateur H et au produit ZZ̄ se
comporte comme U−1. On aura donc un phénomène de compensation.

3. On note ici ξ̂i = ξi
|ξ| et 〈·〉 les crochets japonais.

90



Point fixe et espace fonctionnel

Notre but est de résoudre l’équation (III.106) via un point fixe (voir [99]), ceci est équivalent
via la formule de Duhamel à considérer l’application F suivante :

Z 7→ F (Z) = eitHZ(0) +

∫ t

0
ei(t−s)HNZ(v)(s)ds. (III.109)

Comme S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans [99] on définit un opérateur J équivalent
de la transformation pseudo-conforme pour Schrödinger :

J(t) = e−itHxeitH .

On va alors travailler dans un espace combinant estimations de Strichartz et espace à poids (en
effet au niveau critique de l’exposant de Schrödinger les estimations de Strichartz ne suffisent pas).
L’espace à poids permettra une meilleure dispersion de la solution en temps long. On pose alors :

‖Z‖X(t) = ‖Z‖H1 + ‖J(t)Z‖H1 , ‖Z‖X = sup
t
‖Z(t)‖X(t),

l’espace à poids et

‖Z‖S(t) = ‖Z‖L∞t H1 + ‖U−1/6Z‖L2
tH

1,6 , ‖Z‖S = sup
t
‖Z(t)‖S(t), .

l’espace "Strichartz". Il s’agit à présent d’appliquer un théorème du point fixe pour l’équation
(III.109) dans Y = X ∩ S.

Estimations de dispersions et stabilité de l’espace S

Rappelons ici quelques estimations de dispersions que fournissent en particulier l’espace à poids
X (voir [99]).

Proposition 14. On a les estimations suivantes lorsque 0 ≤ θ ≤ 1 :

‖v(t)‖Ḣ−1 . ‖v(t)‖X(t), (III.110)

‖U−2v‖L6 . ‖v(t)‖X(t) . ‖v(t)‖X(t), (III.111)

‖|∇|−2+ 5θ
3 v<1(t)‖L6 . min(1, t−θ)‖v(t)‖X(t),

‖|∇|θv≥1(t)‖L6 . min(t−θ, t−1)‖v(t)‖X(t).
(III.112)

De plus on a les estimations de Strichartz sur U−1v :

‖U−1v(t)‖L6 . 〈t〉−
3
5 ‖v(t)‖X(t),

‖U−1v‖L2
t (H

1,6) . ‖v‖X(t)∩S(t),
(III.113)

‖〈∇〉
2
3U−1v(t)‖L4 . t−

7
12 ‖v(t)‖X(t). (III.114)

On a également des estimations de Strichartz sur ϕ en terme de v dans X ∩ S.

Proposition 15. On a :
‖ϕ‖L∞(H1) . ‖v‖X ,
‖ϕ‖L2(H1,6) . ‖v‖X∩S .

(III.115)
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Montrons à présent la stabilité de l’espace S pour la fonctionnelle F . Il est facile de montrer
qu’en temps fini T = 1 (on peut prendre T = 1 si l’on choisit une donnée initiale suffisamment
petite) on a :

sup
t∈[0,1]

‖
∫ t

0
e−i(t−s)HNZds‖S(t) . ‖v‖2S + ‖v‖4S . (III.116)

En effet cela correspond aux estimations classiques d’existence de solutions fortes en temps fini
pour une nonlinéarité au plus quintique (ici on est quartique) lorsque la donnée initiale est dans
H1(R3) (voir [29] pour plus de détails). Traitons maintenant le cas des temps grands qui est plus
délicat et qui nécessite la norme d’espace à poids. On a la proposition suivante.

Proposition 16. On a l’estimation suivante :

sup
t∈[1,+∞]

‖
∫ t

1
e−i(t−s)HNZ(v)ds‖S(t) . ‖v‖2X∩S + ‖v‖4X∩S . (III.117)

Preuve : On va simplement ici considérer le terme le plus délicat (celui qui correspond au cas
critique pour l’exposant de Strauss) à savoir celui qui est quadratique

∫ +∞
1 e−i(t−s)HB4[v2, v2]ds.

Les autres se traitent exactement de la même manière. Via les inégalités de Strichartz de la
proposition 13 on a :

‖U
−1
6

∫ t

T
e−i(t−s)HB4[v2, v2]ds‖L2

t>T (H1,6) . ‖B4[v2, v2]‖L1
t>T (H1),

‖
∫ t

T
e−i(t−s)HB4[v2, v2]ds‖L∞t>T (H1) . ‖B4[v2, v2]‖L1

t>T (H1).

(III.118)

On observe que B4[v2, v2] = −2UB′′4 [Rv2, Rv2], avec R un opérateur de Riesz et B′′4 = 〈ξ1〉〈ξ2〉
〈(ξ1,ξ2)〉2

un opérateur borné (voir [99]), on a alors par interpolation et inégalités de Hölder :

‖B4[v2, v2]‖L1
t>T (H1) . ‖B′′4 [Rv2, Rv2]‖L1

t>1(H1)

. ‖Rv2‖L4
t>1(H1,3)‖Rv2‖

L
4
3
t>1(L6)

. ‖v2‖
1
2

L∞t>1(H1)
(

∫ +∞

1
‖v2‖2H1,6ds)

1
4 (

∫ +∞

1
‖v2‖

4
3

L6ds)
3
4

. ‖v2‖
1
2

L∞t>1(H1)
(

∫ +∞

1

1

s2
‖sv2‖2H1,6ds)

1
4 (

∫ +∞

1

1

s
4
3

‖sv2‖
4
3

L6ds)
3
4

. ‖v2‖
1
2

L∞t>1(H1)
‖sv2‖

3
2

L∞t>1(H1,6)
.

(III.119)

Ensuite via (III.112) pour t > 1 on obtient :

‖sv2‖
3
2

L∞t>1(H1,6)
. ‖v‖

3
2
X .

ce qui donne finalement ce que l’on souhaite :

‖B4[v2, v2]‖L1
t>T (H1) . ‖v‖2X . (III.120)

Estimées à poids pour X

Suivant S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai dans [99] on va chercher à estimer le terme
‖
∫ t

0 e
i(t−s)HNZ(v)ds‖X . On va ici s’intéreser seulement aux termes bilinéaires qui sont bien évi-

demment les plus délicats puisqu’au niveau critique de l’exposant de Strauss. En effet les termes
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cubiques et quartiques sont plus faciles à traiter du fait de leurs meilleures décroissances asymp-
totiques pour les temps grands.
On va ici considérer le terme bilinéaire B3[Z1, Z1] provenant de B3[v1, v1] (bien évidemment ce
dernier terme a également des termes de plus haut degré) que l’on peut écrire comme suit :

B3[Z1, Z1] =
1

4
(B3[Z,Z] + 2B3[Z, Z̄] +B3[Z̄, Z̄]). (III.121)

On aura trois types de produits différents à estimer ZZ, Z̄Z̄ et ZZ̄. On va s’intéresser au der-
nier qui est le plus dur à traiter essentiellement car il admet des zones non vides résonantes
en temps et en espace (on va détailler ce que cela signifie). Appliquons J au terme bilinéaire∫ t

0 e
i(t−s)HB3[Z, Z̄]ds, on a alors :

F
(
J

∫ t

0
e−i(t−s)HB3[Z, Z̄]

)
= e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
Rd
∇ξ
(
eis(H(ξ)+H(η)−H(ξ−η)B3(η, ξ − η)Ž(s)Z̃(s)

)
dζ ds,

(III.122)

avec Ž(s) := F(e−isHZ)(s), Z̃(s) = F(e−isHZ)(s). Les mêmes calculs pour les autres termes
provenant de la formule (III.121) impliquent que l’on a trois termes différents à étudier :

e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
Rd
∇ξ
(
eis(H(ξ)+H(η)−H(ξ−η)Bj(η, ξ − η)Ž(s)Z̃(s)

)
dζ ds, (III.123)

e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
Rd
∇ξ
(
eis(H(ξ)+H(η)+H(ξ−η)Bj(η, ξ − η)Ž(s)Ž(s)

)
dζ ds, (III.124)

e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
Rd
∇ξ
(
eis(H(ξ)−H(η)−H(ξ−η)Bj(η, ξ − η).Z̃(s)Z̃(s)

)
dζ ds. (III.125)

Il résulte donc que l’on a trois différentes phases possibles à considérer :

Ω = H(ξ)±H(η)±H(ξ − η).

Chacune des phases a un comportement différent en terme de résonances temps espace (c’est à
dire l’ensemble où Ω et ∇ηξΩ s’annulent). La phase associée au terme ZZ̄ étant la pire en terme de
résonances, c’est celle là que l’on va étudier et que l’on notera Ω1(ξ, η) = H(ξ) +H(η)−H(ξ−η).
Si l’on revient à (III.122) on observe que l’on a les trois intégrales suivantes à estimer :

FI1 = e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
eis(H(ξ)+H(η)−H(ξ−η))∇(η)

ξ Bj(η, ξ − η)Ž(s, η)Z̃(s, ξ − η)

)
dηds,

FI2 = e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
eis(H(ξ)+H(η)−H(ξ−η))Bj(η, ξ − η)Ž(s, η)∇(η)

ξ Z̃(s, ξ − η)

)
dηds,

FI3 = e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
(∇ξeis(H(ξ))+H(η)−H(ξ−η))Bj(η, ξ − η)Ž(s, η)Z̃(s, ξ − η)

)
dηds.

avec : (
J

∫ t

0
e−i(t−s)HB3[Z, Z̄]

)
= I1 + I2 + I3.

Comment traiter I1 et I2

On observe donc que I1 s’écrit de la manière suivante

I1 =

∫ t

0
ei(s−t)H∇2B3[Z, Z̄](s)ds.
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Il s’agit d’estimer I1 en norma L∞(H1), puisque ∇2B3 est un opérateur de Coifman-Meyer, il
suffit simplement d’utiliser les inégalités de Strichartz classiques. Concernant I2 celui-ci s’écrit
sous la forme suivante :

I2 =

∫ t

0
ei(s−t)HB3[Z, (JZ)](s)ds.

Il suffit alors juste d’appliquer les inégalités de Strichartz et (III.112), on a alors :

‖Bj [Z, (JZ)]‖
L

4
3
t>T (H1, 32 )

. ‖Z‖
L

4
3
t>T (H1,6)

‖JZ‖L∞t>T (H1)

.
1

T
1
4

‖Z‖2X .
(III.126)

car on a ‖sZ‖L∞(H1,6) . ‖Z‖X(t).
On va maintenant estimer I3 qui est le terme le plus délicat à estimer essentiellement car il fait
sortir le terme s qui est très mauvais en terme de décroissance asymptotique en temps long.
On va rappeler comment procède S. Gustafson et al dans [99] où ils introduisent la théorie des
résonances temps-espace. Cette partie est d’autant plus délicate du fait que pour la phase Ω1 =
H(ξ) +H(η)−H(ξ− η) l’intersection des non résonances temps espace n’est pas vide notamment
au voisinage de ξ = 0 ce qui implique η = ζ.

Estimation de I3

Suivant [99] on va donc estimer I3 pour le terme provenant de B3[Z, Z̄] avec la phase Ω1 =
H(ξ) + H(η) − H(ξ − η) que l’on notera de manière générique par Ω dans la suite (les autres
termes peuvent être traités de manière similaire). On rappelle que :

FI3 = e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
is∇ξΩ(ξ, η)eis(H(ξ))+H(η)−H(ξ−η)B3(η, ξ − η)Ž±(η)Z̃(ξ − η)

)
dηds.

Comme on l’expliquait la difficulté liée à I3 provient du terme s qui est très mauvais pour les
temps long. Afin de surpasser cette difficulté on va exploiter les non résonances de la phase Ω1 en
appliquant des intégrations par partie en espace η et en temps s.
En effet il s’agit simplement de réécrire eisΩ1 sous la forme suivante et appliquer ensuite une
intégration par parties :

eisΩ =
∇ηΩ1

is|∇ηΩ|2
· ∇ηeisΩ,

eisΩ =
1

iΩ
∂se

isΩ.

(III.127)

Définition 13. Une région est dite non résonante en espace si ∇ηΩ ne s’annule pas. De la même
manière une région est dite non résonante en temps si Ω ne s’annule pas.

Remarque 42. On observe donc que lorsque l’on appliquera une intégration par partie en espace
le terme délicat en s dans I3 sera absorbé par le 1

is|∇ηΩ|2 . Alors que lorsqu’on appliquera une
intégration par partie en temps cela reviendra à estimer un terme de la forme Z̄ ∂s(e−itHZ) ce qui
correspond à des termes de degré au moins cubiques, en d’autres termes cela revient à appliquer
une forme normale qui augmente le degré de la nonlinéarité de telle sorte que l’on soit au dessus
de l’exposant critique de Strauss.

Remarque 43. On peut observer que l’intersection des régions résonantes en temps et en espace
correspond à la région ξ = 0. Cela correspond à une difficulté majeure car les termes dans (III.127)
explosent en ξ = 0, cependant ces effets nocifs seront compensés par le symbole de la forme
bilinéraire B3 (en effet on rappelle que |B3(ξ1, ξ2)| . U(ξ1 + ξ2) = U(ξ)). Cela explique à postiori
l’importance du choix de la forme normale (voir p93).
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Comme dans [99] il s’agit donc de décomposer B3 en deux parties

B3 = BX
3 +BT

3 ,

telles que BX
3 soit supporté en (ξ, η) dans une région non résonante en espace, et BT

3 dans une
région non résonante en temps. Plus précisément on décompose B3 en utilisant la décomposition
de Littlewood-Paley :

Babc
j = χa(ξ)χb(η)χc(ζ)Bj(η, ζ) = Ba,b,c,X

j +Ba,b,c,T
j (III.128)

avec a, b, c ∈ 2Z tels que |ξ| ∼ a, |η| ∼ b et |ξ − η| ∼ c.

Intégration de la phase en espace et en temps

Supposons que l’on soit dans une région (ξ, η, ξ − η) avec |ξ| ∼ a, |η| ∼ b et |ξ − η| ∼ c où la
phase Ω1 = Ω soit non résonante en espace on a alors :

Ba,b,c
3 = Ba,b,c,X

3 = χa(ξ)χb(η)χc(ζ)BX
j (η, ζ),

Puisqu’on a :

eisΩ =
∇ηΩ

is|∇ηΩ|2
· ∇ηeisΩ, (III.129)

on a après intégration par parties en espace η :

Ia,b,c,X3 =−F−1(

(
e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
eisΩ(ξ,η)Ba,b,c,X1,3 (η, ξ − η) · ∇η[Ž(η)Z̃(ξ − η)]

+ Ba,b,c,X2,3 (η, ξ − η)Ž(η)Z̃(ξ − η)
)
ds

)
=−

∫ t

0
eisH

(
Ba,b,c,X1,3 [JZ, Z̄]− Ba,b,c,X1,j [Z, JZ] + Ba,b,c,X2,j [Z, Z̄]

)
ds,

(III.130)

avec :
Ba,b,c,X1,3 =

∇ξΩ · ∇ηΩ
|∇ηΩ|2

Ba,b,c,X
3 , Ba,b,c,X2,3 = ∇η

(
∇ξΩ · ∇ηΩ
|∇ηΩ|2

Ba,b,c,X
3

)
.

De la même manière lorsque l’on est sur une zone non résonante en temps on peut estimer Ia,b,c,T3

comme ceci avec :
1

iΩ
∂se

isΩ = eisΩ,

et par intégration par parties en temps on a :

Ia,b,c,T3 =−F−1(

(
e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
i∇ξΩ
iΩ

eisΩBa,b,c,T
j (η, ξ − η)Ž(η)Z̃(ξ − η)

)
dηds

)
−F−1(

(
e−itH(ξ)

∫ t

0

∫
RN

(
is∇ξΩ
iΩ

eisΩBa,b,c,T
j (η, ξ − η)∂s

(
Ž(η)Z̃(ξ − η)

))
dηds

)
+

[
F−1(

(
e−itH(ξ)

∫
RN

(
is∇ξΩ
iΩ

eisΩ(ξ,η)Ba,b,c,T
j (η, ξ − η)∂s

(
Ž(η)Z̃(ξ − η)

))
dηds

)]t
0

= −
∫ t

0
eisH

(
Ba,b,c,T3,3 [Z, Z̄]ds+ Ba,b,c,T3,3 [sNZ, Z̄] + Ba,b,c,T3,3 [Z, sNZ]

)
ds

+
[
eisHBa,b,c,T3,3 [sZ, Z̄]

]t
0
,

(III.131)
avec :

Ba,b,c,T3,3 =
∇ξΩ

Ω
B3.
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Remarque 44. On peut observer que les second et troisìeme termes dans l’égalité précédente
semblent délicats à estimer car on a un terme de temps s, cependant celui ci sera compensé par le
fait que l’on considère des nonlinéarités au moins cubiques qui ont donc une meilleure décroissance
asymptotique en temps long.

Dans [99], S. Gustafson et al obtiennent la dćomposition suivante de l’espace (ξ, η) en zones
non résonantes espace et temps.

Lemme 8. On a en substituant au fur et à mesure les zones déjà considérées
1. |η| ∼ |ξ| >> |ζ| (or c << b ∼ a) est non résonante en temps.
2. α >

√
3 est non résonante en temps.

3. |ζ| ≥ 1 est non résonante en espace.
4. |η⊥| << M |η| est non résonante en temps.
5. Les autres régions restantes sont non résonantes en espace.

On rappelle les notations suivantes :

α = |ζ̂ − ξ̂|, β = |ζ̂ + η̂|, η⊥ = −ξ̂ × ξ̂ × η. (III.132)

On a de plus le lemme suivant :

Lemme 9. En notant M = max(a, b, c), m = min(a, b, c) et l = min(b, c) on a :
– Si M << 1 alors pour |ε| > 0 petit :

‖Ba,b,c,X1,3 ‖H1+ε . l
1
2
−2ε, ‖Ba,b,c,X2,3 ‖H1+ε . l

1
2
−2εM−1, (III.133)

– Si M ≥ 1 alors pour |ε| > 0 petit :

‖Ba,b,c,X1,3 ‖
H

3
2 +ε . l

1−ε〈a〉−1, ‖Ba,b,c,X2,3 ‖
H

3
2 +ε . l

−ε〈a〉−1. (III.134)

Lemme 10.
‖Ba,b,c,T3,3 ‖[Hs] . (

〈M〉
M

)sl
3
2
−s〈a〉−1. (III.135)

Remarque 45. Comme nous le mentionnions dans la remarque 40 on va à présent utiliser le
lemme 7, en hautes fréquences on travaillera avec le coefficient s = 3

2 qui correspond aux esti-
mations de Strichartz classiques (c’est à dire dans un certain sens, notre problème est de même
nature que l’existence en temps fini). En basses fréquences les choses sont différentes, on a dans ce
cadre une perte d’une demi dérivée puisqu’on devra travailler avec s = 1+ε. Cette perte de dérivée
sera compensée par une meilleure décroissance asymptotique en temps long que ce que procure les
inégalités de Strichartz usuelles et ceci graâce à la norme à poids ‖ · ‖X (voir la proposition 14).

Estimation de I3

Il s’agit donc d’estimer I3 après avoir utilisé la décomposition du lemme 8. Considérons par
exemple le cas d’une région non résonante en espace. On a donc à estimer le membre de droite
de (III.130) et en particulier lorsque b . c ∼ a (il reste bien évidemment à traiter les autres cas
c . b ∼ a et a . c ∼ b) :

‖
∫ t

0
eisH

( ∑
b.c∼a

Ba,b,c1,3 [JZ, Z̄]− Ba,b,c1,3 [Z, JZ]
)
ds‖H1

.
∑
b.c∼a

〈a〉‖
∫ t

0
eisH

(
Ba,b,c1,3 [JZ, Z̄]− Ba,b,c1,3 [Z, JZ]

)
ds‖L2 .

(III.136)
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Puisque c ∼ a cela signifie que pourK > 0 nous avons c
K ≤ a ≤ Kc, on a donc

∑
b.c∼a ‖B

a,b,c
1,3 ‖[H]s .∑

a

∑
b.a ‖B

a,b,a
1,3 ‖[H]s . On en déduit alors en utilisant le lemme 7 pour 0 < ε

2 ≤
1
6 :

∑
b.c∼a

〈a〉‖
∫ t

0
eisH

(
Ba,b,c1,3 [JZ±, Z±]− Ba,b,c1,3 [Z±, JZ±]

)
ds‖L2 .

.
∑

b.a<<1

〈a〉
(
‖
∫ t

0
eisHBa,b,a1,3 [U

ε
2U−

ε
2JZ, Z̄]

)
ds‖L2

+
∑

b.a<<1

〈a〉
(
‖
∫ t

0
eisHBa,b,a1,3 [U

ε
2U−

ε
2Z, JZ]

)
ds‖L2

)
+

∑
b.a,a&1

〈a〉
(
‖
∫ t

0
eisHBa,b,a1,3 [U

ε
2U−

ε
2 〈∇〉−1+ ε

2 〈∇〉JZ,U
1
6U−

1
6 〈∇〉−1〈∇〉Z̄]

)
ds‖L2

+
∑

b.a,a&1

〈a〉
(
‖
∫ t

0
eisHBa,b,a1,3 [U

ε
2U−

ε
2 〈∇〉−1〈∇〉Z, 〈∇〉−1+ ε

2 〈∇〉1−
ε
2JZ]

)
ds‖L2

)
.

∑
b.a<<1

m
ε
2 ‖Ba,b,a1,3 ‖[B1+ε]‖1{|ξ|.1}U

− ε
2JZ‖

L∞t L

1
1
2−

ε
6

‖1{|ξ|.1}U
−1/6Z‖

L
1

1− ε4 (L6)

+
∑

b.a,a&1

U(m)
ε
2 ‖Ba,b,a1,3 ‖[B 3

2 ]
〈a〉〈b〉−1+ ε

2 〈a〉−1+ ε
2 ‖U−

ε
2 〈∇〉1−

ε
2JZ‖

L∞t L

1
1
2−

ε
6

× ‖U−1/6〈∇〉Z‖
L

1
3
4 + ε

4 (L6)

.

(III.137)

On a ensuite par inclusion de Sobolev :

‖1{|ξ|.1}U
− ε

2JZ‖
L∞L

1
1
2−

ε
6

. ‖JZ‖L∞(L2). (III.138)

Et :
‖〈∇〉1−

ε
2U−

ε
2JZ‖

L∞L

1
1
2−

ε
6

. ‖JZ‖L∞(L2). (III.139)

En utilisant la proposition 14 et le fait que 1

t
1

1− ε4

1t>1 soit intégrable on a :

‖U−
1
6Z‖‖

L
1

1− ε4 (L6)
+ ‖U−1/6〈∇〉Z‖

L

1
3
4 + ε

4 (L6)

.

. ‖U−
1
6Z‖L2

t<1(H1,6) + ‖U−
1
3Z‖

L

1
1− ε4
t>1 (H1,6)

+ ‖U−
1
3Z‖

L

1
3
4 + ε

4
t>1 (H1,6)

,

. ‖U−
1
6Z‖L2(H1,6) + ‖tU−

1
3Z‖L∞(H1,6) . ‖Z‖X∩S .

(III.140)

De la même manière on a :

‖U−
1
6Z‖

L

1
1− ε4
t>T (L6)

+ ‖U−1/6〈∇〉Z‖
L

1
3
4 + ε

4
t>T (L6)

. ‖Z‖X
(

1

T
ε
4

+
1

T
1
4
− ε

4

)
.

Remarque 46. On observe sans surprise qu’en temps long on utilise la norme de l’espace X pour
boucler nos estimations. En effet les symboles sont peu réguliers en basses fréquences ce qui induit
le besoin d’avoir une meilleure décroissance asymptotique en temps long.

On veut maintenant estimer le membre de droite de l’inégalité (III.137), commençons par le
cas M << 1. Pour ce faire en appliquant l’estimation d’interpolation suivante dans les espaces
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de Besov ‖ · ‖[B1+ε] . ‖ · ‖
1
2

[H1+ ε
2 ]
‖ · ‖

1
2

[H1+ 3ε
2 ]

il est suffisant d’estimer Ba,b,a1,3 en norme [H1+ε′ ] pour

n’importe quel ε′ > 0 petit. Cela donne via le lemme 9 :∑
b.a<<1

m
ε
2 ‖Ba,b,a1,3 ‖[H1+ε′ ] .

∑
a<<1

∑
b.a

b
ε
2 b

1
2
−2ε′

.
∑
a<<1

a
ε
2a

1
2
−2ε′ . 1.

(III.141)

Il ne reste plus maintenant qu’à traiter le cas M ≥ 1, on a alors pour |ε′| > 0 :∑
b.a,a&1

U(m)
ε
2 ‖Ba,b,a1,3 ‖[H 3

2 +ε′ ]
〈a〉〈b〉−1+ ε

2 〈a〉−1+ ε
2 .

∑
a&1

∑
b.a

U(b)
ε
2 〈b〉−1+ ε

2 b1−ε
′〈a〉−1+ ε

2 ,

.
∑
a&1

〈a〉−1+ ε
2
(∑
b≤1

b1−ε
′+ ε

2 +
∑

1≤b.a

b
ε
2
−ε′) .∑

a&1

〈a〉−1+ ε
2 +

∑
a&1

〈a〉−1+ ε
2a

ε
2
−ε′ . 1.

(III.142)

Cela conclut donc l’estimation de I3 pour l’opérateur bilinéaire B3 et pour les termes de la forme
Ba,b,a1,3 . Les autres cas (c’est à dire les autres régions de Ba,b,c1,3 c ≤ b ∼ a et a ≤ b ∼ c ainsi que le
cas de Ba,b,c2,3 , Ba,b,c3,3 ) se traitent de la même manière ce qui conclut la preuve du théorème 19.

Preuve du théorème 20

Afin de prouver le théorème 20, il suffit de montrer que la solution ψ = 1+ϕ de (III.87) obtenue
par S. Gustafson et al in [99] ne s’annule jamais. En d’autres termes il s’agit de montrer que ϕ
reste petit en norme L∞t,x pour tout temps t > 0. On pourra ensuite utiliser la transformation de

Madelung ψ =
√
ρe
i θ
2
√
κ avec u = ∇θ afin de propager la régularité de ϕ sur la vitesse u = ∇θ

et la densité ρ− 1 via des théorèmes de composition et de paraproduits. Cela permettra ainsi de
prouver l’existence globale de solutions et leur unicité pour le système d’Euler-Korteweg si tant
est que l’on choisisse ϕ0 suffisamment régulière.

Contrôle L∞ de ϕ

La difficulté essentielle de l’analyse consiste à montrer que la norme L∞ de ϕ reste petite tout
au long du temps lorsque l’on choisit une donnée initiale petite dans des espaces fonctionnels
convenables. Pour ce faire on va distinguer le comportement de ϕ en temps long (ce qui revient à
exploiter la notion de scattering via le théorème 19 de S. Gustafson et al et le fait que ϕ disperse
à l’infini ce qui insinue une décroissance en temps de la norme L∞) et en temps cours (c’est à dire
ici utiliser un théorème d’existence en temps fini). Plus précisément en temps long nous tirerons
profit de l’estimation à poids ‖ϕ‖X et en temps court on bénéficiera d’effets régularisants sur la
partie Duhamel ce qui nous permettra de choisir une donnée initiale ϕ0 dans seulement H

N
2
− 1

6
+ε

et non pas H
N
2

+ε.

Contrôle L∞ de ϕ en temps long t ≥ 1

On rappelle que via (III.112) on a :

‖|∇|−2+ 5θ
3 v<1(t)‖L6 . min(1, t−θ)‖v(t)‖X(t),

‖|∇|θv≥1(t)‖L6 . min(t−θ, t−1)‖v(t)‖X(t),
(III.143)

avec 0 ≤ θ ≤ 1. Cela implique en particulier que :

‖U−1v<1(t)‖L6 + ‖∇U−1v≥1(t)‖L6 . (min(1, t−
3
5 ) +

1

t
)‖v(t)‖X(t). (III.144)
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Puisque ϕ = V −1v = Rev + iU−1Imv on a pour tout t ≥ 1 et par inclusion de Sobolev :

‖ϕ‖L∞t≥1(H1,6) . ‖V −1v‖L∞t≥1(H1,6) .
1

t
3
5

‖v‖X(t),

‖ϕ‖L∞t≥1(L∞) .
1

t
3
5

‖v‖X(t) .
δ

t
3
5

,

(III.145)

avec δ défini dans (III.91). On en déduit donc que ϕ reste petit en norme L∞ pour tout t ≥ 1 si
δ est choisi petit.

Contrôle L∞ de ϕ en temps court t ≤ 1

On va donc maintenant estimer ϕ en norme L∞ sur l’intervalle de temps [0, 1] en utilisant un
effet régularisant à la Kato. Cela a été également utilisé dans [16] afin de montrer des résultats
d’explosion en temps fini et ceci en norme L∞ pour les solutions de Schrödinger non linéraire et
de Gross-Pitaevskii. On a plus exactement le théorème suivant.

Théorème 23. (J. L. Bona-G. Ponce-J.-C. Saut-C. Sparber [16])
Pour N ≥ 3, s > N

2 − 1/6, ϕ0 ∈ Hs(RN ), soit ϕ la solution de (III.51) satisfaisant :(
Re(ϕ)
Im(ϕ)

)
(t) = A(t)

(
Re(ϕ0)
Im(ϕ0)

)
+

∫ t

0
A(t− s)

(
Re(F (ϕ(s))
Im(F (ϕ(s))

)
ds

= A(t)

(
Re(ϕ0)
Im(ϕ0)

)
+ I(t, x).

avec

A(t) =

(
cos(Ht) U sin(Ht)

−U−1 sin(Ht) cos(Ht)

)
.

Pour tout T > 0 il existe ε0 > 0 tel que si ‖ϕ0‖Hs < ε0

1. la solution est définie sur [0, T ] et

ϕ(t) = eit(∆−1)ϕ0 +

∫ t

0
ei(t−s)(∆−1)F (ϕ)ds+ g(t), ‖g‖L∞T Hs+1 . ‖ϕ0‖Hs

2.
∫ t

0
ei(t−s)(∆−1)F (ϕ)ds ∈ C([0, T ], Hs+ 1

2 ),et en particulier I ∈ Cb([0, T ] × RN ), de plus il

existe α > 0 tel que :

‖I‖Cb([0,T ]×RN ) . T
α(‖ϕ0‖2Hs + ‖ϕ0‖3Hs). (III.146)

3. Enfin pour tout ε < ε0, il existe ϕ0 ∈ Hs(R3) ∩ C∞(R3) tel que ‖ϕ0‖Hs∩L∞ ≤ ε et
‖ϕ(·, T )‖L∞(R3) = +∞.

Remarque 47. – Par rapport à [16] on a préféré pour l’équation de Gross-Pitaevskii travailler
directement sur le système original plutôt que sur le système diagonalisé afin d’éviter quelques
difficultés liées à l’opérateur singulier U−1.

En utilisant la propriété deux du théorème 23, on montre sans difficulté que le terme de Duhamel
I reste petit en norme L∞ si tant est que ϕ0 soit choisi petit dans H

N
2

+ 1
6

+ε avec ε > 0. Le terme

linéaire A(t)

(
Re(ϕ0)
Im(ϕ0)

)
reste petit tout le long du temps si l’on suppose que la transformeée de

Fourier ϕ̂0 est petite en norme L1.
On vient donc de montrer que ‖ϕ‖L∞(R+,R3) ≤ 1

2 et ceci grâce à la condition de petitesse (III.93).
On a donc ψ(t, x) ≥ 1

2 pour tout (t, x) ∈ R+ × R3. On peut alors utiliser la transformation de
Madelung et prouver l’existence de solutions fortes globales pour le système d’Euler Korteweg
avec pression quantique. Cela achève la preuve du théorème 20.
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III.5 Ouvertures

Système de Korteweg

On a montré avec F. Charve dans [35] que les solutions fortes globales du système de Korteweg
local (lorsque κ(ρ) = µ2

ρ , µ(ρ) = µρ et µ > 0) convergent en une dimension lorsque µ tends vers
0 vers une solution entropique du système d’Euler compressible. Il serait intéressant d’essayer
de montrer de tels résultats lorsque l’on considère le système d’Euler Korteweg et que l’on fait
tendre le coefficient de capillarité vers 0 ; cela reviendrait ainsi à construitre une solution avec
éventuellement des chocs dispersifs (et donc à priori non entropique) pour le système d’Euler
compressible. En d’autres termes ce résultat serait un pendant des résultats obtenus par P. Lax
et D. Levermore ([157, 158]) pour le cas plus simple de l’équation de Burger.

Système d’Euler-Korteweg

On a montré dans [6, 7] avec C. Audiard l’existence de solutions fortes globales pour le sys-
tème d’Euler Korteweg en dimension N ≥ 3 pour des données initiales petites avec une vitesse
initiale choisie irrotationnelle. La même question se pose dans le cadre de la dimension N = 2,
évidemment cela semble beaucoup plus ardu puisqu’on est confronté à traiter une non-linéarité
sous critique en terme d’exposant de Strauss ; une approche pourrait consister à appliquer une
forme normale bien choisie qui aurait pour but de simplifier la non linéarité en basses fréquences,
par exemple se ramener à un terme de la forme u ·∇u. Une autre possibilité serait d’appliquer une
méthode de type "vector fields" à la S. Klainerman ; la difficulté correspondant bien évidemment
à trouver de bons champs de vecteurs invariants pour l’équation d’Euler-Korteweg.

Le même type de problème se pose également pour l’équation de Gross-Pitaevskii en ce qui
concerne le scattering (en effet S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ont résolu le cas de la
dimension N ≥ 3, voir [98, 99]). On peut rappeler que la notion de scattering est concomitante à
la question de l’existence de solutions fortes avec données petites (c’est ce que font en particulier
S. Gustafson et al en montrant l’existence de solutions fortes globales avec données petites pour
Gross-Pitaevskii et ceci en réussisant à exhiber des propriétés dispersives pour les équations de
Gross-Pitaevskii ; cela leur permet de manière immédiate de prouver du scattering). Prouver du
scattering pour les solutions de Gross-Pitaevskii en dimension N = 2 au niveau des espaces d’éner-
gie semble impossible puisque l’on sait qu’il existe des ondes progressives d’énergie abritrairement
petite . La question du scattering en dimension N = 2 si tant est qu’elle ait une réponse positive
ne peut donc être à priori résolue que dans des espaces de données initiales plus réguliers que
là où vivent les ondes progressives (en particulier il faudrait travailler avec de meilleurs espaces
à poids). Cela pourrait ensuite permettre de prouver l’existence de solutions fortes globales avec
données irrotationnelles petites en dimension N = 2 pour Euler compressible avec pression quan-
tique en utilisant la transformation de Madelung et le fait que l’on ait pas formation de vortex
pour Gross-Pitaevskii.
Un autre problème en suspens est une conjecture dûe à S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai
dans [99] sur la notion de scattering pour l’équation de Gross-Pitaevskii. En effet il est bien connu
qu’il existe une borne inférieure strictement positve E0 en terme d’énergie sur l’ensemble des ondes
progressive uc ; il serait donc intéressant de montrer que toute solution de Gross-Pitaevskii avec
donnée initiale plus petite que E0 dans l’espace d’énergie (plus éventuellement d’autres propriétés
de régularité) admet du scattering. Pour ce faire, il est fort probable qu’il ait besoin de nouvelles
estimations de type Morawetz.
Enfin la question de l’existence de solutions fortes globales avec données grandes pour le système
d’Euler Korteweg en une dimension d’espace reste ouverte.
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Chapitre IV

Appendice

Décomposition de Littlewood-Paley

Dans les travaux que nous avons présentés, nombre d’entre eux sont reliés à de l’analyse de
Fourier et en particulier à la théorie de Littlewood-Paley. Nous allons donc dans cet appendice
rappeler cette théorie qui consiste essentiellement en une description de certaines fonctions ou
distributions tempérées à travers un découpage en tranches dyadiques. Nous considérons ici à la
fois la décomposition de Littlewood-Paley inhomogène et homogène et ceci dans le cas de l’espace
entier. Nous en profiterons ensuite pour définir les espaces de Besov tout en faisant quelques
rappels sur la notion de paraproduit introduite par J.-M. Bony dans [17]. Enfin nous donnerons
quelques propriétés des solutions de l’équation de la chaleur ainsi que de l’équation de transport
lorsque l’on travaille avec des données initiales appartenant aux espaces de Besov. Pour plus de
détails sur ces sujets nous renvoyons aux excellents ouvrages de référence pour tous les outils de
l’analyse harmonique moderne que sont les livres de H. Bahouri, J.-Y. Chemin et R. Danchin ainsi
que celui de T. Runst et W. Sickel (voir [8, 185]).
On peut définir une décomposition de Littlewood-Paley à partir de n’importe quel couple de
fonctions positives (χ, ϕ) ∈ C∞0 (RN ) telles que :

suppχ ⊂ {ξ ∈ RN , |ξ| ≤ 4

3
}, suppϕ ⊂ {ξ ∈ RN ,

3

4
≤ |ξ| ≤ 8

3
},

χ(ξ) +
∑
l∈N

ϕ(2−lξ) = 1 si ξ 6= 0.

Posons ϕl(ξ) = ϕ(2−lξ), hl = F−1ϕl et h = F−1ϕ. On définit les blocs dyadiques comme suit :

∆lu = 0 si l ≤ −1,

∆−1u = χ(D)u =

∫
RN

h(y)u(x− y)dy,

∆lu = ϕ(2−lD)u = 2lN
∫
RN

h(2ly)u(x− y)dy,

et Slu =
∑
k≤l−1

∆ku .

On peut alors remarquer que tout élément de S ′(RN ) peut s’écrire sous la forme suivante :

u =
∑
k≥−1

∆ku .

Le terme de droite est appelé décomposition de Littlewood-Paley (inhomogène) de u.
De nombreux résultats de ce mémoire exploitent la notion d’invariance par changement d’échelle
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pour les EDPs. De ce fait, une décomposition homogène paraît plus judicieuse dans la pratique et
ceci essentiellement pour les résultats d’existence globale (en effet généralement pour des résultats
d’existence locale les basses fréquences jouent un rôle mineur). En reprenant la construction pré-
cédente, on peut de la même manière définir une décomposition de Littlewood-Paley homogène à
l’aide d’une fonction ϕ positive de C∞0 (RN ) supporté dans {ξ ∈ RN , 3

4 ≤ |ξ| ≤
8
3} et telle que :∑

l∈Z
ϕ(2−lξ) = 1 pour ξ 6= 0. (IV.1)

On pose alors ϕl(ξ) = ϕ(2−lξ), hl = F−1ϕl et on définit les blocs dyadiques comme suit :

∆lu = ϕ(2−lD)u =

∫
RN

hl(y)u(x− y)dy pour l ∈ Z.

Remarquons que la décomposition de Littlewood-Paley homogène obtenue :

u =
∑
k∈Z

∆ku .

n’est pas vraie pour les polynômes dont le support de la transformée de Fourier est le singleton
{0}. De ce fait, l’égalité n’a lieu que modulo les polynômes.

Espaces de Besov

La décomposition de Littlewood-Paley permet ainsi de caractériser les espaces de Sobolev, et
plus généralement les espaces de Besov. On va à présent définir les espaces de Besov à la fois dans
le cadre non homogène et homogène.

Définition 14. Soit s ∈ R, (p, r) ∈ [1,+∞]2 et u ∈ S ′(RN ). Posons :

‖u‖Bsp,r = (
∑
l≥−1

(2sl‖∆lu‖Lp)r)
1
r si 1 ≤ r < +∞ et ‖u‖Bsp,∞ = sup

l≥−1
2sl‖∆lu‖Lp .

On définit alors l’espace de Besov non homogène Bs
p,r par l’ensemble {u ∈ S ′(RN )/‖u‖Bsp,r < +∞}.

La définition ci-dessus ne dépend pas de la décomposition de Littlewood Paley choisie. Par
ailleurs les espaces de Sobolev sont des cas particuliers de Besov et on a : Hs = Bs

2,2 pour tout
s ∈ R. On a en plus les propriétés d’injections suivantes si s1 ≥ s2, p1 ≤ p2 et r1 ≤ r2,

Bs1
p1,r1 ↪→ B

s2−N( 1
p1
− 1
p2

)

p2,r2 ,

où la notation ↪→ signifie injection continue.
Nous utilisons également dans ce mémoire des espaces de Besov homogènes, il s’agit essentiellement
cette fois ci de considérer la décomposition de Littlewood-Paley homogène au principe près que
l’on cherchera à exclure les polynômes afin d’avoir une définition non soumise à un "modulo les
polynômes".

Définition 15. On note par S ′h l’espace des distributions tempérées avec u ∈ S ′h vérifiant :

lim
j→−∞

Sju = 0 dans S ′ .
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Définition 16. Soit s ∈ R, p ∈ [1,+∞], q ∈ [1,+∞], et u ∈ S ′(RN ) on pose :

‖u‖Bsp,q = (
∑
l∈Z

(2ls‖∆lu‖Lp)q)
1
q et ‖u‖Bsp,∞ = sup

l∈Z
2sl‖∆lu‖Lp .

L’espace dec Besov homogène Bs
p,q est l’ensemble des distributions tempérées u dans S ′h telles que

‖u‖Bsp,q < +∞.

Remarque 48. En pratique on conservera les mêmes notations que pour les espaces de Besov
non homogènes, on se contentera le cas échéant de préciser avec quel type d’espace de Besov on
travaille. Systématiquement lorsque l’on obtient des résultats d’existence de solutions fortes globales
avec données petites, ceux-ci concernent les espaces de Besov homogènes.

Espaces de Besov hybrides

Souvent lorsque l’on considère le problème de l’existence de solutions fortes globales pour des
données initiales petites et ceci pour une équation issue de la mécanique des fluides, on a à
distinguer le comportement basses fréquences et hautes fréquences. Cela motive donc la définition
d’espaces de Besov hybrides introduite par R. Danchin dans [52] où l’indice de régularité diffère
pour les basses et hautes fréquences. On a donc la définition suivante.

Définition 17. Soit l0 ∈ Z, s, t,∈ R, (r, r1) ∈ [1,+∞]2 et (p, q) ∈ [1,+∞]. On pose :

‖u‖
B̃s,tp,q,1

=
∑
l≤l0

2ls‖∆lu‖Lp +
∑
l>l0

2lt‖∆lu‖Lq ,

et :
‖u‖

B̃s,t
(p,r),(q,r1)

=
(∑
l≤l0

(2ls‖∆lu‖Lp)r
) 1
r +

(∑
l>l0

(2lt‖∆lu‖Lq)r1
) 1
r1 .

Notation 2. On utilisera souvent la notation suivante :

uBF =
∑
l≤l0

∆lu et uHF =
∑
l>l0

∆lu.

Remarque 49. On a les propriétés suivantes :
– B̃s,s

p,p,1 = Bs
p,1.

– Si s1 ≥ s3 et s2 ≥ s4 alors B̃s3,s2
p,q,1 ↪→ B̃s1,s4

p,q,1 .

Quelques propriétés des espaces de Besov pour quelques EDPs li-
néaires

On va à présent rappeler la définition des espaces de Chemin-Lerner L̃ρT (Bs
p,r) (voir [8]) qui sont

particulièrement adaptés à l’étude des EDPs.

Définition 18. Soit ρ ∈ [1,+∞], T ∈ [1,+∞] et s1 ∈ R. On pose :

‖u‖
L̃ρT (B

s1
p,r)

=
(∑
l∈Z

2lrs1‖∆lu(t)‖rLρ(Lp)

) 1
r .

On définit alors l’espace L̃ρT (Bs1
p,r) comme l’ensemble des distributions tempérées u sur (0, T )×RN

telles que limq→−∞ Squ = 0 dans S ′((0, T )× RN ) et ‖u‖
L̃ρT (B

s1
p,r)

< +∞.
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On note C̃T (B̃s1
p,r) = L̃∞T (B̃s1

p,r) ∩ C([0, T ], Bs1
p,r). Mentionnons que selon les inégalités de Min-

kowski on a :

‖u‖
L̃ρT (B

s1
p,r)
≤ ‖u‖LρT (B

s1
p,r)

si r ≥ ρ, ‖u‖
L̃ρT (B

s1
p,r)
≥ ‖u‖LρT (B

s1
p,r)

si r ≤ ρ.

On va maintenant rappeler quelques propriétés importantes des solutions de l’équation de la
chaleur et de l’équation de transport dans ces espaces de Chemin-Lerner.

Proposition 17. Soit s ∈ R, (p, r) ∈ [1,+∞]2 et 1 ≤ ρ2 ≤ ρ1 ≤ +∞. Supposons que u0 ∈ Bs
p,r

et f ∈ L̃ρ2

T (B
s−2+2/ρ2
p,r ). Soit u la solution de :{

∂tu− µ∆u = f

ut=0 = u0 .

Il existe alors C > 0 dépendant seulement de N,µ, ρ1 et ρ2 tel que :

‖u‖
L̃
ρ1
T (B̃

s+2/ρ1
p,r )

≤ C
(
‖u0‖Bsp,r + µ

1
ρ2
−1‖f‖

L̃
ρ2
T (B

s−2+2/ρ2
p,r )

)
.

Si de plus r est fini alors u appartient à C([0, T ], Bs
p,r).

Proposition 18. Soit 1 ≤ p1 ≤ p ≤ +∞, r ∈ [1,+∞] et s ∈ R tels que :

−N min(
1

p1
,

1

p′
) < s < 1 +

N

p1
.

Supposons que q0 ∈ Bs
p,r, F ∈ L1(0, T, Bs

p,r) et que q ∈ L∞T (Bs
p,r) ∩ C([0, T ];S ′) est solution de

l’équation de transport suivante : {
∂tq + u · ∇q = F,

q t=0 = q0.

Alors il existe une constante C dépendant seulement de N , p, p1, r et s tel que l’on a pour tout
t ∈ [0, T ] :

‖q‖
L̃∞t (Bsp,r)

≤ eCU(t)
(
‖q0‖Bsp,r +

∫ t

0
e−CU(τ)‖F (τ)‖Bsp,rdτ

)
, (IV.2)

avec : U(t) =
∫ t

0 ‖∇u(τ)‖
B
N
p1
p1,∞∩L∞

dτ .

Avant de conclure cette section, nous précisons quelques notations pour les fonctions (ou dis-
tributions) qui dépendent du temps. Soit X un espace de Banach, T ∈ [0,+∞] et r ∈ [1,+∞].
On note Lr(0, T ;X) l’ensemble des fonctions du temps à valeurs dans X mesurables sur ]0, T [ et
telles que l’application t→ ‖u(t)‖X soit dans l’espace de Lebesgue Lr(0, T ). L’espace C([0, T ], X)
désigne l’ensemble des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs dans X, et C1([0, T ], X), l’ensemble
des fonctions f de C([0, T ], X) différentiables en t et telles que ∂tf appartienne à C([0, T ], X).

Paraproduit et parachamps

De manière générique le produit de deux distributions tempérées n’est pas toujours défini, or
le les EDPs non linéaires sont sujettes à considérer de tels produits. Il est donc important de
bénéficier d’un cadre rigoureux pour lequel ce dernier soit bien défini, c’est ce à quoi répond le
calcul paradifférentiel introduit par J.-M. Bony dans [17] et plus particulièrement le paraproduit.
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On va brièvement rappeler le principe de base du paraproduit, dans le cadre non homogène. Soient
u et v deux distributions tempérées, on peut écrire formellement :

uv =
∑

l,k≥−1

∆lu∆kv

et décomposer le terme de droite en trois sommes. La première regroupe les termes ∆lu corres-
pondant à des fréquences petites devant celles de ∆kv, la deuxème les termes ∆lu à fréquences
grandes devant celles de ∆kv ; et la dernière les produits composés de blocs dyadiques de fréquences
comparables. On a ainsi la décomposition formelle suivante dite de Bony :

uv = Tuv + Tvu+R(u, v)

avec :
Tuv =

∑
l≥1

Sl−1u∆lv et R(u, v) =
∑
l≥−1

∆lu(∆l−1 + ∆l + ∆l+1)v.

On peut vérifier que les paraproduits Tuv et Tvu sont toujours bien définis pour u et v des distri-
butions tempérées. Par contre le terme de reste R(u, v) n’est défini que lorsque le produit uv l’est,
il bénéficie cependant d’un gain de régularité puisque les propriétés de régularité correspondent à
l’addition de celles de u et v.
Donnons maintenant quelques résultats de continuité pour le paraproduit et le reste. Nous ren-
voyons à [8, 185] pour d’autres résultats du même type.

Proposition 19. Pour tout s ∈ R, p ∈ [1,+∞] et r ∈ [1,+∞], on a :

‖Tuv‖Bsp,r ≤ C
1+|s|‖u‖L∞‖v‖Bsp,r .

Si t < 0 on a également :

‖Tuv‖Bs+tp,r
≤ C1+|s+t|

|t|
‖u‖Bt∞,∞‖v‖Bsp,r .

Soient (s1, s2) ∈ R2, (p, p1, p2, r, r1, r2) ∈ [1,+∞]6 tels que :

s1 + s2 > 0,
1

p
≤ 1

p1
+

1

p2
et

1

r
≤ 1

r1
+

1

r2
.

Alors on a :

‖R(u, v)‖
B
s1+s2−N( 1

p1
+ 1
p2
− 1
p )

p,r

≤ C1+s1+s2

s1 + s2
‖u‖Bs1p1,r1‖v‖B

s2
p2,r2

.

Dans les estimations ci-dessus, C est une constante qui ne dépend que de la dimension N .

Remarque 50. Mentionnons que les résultats précédents s’adaptent sans difficultés aux espaces
de Chemin-Lerner modulo des estimations de Hölder en temps, on peut également généraliser ce
genre de résultats aux espaces de Besov hybrides.
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