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Candidat Yueh-Sheng Hsu

Directeur Cyril Labbé (MCF Paris-Dauphine)
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Ce projet de thèse porte sur l’étude d’opérateurs de Schrödinger aléatoires singuliers. Il
s’agit d’opérateurs elliptiques faisant intervenir un terme de bruit trop irrégulier pour qu’ils
soient bien définis de façon classique. Deux théories récentes d’EDP stochastiques, les distribu-
tions paracontrôlées de Gubinelli, Imkeller et Perkowski [GIP15] et les structures de régularité
d’Hairer [Hai14], fournissent le cadre adéquat pour définir de tels opérateurs.

Nous nous intéresserons plus particulièrement à l’Hamiltonien d’Anderson continu −∆ + ξ
sur L2(Rd) avec pour potentiel ξ un bruit blanc. Rappelons que le bruit blanc en dimension d
est une distribution aléatoire de régularité (hölderienne) strictement inférieure à−d/2. Pour des
raisons techniques, on commence par étudier l’opérateur en volume fini.
En dimension 1, la construction de l’opérateur en volume fini repose sur des outils classiques et
a été obtenue par Fukushima et Nakao [FN77]. En revanche en dimension supérieure l’opérateur
ne fait pas sens de façon classique car le bruit est trop irrégulier, et l’on doit en fait renormaliser
l’opérateur par des “constantes infinies”. Cela a été mené à bien pour la première fois par Allez
et Chouk [AC15] en 2015 pour la dimension 2 et sous des conditions de bord périodiques à
l’aide des distributions paracontrôlées. En 2018, Gubinelli, Ugurcan et Zachhuber [GUZ20]
ont étendu cette construction à la dimension 3 toujours sous des conditions de bord périodiques,
tandis que Labbé [Lab19] a présenté une construction de l’opérateur en dimensions 2 et 3 sous
conditions de bord Dirichlet ou périodiques à l’aide des structures de régularité. Notons que
de telles constructions ne peuvent pas être effectuées en dimension d ≥ 4 pour des raisons que
nous ne présentons pas ici.

L’objet construit in fine est un opérateur auto-adjoint HL sur L2((−L,L)d) avec spectre
purement ponctuel. Il est alors possible d’étudier les propriétés de cet opérateur et de nom-
breuses questions se posent. En particulier : quand L→∞, les fonctions propres de l’opérateur
sont-elles localisées ou délocalisées ? Cette question est intimement reliée au phénomène de
localisation d’Anderson [And58] qui s’énonce comme suit : en volume infini, tout ou partie
du spectre de l’opérateur est purement ponctuel et les fonctions propres sont exponentiellement
localisées. L’établissement d’un tel phénomène a donné lieu à une vaste littérature [CL90] et
plusieurs questions importantes restent ouvertes.
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Nous présentons à présent quelques résultats existants sur l’Hamiltonien d’Anderson con-
tinu, en commençant par le cas de la dimension 1. McKean [McK94] a déterminé le comporte-
ment asymptotique en L de la plus petite valeur propre λ1 : celle-ci tend vers −∞ comme
c(logL)2/3 pour un certain c < 0 et fluctue à une échelle microscopique selon une loi de Gum-
bel. Par la suite Dumaz et Labbé [DL19] ont montré que le processus ponctuel des plus petites
valeurs propres convergeait vers un processus de Poisson ponctuel tandis que les fonctions pro-
pres étaient exponentiellement localisées et avaient un comportement quasiment déterministe
autour de leur centre de localisation. Par ailleurs dans [DL20a, DL20b] il est montré que la
transition entre les phases localisées et délocalisées se produit pour des énergies d’ordre L, et
les statistiques locales des valeurs propres sont obtenues dans ces deux phases.

En dimension 2, Chouk et van Zuijlen [Cv19] ont obtenu l’asymptotique en L de la plus
petite valeur propre λ1 : celle-ci tend vers −∞ comme c logL pour un certain c < 0. En
revanche les fluctuations de cette valeur propre ne sont pas connues. Dans un travail en cours
reposant sur l’asymptotique de la plus petite valeur propre, König, Perkowski et van Zuijlen
obtiennent alors le comportement asymptotique de la masse totale du problème parabolique
associé, souvent appelé modèle d’Anderson parabolique :

∂tu = ∆u+ uξ , u(t = 0, ·) = δ0(·) .

Le premier objectif de cette thèse portera sur l’extension à la dimension 3 des résultats
précédemment cités sur la première valeur propre et la masse totale du problème parabolique.
On cherchera en premier lieu à déterminer l’asymptotique en L de la plus petite valeur propre
: des calculs informels suggèrent que cette valeur propre tend vers −∞ comme c(logL)2 pour
une certaine constante c < 0 à déterminer. Ce travail pourra s’appuyer sur la construction de
l’opérateur obtenue dans [Lab19]. Une stratégie possible consiste à découper le domaine spatial
en des boites disjointes puis d’étudier le minimum des plus petites valeurs propres de l’opérateur
restreint à ces boites. Des outils importants seront la propriété de scaling de l’opérateur établie
dans [Lab19], et le principe de grandes déviations pour le bruit blanc et ses “intégrales itérées”
établi dans [HW15]. Une fois cette asymptotique obtenue, on pourra envisager l’étude de la
masse totale du modèle d’Anderson parabolique en dimension 3.

Le second objectif de la thèse portera sur une étude plus générale du bas du spectre de
l’opérateur en dimensions 2 et 3. Idéalement, nous souhaiterions montrer que les plus pe-
tites valeurs propres, correctement remises à l’échelle, convergent vers un processus de Pois-
son ponctuel et que les fonctions propres correspondantes sont localisées suivant une forme
déterministe. Nous commencerons par étudier le comportement asymptotique enL de la première
fonction propre. Une piste à explorer vient de la forme de la constante c apparaissant dans
l’asymptotique de la première valeur propre : cette constante c est reliée à un principe varia-
tionnel et la fonction propre devrait en être le minimiseur. On pourra également s’appuyer sur
les informations détaillées obtenues en dimension 1, qui pourront servir de tests à nos heuris-
tiques. Une fois la forme déterministe de la première fonction propre établie, on pourra alors
déduire le comportement du bruit blanc au niveau des centres de localisation ce qui permettra
de s’attaquer aux fluctuations de la première valeur propre.

Un troisième objectif de la thèse sera de nature plus théorique et portera sur la construction
de l’opérateur et de la forme quadratique associée à l’aide des structures de régularité. Il se
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trouve que la construction présentée dans [Lab19] repose sur l’introduction d’intégrales itérées
du bruit blanc pour une collection “infinie” de noyaux associés à la fonction de Green du Lapla-
cien. En effet afin d’obtenir une application de point fixe contractante pour les résolventes de
l’opérateur, on avait considéré la fonction de Green de l’opérateur −∆ + a pour a > 0 : le
paramètre a pouvant être pris assez grand. Au niveau de la théorie des structures de régularité
cela avait causé plusieurs désagréments techniques. Il serait intéressant d’obtenir une construc-
tion plus nette ne reposant que sur un seul noyau et d’obtenir la contractivité de l’application
de point fixe d’une façon alternative. Cela aurait un intérêt non seulement pour l’Hamiltonien
d’Anderson mais aussi pour tout opérateur elliptique pour lequel des techniques de renormali-
sation sont requises. Il serait également intéressant de construire la forme quadratique associée
à l’opérateur au niveau des structures de régularité : pour ce faire, il faudrait probablement
utiliser des formules d’intégration par partie au niveau des intégrales itérées du bruit blanc.

D’autres questions pourront également être envisagées. Citons par exemple le comporte-
ment du spectre de l’opérateur lorsque le bruit est envoyé vers 0 ou encore la convergence
d’opérateurs discrets vers cet opérateur continu.
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