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Chapitre 1

Espaces mesurés et probabilités.

Rappelons que l’intégrale de Riemann d’une fonction f : I Ñ R est construite par approximations :
on approxime les valeurs prises par f sur des “petits” sous-intervalles rxn, xn`1r de I

ż

f «
ÿ

n

fpxnq|xn`1 ´ xn| .

Cela nécessite une certaine régularité de la fonction f afin que les approximations soient bonnes
localement.
La théorie de l’intégration de Borel et Lebesgue repose sur un changement de point de vue fonda-
mental : au lieu de découper l’intervalle I en petits sous-intervalles et d’évaluer la valeur de f sur
ceux-ci, on découpe l’espace d’arrivée R en petits sous-intervalles ryn, yn`1r et on évalue la mesure
de leurs pré-images par f :

ż

f «
ÿ

n

ynµ
`

f´1pryn, yn`1rq
˘

.

Cela requiert d’avoir construit une mesure sur l’espace de départ (ce qui n’est pas une mince affaire
en général), mais cela relâche très fortement la contrainte de régularité de la fonction f : celle-ci va
devenir une contrainte de mesurabilité. Par ailleurs, cela permet de considérer des fonctions définies
sur des espaces “quelconques” (pour peu qu’ils soient munis d’ensembles mesurables et d’une me-
sure) alors que l’intégrale de Riemann est intimement liée à l’ensemble R.

Ce chapitre présente les notions sous-jacentes (tribus, mesures, etc.) à cette théorie de l’intégration,
et le chapitre suivant présente la construction de l’intégrale.

I Espaces mesurables

Commençons par rappeler la notion de σ-algèbre (ou tribu) qui prescrit les ensembles mesurables.

Définition 1.1 (σ-algèbre)

Soit S un ensemble. On dit qu’une collection Σ de sous-ensembles de S est une σ-algèbre si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) S P Σ.

(ii) A P Σ ñ AA :“ SzA P Σ.

(iii) An P Σ @n P Σ ñ
Ť

nPNAn P Σ.
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Remarque 1.2

Considérons les assertions

(i’) H P Σ.

(iii’) An P Σ @n P Σ ñ
Ş

nPNAn P Σ.

La défintion de σ-algèbre reste inchangée si l’on impose (i’) au lieu de (i) et/ou (iii’) au lieu de
(iii). En effet, (i) (resp. (i’)) combinée avec (ii) implique (i’) (resp. (i)). De même, si (ii) et (iii)
sont vérifiés alors pour toute suite An P Σ, on a AAn P Σ par (ii), et en combinant (ii) et (iii) avec
l’identité

č

nPN
An “

´

ď

nPN
AAn

¯A

,

on obtient (iii’). Un raisonnement analogue permet d’obtenir (iii) à partir de (ii) et (iii’).
Finalement, notons que si la réunion dénombrable dans la propriété (iii) est remplacée par réunion
finie, on dit dans ce cas que Σ est une algèbre. Ainsi une σ-algèbre est une algèbre mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie.
On utilise parfois le terme tribu à la place de σ-algèbre.

Exemple 1.3

1. Etant donné un ensemble S, on peut définir tH, Su qui vérifie les trois propriétés d’une
σ-algèbre.

2. L’ensemble PpSq de toutes les parties de S est une σ-algèbre. On peut noter que toute σ-
algèbre Σ sur S est située entre les deux précédentes i.e. tH, Su Ă Σ Ă PpSq.

Définition 1.4 (Espace mesurable)

On dit que la paire pS,Σq est un espace mesurable si S est un ensemble et Σ est une σ-algèbre sur
S. On dit que les éléments de Σ sont les sous-ensembles de S qui sont Σ-mesurables.

Il semblerait naturel de toujours considérer la tribu PpSq. Il se trouve que cette tribu est souvent
trop grosse pour y construire des mesures intéressantes. On est alors amené à considérer des tribus
engendrées par des classes d’ensembles simples (les intervalles de R par exemple).

Définition 1.5 (σ-algèbre engendrée par une classe)

Soit C une classe de sous-ensembles de S. La σ-algèbre engendrée par C, notée σpCq, est l’intersection
de toutes les σ-algèbres contenant C. C’est la plus petite σ-algèbre sur S qui contient C.

Cette définition se base sur la propriété suivante : l’intersection d’un nombre quelconque (pas
forcément fini ni dénombrable) de σ-algèbres est une σ-algèbre. La preuve est laissée en exercice.

Exemple 1.6

1. Soit S “ t1, 2, 3, 4u et C “ tt1u, t2, 3uu. Pour former σpCq, on commence par mettre l’ensemble
vide, S puis les éléments de C. Après, on effectue les opérations de passage au complémentaire,
l’union et l’intersection des éléments à disposition. Après avoir effectué toutes les opérations
possibles, on vérifie que l’ensemble obtenu est bien une σ-algèbre. Dans cet exemple, on doit
rajouter t1uA “ t2, 3, 4u, t2, 3uA “ t1, 4u, t1, 4u X t2, 3, 4u “ t4u, et t4uA “ t1, 2, 3u pour avoir

σpCq “
 

H, S, t1u, t2, 3u, t1, 2, 3u, t4u, t1, 4u, t2, 3, 4u
(

.
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2. Un exemple important est la σ-algèbre Borelienne. Si S est un espace topologique, la σ-algèbre
de Borel BpSq est la σ-algèbre engendrée par les ouverts de S. Ainsi B :“ BpRq est la σ-algèbre
de Borel sur R i.e. la σ-algèbre engendrée par les ouverts de R.

Au lieu de travailler avec tous les ouverts de R, on sélectionnera un système générateur qui
est plus explicite. Pour cela, on définit la classe suivante d’intervalles

IpRq :“ tp´8, xs : x P Ru

et on va vérifier qu’elle suffit pour obtenir tous les éléments de la σ-algèbre de Borel sur R
i.e. on va montrer que B “ σ

`

IpRq
˘

. On procède par double inclusion, tout en notant d’abord
que pour tout x P R on a p´8, xs “

Ş

nPNp´8, x`1{nq qui est une intersection dénombrable
d’ouverts et ainsi p´8, xs P B. Puisque σ

`

IpRq
˘

est la plus petite σ-algèbre qui contient IpRq
alors σ

`

IpRq
˘

Ď B.

Pour l’autre inclusion, il suffit de montrer que tout intervalle ouvert de R peut être généré à
partir des éléments de IpRq. Soit donc a ă b, et remarquons que puisque pa, bq “

Ť

nPNpa, b´
1{ns il nous suffit de montrer qu’un intervalle de la forme pa, us peut être généré à partir des
éléments de IpRq. Mais on voit que

pa, us “ p´8, us X p´8, asA P σ
`

IpRq
˘

,

ce qui montre ce qu’on cherchait.

Terminons cette section en introduisant des définitions relatives aux suites d’ensembles. Pour une
suite pAnqnPN P Σ, on écrira An Ò A si An Ď An`1 pour tout n P N et

Ť

nPNAn “ A. De même, on
écrira An Ó A si An`1 Ď An pour tout n P N et

Ş

nPNAn “ A.
On va maintenant introduire les notions de limite sup et limite inf. Rappelons les définitions

dans le cas d’une suite de réels : étant donnée une suite de réels pxnqnPN, les limites inf et sup sont
données par

lim inf xn :“ sup
mě0

inf
něm

xn “ lim
mÑ8

r inf
něm

xns et lim supxn :“ inf
mě0

sup
něm

xn “ lim
mÑ8

r sup
něm

xns.

On dit que la limite de la suite xn existe lorsque les deux quantités précédentes cöıncident. En
faisant l’analogie entre inf et X d’une part, et entre sup et Y de l’autre, on définit les limite sup et
inf d’ensembles comme suit.

Définition 1.7

Soit pAnqnPN une suite d’ensemble. La limite sup de An, notée lim supAn, est donnée par

lim supAn “
č

mě0

ď

něm

An.

De même, la limite inf de An, notée lim inf An, est donnée par

lim inf An “
ď

mě0

č

něm

An.

Remarque 1.8
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1. Il est important de comprendre le sens de lim supAn. Dire que ω P lim supAn équivaut à dire
que

@m, Dn ě m tel que ω P An.

C’est-à-dire ω appartient à une infinité d’ensembles An. On gardera donc en tête l’équivalence

ω P lim supAn ô ω appartient à une infinité des An.

2. Dire que ω P lim inf An équivaut à dire que

Dm,@n ě m on a ω P An.

Ainsi
ω P lim inf An ô ω appartient à tous les An à partir d’un certain rang.

3. Exercice : Vérifier que lim inf An Ď lim supAn.

4. Exercice : Montrer que

1lim supAn “ lim sup 1An et 1lim inf An “ lim inf 1An ,

où 1A désigne la fonction indicatrice de A.

II Mesure et probabilité

On est maintenant prêt à introduire la notion de mesure.

Définition 1.9 (Mesure)

Soit pS,Σq un espace mesurable. Une mesure µ sur pS,Σq est une fonction

µ : Σ Ñ r0,8s

qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) µpHq “ 0.

(ii) Si pAnqnPN est une suite d’ensembles disjoints dans Σ alors µ
`
Ť

nPNAn
˘

“
ř

nPN µpAnq.

On dit alors que le triplet pS,Σ, µq est un espace mesuré.
Si de plus µpSq “ 1 alors on dit que µ est une mesure de probabilité et que pS,Σ, µq est un espace
de probabilité.

Remarque 1.10

1. La propriété (ii) ci-dessus est connue comme la σ-additivité de la mesure. Si l’union dénombrable
est remplacée par l’union finie, on parle alors tout simplement d’additivité.

2. Notons que le fait que Σ soit une σ-algèbre donne un sens aux propriétés (i) et (ii) puisque
H P Σ et on peut donc lui appliquer µ et de même, si les An sont dans Σ alors l’union l’est
aussi et on peut parler de µ

`
Ť

nPNAn
˘

.

3. On dit que µ est finie si µpSq ă 8. Ainsi une mesure de probabilité est une mesure finie.

4. On dit que µ est σ-finie s’il existe une suite pSnqnPN d’éléments de Σ telle que
Ť

nPN Sn “ S

8
Université de Paris
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et µpSnq ă 8 pour tout n P N.

Exemple 1.11

1. (Mesure nulle) Soit pS,Σq un espace mesurable. µ : Σ Ñ r0,8s définie par µpAq “ 0 pour
tout A P Σ est une mesure.

2. (Mesure de comptage) Le cardinal d’un ensemble est une mesure sur pN,PpNqq.
3. (Mesure de Dirac) Soit pS,Σq un espace mesurable et x P S. On définit δx : Σ Ñ r0,8s par
δxpAq “ 1 si x P A et 0 sinon. On vérifie que δx est une mesure de probabilité qu’on appelle
la mesure de Dirac.

Voici quelques propriétés élémentaires des mesures.

Proposition 1.12

Soit pS,Σ, µq un espace mesuré. Alors on a

1. µpAYBq ď µpAq ` µpBq pour tous A,B P Σ.

2. µ
`
Ť

iě1Ai
˘

ď
ř

iě1 µpAiq pour tous A1, A2, . . . P Σ.

3. Si µpSq ă 8 alors pour tous A,B P Σ on a

µpAYBq “ µpAq ` µpBq ´ µpAXBq.

Plus généralement on a la formule d’inclusion-exclusion suivante

µ
`

ď

iďn

Ai
˘

“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1
ÿ

1ďi1ăi2ă...ăikďn

µ
`

č

jďk

Aij
˘

,

pour tous A1, . . . , An P Σ.

Démonstration Exercice. l

Une propriété utile des fonctions est la continuité : l’une de ses conséquences est de pouvoir
affirmer que limn fpxnq “ fplimn xnq. On aimerait une propriété similaire pour les mesures.

Lemme 1.13

Soit pS,Σ, µq un espace mesuré et pAnqnPN P Σ.

1. Si An Ò A alors µpAnq Ò µpAq.

2. Si An Ó A et µpAkq ă 8 pour un certain k P N, alors µpAnq Ó µpAq.

Démonstration

1. Soit B1 “ A1, B2 “ A2zA1 et plus généralement Bn “ AnzAn´1 pour tout n ě 2. On
remarque que les Bn sont disjoints et que An “

Ťn
i“1Bi. Ainsi

µpAnq “ µpB1 Y . . .YBnq “
n
ÿ

i“1

µpBiq ÝÑ
nÑ8

8
ÿ

i“1

µpBiq “ µpAq.

2. Soit Bn “ AkzAk`n pour tout n P N. Alors Bn Ò Akz
Ş

`PNA` et par la première partie on a

µpBnq “ µpAkq ´ µpAk`nq ÝÑ
nÑ8

µ
`

Akz
č

`PN
A`

˘

“ µpAkq ´ µ
`

č

`PN
A`

˘

.
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Il suffit alors de retrancher des deux côtés µpAkq, qui est finie.

l

III Classe monotone et unicité de la mesure engendrée

Etant donnée une tribu Σ engendrée par une classe C, on peut se demander si toute mesure µ sur
Σ est entièrement caractérisée par les valeurs qu’elle prend sur C ? Autrement dit, si deux mesures
µ et ν cöıncident sur C, cöıncident-elles sur σpCq ?

Nous allons apporter une réponse à cette question en introduisant le Lemme de classe monotone
(qui a de nombreuses applications). Commençons par définir la notion de classe monotone.

Définition 1.14 (Classe monotone)

Soit S un ensemble. On dit qu’une famille M de sous-ensembles de S est une classe monotone si

(i) S PM.

(ii) Si A,B PM et A Ă B, alors BzA PM.

(iii) Si An PM et An Ă An`1 alors
Ť

nAn PM.

Remarquons que toute σ-algèbre est une classe monotone. En revanche, il existe des classes mo-
notones qui ne sont pas des σ-algèbres. Par exemple sur S “ t1, 2, 3, 4u, on peut considérer
M “ tH, S, t1, 2u, t1, 3u, t1, 4u, t2, 3u, t2, 4u, t3, 4uu.

Par ailleurs, une intersection quelconque de classes monotones est une classe monotone. En conséquence,
on peut parler de la plus petite classe monontone MpIq contenant une famille I de sous-ensembles
de S : il s’agit de l’intersection de toutes les classes monotones contenant I

MpIq “
č

M classe monotone, IĂM
M.

Théorème 1.15 (Lemme de classe monotone)

Soit S un ensemble et I Ă PpSq une famille de sous-ensembles de S stable par intersection finie.
Alors toute classe monotone M qui contient I contient σpIq. En d’autres termes, σpIq “MpIq.

Remarque 1.16

Une famille stable par intersection finie est parfois appelée un π-système.

Démonstration Comme σpIq est une classe monotone (puisque c’est une σ-algèbre), alors
MpIq Ă σpIq. Pour montrer l’inclusion inverse, il nous suffit de montrer que MpIq est une σ-
algèbre puisque σpIq est la plus petite σ-algèbre contenant I.

On a S P MpIq par définition. Soit A P MpIq alors A P M pour toute classe monotone M
contenant I. Comme M est une classe monotone et que A Ă S appartiennent à M, alors il en est
de même pour AA “ SzA.

Il reste donc à montrer que MpIq est stable par réunion dénombrable. Par la propriété (iii) des
classes monotones, il nous suffit de montrer que MpIq est stable par réunion finie. Puisque MpIq est
stable par passage au complémentaire, il nous suffit de vérifier que MpIq est stable par intersection
finie. Pour cela, il suffit de montrer que si A,B PMpIq alors AXB PMpIq.

10
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Supposons d’abord que A P I. Soit MA “ tB PMpIq : AXB PMpIqu. Puisque I est un π-système
on a I ĂMA. On va vérifier que MA est une classe monotone pour déduire que MpIq ĂMA. On
a

(i) S XA “ A P I ĂMpIq donc S PMA.

(ii) Soit B,B1 P MA avec B Ă B1. Alors pB1zBq X A “ pB1 X AqzpB X Aq P MpIq puisque
B1 XA PMpIq, B XA PMpIq et MpIq est une classe monotone.

(iii) Si Bn est une suite croissante de MA, alors BnXA est une suite croissante de MpIq. Comme
MpIq est une classe monotone, alors

Ť

pBn X Aq PMpIq. Puisque
Ť

pBn X Aq “ A X
Ť

Bn
on en déduit que

Ť

Bn PMA.

Soit maintenant

M1 “ tA PMpIq : @B PMpIq, AXB PMpIqu “ tA PMpIq : MpIq ĂMAu.

On vient de montrer ci-dessus que I Ă M1. On vérifie comme avant que M1 est une classe
monotone, ce qui implique que MpIq ĂM1. Ceci montre donc que pour tout A,B PMpIq, on a
AXB PMpIq et finit la preuve. l

A l’aide de ce lemme, on peut apporter une réponse à la question posée plus haut.

Corollaire 1.17 (Unicité d’une mesure)

Soit S un ensemble, I une famille de sous-ensembles de S stable par intersection finie et Σ “ σpIq.
Si deux mesures finies µ1, µ2 sur pS,Σq cöıncident sur I (i.e. µ1pAq “ µ2pAq pour tout A P I) et
que µ1pSq “ µ2pSq alors elles cöıncident sur Σ.
Le résultat reste vrai si µ et ν sont seulement σ-finies et sont telles que µpEnq “ νpEnq ă 8 pour
une certaine suite croissante En telle que YnEn “ S.

Démonstration Nous allons montrer que F “ tA P Σ : µ1pAq “ µ2pAqu est une classe monotone.
En effet, ceci impliquera par le Lemme de classe monotone que σpIq “ MpIq Ă F et que donc
F “ Σ pour finir la preuve.
Pour vérifier que c’est une classe monotone, on note d’abord que par hypothèse on a µ1pSq “ µ2pSq.
D’autre part, si A,B P F et que A Ă B alors µ1pBzAq “ µ1pBq ´ µ1pAq “ µ2pBq ´ µ2pAq “
µ2pBzAq. Notons que c’est ici qu’on a utilisé le fait que les mesures sont finies.
Il reste à montrer que F est stable par réunion croissante. Soient alors An P F , n P N, avec
An Ă An`1. On a par le Lemma 1.13.

µ1

`

ď

n

An
˘

“ lim
n
µ1pAnq “ lim

n
µ2pAnq “ µ2

`

ď

n

An
˘

.

l

On observera que la classe F introduite dans la preuve précédente n’est pas une tribu en général :
en effet, si µ et ν cöıncident sur A et B, il n’y a aucune raison qu’elles cöıncident sur AYB (sauf
si A et B sont disjoints, ou que l’un est inclus dans l’autre).

IV Construction de mesure et mesure de Lebesgue

Nous venons de voir un résultat d’unicité sur les mesures, la preuve repose sur le lemme de classe
monotone qui est relativement simple à prouver. L’existence de mesure (vérifiant certaines pro-
priétés sur des familles simples d’ensembles) est en général nettement plus difficile à établir. En

11
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particulier, l’existence d’une mesure qui assigne aux intervalles leur longueur (la mesure de Le-
besgue) n’est pas triviale. En effet, une telle mesure devra être définie sur la plus petite tribu
contenant les intervalles (la tribu Borélienne !), or la plupart des ensembles de cette tribu sont
“compliqués” et leur “longueur” n’est pas une quantité évidente à définir.
Nous allons présenter un résultat général assurant l’existence d’une mesure comme prolongement
d’une “pré-mesure” (la longueur dans le cas de la mesure de Lebesgue). Commençons par introduire
la notion d’algèbre.

Définition 1.18 (algèbre)

Soit S un ensemble. On dit qu’une collection Σ de sous-ensembles de S est une algèbre si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) S P Σ.

(ii) A P Σ ñ AA :“ SzA P Σ.

(iii) A,B P Σ ñ AYB P Σ.

On a alors le résultat fondamental suivant.

Théorème 1.19 (Théorème d’extension de Carathéodory)

Soit S un ensemble, et soit Σ0 une algèbre sur S. Si µ0 : Σ0 Ñ r0,8s satisfait :

(i) µ0pH “ 0q,

(ii) µ0pYnAnq “
ř

n µ0pAnq pour toute suite An P Σ0 de sous-ensembles deux-à-deux disjoints
tels que YnAn P Σ0,

alors il existe une extension de µ0 à Σ i.e. il existe une mesure µ sur pS,Σq telle que µ “ µ0 sur Σ0.

La morale de ce résultat est qu’il n’est pas nécessaire de définir une mesure sur toute la σ-algèbre,
on peut se contenter de le faire sur une algèbre qui l’engendre. Sa preuve est délicate, elle repose
sur l’introduction de la notion de mesure extérieure : on pourra consulter [BP00].
Par le corollaire précédent, si µ0 est σ-finie alors l’extension est unique.

Prenons l’exemple de la mesure de Lebesgue sur S “ R muni de la σ-algèbre de Borel BpRq.
Pour définir cette mesure, on va se contenter de la définir sur les réunions finies d’intervalles. On
définit ainsi Σ0 comme la collection de toutes les parties s’écrivant comme réunion finie d’intervalles
disjoints. On peut vérifier que Σ0 est une algèbre et que Σ :“ σpΣ0q “ BpRq. Au lieu de définir notre
mesure λ sur tout Σ, on se contente de le faire sur Σ0 en posant pour tout A “ I1 Y . . .Y Ir P Σ0

λpAq “
r
ÿ

k“1

|Ik| ,

où |Ik| est la longueur de l’intervalle Ik. On peut montrer que λ est σ-additive sur Σ0 et le théorème
de Carathéodory assure l’existence d’une extension à une mesure λ sur BpRq. Cette mesure est
appelée la mesure de Lebesgue. En outre, comme λ est σ-finie (on peut prendre En :“ r´n, ns)
cette extension est unique.

Remarque 1.20

La σ-additivité sur Σ0 n’est pas tout à fait triviale. Soit En une suite d’éléments disjoints de Σ0 telle
que YnEn P Σ0. Sans perte de généralité, on peut supposer que tous les En sont des intervalles,
et qu’ils vivent dans un compact de R (afin d’éviter la manipulation de quantités infinies). Des
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considérations simples sur la longueur impliquent que pour tout n ě 1

n
ÿ

i“1

λpEiq ď λpYnEnq ,

et ainsi
ř

i λpEiq ď λpYnEnq. L’autre inégalité est plus difficile. Par hypothèse, on peut écrire
YnEn comme la réunion finie d’intervalles disjoints I1, . . . , IN . On peut trouver des intervalles
fermés K1, . . . ,KN tels que Ki Ă Ii et λpKiq ě λpIiq ´ ε2

´i. Ainsi K “ YNi“1Ki est un compact tel
que

λpKq ě λpYnEnq ´ ε .

Par ailleurs, on peut trouver des intervalles ouverts On Ą En tels que λpOnq ď λpEnq` ε2
´n. On a

donc construit un recouvrement ouvert du compact K, dont on peut extraire un sous-recouvrement
fini O1, . . . , Om. On trouve alors

λpKq ď λpYmi“1Oiq ď
m
ÿ

i“1

λpOiq ď
m
ÿ

i“1

λpEnq ` ε ď
ÿ

iě1

λpEnq ` ε .

Ainsi
λpYnEnq ď

ÿ

iě1

λpEnq ` 2ε .

V Espace de probabilité et événements

On se focalise dorénavant sur le cas des espaces de probabilité. Rappelons qu’un triplet pΩ,A,Pq
est un espace de probabilité si pΩ,Aq est un espace mesurable i.e. A est une σ-algèbre sur Ω, et P
est une mesure de probabilité.

Dans ce cas, on appelle Ω l’univers, un élément ω P Ω un échantillon et A la famille des
événements.
Exemple 1.21

1. On lance une pièce de monnaie à deux reprises. Le résultat de notre expérience consiste en
les paires de caractères Pile, Face. On pose donc

Ω “ tPP, FF, PF, FP u

et on prend A “ PpΩq l’ensemble de toutes les parties de Ω. On peut définir P comme étant
la probabilité uniforme sur Ω. Ainsi, l’événement “obtenir au moins une Face” est donné par
le sous-ensemble tFF, PF, FP u qui a une probabilité 3{4.

2. Si notre expérience consiste à choisir un nombre réel au hasard entre 0 et 1. Alors l’univers
est Ω “ r0, 1s qu’on munit de la tribu borelienne A “ Bpr0, 1sq et de la mesure de Lebesgue.
Ainsi la probabilité que le nombre qu’on a choisi soit plus grand que 2{3 est égale à 1{3.

Définition 1.22 (Presque sûrement)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité. On dit qu’un énoncé Γ est vrai P-presque-sûrement (ou
simplement p.s.) si C “ tω P Ω : Γ est vrai sur ωu P A et PpCq “ 1.
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Exemple 1.23

1. On reprend l’exemple de lancer deux fois une pièce. On considère l’énoncé Γ :“On ob-
tient au moins une Pile ou une Face”. On voit que C “ tω P Ω : Γ est vrai sur ωu “
tFF, PP, FP, PF u “ Ω P A et que PpCq “ 1. Ainsi Γ est vrai p.s.

2. On reprend l’exemple de choisir un nombre au hasard dans r0, 1s. On fait l’énoncé Γ :“On
obtient un nombre différent de 0, 1{2, 1”. On voit que C “ tω P r0, 1s : Γ est vrai sur ωu “
p0, 1qzt1{2u P Bpr0, 1sq et est de mesure de Lebesgue égale à 1. Ainsi Γ est vrai p.s.

Proposition 1.24

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité. Si les An P A sont tels que PpAnq “ 1 pour tout n P N,
alors P

`
Ş

nPNAn
˘

“ 1. En d’autres termes, l’intersection dénombrable d’événements presque sûrs
est presque sûre.

Démonstration On a PpAAnq “ 0 pour tout n P N et ainsi P
`
Ťn
k“1A

A
k

˘

“ 0. Or
Ťn
k“1A

A
k Ò

Ť

`PNA
A
`, ainsi P

`
Ť

`PNA
A
`

˘

“ limnÑ8 P
`
Ťn
k“1A

A
k

˘

“ 0 et donc P
`
Ş

nPNAn
˘

“ 1. l

Proposition 1.25

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité. Soit pAnqnPN une suite d’événements, on a alors :

(i) (Premier lemme de Borel-Cantelli) Si
ř

n PpAnq ă 8, alors

Pplim supAnq “ 0.

(ii)
Pplim inf Anq ď lim inf PpAnq.

(iii)
lim supPpAnq ď Pplim supAnq.

Démonstration

(i) Posons B “ lim supAn et Bm “
Ť

němAn. Par les propriétés des mesures, on a PpBmq ď
ř

něm PpAnq ă 8. De plus, les Bm sont décroissants et
Ş

mBm “ B, donc

PpBq “ P
`

č

m

Bm
˘

“ lim
m

PpBmq ď lim
m

ÿ

něm

PpAnq “ 0.

(ii) Soit C “ lim inf An et Cm “
Ş

němAn. Les Cm étant croissants et
Ť

mCm “ C, on a

PpCq “ lim
m

PpCmq.

Or PpCmq ď PpAnq pour tout n ě m car
Ş

němAn Ď An. Ainsi

PpCq “ lim
m

PpCmq ď lim
m

inf
n

PpAnq “ lim inf PpAnq.

(iii) Posons B “ lim supAn et Bm “
Ť

němAn. Les Bm sont décroissants et P est une mesure
finie, alors

PpAq “ P
`

č

m

Bm
˘

“ lim
m

PpBmq.
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Mais Bm Ě An pour tout n ě m, donc PpBmq ě PpAnq pour tout n ě m. Ainsi

PpBq “ P
`

č

m

Bm
˘

“ lim
m

PpBmq ě lim
m

sup
něm

PpAnq “ lim supPpAnq.

l

On peut également prouver (iii) en utilisant (ii) sur les complémentaires.
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Chapitre 2

Intégration et mesure produit

I Application mesurable

Dans le chapitre précédent, on est parti d’un ensemble quelconque que l’on a muni d’une σ-algèbre
pour former un espace mesurable. En algèbre par exemple, on part d’un ensemble et on l’équipe
d’une loi d’addition ou de produit. En topologie, on identifie les ouverts et fermés de l’espace (en
le munissant d’une métrique par exemple). Dans tous ces domaines, l’étape suivante est de définir
les applications entre ces différents espaces. Il s’agit d’avoir une application au vrai sens du terme
mais qui tient compte de la structure sous-jacente. Par exemple, en algèbre, on parle de morphisme
de groupes qui respecte la loi d’addition ou de produit en imposant que l’image de la somme (ou
du produit) est la somme (ou produit) des images par cette application.
En topologie, on dit qu’une application est continue lorsqu’elle respecte le transfert de topologie
entre l’espace de départ et l’espace d’arrivée. On demande ainsi que l’image réciproque d’un ouvert
de l’ensemble d’arrivée soit un ouvert de l’ensemble de départ.

Définition 2.1 (Application mesurable)

Soient pS,Σq et pF,Fq deux espaces mesurables. On dit que h : S Ñ F est pΣ,Fq-mesurable si
pour tout A P F , on a h´1pAq P Σ.

Ainsi, une application est mesurable si l’image réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.

Remarque 2.2

1. Dans la suite du cours, on prendra fréquemment F “ R muni de la tribu Borélienne F “ BpRq.
2. On dira qu’une application est mesurable, sans préciser les tribus sur les espaces d’arrivée

et de départ, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur les tribus considérées. Parfois, on se
contentera de préciser la tribu de départ : par exemple, h : S Ñ R est Σ-mesurable signifiera
(la plupart du temps) que h est pΣ,BpRqq-mesurable.

3. Parfois, on sera amené à considérer des tribus sur R, le complété de R, muni de sa topologie
usuelle. Rappelons que dans cette topologie, les intervalles sa,`8s et r´8, br sont des ouverts
pour tout a, b P R. La tribu Borélienne sur R, notée BpRq, est la plus petite tribu contenant
les ouverts de R.

Exemple 2.3

1. Soit c P F et h : S Ñ F définie par hpxq “ c pour tout x P S. Alors h est pΣ,Fq-mesurable,
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quelles que soient les tribus Σ et F considérées. En effet, pour tout ensemble A Ă F on a :
h´1pAq “ S si c P A, et h´1pAq “ H si c R A, or S et H appartiennent à toute tribu sur S.

2. Soit B P Σ, alors h :“ 1B est pΣ,BpRqq-mesurable. En effet, soit A un borélien de R : si 0
et 1 appartiennent à A, alors h´1pAq “ S P Σ ; si 0 P A et 1 R A alors h´1pAq “ BA P Σ ; si
0 R A et 1 P A alors h´1pAq “ B P Σ ; et finalement si 0 et 1 n’appartiennent pas à A alors
h´1pAq “ H P Σ.

3. On pose S “ F “ R, Σ “ tH,Ru, et F “ BpRq. On définit h par hpxq “ 0 si x ě 0 et
hpxq “ 3 sinon. Alors h n’est pas pΣ,BpRqq-mesurable puisque h´1pt0uq “ r0,8q R Σ.

Les opérations de somme, produit, composition préservent la continuité ; on va montrer qu’il en
est de même pour la mesurabilité. Avant cela, énonçons des faits élémentaires à propos de l’image
réciproque.

Proposition 2.4

Soit h : S Ñ F .

(i) On a h´1
`
Ť

nAn
˘

“
Ť

n h
´1pAnq, h´1pAAq “

`

h´1pAq
˘A

, h´1p
Ş

Anq “
Ş

h´1pAnq. En
d’autres termes, l’image réciproque préserve les opérations courantes sur les ensembles.

(ii) Soit Σ une tribu sur S et C une classe d’ensembles sur F . Si h´1pAq P Σ pour tout A P C
alors h est pΣ, σpCqq-mesurable.

Démonstration

(i) Exercice.

(ii) On pose G :“ tA P PpF q : h´1pAq P Σu. En utilisant (i), il est facile de vérifier que G est une
tribu. Si G contient C, alors elle contient la plus petite tribu contenant C c’est-à-dire σpCq, ce
qui conclut la preuve.

l

Le point (ii) est très utile pour vérifier la mesurabilité d’applications. Par exemple, si F “ R et
F “ BpRq, alors h : S Ñ R est mesurable dès que th ď cu P Σ pour tout c P R. (On utilise ici la
notation th ď cu :“ tx P S : hpxq ď cu). Cela s’applique aussi lorsque F “ R et F “ BpRq.
Par ailleurs, (ii) implique que si S “ F “ R alors toute fonction continue est pBpRq,BpRqq-
mesurable.

Proposition 2.5

(i) Soit f : S Ñ F pΣ,Fq-mesurable et g : F Ñ G pF ,Gq-mesurable. Alors g ˝ f est pΣ,Gq-
mesurable.

(ii) Soit h, h1, h2 : S Ñ R des applications Σ-mesurables et soit λ P R. Alors λh, h1 ` h2, h1h2

sont Σ-mesurables.

(iii) Soit phnqnPN une suite d’applications Σ-mesurables. Alors inf hn (resp. suphn) et lim inf hn
(resp. lim suphn) sont Σ-mesurables (notons que ces applications prennent leurs valeurs dans
R et non R, il faut donc travailler avec la tribu Borelienne de R̄).

Démonstration

(i) Pour tout A P G, on a pg ˝ fq´1pAq “ f´1pg´1pAqq. Or B :“ g´1pAq P F par mesurabilité de
g, donc f´1pBq P Σ par mesurabilité de f et l’on conclut.
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(ii) On commence par observer que la fonction f : x ÞÑ λx de R dans R est mesurable car
continue. Ainsi par (i), on en déduit que λh “ f ˝ h est Σ-mesurable. De même, les fonctions
px, yq ÞÑ x ` y et px, yq ÞÑ xy de R2 dans R sont mesurables car continues. Par ailleurs
l’application ph1, h2q de S dans R2 est pΣ,BpR2qq-mesurable (ici on anticipe la Proposition
2.26), donc par (i) on en déduit que h1 ` h2 et h1h2 sont Σ-mesurables.

(iii) Pour le premier point, il suffit de remarquer que pour tout c P R, on a tinfn hn ě cu “
Ş

nthn ě cu. Comme hn est Σ-mesurable alors thn ě cu P Σ et tinfn hn ě cu P Σ comme
intersection dénombrable d’ensemble mesurables.

Pour le deuxième point, notons que lim inf hn “ limkÑ8 infněk hn. Par l’argument ci-dessus,
on a que pour tout k, infněk hn est Σ-mesurable. Remarquons également que infněk hn est
croissante en k. Ainsi, il suffit de montrer que la limite d’une suite croissante pgkqkPN d’ap-
plications mesurables est mesurable. Pour ceci, on remarque que limk gk “ supk gk et que par
l’argument précédent cette application est Σ-mesurable.

l

II Intégration de fonctions positives

L’idée est de définir l’intégrale sur des objets simples puis d’étendre la définition à un cadre général
par des arguments d’approximation.

Définition 2.6 (Fonctions étagées)

Soit pS,Aq un espace mesurable et f : S Ñ R une fonction mesurable. On dit que f est étagée si
elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Plus précisément, on dit que f est étagée s’il existe un
entier n ě 1, des réels a1 ă a2 ă . . . ă an et des parties mesurables Ai P A, 1 ď i ď n tels que

fpxq “
n
ÿ

i“1

ai1Aipxq, x P R .

Définition 2.7 (Intégrale d’une fonction étagée positive)

Soit pS,A, µq un espace mesuré et soit f une fonction étagée positive. L’intégrale de f par rapport
à µ est définie par

ż

fdµ “
n
ÿ

i“1

aiµpAiq.

On suit la convention 0 ¨ 8 “ 0 lorsque ai “ 0 et µpAiq “ 8.

Exemple 2.8

On considère pr0, 1s,Bpr0, 1sq, λq avec λ la mesure de Lebesgue. On définit fpxq “ 1 si x ď 1
3 ,

fpxq “ 99 si x P p1
3 ,

2
3 s et 0 sinon. Clairement c’est une fonction étagée puisqu’elle ne prend que 3

valeurs et on peut écrire fpxq “ 1r0, 1
3
s ` 991p 1

3
, 2
3
s. Ainsi

ş

f dλ “ λpr0, 1
3 sq ` 99λpp1

3 ,
2
3 sq “ 33` 1

3 .

L’espace des fonctions étagées positives est stable par addition et multiplication par un réel positif.
On vérifie alors aisément les propriétés suivantes.
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Proposition 2.9

Soient f et g deux fonctions étagées positives.

(i) Pour tous α, β ě 0, on a

ż

pαf ` βgq dµ “ α

ż

f dµ` β

ż

g dµ.

(ii) Si f ď g alors
ş

f dµ ď
ş

g dµ.

Démonstration Exercice. l

Pour étendre notre dénition de l’intégrale aux fonctions mesurables positives quelconques, on va
s’appuyer sur le résultat de densité suivant.

Proposition 2.10

Soit f une fonction mesurable à valeurs dans r0,8s. Alors il existe une suite croissante pfnq de
fonctions étagées positives telle que f “ limn fn.

Démonstration L’idée est de tronquer f à un seuil élevé puis de faire une approximation dyadique
pour le reste des valeurs. Pour ceci on pose pour tout n ě 1

An “ tx P S : fpxq ě nu,

et pour tout i P t0, 1, . . . , n2n ´ 1u on définit

Bn,i “ tx P S : i2´n ď fpxq ă pi` 1q2´nu.

On prend alors

fn “
n2n´1
ÿ

i“0

i

2n
1Bn,i ` n1An ,

qui est une fonction étagée. Vérifions que limn Ò fnpxq “ fpxq pour tout x P S. Soit x P S. Si
fpxq “ 8 alors x P An et fnpxq “ n Ò 8 “ fpxq. Sinon, pour tout n ą fpxq on a x P Bn,i avec

i “ t2nfpxqu. On a donc fnpxq “
t2nfpxqu

2n qui tend de façon croissante vers fpxq lorsque n tend vers
l’infini. l

Définition 2.11 (Intégrale d’une fonction mesurable positive)

Soit pS,A, µq un espace mesuré et f : S Ñ r0,8s une fonction mesurable. On définit l’intégrale de
f par rapport à µ par

ż

f dµ “ sup
th étagée positive, hďfu

ż

h dµ.

Remarque 2.12

1. Cette définition coincide avec celle qu’on a donnée pour les fonctions étagées puisque si h est
étagée et h ď f alors

ş

h dµ ď
ş

f dµ.

2. On peut vérifier que si f et g sont deux fonctions mesurables positives et f ď g alors
ş

f dµ ď
ş

g dµ.
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3. On a donné une définition de l’intégrale des fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s et
pas seulement dans r0,8q. Cela permet d’intégrer tout sup de fonctions mesurables positives
(voir Proposition 2.5).

Théorème 2.13 (Théorème de convergence monotone)

Soit pfnqnPN une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s. Alors

ż

plim
n
fnq dµ “ lim

n

ż

fn dµ.

Démonstration On note f “ limn fn. Puisque fn est une suite croissante, on a fn ď fn`1 ď f
pour tout n P N de sorte que la remarque précédente assure l’inégalité

ş

fn dµ ď
ş

fn`1 dµ ď
ş

f dµ
pour tout n P N. La suite des intégrales est donc croissante, ainsi sa limite existe, et l’on obtient

lim
n

ż

fn dµ ď

ż

f dµ.

Il nous reste à montrer l’inégalité dans le sens inverse. Soit h “
řm
i“1 ai1Ai une fonction étagée

positive avec h ď f . Soit α ă 1 et

Bn “ tx P S : αhpxq ď fnpxqu.

Remarquons que fn ě α1Bnh et donc

ż

fn dµ ě α

ż

1Bnh dµ “ α
m
ÿ

i“1

aiµpAi XBnq.

Par ailleurs la suite Bn est croissante et S “ YnBn. En effet, pour tout x P S, soit fpxq “ 0 auquel
cas hpxq “ fnpxq “ 0 et x P Bn pour tout n ě 1 ; soit fpxq ą 0 et dans ce cas la suite croissante
fnpxq passe au-dessus de αhpxq ă fpxq à partir d’un certain rang. Ainsi pour tout i ď m, on a
pAi XBnq Ò Ai et par le Lemme 1.13 on trouve µpAi XBnq Ò µpAiq. Ainsi on obtient

lim
n

ż

fn dµ ě α
m
ÿ

i“1

aiµpAiq “ α

ż

h dµ.

Ceci étant vrai pour n’importe quel α ă 1, on fait tendre α vers 1 pour trouver

lim
n

ż

fn dµ ě

ż

h dµ.

Ceci étant vrai pour n’importe quelle fonction étagée h ď f , on prend le sup dans le membre de
droite pour obtenir

lim
n

ż

fn dµ ě sup
th étagée positive, hďfu

ż

h dµ “

ż

f dµ.

l

Remarque 2.14

On a déjà vu un cas particulier de ce résultat dans le chapitre précédent au Lemme 1.13. En
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effet, si An est une suite croissante d’événements, alors p1Anq est une suite croissante de fonctions
mesurables positives.

Ce résultat prend toute sa valeur lorsqu’il est combiné avec la proposition qui le précéde : étant
donné une fonction mesurable positive, la proposition nous assure qu’on peut l’écrire comme limite
croissante de fonctions étagées positives, et le théorème précédent nous garantit la commutation
entre limite et intégrale de sorte que l’intégrale de notre fonction est la limite des intégrales des
fonctions étagées positives.

On peut ainsi déduire les propriétés suivantes de leurs analogues pour les fonctions étagées.

Proposition 2.15

(i) Soient f et g deux fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s et soient α, β ě 0. On a

ż

pαf ` βgq dµ “ α

ż

f dµ` β

ż

g dµ.

(ii) Si pfnqnPN est une suite de fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s alors

ż

ÿ

n

fn dµ “
ÿ

n

ż

fn dµ.

(iii) Si f est une fonction mesurable à valeurs dans r0,8s alors
ş

f dµ “ 0 si et seulement si f “ 0
µ-presque partout.

(iv) Soient f, g deux fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s. Si f “ g µ-presque partout alors
ş

f dµ “
ş

g dµ.

Démonstration

(i) Soient pfnqnPN et pgnqnPN deux suites croissantes de fonctions étagées positives dont les limites
respectives sont f et g. On a évidemment que αfn`βgn est une suite croissante de fonctions
étagées positives dont la limite est αf ` βg. Par le théorème de convergence monotone, on
obtient que

ż

pαf ` βgq dµ “ lim
n

ż

pαfn ` βgnq dµ.

Cependant, on a déjà vu que l’intégrale sur les fonctions étagées est linéaire, ainsi

ż

pαfn ` βgnq dµ “ α

ż

fn dµ` β

ż

gn dµ.

En passant à la limite et en regroupant les équations précédentes, on obtient le résultat.

(ii) On remarque d’abord que (i) implique que

ż n
ÿ

k“1

fk dµ “
n
ÿ

k“1

ż

fk dµ.

On a donc
ÿ

nPN

ż

fn dµ “ lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

ż

fk dµ “ lim
nÑ8

ż n
ÿ

k“1

fk dµ.
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Or
řn
k“1 fk est croissante car les fk sont positives, donc par le théorème de convergence

monotone, on a

lim
nÑ8

ż n
ÿ

k“1

fk dµ “

ż

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

fk dµ “

ż

ÿ

nPN
fn dµ

(iii) Soit fn une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge vers f . Par le Théorème
de Convergence Monotone, on a

ş

fdµ “ limn

ş

fndµ. Si f “ 0 µ-presque partout, alors, comme
0 ď fn ď f , on a fn “ 0 µ-presque partout et l’on déduit alors facilement que

ş

fndµ “ 0
ce qui suffit à conclure. Si

ş

f dµ “ 0 alors
ş

fndµ “ 0 pour tout n, et ainsi la définition de
l’intégrale des fonctions étagées assure que fn “ 0 µ-presque partout.

(iv) On remarque que u :“ maxpf ´ g, 0q est mesurable positive. Si f “ g µ-presque partout alors
u “ 0 µ-presque partout et l’on peut appliquer (iii) pour obtenir

ş

udµ “ 0. De même, on
obtient

ş

maxpg ´ f, 0qdµ “ 0. Or f `maxpg ´ f, 0q “ g `maxpf ´ g, 0q de sorte que

ż

pf `maxpg ´ f, 0qqdµ “

ż

pg `maxpf ´ g, 0qqdµ

ce qui implique le résultat voulu.

l

Corollaire 2.16

Soit f une fonction mesurable positive. Pour tout A P A, on définit νpAq “
ş

f1A dµ (qu’on note
aussi

ş

A f dµ). Alors ν est une mesure.

Démonstration Exercice. l

III Intégrale dans le cas général

Toute fonction f est décomposable en partie positive et partie négative en posant f` “ supp0, fq
et f´ “ supp0,´fq de telle sorte que f “ f` ´ f´. Grâce à ceci, on peut étendre la définition de
l’intégrale aux fonctions mesurables de signe quelconque.

Définition 2.17 (Fonctions intégrables)

Soit pS,A, µq un espace mesuré et f : S Ñ R une fonction mesurable. On dit que f est µ-intégrable
si

ż

|f | dµ ă 8.

Dans ce cas, on pose
ż

f dµ “

ż

f` dµ´

ż

f´ dµ.

On note L1pS,A, µq l’ensemble des fonctions µ-intégrables.

On remarquera que toute fonction positive n’est pas forcément intégrable mais que son intégrale
est toujours bien définie.

Remarque 2.18

L’espace L1 ainsi défini est un espace vectoriel, et l’application f ÞÑ
ş

|f |dµ a toutes les propriétés
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d’une norme sauf la suivante :
ş

|f |dµ “ 0 n’implique pas que f “ 0 mais seulement que f “ 0
µ-presque partout. Il faut en fait quotienter l’espace considéré ici par la relation d’équivalence f „ g
ô f “ g µ-presque partout, pour obtenir un espace vectoriel normé. On peut alors prouver qu’il
s’agit d’un espace de Banach.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 2.19

(i) Soit f P L1pS,A, µq. On a |
ş

f dµ| ď
ş

|f | dµ.

(ii) Si f, g P L1pS,A, µq et α, β P R alors
ş

pαf ` βgq dµ “ α
ş

f dµ` β
ş

g dµ.

(iii) Si f, g P L1pS,A, µq et f ď g alors
ş

f dµ ď
ş

g dµ.

(iv) Si f, g P L1pS,A, µq et f “ g µ-presque partout alors
ş

f dµ “
ş

g dµ.

Démonstration Exercice. l

On a ainsi étendu les propriétés qu’on avait établies pour l’intégrale dans le cas des fonctions étagées
au cas des fonctions mesurables de signe quelconque. Cependant, la propriété de commutation entre
limite et intégrale établie dans le théorème de convergence monotone est fortement liée au caractère
positif des fonctions considérées. Dans le cas général, on pourra permuter limite et intégrale sous
certaines hypothèses, ce sera le contenu du théorème de convergence dominée. Nous avons besoin
d’abord du lemme suivant.

Lemme 2.20 (Lemme de Fatou)

Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables positives. Alors on a

ż

lim inf fn dµ ď lim inf

ż

fn dµ.

Démonstration On écrit lim inf fn “ limmÑ8 infněm fn “ limmÑ8 gm. Or pgmqmPN est une suite
croissante de fonctions mesurables positives, donc par le théorème de convergence monotone, on a

ż

lim
mÑ8

gm dµ “ lim
mÑ8

ż

gm dµ.

Or gm ď fn pour tout n ě m, donc
ş

gm dµ ď
ş

fn dµ pour tout n ě m. On déduit que
ş

gm dµ ď
infněm

ş

fn dµ. En regroupant ce qu’on a obtenu, on a

ż

lim
mÑ8

gm dµ “ lim
mÑ8

ż

gm dµ ď lim
mÑ8

inf
něm

ż

fn dµ.

l

Remarque 2.21

On a déjà montré un cas particulier de ce lemme dans le chapitre 1. En effet si An sont des
événements et µ “ P est une probabilité, on pose fn “ 1An et on remarque

ş

fn dµ “
ş

1An dP “
PpAnq. D’autre part, on a vu que lim inf 1An “ 1lim inf An et alors

ż

lim inf fn dµ “

ż

1lim inf An dP “ Pplim inf Anq.
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Ce lemme nous donne donc que Pplim inf Anq ď lim inf PpAnq.

Théorème 2.22 (Théorème de convergence dominée)

Soit pfnqnPN une suite de fonctions dans L1pS,A, µq telle que limn fnpxq “ fpxq µ-presque partout.
Supposons qu’il existe une fonction g mesurable, positive et intégrable telle que pour tout n P N,
|fn| ď g µ-presque partout. Alors on a f P L1pS,A, µq et

lim
nÑ8

ż

fn dµ “

ż

f dµ, et lim
nÑ8

ż

|fn ´ f | dµ “ 0.

Démonstration Soit A “ tx P S : limn fnpxq “ fpxq et |fnpxq| ď gpxq @n P Nu. On a par
hypothèse que µpAcq “ 0. Posons

rfnpxq “ fnpxq1Apxq et rfpxq “ fpxq1Apxq.

On a clairement que rfn “ fn et rf “ f µ-presque partout. On a donc que
ş

rfn dµ “
ş

fn dµ,
ş

rf dµ “
ş

f dµ et
ş

| rfn ´ rf | dµ “
ş

|fn ´ f | dµ. On peut ainsi travailler avec rfn et rf à la place de fn
et f .
Puisque | rf | ď g et

ş

g dµ ă 8 alors
ş

|f | dµ “
ş

| rf | dµ ă 8 et f P L1pS,A, µq.
On a 2g ´ | rf ´ rfn| ě 0 donc par le lemme de Fatou, on a

lim inf

ż

p2g ´ | rf ´ rfn|q dµ ě

ż

lim infp2g ´ | rf ´ rfn|q dµ “ 2

ż

g dµ.

Or

lim inf

ż

p2g ´ | rf ´ rfn|q dµ “

ż

2gdµ´ lim sup

ż

| rf ´ rfn| dµ ď 2

ż

gdµ .

On déduit donc que lim sup
ş

| rf´ rfn| dµ “ 0 donc en particulier que lim
ş

|f´fn| dµ “ 0. Finalement,
par linéarité de l’intégrale, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ż

f dµ´

ż

fn dµ
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pf ´ fnq dµ
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż

|f ´ fn| dµ Ñ
nÑ8

0.

l

On termine cette section en énonçant un résultat très utile pour les intégrales à paramètres.

Théorème 2.23

Soit pS,Σ, µq un espace mesuré et I Ă R un intervalle ouvert. Soit f : I ˆ S Ñ R une application
telle que :

(i) pour tout u P I, l’application x ÞÑ fpu, xq est dans L1pS,Σ, µq,

(ii) pour µ-presque tout x P S, l’application u ÞÑ fpu, xq est dérivable sur I. On notera sa dérivée
Bufpu, xq.

(iii) il existe une fonction mesurable positive g P L1pS,Σ, µq telle que pour tout u P I et pour
µ-presque tout x P S on a l’hypothèse de domination

|Bufpu, xq| ď gpxq .
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Alors l’application F : u ÞÑ
ş

S fpu, xqµpdxq est dérivable et l’on a

F 1puq “

ż

S
Bufpu, xqµpdxq .

La preuve repose sur le théorème de convergence dominée, nous renvoyons au cours de L3 ou au
livre [BP00].

IV Tribu et mesure produit

On se donne deux espaces mesurables pS1,A1q et pS2,A2q, et on aimerait munir l’espace produit
S1 ˆ S2 d’une tribu “naturelle”.

Définition 2.24 (σ-algèbre produit)

Soient pS1,A1q et pS2,A2q deux espaces mesurables. La σ-algèbre produit sur S1 ˆ S2 est définie
comme la plus petite σ-algèbre contenant les produits d’éléments de A1 et A2 :

A1 bA2 “ σpA1 ˆA2 : A1 P A1, A2 P A2q .

Remarque 2.25

1. Notons ρ1 et ρ2 les projections canoniques i.e. ρ1 : S1ˆS2 Ñ S1 est définie par ρ1ps1, s2q “ s1,
et ρ2 : S1 ˆ S2 Ñ S2 est définie par ρ2ps1, s2q “ s2. Alors on peut vérifier que A1 bA2 est la
plus petite σ-algèbre qui rend ρ1 et ρ2 mesurables. Plus précisément, on a que A1bA2 est la
σ-algèbre engendrée par les ensembles de la forme ρ´1

1 pA1q, A1 P A1, et ρ´1
2 pA2q, A2 P A2.

2. On peut évidemment étendre cette définition à un produit fini d’espaces mesurables.

On peut se demander si la tribu Borélienne sur R2 cöıncide avec le produit des tribus Boréliennes
sur R.

Proposition 2.26

On a BpR2q “ BpRqbBpRq. Plus généralement BpRnq “ BpRqbBpRqb . . .bBpRq pour tout entier
n ě 1.

Démonstration Les applications ρ1 et ρ2 de la remarque précédente sont continues de R2 dans
R. Ainsi, elles sont mesurables pour les tribus Boréliennes associées. Comme la tribu produit est
la plus petite tribu rendant mesurable ρ1 et ρ2, on en déduit que la tribu BpR2q contient la tribu
produit.
Réciproquement tout ouvert de R2 peut s’écrire comme union dénombrable de produits d’ouverts.
En effet, on peut considérer les ensembles pa, bq ˆ pc, dq pour a, b, c, d P Q qui sont en quantité
dénombrable. Soit O Ă R2 ouvert. Pour tout x P O, par densité des rationnels, il existe pa, bqˆpc, dq
tel que x P pa, bqˆpc, dq Ă O. On peut alors écrire O comme réunion dénombrable de tels ensembles.
Or tous ces ensembles appartiennent à la tribu produit par définition. On en déduit donc que la
tribu produit contient tous les ouverts de R2, et donc la plus petite tribu engendrée par ceux-ci. l

La proposition suivante montre que les “fibres” sont mesurables.
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Proposition 2.27

Soit A P A1 b A2. Alors pour tout s1 P S1, As1 :“ ts2 P S2 : ps1, s2q P Au est A2-mesurable. De
même, pour tout s2 P S2, As2 :“ ts1 P S1 : ps1, s2q P Au est A1-mesurable.

Démonstration Soit s1 P S1. Alors l’ensemble tA P A1 b A2 : As1 P A2u est une tribu, qui
contient les ensembles produits A1 ˆ A2 pour tous A1 P A1, A2 P A2. Elle contient donc la tribu
produit. Le raisonnement est identique pour As2 . l

Notre but désormais est de définir une mesure sur A1 bA2 étant données deux mesures sur A1 et
A2.

Proposition 2.28 (Mesure produit)

Soient pS1,A1, µ1q et pS2,A2, µ2q deux espaces mesurés avec µ1 et µ2 σ-finies. Il existe une unique
mesure µ sur pS1 ˆ S2,A1 bA2q satisfaisant

µpA1 ˆA2q “ µ1pA1q ˆ µ2pA2q ,

pour tout A1 P A1 et A2 P A2. Cette mesure sera notée µ “ µ1 b µ2. Elle vérifie

µpAq “

ż

S1

´

ż

S2

1Aps1, s2q dµ2

¯

dµ1 “

ż

S2

´

ż

S1

1Aps1, s2q dµ1

¯

dµ2,

pour tout A P A1 bA2.

Démonstration L’ensemble des produits A1ˆA2 est stable par intersection finie. On déduit donc
du Corollaire 1.17 l’unicité de la mesure µ.
Passons à l’existence. Supposons que µ1 et µ2 sont finies, et définissons la mesure µ par

µpAq :“

ż

S1

´

ż

S2

1Aps1, s2q dµ2

¯

dµ1 , A P A1 bA2 .

Examinons cette définition. On observe que
ż

S2

1Aps1, s2q dµ2 “

ż

S2

1As1 ps2q dµ2 “ µ2pAs1q ,

car As1 P A2 par la proposition précédente. Pour que la définition ait bien un sens, il faut que
s1 ÞÑ µ2pAs1q soit mesurable. Pour vérifier cela, on introduit

G :“ tA P A1 bA2 : s1 ÞÑ µ2pAs1q est A1-mesurableu .

Montrons que G est une classe monotone. Il est facile de voir qu’elle contient S1 ˆ S2. Par ailleurs,
si A Ă A1, on a pA1zAqs1 “ pA

1
s1qzpAs1q et donc µ2ppA

1zAqs1q “ µ2ppA
1
s1qq ´ µ2pAs1q (on rappelle

que µ2 est finie). Ainsi G est stable par différence. Enfin pour toute suite An croissante, on voit
que pYnAnqs1 “ YnpAnqs1 qui est croissante, de sorte que le Lemme 1.13 donne µ2ppYnAnqs1q “
µ2pYnpAnqs1q “ limn µ2ppAnqs1q. Comme la limite d’une suite de fonctions mesurables est mesu-
rable, on en déduit que G est stable par limite croissante. On notera que ça n’est pas une tribu en
général car la mesure d’une union n’est pas forcément la somme des mesures.
Par ailleurs pour tout produit A1ˆA2 d’éléments de A1 et A2, on a µ2ppA1ˆA2qs1q “ µ2pA2q1A1ps1q

qui est bien A1-mesurable. Ainsi G est une classe monotone qui contient les ensembles produits.
Par le Lemme de classe monotone, on en déduit qu’elle contient la tribu produit. Ceci assure que
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s1 ÞÑ µ2pAs1q est bien mesurable et montre que la définition de µ a bien un sens.
Les arguments précédents montrent que

µpA1 ˆA2q “

ż

S1

µ2pA2q1A1ps1qdµ1 “ µ1pA1qµ2pA2q .

Il nous reste à vérifier que µ est une mesure. Clairement µpHq “ 0. Par ailleurs pour toute suite
de parties disjointes An P A1 bA2, les parties pAnqs1 sont également disjointes de sorte que

µ2ppYnAnqs1q “ µ2ppYnpAnqs1q “
ÿ

n

µ2ppAnqs1q .

Cette fonction est A1-mesurable comme limite de fonctions A1-mesurables. Par le Théorème de
Convergence Monotone, on voit alors que

µpYnAnq “

ż

S1

ÿ

n

µ2ppAnqs1qdµ1 “
ÿ

n

ż

S1

µ2ppAnqs1qdµ1 “
ÿ

n

µpAnq .

Les mêmes arguments assurent que

µ1pAq :“

ż

S2

´

ż

S1

1Aps1, s2q dµ1

¯

dµ2 , A P A1 bA2 ,

est également une mesure qui vérifie µpA1 ˆ A2q “ µ1pA1q ˆ µ2pA2q. Par l’unicité déjà établie, on
déduit que µ “ µ1.

L’extension au cas σ-fini est laissée en exercice. l

Remarque 2.29

1. Pour identifier l’intégrant, on notera parfois
ş

S2
1Aps1, s2q dµ2 “

ş

S2
1Aps1, s2qµ2pds2q.

2. Notons que ces hypothèses de finitude sont essentielles. En effet, si pS1,A1q “ pS2,A2q “

pR,BpRqq et µ1 “ λ et µ2 “ ν la mesure de comptage et si A “ tpx, xq : x P Ru, alors
clairement

ż

R
1Aps1, s2q dλps1q “ λpts2uq “ 0

et
ż

R
1Aps1, s2q dνps2q “ νpts1uq “ 1.

Ainsi

0 “

ż

R

´

ż

R
1Aps1, s2q dλ

¯

dν ‰

ż

R

´

ż

R
1Aps1, s2q dν

¯

dλ “ 8.

On passe à présent à l’intégration contre la mesure produit.

Théorème 2.30 (Fubini)

Soient pS1,A1, µ1q et pS2,A2, µ2q deux espaces mesurés et µ1, µ2 σ-finies.

(i) Soit f : pS1 ˆ S2,A1 bA2q Ñ R mesurable. Alors pour tout s1 P S1, l’application fs1 : s2 Ñ

fps1, s2q est A2-mesurable. De même, pour tout s2 P S2, l’application f s2 : s1 Ñ fps1, s2q est
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A1-mesurable.

(ii) Soit f : pS1 ˆ S2,A1 bA2q Ñ r0,8s mesurable positive. Alors

ż

f dµ1 b µ2 “

ż

S1

´

ż

S2

fps1, s2q dµ2

¯

dµ1 “

ż

S2

´

ż

S1

fps1, s2q dµ1

¯

dµ2.

(iii) Si f P L1pS1 ˆ S2,A1 bA2, µ1 b µ2q, alors

ż

f dµ1 b µ2 “

ż

S1

´

ż

S2

fps1, s2q dµ2

¯

dµ1 “

ż

S2

´

ż

S1

fps1, s2q dµ1

¯

dµ2.

Démonstration

(i) On remarque que pour tout B P BpRq,

pfs1q
´1pBq “ ts2 P S2 : fps1, s2q P Bu “ ts2 P S2 : ps1, s2q P f

´1pBqu “ pf´1pBqqs1

qui est A2-mesurable par un résultat précédent.

(ii) On se concentre sur la première égalité. La proposition qui définit la mesure produit assure
que ceci est vrai pour toute fonction indicatrice (en particulier, la preuve assure que s1 ÞÑ
ş

S2
fps1, s2q dµ2 est bien mesurable). Par linéarité de l’intégrale, ceci reste vrai pour toute

fonction étagée positive. Soit f une fonction mesurable positive et soit fn une suite croissante
de fonctions étagées positives convergeant vers f . Pour tout s1 P S1, on peut appliquer le
Théorème de Convergence Monotone et obtenir que

lim
n

ż

S2

fnps1, s2q dµ2ps2q “

ż

S2

fps1, s2q dµ2ps2q ,

ainsi s1 ÞÑ
ş

S2
fps1, s2q dµ2ps2q est A1-mesurable comme limite de fonctions mesurables. Par

ailleurs, la suite de fonctions s1 ÞÑ
ş

S2
fnps1, s2q dµ2ps2q étant croissante et positive, une

nouvelle application du TCM assure que

lim
n

ż

S1

´

ż

S2

fnps1, s2q dµ2

¯

dµ1 “

ż

S1

lim
n

´

ż

S2

fnps1, s2q dµ2

¯

dµ1

“

ż

S1

´

ż

S2

lim
n
fnps1, s2q dµ2

¯

dµ1

“

ż

S1

´

ż

S2

fps1, s2q dµ2

¯

dµ1 .

Par ailleurs, le TCM appliqué l’intégrale contre la mesure produit donne
ż

f dµ1 b µ2 “ lim
n

ż

fn dµ1 b µ2 .

Il suffit alors d’appliquer le résultat dans le cas des fonctions étagées.

(iii) Il suffit de décomposer f en partie positive et partie négative qui sont toutes deux intégrables
et vérifient l’égalité en question par le (ii). La linéarité termine alors la preuve.

l
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Remarque 2.31

1. Le fait que f P L1pS1ˆS2,A1bA2, µ1bµ2q est essentiel. En effet si fpx, yq “ 2e´2xy ´ e´xy

définie sur p0,8q ˆ p0, 1s. Alors

ż

p0,8q
fpx, yqdx “ 0 et

ż

p0,1s
fpx, yqdy “

e´x ´ e´2x

x
.

Si l’on appliquer le théorème sans vérifier l’hypothèse d’intégrabilité on aurait

0 “

ż

p0,1s

´

ż

p0,8q
fpx, yqdx

¯

dy ‰

ż

p0,8q

´

ż

p0,1s
fpx, yq dy

¯

dx ą 0.

En fait la fonction f n’est pas intégrable.

2. Un cas particulier qu’on va utiliser dans la suite. Prenons µ1 la mesure de Lebesgue (qui est
σ-finie) et µ2 une mesure de probabilité. Si fpx1, x2q est mesurable positive et x1 Ñ fpx1, x2q

est intégrable par rapport à µ1 et x2 Ñ
ş

fpx1, x2qµ1pdx1q est bornée, alors f P L1.

En effet, puisque f est positive, on peut appliquer Fubini pour avoir

ż

f dpµ1 b µ2q “

ż

´

ż

fpx1, x2qµ1pdx1q

¯

µ2pdx2q

Comme x2 Ñ
ş

fpx1, x2qµ1pdx1q est bornée et µ2 est une probabilité, alors la quantité ci-
dessus est finie et f P L1.

Ainsi, si on dispose d’une fonction quelconque g telle que |g| ď f et f vérifie les conditions
ci-dessus, on pourra affirmer que g P L1 et utiliser Fubini pour intervertir les intégrales sur g.
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Chapitre 3

Variable aléatoire

I Définition d’une variable aléatoire

En probabilités, il est fréquent d’appeler variable aléatoire toute application mesurable.

Définition 3.1 (Variable aléatoire)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et pF,Fq un espace mesurable. Une application pA,Fq-
mesurable X : Ω P F est appelée variable aléatoire. Lorsque F “ R et F “ BpRq on parle de
variable aléatoire réelle.

Remarque 3.2

1. Il ne faut pas oublier qu’une variable aléatoire est avant tout une application.

2. La plupart des variables aléatoires que l’on manipulera seront réellles. Il sera fréquent d’omettre
ce terme dans la suite.

Exemple 3.3

1. Durant une année, le PSG et Lyon se rencontrent 6 fois. Il y a 36 résultats possibles (à chaque
match, soit Lyon gagne, soit le PSG, soit match nul). On s’intéresse au nombre de matchs
gagnés par Lyon et on définit donc X comme étant la variable aléatoire égale au nombre de
match gagnés par Lyon. Soit X : Ω Ñ t0, . . . , 6u, on peut choisir Ω comme étant l’ensemble
de tous les résultats possibles de l’expérience, c’est-à-dire, l’ensemble des 6-uplets formés
des mots “Lyon”, “PSG” ou “nul”. Par exemple tLyon, Lyon, Lyon, Lyon, Lyon, nulu est un
élément de Ω, il correspond à la situation dans laquelle Lyon gagne les cinq premiers matchs,
et le sixième match est un nul. La tribu associée est alors l’ensemble des parties de Ω.

2. On jette un dé 2 fois et on s’intéresse à la somme des faces obtenues. On note Ω l’ensemble
de toutes les issues possibles de l’expérience de jeter 2 dés i.e. Ω “

 

pi, jq : i, j P t1, . . . , 6u
(

.
Ainsi X : Ω Ñ t2, . . . , 12u est définie par Xpi, jq “ i` j. Si l’on munit Ω et t2, . . . , 12u des σ-
algèbre PpΩq et Ppt2, . . . , 12uq, alors X est une variable aléatoire. En revanche, si l’on munit
Ω de la σ-algèbre A :“

 

H,Ω, tp1, 1qu,Ωztp1, 1qu
(

alors X n’est pas une variable aléatoire
puisque X´1pt3uq “ tp1, 2q, p2, 1qu R A.

3. On s’intéresse au nombre de “pile”s obtenues lorsqu’on jette une pièce de monnaie n fois. Soit
alors Ω “ tP, F un et soit A “ PpΩq. Pour tout i P t1, . . . , nu, on définit Xi : Ω Ñ t0, 1u par
Xipωq “ 1 si ωi “ P et 0 sinon, pour tout ω “ pω1, . . . , ωnq P Ω. Ainsi Xi nous dit si le i-ième
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jet de pièce a produit pile ou non. Clairement Xi est une variable aléatoire réelle.

Pour compter le nombre de piles dans n expériences, on définit X “ X1 ` X2 ` . . . ` Xn.
Comme chaque Xi est une variable aléatoire réelle et que X en est la somme alors X est bien
une variable aléatoire réelle.

La classe des variables aléatoires qui prennent un nombre fini de valeurs nous sera particulièrement
utile.

Définition 3.4 (Variable aléatoire étagée)

Une variable aléatoire X : pΩ,Aq Ñ R est dite étagée s’il existe des nombres a1, . . . , an P R et des
événements A1, . . . , An P A tels que X “

řn
i“1 ai1Ai .

Il s’avère que toute variable aléatoire réelle est la limite simple d’une suite de variables étagées.
C’est ce qu’on a vu et montré au chapitre précédent.

Lemme 3.5

Soit X : pΩ,Aq Ñ pR,BpRqq une variable aléatoire réellle.

(i) Si X est positive, alors X est limite simple d’une suite croissante de variables aléatoires
étagées i.e. il existe une suite de variables aléatoires étagées X1 ď X2 . . . telles que pour tout
ω P Ω, on a Xnpωq Ñ

nÑ8
Xpωq.

(ii) Si X est quelconque, alors X est limite simple d’une suite de variables aléatoires étagées.

Démonstration

(i) Déjà fait.

(ii) Il suffit d’écrire X “ X` ´ X´ où X` et X´ sont définies par X`pωq “ max
`

0, Xpωq
˘

et X´pωq “ ´min
`

0, Xpωq
˘

. Il suffit alors d’appliquer le (i) à X` et X´ pour déduire le
résultat.

l

Comme nous l’avons remarqué dans l’exemple 3.3, choisir l’ensemble des parties de Ω comme
σ-algèbre garantit toujours la mesurabilité de la variable aléatoire. Bien entendu, dans la plupart
des cas on peut se restreindre à une σ-algèbre plus petite.

Définition 3.6 (σ-algèbre engendrée par une application)

Soit X : Ω Ñ F une application et F une tribu sur F . On définit σpXq comme la plus petite
σ-algèbre sur Ω pour laquelle X est une variable aléatoire.

Il s’agit de l’intersection de toutes les tribus sur Ω rendant X mesurable. On a mentionné au
chapitre précédent qu’une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Remarque 3.7

Si X : pΩ,Aq Ñ pF,Fq est une variable aléatoire, alors σpXq Ď A.

Lemme 3.8

On a σpXq “ tX´1pAq : A P Fu.

Démonstration Tout d’abord, les propriétés de l’image réciproque impliquent que tX´1pAq :
A P Fu est bien une tribu. Par ailleurs, il est clair que X est tX´1pAq : A P Fu-mesurable ce qui
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implique que σpXq Ď tX´1pAq : A P Fu. D’autre part, comme X est σpXq-mesurable alors pour
tout A P F on a X´1pAq P σpXq ce qui implique que tX´1pAq : A P Fu Ď σpXq. l

Exemple 3.9

1. Soit c P R et soit X : RÑ R définie par Xpaq “ c pour tout a P R. Alors σpXq “ tH,Ru.
2. Soit Ω un ensemble et A Ă Ω un sous-ensemble de Ω. Soit X “ 1A l’indicatrice de A. Alors
σpXq “ tH, A,Ac,Ωu.

3. Dans les trois exemples de l’Exemple 3.3, on avait σpXq “ PpΩq.

Proposition 3.10

Soient X,Y : pΩ,Aq Ñ R deux variables aléatoires réelles. Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Y est σpXq-mesurable.

(ii) Il existe une fonction pBpRq,BpRqq-mesurable f : RÑ R telle que Y “ fpXq.

Démonstration On a déjà vu que la composition d’applications mesurables est mesurable, ce
qui implique que si Y “ fpXq alors Y est σpXq-mesurable. Il reste à montrer que (i) implique (ii).
Supposons d’abord que Y est étagée et écrivons Y “

řn
i“1 ai1Ai où Ai P σpXq. Pour tout i ď n,

prenons Bi P BpRq tel que Ai “ X´1pBiq. Ainsi

Y “
n
ÿ

i“1

ai1X´1pBiq “

n
ÿ

i“1

ai1Bi ˝X “ f ˝X,

avec f “
řn
i“1 ai1Bi qui est mesurable.

Dans le cas général, on a que Y est limite simple de variables aléatoires étagées qui sont toutes
de la forme Yn “ fnpXq avec fn mesurable. Pour tout x P R, on pose alors fpxq “ limnÑ8 fnpxq
si la limite existe et 0 sinon. Par les propriétés vues au chapitre précédent f est mesurable. Pour
tout ω, Ynpωq “ fnpXpωqq converge vers Y pωq, ce qui implique que x “ Xpωq est un point tel que
fnpxq Ñ fpxq. Ainsi fpXpωqq “ limn fnpXpωqq “ Y pωq. l

II Loi d’une variable aléatoire

On introduit à présent un concept fondamental en probabilité.

Définition 3.11

Soient pΩ,A,Pq un espace de probabilité, pF,Fq un espace mesurable et X : Ω Ñ F une va-
riable aléatoire. On définit la loi de X comme l’application LX : F Ñ r0, 1s définie par LXpAq “
P
`

X´1pAq
˘

pour tout A P F .

Remarque 3.12

1. La loi de X est une mesure de probabilité sur F . (Exercice)

2. On transporte sur F , à l’aide de X, la mesure de probabilité P qu’on a à disposition sur A.
Il s’agit en fait de la mesure image de P par l’application mesurable X : la notion de mesure
image fait sens dans le cas général où P n’est pas une mesure de probabilité.

33
Université de Paris
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Exemple 3.13

On reprend les trois exemples de l’Exemple 3.3 dans l’ordre :

1. On définit une probabilité sur Ω en stipulant d’une part que Pptωuq “ 0 si ω contient le mot
“nul”. En d’autres termes, la probabilité qu’il y ait au moins un match nul parmi les 6 est
nulle. On stipule par ailleurs que les autres issues sont toutes équi-probables : tout 6-uplets
consistué de “PSG” et “Lyon” a une probabilité égale à 2´6. Ainsi, LX vérifie

LXptkuq “ P
`

X´1ptkuq
˘

“

`

6
k

˘

26
,

pour tout k “ 0, . . . , 6. Notons que les ensembles tku, k “ 0, . . . , 6, forment (en ajoutant l’en-
semble vide) un π-système générateur de σpt0, . . . , 6uq : par le Théorème 1.19, cela caractérise
entièrement la mesure L.

2. On suppose que toutes les issues ont la même probabilité. Ainsi la loi de X est donnée par

LXpt2uq “ Pptp1, 1quq “
1

36
, LXpt3uq “ Pptp1, 2q, p2, 1quq “

1

18
, LXpt4uq “

1

12
,

et ainsi de suite. Comme précédemment, cela caractérise LX .

3. On suppose également que toutes les issues sont équiprobables, ainsi Pptωuq “ 2´n pour tout
ω P tP, F un. Pour obtenir X “ k pour un k P t0, . . . , nu, il faudrait avoir un élément ω
contenant k fois P . On note Ωk l’ensemble de tous les ω contenant k fois P . Clairement, on
a |Ωk| “

`

n
k

˘

. Ainsi,

LXptkuq “ PpX´1ptkuqq “ PpΩkq “
ÿ

ωPΩk

Pptωuq “ 2´n|Ωk| “ 2´n
ˆ

n

k

˙

.

Définition 3.14 (Variable aléatoire discrète)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle sur cet espace. Si l’ensemble
des valeurs prises par X est dénombrable alors on dit que X est une variable aléatoire discrète. La
loi de X est alors donnée par LX “

ř

aPImX PpX “ aq δa où δa est la mesure de Dirac en a, qui est
définie par δapAq “ 1Apaq pour tout A P PpΩq.

On peut vérifier aisément ce que l’on vient d’affirmer : pour tout A P PpΩq on a

LXpAq “ PpX P Aq “ P
`

ď

aPA

tX “ au
˘

“
ÿ

aPA

PpX “ aq “
ÿ

aPImX

PpX “ aqδapAq.

Remarque 3.15

1. Remarquons que l’écriture PpX “ aq est une abréviation pour PptX “ auq qui est la proba-
bilité de l’événement tω P Ω : Xpωq “ au “ X´1ptauq.

2. Une variable étagée est discrète.

3. Si on revisite le calcul des loi de l’exemple 3.13, alors pour (1) on peut écrire que LX “
ř6
k“0 2´6

`

6
k

˘

δk. Pour le (2), on peut écrire LX “ 1
36δ2 `

1
18δ3 `

1
12δ4 ` . . .

On rappelle que dx désigne implicitement la mesure de Lebesgue sur R.
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Définition 3.16 (Variable aléatoire à densité)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle sur cet espace. On dit que
X est à densité s’il existe une fonction mesurable f : R Ñ R` telle que LXpAq “

ş

A fpxqdx pour
tout A P BpRq.

Nécessairement une telle fonction f est d’intégrale égale à 1. La définition ci-dessus ainsi que celle
qui la précède s’étendent aux variables aléatoires à valeurs dans Rn.

Exemple 3.17 (Lois classiques discrètes)

1. Loi uniforme : soit S un ensemble fini de cardinal n. On dit qu’une variable aléatoire X suit
une loi uniforme sur S si PpX “ aq “ 1

n pour tout a P S.

2. Loi de Bernoulli de paramètre p P r0, 1s. C’est la loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans
t0, 1u telle que PpX “ 1q “ p et PpX “ 0q “ 1´ p.

Notons que ceci décrit seulement le côté “loi” de la variable aléatoire et ne dit rien sur son
côté “application” à part l’ensemble des valeurs prises par cette variable. Notons que toute
variable de Bernoulli peut être représentée comme l’indicatrice d’un évènement de probabilité
p.

3. Loi binomiale Bpn, pq. C’est la loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans t0, . . . , nu telle
que PpX “ kq “

`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k pour tout k P t0, . . . , nu.

4. Loi géométrique de paramètre p. C’est la loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans N telle
que PpX “ kq “ p1´ pqpk pour tout k P N.

5. Loi de Poisson de paramètre α ą 0. C’est la loi d’une variable aléatoire X à valeurs dans N
telle que PpX “ kq “ αk

k! e
´α pour tout k P N.

Exemple 3.18 (Lois classiques à densité)

1. Loi uniforme sur ra, bs. C’est la loi de la variable aléatoire à valeurs dans R et de densité
fpxq “ 1

b´a1ra,bspxq.

2. Loi exponentielle de paramètre α ą 0. C’est la loi de la variable aléatoire à valeurs dans R et
de densité fpxq “ αe´αx1R`pxq.

3. Loi Gaussienne N pm,σ2q. C’est la loi de la variable aléatoire à valeurs dans R et de densité

fpxq “ 1
σ
?

2π
exp

`

´
px´mq2

2σ2

˘

.

III Fonction de répartition

Définition 3.19 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On définit FX : RÑ r0, 1s,
la fonction de répartition de X, par

FXptq “ LXps ´ 8, tsq “ PpX ď tq,

pour tout t P R.
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Remarque 3.20

1. Clairement, FX est croissante puisque si t ď t1 alors p´8, ts Ď p´8, t1s et donc Ppp´8, tsq ď
Ppp´8, t1sq.

2. On a également limtÑ´8 FXptq “ limtÑ´8 PpX P p´8, tsq “ PpX P
Ş

tPRp´8, tsq “ PpX P

Hq “ 0, par une application du Lemme 1.13.

3. De même, on a limtÑ8 FXptq “ limtÑ8 PpX P p´8, tsq “ PpX P
Ť

tPRp´8, tsq “ PpX P Rq “
1.

4. Finalement, FX est continue à droite. En effet, on a

lim
nÑ8

PpX ď t` n´1q “ PpX P
č

p´8, t` n´1sq “ PpX ď tq.

Dans la remarque précédente, on a regroupé les propriétés satisfaites par une fonction de répartition
d’une variable aléatoire. Il s’avère que toute fonction satisfaisant ces propriétes est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire.

Proposition 3.21

Soit F : RÑ r0, 1s une fonction qui vérifie les propriétés suivantes :

1. F est croissante.

2. limtÑ´8 F ptq “ 0 et limtÑ8 F ptq “ 1.

3. F est continue à droite.

Alors il existe un espace de probabilité pΩ,A,Pq et une variable aléatoire X tels que F “ FX . Par
la suite, toute fonction qui satisfait les propriétés ci-dessus sera appelée fonction de répartition.

Démonstration Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur r0, 1s, définie sur un espace
de probabilité pΩ,A,Pq. Notons qu’il est facile de construire une telle variable aléatoire : on peut
considérer Ω “ r0, 1s, A “ Bpr0, 1sq et P “ λ, la mesure de Lebesgue ; puis prendre U : Ω Ñ Ω
définie par Upωq :“ ω. Cette variable aléatoire est bien de loi uniforme car PpU ď tq “ λptω P
r0, 1s : ω ď tuq “ t pour tout t P r0, 1s.
L’idée de la preuve de la proposition est simple : si l’on pose X :“ F´1pUq alors pour tout x P R,
on a

PpX ď xq “ PpF´1pUq ď xq “ PpF ˝ F´1pUq ď F pxqq “ PpU ď F pxqq “ F pxq ,

et ainsi X a pour fonction de répartition F . Malheureusement, ce raisonnement est défaillant :
l’inverse de F , ici notée F´1, n’est pas toujours bien définie. En effet, si F n’est pas continue et
strictement croissante, cette inverse n’existe pas.
Commençons donc par introduire l’inverse généralisée de F

F´1ppq :“ inftx P R : F pxq ě pu , p Ps0, 1s ,

avec pour convention infH “ `8. Montrons que pour tout p Ps0, 1s et tout x P R

F pxq ě pô x ě F´1ppq . (3.1)

Si F pxq ě p alors par définition de F´1, on trouve F´1ppq ď x. Réciproquement supposons que
F´1ppq ď x. Alors pour tout ε ą 0 on a F´1ppq ă x` ε de sorte que F px` εq ě p par définition de
F´1 et par croissance de F . En utilisant la continuité à droite de F , on en déduit que F pxq ě p, ce
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qui prouve l’équivalence.
On définit alors X :“ F´1pUq. On calcule pour tout x P R

PpX ď xq “ PpF´1pUq ď xq “ PpU ď F pxqq “ F pxq .

l

Remarque 3.22

1. La donnée de la fonction de répartition rend le calcul des probabilités simple en pratique. En
effet on a

Ppsa, bsq “ F pbq ´ F paq, Ppra, bsq “ F pbq ´ F pa´q, Ppra, brq “ F pb´q ´ F pa´q.

2. Si X est admet f comme densité alors Ppsa, bsq “
şb
a fpxqdx. Plus généralement, F ptq “

şt
´8

fpxqdx.

3. On a Pptauq “ F paq´F pa´q pour tout a P R. Ainsi, si X est à densité, alors on a Pptauq “ 0
pour tout a P R.

La fonction de répartition caractérise la loi, comme le montre le résultat (plus général) suivant.

Proposition 3.23

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) LX “ LY ,

(ii) FX “ FY ,

(iii) LXpOq “ LY pOq pour tout intervalle ouvert borné O Ă R,

(iv)
ş

ϕdLX “
ş

ϕdLY pour toute fonction continue bornée ϕ : RÑ R.

Démonstration Le fait que (i) implique les trois autres assertions est immédiat. Montrons que
(ii) (resp. (iii)) implique (i). Supposons que les deux mesures cöıncident sur la classe C “ ts´8, ts :
t P Ru, resp. C “ tO intervalle ouvert bornéu, qui est stable par intersection finie, et engendre la
tribu borélienne. Ainsi par le Corollaire 1.17 on en déduit (i).
Nous allons à présent montrer que (iv) implique (ii) ce qui conclura la preuve. Fixons O “sa, br un
intervalle ouvert borné non vide, et introduisons l’approximation suivante de l’indicatrice de O

ϕεpxq :“

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 si x Psa` ε, b´ εr

0 si x P Rz sa, br
x´a
ε si x Psa, a` εs

b´x
ε si x P rb´ ε, br

Cette fonction peut aussi s’écrire comme ϕεpxq “ 1^ distpx,OAq
ε , où u^v “ minpu, vq. Il s’agit d’une

fonction continue bornée. On voit aisément que ϕε ď 1O, qui intégrable contre LX et LY , et que
ϕε Ñ 1O quand ε Ó 0. Ainsi par le théorème de convergence dominée, on obtient

ż

ϕεdLX Ñ LXpOq , ε Ó 0 ,

et de même pour LY . l
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IV Espérance et loi

Dans le chapitre précédent, on a défini l’intégrale par rapport à une mesure quelconque d’une
fonction mesurable. En probabilité, on parle d’espérance.

Définition 3.24

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On définit l’espérance de
X par

EX “

ż

Ω
XpωqPpdωq “

ż

X dP.

Cette espérance existe si X ě 0 (dans ce cas EX P r0,8s) ou si E|X| ă 8. Lorsque E |X| ă 8, on
dit que X P L1.

Remarque 3.25

1. Si X “ pX1, . . . , Xnq est une variable aléatoire à valeurs dans Rn alors on peut définir EX “

pEX1, . . . ,EXnq P Rn.

2. Un cas particulier à garder en tête est le cas où X “ 1A pour A P A. Dans ce cas, on a
E1A “ PpAq.

Traduisons les résultats du chapitre précédent dans le langage probabiliste. On rappelle qu’une
propriété est vrai presque sûrement si l’ensemble des ω la vérifiant a une probabilité égale à 1.

Proposition 3.26

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité.

(i) (Convergence monotone) Si Xn est une suite croissante de variables aléatoires positives et
que X “ limnÑ8Xn. Alors limnÑ8 EXn “ EX.

(ii) (Fatou) Si Xn ě 0 alors E lim infnXn ď lim infn EXn.

(iii) (Convergence dominée) Si Xn P L
1 et que Xn Ñ X presque sûrement et |Xn| ď Y presque

sûrement avec Y P L1 alors

EXn Ñ
nÑ8

X et E |Xn ´X| Ñ
nÑ8

0.

Dans le cas particulier d’une variable aléatoire discrète X P L1, l’espérance admet une expression
simple :

EX “
ÿ

aPImX

aPpX “ aq .

De même, si X est une variable aléatoire intégrable de densité f , on a

EX “

ż

xfpxq dx .

Ces identités sont en fait des cas particuliers du résultat général suivant.

Proposition 3.27

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace pF,Fq et h : F Ñ R une fonction pF ,BpRqq-
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Université de Paris



Probabilités

mesurable. Si hpXq est intégrable alors

E rhpXqs “
ż

F
h dLX .

Rappelons que LX est la loi de X, c’est-à-dire, la mesure image de P par X : il s’agit d’une mesure
de probabilité sur pF,Fq. On retrouve les identités précédentes en prenant F “ R et hpxq “ x.
Notons aussi que l’espérance d’une variable aléatoire réelle X P L1 peut donc s’écrire

EX “

ż

XpωqdPpωq “
ż

xdLXpxq .

Cette identité permet de déduire que l’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi
LX . Ainsi deux variables aléatoires ayant même loi ont même espérance.

Démonstration Il suffit de traiter le cas où h est positive, le cas général s’obtenant en décomposant
h en ses parties positives et négatives. Comme toute fonction mesurable positive h est limite crois-
sante de fonctions étagées positives hn, le théorème de convergence monotone affirme que l’égalité
de l’énoncé est vraie pour peu qu’elle soit vraie sur hn. Il suffit donc de considérer le cas où h est
étagée positive. Une telle fonction h peut s’écrire h “

řn
i“1 ai1Ai avec ai ą 0 et Ai P F . Ainsi par

linéarité

E rhpXqs “ E r
n
ÿ

i“1

ai1AipXqs “
n
ÿ

i“1

aiE r1AipXqs .

Or 1AipXq est une variable aléatoire de pΩ,Aq dans pR,BpRqq qui vérifie pour tout ω P Ω

1AipXqpωq “ 1Bipωq ,

avec Bi “ X´1pAiq P A. Par la définition de l’intégrale vue au chapitre précédent on en déduit
donc que

E r1AipXqs “ PpBiq “ PpX P Aiq ,

et ainsi

E rhpXqs “
n
ÿ

i“1

aiPpX P Aiq .

Par ailleurs, par définitions de l’intégrale des fonctions étagées et de la loi de X on a

ż

F
h dLX “

n
ÿ

i“1

aiLXpAiq “
n
ÿ

i“1

aiPpX P Aiq ,

ce qui achève la preuve. l

V Moments et inégalités classiques

Définition 3.28

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On dit que X P Lp, pour

p ě 1, si E |X|p ă 8. On définit dans ce cas }X}Lp “
`

E |X|p
˘

1
p .
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Université de Paris



Probabilités

Remarque 3.29

On peut vérifier que } ¨ }Lp définit bien une norme à condition que l’on ait quotienté l’espace des
variables aléatoires par la relation d’équivalence “égalité P-presque partout”. L’espace Lp est alors
constitué de classes d’équivalence, et l’écriture X P Lp signifie que la classe d’équivalence de X est
dans Lp.

Proposition 3.30 (Inégalité de Jensen)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, X P L1 une variable aléatoire et g : R Ñ R` une fonction
convexe. Alors

gpEXq ď E rgpXqs.

La preuve repose sur le fait que toute fonction convexe s’écrit comme un supremum de fonctions
affines, et sur le fait que l’inégalité est vraie pour les fonctions affines.

Corollaire 3.31 (Croissance des normes Lp)

Soit 1 ď p ď r ă 8 et X P Lr. Alors X P Lp et }X}Lp ď }X}Lr .

Démonstration On applique l’inégalité de Jensen à |X|p1|X|ăn (qui est intégrable) avec la fonction
convexe

hpxq “

#

xr{p si x ě 0

0 si x ă 0

pour 1 ď p ď r ă 8. On obtient alors

Er|X|p1|X|ănsr{p ď Er|X|r1|X|ăns .

Par le théorème de convergence monotone on en déduit que

Er|X|psr{p ď Er|X|rs ,

ce qui assure que X P Lp ainsi que l’inégalité voulue. l

Dans le cas p “ 2 on obtient l’inégalité suivante.

Proposition 3.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz )

Soit X,Y P L2. Alors XY P L1 et |E rXY s| ď E |XY | ď }X}L2}Y }L2 .

Démonstration La première affirmation résulte de l’inégalité

2|XY | ď X2 ` Y 2 .

Alors, en développant la relation E rpa|X| ` |Y |q2s ě 0 pour a P R, , on obtient que le trinôme
a2E rX2s ` 2aE r|XY |s ` E rY 2s ě 0 pout tout a. Ainsi le discriminant est négatif, ce qui donne

E r|XY |s ď }X}L2}Y }L2 .

Or par les propriétés de l’intégrale on sait que |E rXY s| ď E r|XY |s, ce qui conclut la preuve. l

Une inégalité très utile est l’inégalité de Markov qui permet de contrôler les queues de distribution
à l’aide de l’éspérance.
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Proposition 3.33 (Inégalité de Markov)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, X une variable aléatoire réelle intégrable. Alors pour tout
t ą 0, on a

PpX ě tq ď
EX
t
.

Démonstration On a
PpX ě tq “ E1tXětu.

Or
t1tXětu ď X ,

de sorte que
E rt1tXětus “ tPpX ě tq ď E rXs .

l

Définition 3.34 (Variance et covariance)

Soit X P L2. Alors on définit la variance de X par

VarpXq :“ EX2 ´ pEXq2 “ E rpX ´ EXq2s .

Si de plus Y P L2, alors on définit la covariance de X et Y par

CovpX,Y q “ E rpX ´ EXqpY ´ EY qs “ E rXY s ´ pEXqpEY q .

Remarque 3.35

En particulier on a VarpXq “ CovpX,Xq. La proposition précédente justifie qu’on peut écrire
E rXY s puisque XY P L1 lorsque X,Y P L2.

La transformée de Laplace est un outil pratique pour calculer les moments d’une variable aléatoire.

Définition 3.36 (Série génératrice, transformée de Laplace)

— Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. La transformée de
Laplace de X est définie par

MXpλq “ E eλX , λ P R .

— Lorsque X est à valeurs entières, on définit plutot sa série génératrice,

GXpzq “ E zX , z Ps ´ 1, 1r.

Remarque 3.37

1. La quantité E eλX a toujours du sens car il s’agit de l’espérance d’une variable aléatoire
positive. L’ensemble des λ P R pour lesquels cette quantité est finie est un intervalle qui
contient 0 (exercice). Si cet intervalle contient un voisinage de 0, alors par les théorèmes
de dérivation sous l’intégrale on peut montrer que M 1

Xpλq “ E rXeλXs de telle sorte que
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EX “M 1
Xp0q. De la même manière, on a EXp “M

ppq
X p0q.

2. Si X “ pX1, . . . , Xnq est à valeurs dans Rn, alors on peut définir MX : Rn Ñ R par

MXpλq “ E rexλ,Xys “ E
n
ź

i“1

eλiXi ,

pour tout λ “ pλ1, . . . , λnq P Rn.

3. Dand le cas où X est à valeurs entières,

GXpzq “
8
ÿ

k“0

P pX “ kqzk

est une série entière de rayon convergence R ě 1 et à coefficients positifs.

Exemple 3.38

1. Si X „ N p0, 1q alors MXpλq “ eλ
2{2 pour tout λ P R. En effet

E eλX “
1
?

2π

ż

R
eλxe´

x2

2 dx “
1
?

2π
e
λ2

2

ż

R
e´

px´λq2

2 dx “ e
λ2

2 .

2. Si X „ Berp1{2q alors pour tout λ P R

MXpλq “
eλ ` e´λ

2
“ coshpλq.

VI Fonction caractéristique

Nous avons déjà vu une caractérisation de la loi d’une variable aléatoire réelle au travers de sa
fonction de répartition. Une autre caractérisation est donnée par sa transformée de Fourier, aussi
appelée fonction caractéristique.

Définition 3.39 (Fonction caractéristique)

Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction caractéristique φX : R Ñ C de X au point t P R
est définie par

φXptq “ E eitX “ ErcosptXqs ` iE rsinptXqs.

Plus généralement, soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd. La fonction caractéristique de
X est définie par φXptq “ ErexppixX, tyqs pour tout t P Rd, où x¨, ¨y désigne le produit scalaire dans
Rd.

Remarque 3.40

1. Nous n’avons pas introduit formellement l’intégrale des fonctions à valeurs dans C. Soit f :
S Ñ C. On dit que f est mesurable (resp. intégrable) si ses parties réelles et imaginaires le
sont, et l’on pose alors

ş

fdµ “
ş

<pfqdµ` i
ş

=pfqdµ.
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2. Si Z “ X ` iY avec X,Y P L1. Alors |EZ| ď E |Z| où |Z| ici veut dire le module de Z. En
effet, on écrit

|EZ| “ EZ ¨
ĚEZ
|EZ|

“ Re
`

EZ ¨
ĚEZ
|EZ|

˘

“ ERe
`

Z ¨
ĚEZ
|EZ|

˘

,

or Re
`

Z ¨
ĚEZ
|EZ|

˘

ď |Z| ce qui termine la preuve.

Ainsi, on a toujours |φXptq| ď 1.

3. On a φXp0q “ 1. On peut vérifier que ĎφX “ φ´X et que pour tout a, b P R, on a φaX`bptq “
eitbφXpatq.

4. φX est uniformément continue. En effet, on a

sup
tPR
|φXpt` εq ´ φXptq| ď E |eiεX ´ 1|.

Comme |eiεX´1| Ñ
εÑ0

0 alors par le théorème de convergence dominée on obtient que E |eiεX´
1| Ñ

εÑ0
0.

Un cas important est le cas gaussien présenté dans l’exemple suivant.

Exemple 3.41

Soit X „ N p0, σ2q. Alors φXptq “ e´
σ2t2

2 pour tout t P R.

En effet, on a par définition que

φXptq “
1

σ
?

2π

ż

R
e´

x2

2σ2 eitx dx “
1

σ
?

2π

ż

R
e´

x2

2σ2 cosptxq dx`
i

σ
?

2π

ż

R
e´

x2

2σ2 sinptxq dx

Comme e´
x2

2σ2 sinptxq est impaire, alors la deuxième intégrale ci-dessus est nulle. Ainsi, on a

φXptq “
1

σ
?

2π

ż

R
e´

x2

2σ2 cosptxq dx “
1

σ
?

2π

ż

R
gpt, xq dx

Or, pour tout t P R, on a gpt, xq est intégrable par rapport à x (car majorée par e´
x2

2σ2 qui l’est). De

plus gpt, xq est de classe C1 par rapport à t puisque Bg
Bt “ ´xe

´ x2

2σ2 sinptxq est continue. Finalement,

on a pour tout t que Bg
Bt ď |x|e´

x2

2σ2 qui est intégrable. Ainsi, on peut dériver sous l’intégrale et
écrire

φ1Xptq “ ´
1

σ
?

2π

ż

R
xe´

x2

2σ2 sinptxq dx

On intègre par parties pour avoir

φ1Xptq “ ´
σ
?

2π

ż

R
e´

x2

2σ2 t cosptxq dx “ ´σ2tφXptq.

En résolvant l’équation différentielle et en utilisant que φXp0q “ 1, on obtient φXptq “ e´
σ2t2

2 qui
est égale à la densité d’une Gaussienne N p0, σ´2q correctement normalisée.

Nous avons alors le résultat suivant, qui justifie l’appellation “fonction caractéristique”.
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Théorème 3.42

La fonction caractéristique caractérise la loi. Plus précisément si X et Y sont deux variables
aléatoires réelles alors φX “ φY si et seulement si LX “ LY .

Remarque 3.43

Le résultat est encore valide pour des variables aléatoires à valeurs dans Rd.

Démonstration L’implication réciproque est claire, il suffit donc de montrer que si φX “ φY
alors LX “ LY . Par la caractérisation des mesures de probabilités établie à la Proposition 3.23, il
suffit de montrer que pour toute fonction continue bornée ϕ : RÑ R

ż

ϕdLX “
ż

ϕdLY .

Pour ce faire, nous posons

gσpxq :“
1

?
2πσ

e´
x2

2σ2 ,

et nous introduisons la fonction

fσ,Xpxq :“

ż

gσpx´ yqLXpdyq ,

ainsi que la mesure à densité
µσ,Xpdxq :“ fσpxqdx .

Nous considérons des définitions analogues pour fσ,Y et µσ,Y . Commençons par montrer que µσ,X “
µσ,Y . Le cas gaussien traité dans l’exemple précédent assure que

ż

eiuzg1{σpzqdz “ σ
?

2πgσpuq ,

et ainsi, par une application du théorème de Fubini on obtient

fσ,Xpxq “

ż

gσpx´ yqLXpdyq “
1

σ
?

2π

ż ż

eipx´yqzg1{σpzqdzLXpdyq

“
1

σ
?

2π

ż

eixzg1{σpzq

ż

e´iyzLXpdyqdz

“
1

σ
?

2π

ż

eixzg1{σpzqΦXp´zqdz .

L’égalité φX “ φY assure donc que fσ,Xpxq “ fσ,Y pxq et donc que µσ,X “ µσ,Y .
Fixons à présent une fonction continue bornée ϕ. Par le théorème de Fubini il vient

ż

ϕdµσ,X “

ż

ϕσdLX ,

avec

ϕσpyq “

ż

x
ϕpxqgσpx´ yqdx .

En utilisant les propriétés de la densité gaussienne et le caractère continu borné de ϕ, on peut
montrer que ϕσpyq Ñ ϕpyq pour tout y P R quand σ Ó 0, et que supy |ϕσpyq| ď supy |ϕpyq|. Une
application du théorème de convergence dominée donne alors

ż

ϕσdLX Ñ
ż

ϕdLX , σ Ó 0 ,

ce qui permet de conclure. l
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Remarque 3.44

En anticipant des notions introduites aux chapitres suivants, on remarquera que µσ,X est la loi de
X`Zσ, où Zσ est une variable aléatoire N p0, σ2q indépendante de X. Les deux étapes de la preuve
sont : 1) la loi de X ` Zσ est entièrement caractérisée par φX ; 2) la loi de X ` Zσ converge vers
celle de X quand σ Ó 0.
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Chapitre 4

Indépendance

I Evénements indépendants et tribus indépendantes

On se donne un espace de probabilité pΩ,A,Pq.

Définition 4.1 (Evénements indépendants)

On dit que deux événements A et B sont indépendants si PpAXBq “ PpAqPpBq.
On dit que n événementsA1, . . . , An sont indépendants si PpAi1XAi2X. . .XAinq “ PpAi1qPpAi2q . . .PpAikq
pour tout sous-ensemble ti1, . . . , iku de t1, . . . , nu.

Remarque 4.2

Il ne faut pas confondre la notion d’indépendance de n événements avec l’indépendance deux à deux.
En effet, si l’on lance à deux reprises une pièce de monnaie et si l’on considère les événements A “
tPile au premier lanceru, B “ tPile au second lanceru, et C “ tmême résultat aux deux lancersu
alors on peut vérifier que ces événements sont deux à deux indépendants mais ne sont pas indépendants.

L’indépendance de n événements A1, . . . , An implique l’indépendance de toute collection formée à
partir des Ai ou de leurs complémentaires, et réciproquement :

Proposition 4.3

Les événements A1, . . . , An sont indépendants si et seulement si PpB1 X . . . Bnq “ PpB1q . . .PpBnq
pour tous Bi P σpAiq “ tH, Ai, A

c
i ,Ωu, i “ 1, . . . , n.

Démonstration Le sens réciproque est facile. Le sens direct repose sur le fait suivant : si C1, . . . , Ck
sont indépendants alors CA1, C2, ¨ ¨ ¨ , Ck le sont aussi, en effet pour tout 2 ď i1 ă . . . ă ip ď k

PpCA1 X Ci2 X . . .X Cipq “ PpCi2 X . . .X Cipq ´ PpC1 X Ci2 X . . .X Cipq

“ PpCi2q ¨ ¨ ¨PpCipq ´ PpC1q ¨ ¨ ¨PpCipq
“ PpCA1qPpCi2q ¨ ¨ ¨PpCipq .

La fin de la preuve est laissée en exercice. l

La proposition précédente montre que l’indépendance de n événements peut être interprétée comme
l’indépendance des n tribus associées, pour peu que l’on définisse l’indépendance de tribus de la
façon suivante.
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Définition 4.4 (Tribus indépendantes)

Soient A1, . . . ,An des tribus contenues dans A. On dit qu’elles sont indépendantes si

@A1 P A1, . . . ,@An P An, PpA1 XA2 X . . .XAnq “ PpA1qPpA2q . . .PpAnq.

En général, les tribus sont des objets très gros, et l’on pourrait souhaiter prouver leur indépendance
en se restreignant à des collections d’ensembles plus petites :

Proposition 4.5

Soient A1, . . . ,An Ă A des σ-algèbres. Pour tout i P t1, . . . , nu, soit Ci une collection d’ensembles
stable par intersection finie telle que σpCiq “ Ai. Si pour tous A1 P C1, . . . , An P Cn on a

PpA1 X . . .XAnq “ PpA1q . . .PpAnq,

alors les tribus A1, . . . ,An sont indépendantes.

Démonstration On fixe d’abord A2 P C1, . . . , An P Cn et on pose

M1 “ tB1 P A1 : PpB1 X . . .XAnq “ PpB1q . . .PpAnqu.

On peut vérifier que M1 est une classe monotone et par hypothèse C1 Ă A1. Ainsi par le lemme de
classe monotone on a M1 “ σpC1q “ A1.
On fixe maintenant B1 P A1, A3 P C3, . . . , An P Cn et on pose

M2 “ tA2 P A2 : PpB1 XA2 X . . .XAnq “ PpB1qPpA2q . . .PpAnqu.

On montre que M2 est une classe monotone et l’on utilise le lemme de classe monotone pour
déduire que M2 “ A2. On termine la preuve par récurrence. l

Une des conséquences de cette proposition est qu’on puisse affirmer l’indépendance de paquets de
σ-algèbres si ces paquets sont formés à partir de σ-algèbres indépendantes.

Corollaire 4.6 (Regroupements par paquets)

Soient A1, . . . ,An des σ-algèbres indépendantes. Soient n0 ă n1 ă n2 . . . ă nk “ n. Alors les
σ-algèbres

D1 “ σpA1, . . . ,An1q, D2 “ σpAn1`1, . . . ,An2q, . . . , Dk “ σpAnk´1`1, . . . ,Ankq

sont indépendantes.

Démonstration Pour j P t1, . . . , ku, on définit Cj comme l’ensemble des parties de la forme

Anj´1`1 X . . .XAnj ,

avec Ai P Ai pour tout i P tnj´1 ` 1, . . . , nju. Clairement, les Cj sont stables par intersection finie
et engendrent les Dj . Le résultat découle de la proposition précédente. l

Définition 4.7 (Indépendance d’une collection infinie de tribus)

On dit qu’une collection infinie (dénombrable ou pas) de tribus sont indépendantes si l’on a
indépendance de toute sous-collection finie de ces tribus.
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II Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.8 (Variables aléatoires indépendantes)

On dit que n variables aléatoiresX1, . . . , Xn à valeurs dans pF1,F1q, . . . , pFn,Fnq sont indépendantes
si les σ-algèbres σpX1q, . . . , σpXnq le sont. Plus précisément, si pour tout Ai P Fi, 1 ď i ď n, on a

PptX1 P A1u X tX2 P A2u X . . .X tXn P Anuq “ PptX1 P A1uqPptX2 P A2uq . . .PptXn P Anuq.

Remarque 4.9

1. Soient A1, . . . ,An Ă A des σ-algèbres indépendantes. Si pour tout i P t1, . . . , nu, Xi est
Ai-mesurable alors X1, . . . , Xn sont indépendantes. En effet pour tout A1, . . . , An P BpRq,
on a X´1

1 pA1q P A1, . . . , X
´1
n pAnq P An (car Xi est Ai-mesurable) et ces événements sont

donc indépendants ; comme ceci est vrai pour tout choix de A1, . . . , An alors les variables
X1, . . . , Xn sont indépendantes.

2. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes et soient n0 ă n1 ă n2 . . . ă nk “
n. Alors, par le corollaire précédent, les variables aléatoires Y1 “ pX1, . . . , Xn1q, . . . , Yk “
pXnk´1`1, . . . , Xnkq sont indépendantes.

Définition 4.10 (Loi jointe)

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires à valeurs dans pF1,F1q, . . . , pFn,Fnq respectivement. La
loi jointe de X1, . . . , Xn est la loi du n-uplet pX1, . . . , Xnq dans F1 ˆ . . .ˆ Fn muni de la σ-algèbre
produit F1 b . . .b Fn. On notera LpX1,...,Xnq la loi jointe.

Exemple 4.11

Si X est une Bernoulli standard et Y “ 1´X. Alors la loi jointe de X,Y est donnée par

LpX,Y qptp1, 0quq “ LpX,Y qptp0, 1quq “
1

2
.

On dit que les LXi sont les lois marginales de LpX1,...,Xnq. On a la caractérisation suivante de la
l’indépendance de variables aléatoires.

Proposition 4.12

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires à valeurs dans pF1,F1q, . . . , pFn,Fnq respectivement. On
a équivalence entre :

1. les X1, . . . , Xn sont indépendantes

2. la loi jointe est égale au produit des lois marginales i.e. LpX1,...,Xnq “ LX1 b . . .b LXn .

3. pour toutes fonctions mesurables positives fi : Fi Ñ r0,8s, on a

E
“

n
ź

i“1

fipXiq
‰

“

n
ź

i“1

E rfipXiqs.

Démonstration 1.ñ 2. Supposons queX1, . . . , Xn sont indépendantes et montrons que LpX1,...,Xnq “
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LX1 b . . .b LXn . Soient A1 P A1, . . . , An P An et écrivons

LpX1,...,XnqpA1 ˆ . . .ˆAnq “ P
`

pX1, . . . , Xnq P A1 ˆ . . . An
˘

“ P
`

tX1 P A1u X . . .X tXn P Anu
˘

et par indépendance des Xi, on obtient

LpX1,...,XnqpA1 ˆ . . .ˆAnq “
n
ź

i“1

PpXi P Aiq

qui par définition n’est autre que LX1 b . . . b LXnpA1 ˆ . . . ˆ Anq. Ceci montre que LpX1,...,Xnq

et LX1 b . . . b LXn coincident sur les pavés mesurables (qui sont stables par intersection finie et
engendrent la tribu produit) donc par le corollaire 1.17, on a l’égalité voulue.
2. ñ 3. Supposons que LpX1,...,Xnq “ LX1 b . . . b LXn . On utilise le fait que la loi jointe est égale
au produit des lois pour écrire que

E
“

n
ź

i“1

fipXiq
‰

“

ż

S1ˆ...ˆSn

n
ź

i“1

fipXiqLpX1,...,Xnqpdx1, . . . , dxnq “

ż

S1ˆ...ˆSn

n
ź

i“1

fipXiqLX1pdx1qb. . .bLXnpdxnq.

Par Fubini, on obtient que

ż

S1ˆ...ˆSn

n
ź

i“1

fipXiqLX1pdx1q b . . .b LXnpdxnq “
n
ź

i“1

ż

Si

fipXiqLXipdxiq “
n
ź

i“1

E rfipXiqs,

ce qui termine la preuve.
3. ñ 1. Il suffit de prendre pour fi l’indicatrice d’un événement Ai. l

Remarque 4.13

Dans le point 3., on aurait pu remplacer “positive” par intégrable (contre la loi de Xi).

Dans le cas particulier où les variables aléatoires sont réelles, on a le résultat suivant.

Proposition 4.14

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles. On a équivalence entre :

1. les X1, . . . , Xn sont indépendantes

2. pour toutes fonctions continues bornées fi : RÑ R, on a

E
“

n
ź

i“1

fipXiq
‰

“

n
ź

i“1

E rfipXiqs.

3. les fonctions caractéristiques vérifient φpX1,...,Xnqpt1, . . . , tnq “
śn
i“1 φXiptiq pour tous t1, . . . , tn P

R.

Démonstration Le fait que 1. implique 2. et 3. est une conséquence de la remarque précédente
(dans le cas de la fonction caractéristique, on peut revenir à la définition de l’intégrale de fonction
à valeurs complexes en distinguant parties positives et négatives). Montrons que 2. implique 1. Par
le corollaire 1.17, il suffit de prouver que pour tous intervalles ouverts bornés I1, . . . , In on a

LpX1,...,XnqpI1 ˆ . . .ˆ Inq “ LX1pI1q . . .LXnpInq .
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Or on peut approximer tout invervalle ouvert par une suite de fonctions croissantes et continues
bornées (voir la preuve de la Proposition 3.23), de sorte que le Théorème de Convergence Monotone
assure l’égalité voulue.
Pour montrer que 3. implique 1., il suffit d’observer que

śn
i“1 φXiptiq est la fonction caractéristique

associée à la loi produit LX1 b . . .bLXn puis d’appliquer le Théorème 3.42, qui est valide en toute
dimension. l

Remarque 4.15

En combinant cette proposition avec le théorème de Fubini, on peut montrer que si X1, . . . , Xn sont
des variables aléatoires réelles à densité fi alors pX1, . . . , Xnq a une densité dans Rn donnée par le
produit des densités. La réciproque est également vraie : si pX1, . . . , Xnq a une densité décomposable
en un produit de densités marginales alors les Xi sont indépendantes.

Corollaire 4.16

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles indépendantes alors LX`Y “ LX ˚ LY où ˚ est le
produit de convolution i.e. pour tout A P BpRq on a

LX`Y pAq “
ż

R2

1Apx` yqLXpdxqLY pdyq.

Démonstration La preuve est triviale puisque LX`Y pAq “ E1A ˝ hpX,Y q où hpX,Y q “ X ` Y .
Donc

LX`Y pAq “
ż

1Apx` yqLpX,Y qpdx, dyq.

Comme LpX,Y q “ LX b LY , on termine la preuve. l

III Deuxième lemme de Borel-Cantelli

Lemme 4.17 (Deuxième lemme de Borel-Cantelli)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et pAnqnPN une suite d’événements indépendants. Alors

ÿ

nPN
PpAnq “ 8 ñ Pplim supAnq “ 1.

Démonstration On rappelle que lim supAn “
Ş

mPN
Ť

němAn. Par indépendance des An, on a
que pour tout m P N,

P
`

č

něm

Acn
˘

“

8
ź

n“m

`

1´ PpAnq
˘

ď

8
ź

n“m

expp´PpAnqq ď exp
`

´
ÿ

něm

PpAnq
˘

,

où on a utilisé que 1 ´ x ď e´x pour tout x ě 0. Comme
ř

n PpAnq est une série divergente, on
déduit que pour tout m P N on a P

`
Ş

němA
c
n

˘

“ 0.
Ceci signifie que P

`
Ť

němAn
˘

“ 1 et que donc pour tout m P N l’événement
Ť

němAn est presque
sûr. Comme l’intersection dénombrable d’événements presque sûrs est presque sûre on déduit que
Pp
Ş

mPN
Ť

němAnq “ 1 ce qui achève la preuve. l

Examinons quelques exemples d’applications de ce lemme.
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Exemple 4.18

Soient pXnqnPN une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètre 1
i.e. PpXn ě tq “ e´t pour tout t ě 0. Alors

lim sup
Xn

lnn
“ 1 p.s.

En effet, on a pour tout α ą 0
PpXn ě α lnnq “ n´α,

qui forme une série convergente si et seulement si α ą 1. Ainsi par les deux lemmes de Borel-Cantelli,
on a

PpXn ą α lnn pour une infinité de nq “

#

0 si α ą 1

1 si α ď 1

Clairement, si Xn ě lnn pour une infinité de n alors lim sup Xn
lnn ě 1. Ainsi,

Pplim sup
Xn

lnn
ě 1q ě PpXn ą lnn pour une infinité de nq “ 1.

Donc on a lim sup Xn
lnn ě 1 p.s. et il reste à montrer que Pplim sup Xn

lnn ą 1q “ 0. On écrit

 

lim sup
Xn

lnn
ą 1

(

“
ď

kPN

 

lim sup
Xn

lnn
ě 1`

2

k

(

.

D’autre part, si lim sup Xn
lnn ě 1` 2

k alors forcément Xn
lnn ě 1` 1

k pour une infinité de n. Ainsi

Pplim sup
Xn

lnn
ě 1`

2

k
q ď PpXn ě p1`

1

k
q lnn pour une infinité de nq “ 0.

Comme
 

lim sup Xn
lnn ą 1

(

est l’union dénombrable des ensembles précédents, on déduit que

Pplim sup Xn
lnn ą 1q “ 0.

Exemple 4.19

Pour tout n P N, on note An l’ensemble des multiples de n. Il n’existe pas de probabilité P sur
pN,PpNqq telle que PpAnq “ 1

n pour tout n P N.
En effet, supposons qu’il en existe une. Soit P l’ensemble des nombres premiers. Les pApqpPP sont
indépendants puisque pour tous p1, . . . , pk P P on a

PpAp1 X . . .XApkq “ PpAp1...pkq “
1

p1 . . . pk
“

k
ź

i“1

PpApiq.

D’autre part, on a
ř

pPP
1
p “ 8 car le k-ème nombre premier est d’ordre k ln k quand k Ñ8. Ainsi,

par le deuxième lemme de Borel-Cantelli, on a que P-presque tout entier est multiple d’une infinité
de nombre premiers, ce qui est absurde.
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IV Loi du tout ou rien

Théorème 4.20 (Loi du 0{1 de Kolmogorov)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité et pXnqnPN une suite de variables aléatoires indépendantes.
Pour tout n P N, on pose Tn “ σpXn, Xn`1, . . .q et T8 “

Ş

nPN Tn. Alors on a

@A P T8, PpAq P t0, 1u.

Démonstration Pour tout n P N, on pose Bn “ σpX1, . . . , Xnq. Par l’indépendance par regrou-
pements par paquets, on a que Bn et Tn`1 sont indépendantes. Ainsi, on a que Bn et T8 sont
indépendantes. Ceci étant vrai pour tout n P N, on peut donc écrire que

@A P T8, @B P
8
ď

n“1

Bn, PpAXBq “ PpAqPpBq.

Or
Ť8
n“1 Bn est stable par intersection finie. On a vu que ceci implique donc que T8 et σp

Ť8
n“1 Bnq

sont indépendantes. Or σp
Ť8
n“1 Bnq “ σpXn : n ě 1q. Ainsi T8 est indépendante d’elle même ce

qui implique que pour tout A P T8 on a PpAXAq “ PpAqPpAq. Ceci veut dire que PpAq P t0, 1u et
termine la preuve. l

Remarque 4.21

On a déjà vu un résultat dans le même esprit. En effet, les deux lemmes de Borel-Cantelli stipulent
que si A1, A2, . . . sont des événement indépendants alors Pplim supAnq P t0, 1u. Si on pose Xn “ 1An
pour tout n P N alors σpXnq “ σpAnq et la loi du 0{1 implique en particulier que Pplim supAnq P
t0, 1u puisque lim supAn “

Ş

nPN
Ť

měnAm P
Ş

nPN σpXm : m ě nq.

Exemple 4.22

Soient X1, X2, . . . des variables aléatoires réelles indépendantes. Alors Pp
ř8
n“1Xn convergeq P

t0, 1u. En d’autre termes, une série formée de termes aléatoires indépendants soit converge presque
sûrement soit diverge presque sûrement.

En effet, on a pour tout m P N que t
ř8
n“1Xn convergeu “ t

ř8
n“1Xn`m convergeu P σpXm`1, . . .q.

Ainsi t
ř8
n“1Xn convergeu P

Ş

nPN σpXm : m ě nq et par la loi du 0{1 on a le résultat.

Exemple 4.23

Un homme ivre marche sur la droite réelle en partant de l’origine. A chaque étape, il fait un pas
vers la droite avec probabilité p et un pas vers la gauche avec probabilité 1 ´ p. On suppose que
les pas effectués à chaque étape sont indépendants. Alors l’événement que l’homme ivre s’échappe
à l’infini est soit presque sûr soit de probabilité nulle.

On modélise le problème de la façon suivante. On pose X0 “ 0 et pour tout n ě 1, on définit des
variables aléatoires indépendantes pXnqně1 par PpXn “ ´1q “ 1´ p et PpXn “ 1q “ p. La position
de l’homme ivre après n pas est donnée par Wn “

řn
k“1Xk. Il s’agit de montrer que

Pplim
n
Wn “ ˘8q P t0, 1u.

Comme avant, ceci découle de la loi du 0{1 puisque l’événement tlimnWn “ ˘8u P σpXm : m ě nq
pour tout n P N.
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V Processus de Poisson

De nombreux phénomènes aléatoires de la physique, des télécommunications, de l’informatique
sont liés à des processus d’arrivées aléatoires dans le temps. Ainsi l’étude du congestionnement
d’un central téléphonique ou d’un serveur doit commencer par celle des appels et des requètes qui
se produisent à des temps aléatoires et avec des durées de service aléatoires. En physique atomique
les instants de désintegration des atomes d’une matière radioactive sont encore un autre exemple.

Un processus ponctuel est la donnée d’une suite croissante pTiqiě1 d’instants aléatoires

0 ă T1 ă T2 ă . . . ă Tn ă . . .

tendant vers l’infini. On suppose donc qu’il n’y a pas d’arrivée au temps 0, qu’il n’y a pas d’arrivées
simultanées, et qu’il n’y a pas d’accumulation d’arrivées. Les délais inter-arrivées sont les différences
successives

τ1 “ T1, τ2 “ T2 ´ T1, τn “ Tn ´ Tn´1, . . .

De manière équivalente, on peut considérer la fonction aléatoire de comptage des arrivées jusqu’au
temps t,

Nptq “
ÿ

iě1

1tTiďtu , t ą 0.

Comme limn Tn “ 8, Nptq est fini pour tout t ą 0.

Le processus de Poisson est caractérisé par sa fonction de comptage, à accroissements indépendants
stationnaires et de loi de Poisson.

Définition 4.24 (Processus de Poisson)

Un processus ponctuel est appelé processus de Poisson d’intensité θ ą 0 si sa fonction de comptage
vérifie :

‚ pour tous 0 ă s ă t, la v.a. Nptq ´Npsq suit la loi de Poisson de paramètre θpt´ sq,

‚ pour tous k ě 2 et 0 ă t1 ă t2 ă . . . ă tk, les v.a. Npt1q, Npt2q ´Npt1q, . . . , Nptkq ´Nptk´1q

sont indépendantes.

On rappelle que si Z suit la loi de Poisson de paramètre θ, alors

PpZ “ nq “
θn

n!
e´θ , n “ 0, 1, . . . , et ErZs “ θ.

Ainsi le nombre moyen d’arrivées EpNptq´Npsqq dans l’intervalle ss, ts est proportionnel à la durée
t´ s.

Il n’est pas clair, a priori, que cette définition fait sens : il se pourrait qu’il n’existe pas de processus
ponctuel vérifiant cette définition. La proposition suivante assure l’existence d’un tel processus, et
montre que sa loi est complétement caractérisée par cette définition.

Proposition 4.25

Soit pτiqiě1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre θ. Si l’on pose Tn :“
řn
i“1 τi,

alors pTnqně1 est un processus de Poisson d’intensité θ.
Réciproquement, si pTnqně1 est un processus de Poisson d’intensité θ alors pτiqiě1 est une suite de
v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre θ.
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Démonstration L’observation fondamentale est que, pour tout n ě 1, les lois des vecteurs
pτi; 1 ď i ď nq et pTi; 1 ď i ď nq se déduisent l’une de l’autre par un changement de variables
linéaire (de jacobien égal à 1) : le vecteur colonne pTi; 1 ď i ď nq est égal à A fois le vecteur colonne
pτi; 1 ď i ď nq où A est la matrice

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0 0
1 1 . . . 0 0
1 1 . . . 0 0
...

... . . . 0 0
1 1 . . . 1 0
1 1 . . . 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

On peut alors vérifier par la formule de changement de variable que le premier vecteur a pour
densité

n
ź

i“1

θ expp´θsiq1sią0 ,

si et seulement si le second vecteur a pour densité

θn expp´θtnq1∆npt1, . . . , tnq

en notant ∆n le simplexe
∆n “ tptiq

n
i“1 : 0 ă t1 ă t2 ă . . . tnu .

Nous nous contentons à présent de prouver la réciproque de l’énoncé. Il suffit de vérifier que
pT1, . . . , Tn`1q a pour densité θn`1 expp´θtn`1q1∆n`1 . On fixe 0 ă u1 ă v1 ă u2 ă v2 ă . . . ă un ă
vn ă t, et on exprime

tTi Psui, vis, i “ 1, . . . n; t ă Tn`1u “ tNpu1q“0, Npv1q´Npu1q“1,

Npu2q´Npv1q“0, Npv2q´Npu2q“1,

. . . ,

Npunq´Npvn´1q“0, Npvnq´Npunq“1,

Nptq´Npvnq“0u

pour calculer (avec la convention v0 “ 0)

PpTi Psui, vis, i “ 1, . . . n; t ă Tn`1q “ e´θpt´vnq
n
ź

i“1

e´θpui´vi´1qθpvi ´ uiqe
´θpvi´uiq

“ e´θt
n
ź

i“1

θpvi ´ uiq

Comme ceci est égal à l’integrale de la fonction positive

pn`1pt1, . . . , tn`1q “ θn`1e´θtn`11∆n`1

sur le pavé tti Psui, vis, i “ 1, . . . n; t ă tn`1u, on en déduit que pn`1 est la densité de probabilité
de pTiqi“1,...n`1. l
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Proposition 4.26

Soit pTnqně1 un processus de Poisson de paramètre θ ą 0. Soit n ě 1 et t ą 0. Conditionnellement
à l’événement tNptq “ nu, la loi de pTiq1ďiďn est uniforme sur le simplexe

∆n,t “ tptiq1ďiďn : 0 ă t1 ă t2 ă . . . tn ă tu.

C’est la loi de la statistique d’ordre d’un n-échantillon de loi uniforme sur r0, ts, c’est à dire de n
v.a. i.i.d. de loi uniforme sur r0, ts réordonnées par ordre croissant.

Démonstration On calcule avec les notations précédentes

PpTi Psui, vis, i “ 1|Nptq “ nq “
PpTi Psui, vis, i “ 1, Nptq “ nq

PpNptq “ nq

“
e´θt

śn
i“1 θpvi ´ uiq

e´θtpθtqn{n!

“ n!t´n Vol
´

n
ź

i“1

sui, vis
¯

Cela montre que la loi de pTiq1ďiďn conditionnellement à Nptq “ n, qui est portée par le simplexe
∆n,t, est en fait uniforme sur cet ensemble.
Enfin, nous montrons que si U1, . . . , Un sont n v.a. i.i.d. de loi uniforme sur r0, ts et si Y1 ă Y2 ă

. . . ă Yn est la suite de leurs valeurs classées par ordre croissant, alors pYi; 1 ď i ď nq est de loi
uniforme sur ∆n,t. Si A Ă ∆n,t est un borélien, on a

tpYi; 1 ď i ď nq P Au “
ď

σPSn

tpUσpiq; 1 ď i ď nq P Au ,

et l’union est disjointe puisque A Ă ∆n. On en déduit la première égalité suivante

PppYi; 1 ď i ď nq P Aq “
ÿ

σPSn

PppUσpiq; 1 ď i ď nq P Aq

“ n!ˆ PppUi; 1 ď i ď nq P Aq

puisque pUσpiq; 1 ď i ď nq a même loi que pUi; 1 ď i ď nq. Cette dernière quantité s’écrivant comme

ż

A
n!ˆ t´n1∆n,tpy1, . . . , ynqdy1 . . . dyn,

on voit que pYi; 1 ď i ď nq est uniforme sur ∆n,t. l
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Chapitre 5

Espérance conditionnelle

I Conditionnement par rapport à un événement

On se place sur un espace de probabilité pΩ,A,Pq. Notre but dans un premier temps est de définir
l’espérance d’une variable aléatoire conditionnée à la réalisation d’un événement de probabilité
positive. Commençons par rappeler la définition de la probabilité conditionnelle.

Définition 5.1 (Probabilité conditionnelle)

Soit B P A un événement tel que PpBq ą 0. On définit la probabilité conditionnelle sachant B,
qu’on note Pp¨ | Bq, par

PpA | Bq “
PpAXBq
PpBq

.

Il est facile de vérifier que Pp¨ | Bq définit bien une mesure de probabilité sur pΩ,Aq. En particulier,
le facteur PpBq au dénominateur assure que la masse totale de cette mesure vaut bien 1. On notera
que cette mesure de probabilité ne donne de la masse qu’aux événements qui intersecte B.

Cette notion de probabilité conditionnelle fournit une définition possible pour l’espérance condi-
tionnelle d’une variable aléatoire étagée. En effet, on peut poser

E r1A | Bs “ PpA | Bq “
PpAXBq
PpBq

“
E r1A1Bs

PpBq
.

Ainsi, pour toute fonction étagée positive, on aurait la définition E rX | Bs “ E rX1Bs
PpBq . C’est

exactement la définition qu’on va introduire.

Définition 5.2 (Espérance conditionnelle sachant un événement)

Soit X une variable aléatoire et B P A un événement. Si X ě 0 ou X P L1, on définit l’éspérance
conditionnelle de X sachant B par

E rX | Bs :“
E rX1Bs

PpBq
.

Remarque 5.3

1. L’espérance conditionnelle de X sachant B peut être vue comme l’espérance de X contre la
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mesure conditionnelle sachant B :

E rX | Bs “

ż

Ω
XdPp¨ | Bq .

Enfin, cette égalité est immédiate pour X “ 1A, donc par linéarité pour toute variable étagée
positive, puis par convergence monotone pour toute variable aléatoire positive. Le cas des
variables L1 s’en suit en décomposant en partie positive et négative. Cette interprétation nous
permet de transférer toutes les propriétés établies pour l’espérance à l’espérance conditionnelle
sachant un événement.

2. Si B et BA ont des probabilités strictement positives,

E rXs “ PpBqE rX | Bs ` PpBAqE rX | BAs.

Ceci découle de la définition de l’espérance conditionnelle, de la linéarité de l’espérance et du
fait que 1B ` 1BA “ 1.

3. Evidemment, on a aussi E rXs “ E rX | Ωs.

Exemple 5.4

Soit X une variable uniforme sur t´2,´1, 0, 1, 2u et soit B l’événement que X est positive. Alors

E rX | Bs “
E rX1Bs

PpBq
“

0.15 ` 1.15 ` 2.15
3
5

“ 1.

En fait, X suit la loi uniforme sur t´2,´1, 0, 1, 2u, donc une fois conditionnée à être dans B, elle
suit la loi uniforme sur B.

II Conditionnement par rapport à une variable discrète

Notre but à présent est de définir l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X sachant une
autre variable Y . Quel sens souhaite-t-on donner à cette quantité ?
De façon vague, il s’agirait de la “meilleure” approximation deX sachant Y . Un peu plus précisément,
on pourrait définir l’espérance conditionnelle de X sachant Y comme la variable aléatoire qui, sur
l’événement tY “ yu, vaut ErX | tY “ yus.

On voit immédiatement que cela n’a de sens que si les événements tY “ yu sont de probabilité
positives. On va donc commencer par traiter le cas où Y est une variable discrète.

Commençons par regarder le cas simple où Y “ 1B pour un événementB. On sait queB “ t1B “ 1u
et ainsi E rX | Bs “ E rX | t1B “ 1us. Mais 1B donne lieu à un autre événement t1B “ 0u “ Bc.
On aimerait donc définir E rX | 1Bs de telle façon à avoir accès aux deux quantités E rX | t1B “ 1us
et E rX | t1B “ 0us. Pour ce faire, on va définir E rX | 1Bs comme étant une variable aléatoire qui
nous donne accès à ces deux quantités. Ainsi, pour tout ω P Ω, si ω P B on pose

E rX | 1Bspωq “ E rX | t1B “ 1us

et si ω R B on pose

E rX | 1Bspωq “ E rX | t1B “ 0us.
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En d’autres termes, on a posé pour tout ω P Ω

E rX | 1Bspωq “ 1BpωqE rX | t1B “ 1us ` 1ABpωqE rX | t1B “ 0us .
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