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Chapitre 1

Espaces mesurés et probabilités.

Rappelons que l'intégrale de Riemann d’une fonction f : I — R est construite par approximations :
on approxime les valeurs prises par f sur des “petits” sous-intervalles |z, z,+1[ de T

| 7~ S sl - al.

Cela nécessite une certaine régularité de la fonction f afin que les approximations soient bonnes
localement.

La théorie de I'intégration de Borel et Lebesgue repose sur un changement de point de vue fonda-
mental : au lieu de découper I'intervalle I en petits sous-intervalles et d’évaluer la valeur de f sur
ceux-ci, on découpe 'espace d’arrivée R en petits sous-intervalles [y, yn+1[ et on évalue la mesure
de leurs pré-images par f :

| 7~ St

Cela requiert d’avoir construit une mesure sur l’espace de départ (ce qui n’est pas une mince affaire
en général), mais cela relache tres fortement la contrainte de régularité de la fonction f : celle-ci va
devenir une contrainte de mesurabilité. Par ailleurs, cela permet de considérer des fonctions définies
sur des espaces “quelconques” (pour peu qu’ils soient munis d’ensembles mesurables et d’une me-
sure) alors que l'intégrale de Riemann est intimement liée & ’ensemble R.

Ce chapitre présente les notions sous-jacentes (tribus, mesures, etc.) a cette théorie de I'intégration,
et le chapitre suivant présente la construction de l'intégrale.

I Espaces mesurables

Commencons par rappeler la notion de o-algebre (ou tribu) qui prescrit les ensembles mesurables.
Définition 1.1 (o -algébre)
Soit S un ensemble. On dit qu’une collection ¥ de sous-ensembles de S est une o-algébre si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) SeX.

(i) AeX = AL :=S\AeX.
| (iii) A, eXVneX = [J,enAn€X.

neN
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Remarque 1.2

Considérons les assertions
(i) JeX.
(iii’) ApeXVneX = () nAn€X.

La défintion de o-algébre reste inchangée si I'on impose (i’) au lieu de (i) et/ou (iii’) au lieu de
(iii). En effet, (i) (resp. (i’)) combinée avec (ii) implique (i’) (resp. (i)). De méme, si (ii) et (iii)
sont vérifiés alors pour toute suite A,, € ¥, on a A° € ¥ par (ii), et en combinant (ii) et (iii) avec

Pidentité .
M= (U4)

neN neN

neN

on obtient (iii’). Un raisonnement analogue permet d’obtenir (iii) a partir de (ii) et (iii’).
Finalement, notons que si la réunion dénombrable dans la propriété (iii) est remplacée par réunion
finie, on dit dans ce cas que X est une algébre. Ainsi une o-algébre est une algébre mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie.

On utilise parfois le terme tribu a la place de o-algebre.

Exemple 1.3
1. Etant donné un ensemble S, on peut définir {(ZJ, S} qui vérifie les trois propriétés d’une
o-algebre.

2. L’ensemble P(S) de toutes les parties de S est une o-algébre. On peut noter que toute o-
algebre ¥ sur S est située entre les deux précédentes i.e. {F, S} < ¥ < P(S).

Définition 1.4 (Espace mesurable)

On dit que la paire (S, ) est un espace mesurable si S est un ensemble et ¥ est une o-algébre sur
S. On dit que les éléments de ¥ sont les sous-ensembles de S qui sont Y-mesurables.

Il semblerait naturel de toujours considérer la tribu P(S). Il se trouve que cette tribu est souvent
trop grosse pour y construire des mesures intéressantes. On est alors amené a considérer des tribus
engendrées par des classes d’ensembles simples (les intervalles de R par exemple).

Définition 1.5 (o-algébre engendrée par une classe)

Soit C une classe de sous-ensembles de S. La o-algebre engendrée par C, notée o(C), est I'intersection
de toutes les o-algébres contenant C. C’est la plus petite o-algébre sur S qui contient C.

-

Cette définition se base sur la propriété suivante : lintersection d’un nombre quelconque (pas
forcément fini ni dénombrable) de o-algebres est une o-algebre. La preuve est laissée en exercice.

Exemple 1.6

1. Soit S ={1,2,3,4} et C = {{1},{2,3}}. Pour former o(C), on commence par mettre I’ensemble
vide, S puis les éléments de C. Aprés, on effectue les opérations de passage au complémentaire,
I'union et l'intersection des éléments a disposition. Apreés avoir effectué toutes les opérations
possibles, on vérifie que I'’ensemble obtenu est bien une o-algébre. Dans cet exemple, on doit

rajouter {1}* = {2,3,4}, {2,3}" = {1,4}, {1,4} n {2,3,4} = {4}, et {4}* = {1,2,3} pour avoir

o(C) ={,S,{1},{2,3},{1,2,3}, {4}, {1,4},{2,3,4} }.

6
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2. Un exemple important est la o-algebre Borelienne. Si S est un espace topologique, la o-algébre
de Borel B(S) est la o-algébre engendrée par les ouverts de S. Ainsi B := B(R) est la o-algébre
de Borel sur R i.e. la o-algébre engendrée par les ouverts de R.
Au lieu de travailler avec tous les ouverts de R, on sélectionnera un systéme générateur qui
est plus explicite. Pour cela, on définit la classe suivante d’intervalles

I(R) := {(—o0,2] : z e R}

et on va vérifier qu’elle suffit pour obtenir tous les éléments de la o-algébre de Borel sur R
i.e. on va montrer que B = U(I(R)). On procede par double inclusion, tout en notant d’abord
que pour tout x € R on a (—0,z] = (),,cn(—00, £+ 1/n) qui est une intersection dénombrable
d’ouverts et ainsi (—o0, z] € B. Puisque o (I(R)) est la plus petite o-algébre qui contient I(R)
alors o (I(R)) < B.

Pour lautre inclusion, il suffit de montrer que tout intervalle ouvert de R peut étre généré a
partir des éléments de I(R). Soit donc a < b, et remarquons que puisque (a,b) = |, cn(a, b —
1/n] il nous suffit de montrer qu’un intervalle de la forme (a,u] peut étre généré a partir des
éléments de I(R). Mais on voit que

(a,u] = (—o0,u] N (—0,a]’ e o(I(R)),

ce qui montre ce qu’on cherchait.

Terminons cette section en introduisant des définitions relatives aux suites d’ensembles. Pour une
suite (Ap)nen € X, on écrira A, 1 Asi A, < Apqq pour tout n e Net .y An = A. De méme, on
écrira A,, | A si App1 € Ay pour tout n e Net [,y An = A.

On va maintenant introduire les notions de limite sup et limite inf. Rappelons les définitions
dans le cas d’une suite de réels : étant donnée une suite de réels (z,,)nen, les limites inf et sup sont
données par

liminf z,, := sup inf z, = lim [inf x,] et limsupz, := inf sup x, = lim [sup z,].
m=0n=m m—00 n=m m=0p>m m—0"n>m

On dit que la limite de la suite z,, existe lorsque les deux quantités précédentes coincident. En
faisant I’analogie entre inf et N d’une part, et entre sup et U de 'autre, on définit les limite sup et
inf d’ensembles comme suit.

Définition 1.7

Soit (Ap)nen une suite d’ensemble. La limite sup de A,, notée limsup A,,, est donnée par

limsup A,, = ﬂ U A,.

m=0n=m

De méme, la limite inf de A, notée liminf A,,, est donnée par

liminf A,, = U ﬂ A,

m=0n=m

Remarque 1.8

Université de Paris
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1. II est important de comprendre le sens de limsup A,,. Dire que w € limsup A,, équivaut a dire
que
VYm,In = m tel que w € A,.

C’est-a-dire w appartient a une infinité d’ensembles A,,. On gardera donc en téte I’équivalence
w € limsup A,, & w appartient a une infinité des A,,.
2. Dire que w € liminf A,, équivaut a dire que
dm,¥n = m on a w € A,.

Ainsi
w € liminf A, < w appartient a tous les A,, a partir d’un certain rang.

3. Exercice : Vérifier que liminf A, < limsup A,,.

4. Exercice : Montrer que
Limsup 4, = limsuply, et Liminra, = liminfly,,

ou 14 désigne la fonction indicatrice de A.

II Mesure et probabilité

On est maintenant prét a introduire la notion de mesure.
Définition 1.9 (Mesure)

Soit (S, %) un espace mesurable. Une mesure p sur (S,X) est une fonction
3 — [0,00]

qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) m() = 0.
(ii) Si (An)nen est une suite d’ensembles disjoints dans ¥ alors f1( ey An) = Dpen #(An).

On dit alors que le triplet (S, %, ) est un espace mesuré.
Si de plus p(S) = 1 alors on dit que p est une mesure de probabilité et que (S, %, p) est un espace
de probabilité.

Remarque 1.10

1. La propriété (ii) ci-dessus est connue comme la o-additivité de la mesure. Si I'union dénombrable
est remplacée par I’'union finie, on parle alors tout simplement d’additivité.

2. Notons que le fait que ¥ soit une o-algébre donne un sens aux propriétés (i) et (ii) puisque
&5 € ¥ et on peut donc lui appliquer p et de méme, si les A,, sont dans ¥ alors I'union l’est
aussi et on peut parler de ,u( U An).

3. On dit que u est finie si u(S) < 00. Ainsi une mesure de probabilité est une mesure finie.

neN

4. On dit que p est o-finie s’il existe une suite (Syp)nen d’éléments de ¥ telle que | J, .y Sn = S

8
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et 11(Sy) < o pour tout n € N.

Exemple 1.11

1. (Mesure nulle) Soit (S,X) un espace mesurable. j1 : ¥ — [0, 0] définie par u(A) = 0 pour
tout A € ¥ est une mesure.

2. (Mesure de comptage) Le cardinal d’un ensemble est une mesure sur (N, P(N)).

3. (Mesure de Dirac) Soit (S,Y%) un espace mesurable et x € S. On définit 0, : ¥ — [0, 00| par
0z(A) =1 siz e A et 0 sinon. On vérifie que 0, est une mesure de probabilité qu’on appelle

la mesure de Dirac.

Voici quelques propriétés élémentaires des mesures.

Proposition 1.12

Soit (S, %, u) un espace mesuré. Alors on a

1. u(Au B) < (A) + u(B) pour tous A, B € X.
2. M(Ui>1 )

3. Si u(S) < oo alors pour tous A,B € ¥ on a

(A B) = u(A) + p(B) — u(A ~ B).

D=1 M(A;) pour tous Ay, A, ... € X.

Plus généralement on a la formule d’inclusion-exclusion suivante

n

( U A;) = Z(_l)kH Z m( ﬂ Aij),

i<n k=1 1<t1<i2<...<ip<n i<k

pour tous Aq,...,A, € 2.

(]

Démonstration Exercice.

Une propriété utile des fonctions est la continuité : I'une de ses conséquences est de pouvoir
affirmer que lim,, f(x,) = f(lim, z,,). On aimerait une propriété similaire pour les mesures.
Lemme 1.13
Soit (S, 3, u) un espace mesuré et (Ay)nen € 2.

1. Si A, 1 A alors pu(Ay) T u(A).
2. Si A, | A et u(Ax) < o0 pour un certain k € N, alors pu(Ay) | p(A).

Démonstration
1. Soit By = Aj, By = Aj\A; et plus généralement B, = A,\A,_1 pour tout n > 2. On
remarque que les B, sont disjoints et que A4,, = | J_; B;. Ainsi

p(An) = p(Bru ... U By) = Y u(Bi) — > u(Bi) = p(A).
i=1 =1

2. Soit B, = Ap\Ag+n pour tout n € N. Alors B, T A\ [ )jen Ae €t par la premiere partie on a

p(Bn) = 1(Ag) = p(Agsn) —> p(Ar\ () Ae) = u(Ar) — u([) Ar).
£eN LeN

Université de Paris
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11 suffit alors de retrancher des deux cotés pu(Ag), qui est finie.

IIT Classe monotone et unicité de la mesure engendrée

Etant donnée une tribu ¥ engendrée par une classe C, on peut se demander si toute mesure p sur
3] est entierement caractérisée par les valeurs qu’elle prend sur C 7 Autrement dit, si deux mesures
p et v coincident sur C, coincident-elles sur o(C) ?

Nous allons apporter une réponse a cette question en introduisant le Lemme de classe monotone
(qui a de nombreuses applications). Commengons par définir la notion de classe monotone.

Définition 1.14 (Classe monotone)

Soit S un ensemble. On dit qu’une famille M de sous-ensembles de S est une classe monotone si
(i) Se M.
(ii) Si A,Be M et A c B, alors B\A € M.
(iii) Si A, € M et A, © Apq1 alors | ,, An € M.

Remarquons que toute o-algebre est une classe monotone. En revanche, il existe des classes mo-
notones qui ne sont pas des o-algebres. Par exemple sur S = {1,2,3,4}, on peut considérer

M ={J,5,{1,2},{1,3},{1,4},{2, 3}, {2,4}, {3,4}}.

Par ailleurs, une intersection quelconque de classes monotones est une classe monotone. En conséquence,
on peut parler de la plus petite classe monontone M(Z) contenant une famille Z de sous-ensembles
de S : il s’agit de I'intersection de toutes les classes monotones contenant 7

M(T) = N M.

M classe monotone, Zc M

Théoréme 1.15 (Lemme de classe monotone)

Soit S un ensemble et T < P(S) une famille de sous-ensembles de S stable par intersection finie.
Alors toute classe monotone M qui contient T contient o(I). En d’autres termes, o(Z) = M(Z).

Remarque 1.16

Une famille stable par intersection finie est parfois appelée un m-systéme.

Démonstration Comme o(Z) est une classe monotone (puisque c’est une o-algebre), alors
M(Z) < o(Z). Pour montrer I'inclusion inverse, il nous suffit de montrer que M(Z) est une o-
algebre puisque o(Z) est la plus petite o-algébre contenant Z.

On a S € M(Z) par définition. Soit A € M(Z) alors A € M pour toute classe monotone M
contenant Z. Comme M est une classe monotone et que A — S appartiennent & M, alors il en est
de méme pour A® = S\ A.

Il reste donc & montrer que M(Z) est stable par réunion dénombrable. Par la propriété (iii) des
classes monotones, il nous suffit de montrer que M(Z) est stable par réunion finie. Puisque M(Z) est
stable par passage au complémentaire, il nous suffit de vérifier que M (Z) est stable par intersection
finie. Pour cela, il suffit de montrer que si A, B € M(Z) alors A n B € M(Z).

10
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Supposons d’abord que A € Z. Soit M4 = {Be M(Z) : AnB e M(Z)}. Puisque Z est un m-systeéme
on aZ c My. On va vérifier que M 4 est une classe monotone pour déduire que M(Z) € M 4. On
a

(i) SNnA=A€eZc M(Z) donc S € My.
(ii) Soit B,B’ € M4 avec B ¢ B’. Alors (B\B) n A = (B' n A)\(B n A) € M(Z) puisque
B'nAe M(Z), Bn Ae M(Z) et M(Z) est une classe monotone.

(iii) Si By, est une suite croissante de M 4, alors B,, " A est une suite croissante de M(Z). Comme
M(Z) est une classe monotone, alors | J(B, n A) € M(Z). Puisque | J(B, n A) = An|JB,
on en déduit que | J B, € M 4.

Soit maintenant
My ={AeM(Z): VBe M(Z),AnBe M(I)} ={Ae M(Z): M(Z) c Ma}.

On vient de montrer ci-dessus que Z < M;y. On vérifie comme avant que M est une classe
monotone, ce qui implique que M(Z) < M;. Ceci montre donc que pour tout A, B € M(Z), on a
A n Be M(Z) et finit la preuve. U
A T'aide de ce lemme, on peut apporter une réponse a la question posée plus haut.

Corollaire 1.17 (Unicité d’une mesure)

Soit S un ensemble, T une famille de sous-ensembles de S stable par intersection finie et ¥ = o(Z).
Si deux mesures finies pu1, po sur (S, %) coincident sur Z (i.e. pi(A) = p2(A) pour tout AeZ) et
que p1(S) = pu2(S) alors elles coincident sur X..

Le résultat reste vrai si pu et v sont seulement o-finies et sont telles que u(Ey) = v(E,) < oo pour
une certaine suite croissante E, telle que u,E, = S.

Démonstration Nous allons montrer que F = {A € X : u1(A) = p2(A)} est une classe monotone.
En effet, ceci impliquera par le Lemme de classe monotone que o(Z) = M(Z) < F et que donc
JF = Y pour finir la preuve.

Pour vérifier que c’est une classe monotone, on note d’abord que par hypothese on a 11 (S) = p2(S).
D’autre part, si A,B € F et que A ¢ B alors p1(B\A) = pi1(B) — p1(A) = pe(B) — pe(A) =
w2 (B\A). Notons que c’est ici qu’on a utilisé le fait que les mesures sont finies.

Il reste & montrer que F est stable par réunion croissante. Soient alors A, € F, n € N, avec
A, < Ayi1. On a par le Lemma 1.13.

pr((J An) = lim g (An) = lim pa(An) = 2 ([ An)-

n

(]

On observera que la classe F introduite dans la preuve précédente n’est pas une tribu en général :
en effet, si p et v coincident sur A et B, il n’y a aucune raison qu’elles coincident sur A U B (sauf
si A et B sont disjoints, ou que 'un est inclus dans Pautre).

IV Construction de mesure et mesure de Lebesgue

Nous venons de voir un résultat d’unicité sur les mesures, la preuve repose sur le lemme de classe
monotone qui est relativement simple a prouver. L’existence de mesure (vérifiant certaines pro-
priétés sur des familles simples d’ensembles) est en général nettement plus difficile & établir. En

11
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particulier, 'existence d’une mesure qui assigne aux intervalles leur longueur (la mesure de Le-
besgue) n’est pas triviale. En effet, une telle mesure devra étre définie sur la plus petite tribu
contenant les intervalles (la tribu Borélienne!), or la plupart des ensembles de cette tribu sont
“compliqués” et leur “longueur” n’est pas une quantité évidente a définir.

Nous allons présenter un résultat général assurant l’existence d’une mesure comme prolongement
d’une “pré-mesure” (la longueur dans le cas de la mesure de Lebesgue). Commengons par introduire
la notion d’algebre.

Définition 1.18 (algébre)

Soit S un ensemble. On dit qu’une collection Y de sous-ensembles de S est une algébre si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) SeXx.
(i) Ae L = A := S\Ad e X.
(iii) A, BeYX = Au BeX.

On a alors le résultat fondamental suivant.
Théoréme 1.19 (Théoréme d’extension de Carathéodory)

Soit S un ensemble, et soit ¥ une algébre sur S. Si pg : o — [0, 00] satisfait :

(i) po( =0),
(ii) po(undn) = >, to(Ay) pour toute suite A, € ¥y de sous-ensembles deux-a-deux disjoints
tels que U Ay € Yo,

alors il existe une extension de gy a ¥ i.e. il existe une mesure p sur (S, %) telle que p = pg sur 3.

La morale de ce résultat est qu’il n’est pas nécessaire de définir une mesure sur toute la o-algebre,
on peut se contenter de le faire sur une algebre qui ’engendre. Sa preuve est délicate, elle repose
sur l'introduction de la notion de mesure extérieure : on pourra consulter [BP00].

Par le corollaire précédent, si ug est o-finie alors ’extension est unique.

Prenons 'exemple de la mesure de Lebesgue sur S = R muni de la o-algebre de Borel B(R).
Pour définir cette mesure, on va se contenter de la définir sur les réunions finies d’intervalles. On
définit ainsi X comme la collection de toutes les parties s’écrivant comme réunion finie d’intervalles
disjoints. On peut vérifier que ¥ est une algebre et que ¥ := 0(3y) = B(R). Au lieu de définir notre
mesure A sur tout X, on se contente de le faire sur X en posant pour tout A=1I u... U l. €Yy

AA) = Yl
k=1

ot |Ii| est la longueur de l'intervalle I,. On peut montrer que \ est o-additive sur X et le théoréme
de Carathéodory assure l'existence d’une extension & une mesure A sur B(R). Cette mesure est
appelée la mesure de Lebesgue. En outre, comme X est o-finie (on peut prendre E,, := [—n,n])
cette extension est unique.

Remarque 1.20

La o-additivité sur g n’est pas tout a fait triviale. Soit E,, une suite d’éléments disjoints de ¥ telle
que upE, € Xy. Sans perte de généralité, on peut supposer que tous les F, sont des intervalles,
et qu’ils vivent dans un compact de R (afin d’éviter la manipulation de quantités infinies). Des

12
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considérations simples sur la longueur impliquent que pour tout n > 1
n
D IME) < MunEn)
i=1

et ainsi »,, A(E;) < AN unEy,). L’autre inégalité est plus difficile. Par hypothese, on peut écrire
unl, comme la réunion finie d’intervalles disjoints I1,...,In. On peut trouver des intervalles
fermés K1, ..., Ky tels que K; < I; et A\(K;) = \(I;) — €27, Ainsi K = ui\ilKi est un compact tel
que

MK) = MunEy,) — €.

Par ailleurs, on peut trouver des intervalles ouverts O,, > E,, tels que A\(Oy,) < A(Ey)+€27™. On a
donc construit un recouvrement ouvert du compact K, dont on peut extraire un sous-recouvrement
fini Oq,...,O,,. On trouve alors

>
=
N
>
C
l 3
S
I\
P
S
I\
INagE
=
&
+
[
I\
>
&
+
(@)

Ainsi

V Espace de probabilité et événements

On se focalise dorénavant sur le cas des espaces de probabilité. Rappelons qu’un triplet (2, .4, P)
est un espace de probabilité si (€2,.4) est un espace mesurable i.e. A est une o-algebre sur Q, et P
est une mesure de probabilité.

Dans ce cas, on appelle € T'univers, un élément w € € un échantillon et A la famille des
événements.

Exemple 1.21

1. On lance une piéce de monnaie a deux reprises. Le résultat de notre expérience consiste en
les paires de caractéeres Pile, Face. On pose donc

Q = {PP,FF, PF,FP}

et on prend A = P(Q) 'ensemble de toutes les parties de ). On peut définir P comme étant
la probabilité uniforme sur §2. Ainsi, I'événement “obtenir au moins une Face” est donné par
le sous-ensemble {F'F, PF, F'P} qui a une probabilité 3/4.

2. Si notre expérience consiste a choisir un nombre réel au hasard entre 0 et 1. Alors I'univers
est 0 = [0, 1] qu’on munit de la tribu borelienne A = B([0, 1]) et de la mesure de Lebesgue.
Ainsi la probabilité que le nombre qu’on a choisi soit plus grand que 2/3 est égale a 1/3.

Définition 1.22 (Presque sirement)

Soit (2, A,P) un espace de probabilité. On dit qu’un énoncé T' est vrai P-presque-sirement (ou
simplement p.s.) si C' = {w e Q: I' est vrai sur w} € A et P(C) = 1.
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Exemple 1.23

1. On reprend l'exemple de lancer deux fois une piece. On considére I'énoncé I :“On ob-
tient au moins une Pile ou une Face”. On voit que C = {w € Q : T est vrai sur w} =
{FF,PP,FP,PF}=Q¢€ A et que P(C) = 1. Ainsi I est vrai p.s.

2. On reprend I'exemple de choisir un nombre au hasard dans [0,1]. On fait ’énoncé T' : “On
obtient un nombre différent de 0,1/2,1”. On voit que C' = {w € [0,1] : T est vrai sur w} =
(0, 1)\{1/2} € B([0,1]) et est de mesure de Lebesgue égale a 1. Ainsi I" est vrai p.s.

Proposition 1.24

Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Si les A, € A sont tels que P(A,) = 1 pour tout n € N,
alors IP( (Mpen 4 ) = 1. En d’autres termes, l'intersection dénombrable d’événements presque siirs
est presque sure.

Démonstration On a P(A%) = 0 pour tout n € N et ainsi P(|J7_; A}) = 0. Or [J;_; 4% 1
Upen AY, ainsi (UEGN ) = lim, o IP’(U,C 1AC) =0 et donc P(ﬂne An) =1. O

Proposition 1.25

Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit (A, )nen une suite d’événements, on a alors :
(i) (Premier lemme de Borel-Cantelli) Si ), P(A,) < o, alors

P(limsup 4,,) = 0
(ii)
P(liminf A,) < liminf P(A,,).

(ii)
limsup P(4,,) < P(limsup 4,).

Démonstration

(i) Posons B = limsup A4, et By, = {J,,>,, An- Par les propriétés des mesures, on a P(By,) <
Yinsm P(An) < 00. De plus, les By, sont décroissants et (,, B, = B, donc

=P([|Bn) = imP(B,) <lim . P(

nz=zm
(ii) Soit C' = liminf A4,, et C), = ﬂan Ap. Les C,, étant croissants et | J,, Cm = C, on a
P(C) = limP(Cy,).
m

Or P(Cy,) < P(A,) pour tout n = m car ),5,, An S Ap. Ainsi

n=m

P(C) = limP(Cy,) < liminfP(4,) = liminf P(4,).

(iii) Posons B = limsup A, et By = (J,5,, An- Les By, sont décroissants et P est une mesure
finie, alors

ﬂB —hmIP’ B).

14
Université de Paris



Probabilités

Mais By, 2 A, pour tout n = m, donc P(B,,) = P(A,) pour tout n > m. Ainsi

ﬂ B,) = hmIP’ B,,) = lim sup P(A,) = limsupP(4,,).

m nz=m

On peut également prouver (iii) en utilisant (ii) sur les complémentaires.

15
Université de Paris



Probabilités

16
Université de Paris



Chapitre 2

Intégration et mesure produit

I Application mesurable

Dans le chapitre précédent, on est parti d’un ensemble quelconque que 'on a muni d’une o-algebre
pour former un espace mesurable. En algebre par exemple, on part d’'un ensemble et on 1’équipe
d’une loi d’addition ou de produit. En topologie, on identifie les ouverts et fermés de 1'espace (en
le munissant d’une métrique par exemple). Dans tous ces domaines, I’étape suivante est de définir
les applications entre ces différents espaces. Il s’agit d’avoir une application au vrai sens du terme
mais qui tient compte de la structure sous-jacente. Par exemple, en algebre, on parle de morphisme
de groupes qui respecte la loi d’addition ou de produit en imposant que I'image de la somme (ou
du produit) est la somme (ou produit) des images par cette application.

En topologie, on dit qu’une application est continue lorsqu’elle respecte le transfert de topologie
entre I'espace de départ et 'espace d’arrivée. On demande ainsi que I'image réciproque d’un ouvert
de ’ensemble d’arrivée soit un ouvert de I’ensemble de départ.

Définition 2.1 (Application mesurable)

Soient (S,X) et (F,F) deux espaces mesurables. On dit que h : S — F est (X, F)-mesurable si
pour tout A€ F, on a h™}(A) e %.

—

Ainsi, une application est mesurable si I'image réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.

Remarque 2.2

1. Dans la suite du cours, on prendra fréquemment F' = R muni de la tribu Borélienne F = B(R).

2. On dira qu’une application est mesurable, sans préciser les tribus sur les espaces d’arrivée
et de départ, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur les tribus considérées. Parfois, on se
contentera de préciser la tribu de départ : par exemple, h : S — R est Y¥-mesurable signifiera
(la plupart du temps) que h est (3, B(R))-mesurable.

3. Parfois, on sera amené a considérer des tribus sur R, le complété de R, muni de sa topologie
usuelle. Rappelons que dans cette topologie, les intervalles |a, +0] et [—0, b| sont des ouverts
pour tout a,b € R. La tribu Borélienne sur R, notée B(R), est la plus petite tribu contenant
les ouverts de R.

Exemple 2.3

1. Soit c€ F et h: S — F définie par h(xz) = ¢ pour tout xz € S. Alors h est (X, F)-mesurable,
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quelles que soient les tribus Y. et F considérées. En effet, pour tout ensemble A ¢ F on a :
h=Y(A)=Ssice A, et h"'(A) = @ sic¢ A, or S et J appartiennent a toute tribu sur S.

2. Soit B € ¥, alors h := 1p est (X, B(R))-mesurable. En effet, soit A un borélien de R : si 0
et 1 appartiennent a A, alors h™'(A) = SeX;si0e Aet1¢ A alors h"'(A) = B € ¥; si
0¢ Aetle Aalors h '(A) = BeX; et finalement si 0 et 1 n’appartiennent pas & A alors
h~YA) = Fex.

3. On pose S = F =R, ¥ = {J,R}, et F = B(R). On définit h par h(z) = 0six = 0 et
h(zx) = 3 sinon. Alors h n’est pas (X, B(R))-mesurable puisque h=1({0}) = [0,0) ¢ X.

Les opérations de somme, produit, composition préservent la continuité; on va montrer qu’il en
est de méme pour la mesurabilité. Avant cela, énoncons des faits élémentaires & propos de I'image
réciproque.

Proposition 2.4
Soit h: S — F.
. _ _ _ _ C _ _

(i) On a h 1(Un An) = U, (4, h LAY = (h 1(A)) , b YN A, = Nh'(A4,). En

d’autres termes, I'image réciproque préserve les opérations courantes sur les ensembles.

(ii) Soit ¥ une tribu sur S et C une classe d’ensembles sur F. Si h™'(A) € ¥ pour tout A € C
alors h est (X, 0(C))-mesurable.

Démonstration
(i) Exercice.
(i) On pose G := {A € P(F) : h~'(A) € ©}. En utilisant (i), il est facile de vérifier que G est une
tribu. Si G contient C, alors elle contient la plus petite tribu contenant C c’est-a-dire o(C), ce
qui conclut la preuve.

O

Le point (ii) est tres utile pour vérifier la mesurabilité d’applications. Par exemple, si F' = R et
F = B(R), alors h : S — R est mesurable dés que {h < ¢} € ¥ pour tout ¢ € R. (On utilise ici la
notation {h < ¢} := {x € S: h(z) < ¢}). Cela s’applique aussi lorsque F = R et F = B(R).

Par ailleurs, (ii) implique que si S = F = R alors toute fonction continue est (B(R), B(R))-
mesurable.

Proposition 2.5

(i) Soit f : S — F (¥, F)-mesurable et g : F' — G (F,G)-mesurable. Alors g o f est (X,G)-
mesurable.

(ii) Soit h,hi,he : S — R des applications 3-mesurables et soit A € R. Alors Ah, hy + ha, hihs
sont Y-mesurables.

(iii) Soit (hp)nen une suite d’applications Y-mesurables. Alors inf h,, (resp. sup h,) et liminf h,,
gesp. lim sup h,,) sont X-mesurables (notons que ces applications prennent leurs valeurs dans
R et non R, il faut donc travailler avec la tribu Borelienne de R).

Démonstration

(i) Pour tout A€ G, on a (go f)~1(A) = f~1(g71(A)). Or B := g~(A) € F par mesurabilité de
g, donc f~1(B) € ¥ par mesurabilité de f et I’on conclut.
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(ii) On commence par observer que la fonction f : z — Az de R dans R est mesurable car
continue. Ainsi par (i), on en déduit que Ah = f o h est ¥-mesurable. De méme, les fonctions
(z,y) — = +y et (,9) — xy de R? dans R sont mesurables car continues. Par ailleurs
I'application (hy,h2) de S dans R? est (3, B(R?))-mesurable (ici on anticipe la Proposition
2.26), donc par (i) on en déduit que hy + hg et hihg sont ¥-mesurables.

(iii) Pour le premier point, il suffit de remarquer que pour tout ¢ € R, on a {inf, h, = ¢} =
M, {hn = c}. Comme h,, est X-mesurable alors {h, > ¢} € ¥ et {inf, h, > ¢} € ¥ comme
intersection dénombrable d’ensemble mesurables.

Pour le deuxieme point, notons que liminf A, = limg_, inf,,> hy. Par 'argument ci-dessus,
on a que pour tout k, inf,> h, est X-mesurable. Remarquons également que inf, >y h, est
croissante en k. Ainsi, il suffit de montrer que la limite d’une suite croissante (gx)xen d’ap-
plications mesurables est mesurable. Pour ceci, on remarque que limy gx = supy, gr. et que par
l'argument précédent cette application est >-mesurable.

0

II Intégration de fonctions positives

L’idée est de définir 'intégrale sur des objets simples puis d’étendre la définition a un cadre général
par des arguments d’approximation.

Définition 2.6 (Fonctions étagées)

Soit (S,.A) un espace mesurable et f : S — R une fonction mesurable. On dit que f est étagée si
elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Plus précisément, on dit que f est étagée s’il existe un
entier n = 1, des réels a1 < as < ... < a,, et des parties mesurables A; € A, 1 <1i < n tels que

flz) = ZailAi(:v), relR.
i=1

Définition 2.7 (Intégrale d’une fonction étagée positive)

Soit (S, A, i) un espace mesuré et soit f une fonction étagée positive. L’intégrale de f par rapport

a u est définie par
| =3 anias),
=1

On suit la convention 0 - o0 = 0 lorsque a; = 0 et pu(A;) = .

Exemple 2.8

On considére ([0,1],B([0,1]),A) avec A la mesure de Lebesgue. On définit f(z) = 1 si x < 3,
f(z) =99 sixe (1 2] et 0 sinon. Clairement c’est une fonction étagée puisqu’elle ne prend que

3°3
valeurs et on peut écrire f(x) = 115 17+ 9911 21. Ainsi § f dX = X([0, 5]) + 99A((5, 3]) = 33 + 3.

1 1
3 3’

2
3

L’espace des fonctions étagées positives est stable par addition et multiplication par un réel positif.
On vérifie alors aisément les propriétés suivantes.
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Proposition 2.9

Soient f et g deux fonctions étagées positives.

(i) Pour tous a, 8 >0, on a
[tas+sgydu=a[rau+s|gdn

(i) Si f < g alors § fdu < §gdu.

Démonstration Exercice. O

Pour étendre notre dénition de l'intégrale aux fonctions mesurables positives quelconques, on va
s’appuyer sur le résultat de densité suivant.

Proposition 2.10

Soit f une fonction mesurable a valeurs dans [0,00]. Alors il existe une suite croissante (f,) de
fonctions étagées positives telle que f = lim,, f,.

-

Démonstration L’idée est de tronquer f a un seuil élevé puis de faire une approximation dyadique
pour le reste des valeurs. Pour ceci on pose pour tout n > 1

A, ={xeS: f(z)=n},
et pour tout i € {0,1,...,n2" — 1} on définit
Bpi={xeS:i27" < f(z) < (i +1)27"}.

On prend alors

n2"—1 i
fn = Z 271371,1‘ + n]-An7
=0

qui est une fonction étagée. Vérifions que lim, 1 f,(x) = f(x) pour tout z € S. Soit z € S. Si

f(z) = oo alors z € Ay et fp(x) = n 1 00 = f(x). Sinon, pour tout n > f(z) on a x € By, ; avec
i =12"f(z)]. On a donc f,(z) = pnzf#” qui tend de fagon croissante vers f(x) lorsque n tend vers
I'infini. O

Définition 2.11 (Intégrale d’une fonction mesurable positive)

Soit (S, A, ) un espace mesuré et f : S — [0, 0] une fonction mesurable. On définit I'intégrale de
f par rapport a p par

deu = sup fhdu.

{h étagée positive, h< [}

Remarque 2.12

1. Cette définition coincide avec celle qu’on a donnée pour les fonctions étagées puisque si h est
étagée et h < f alors (hdp < § f du.

2. On peut vérifier que si f et g sont deux fonctions mesurables positives et f < g alors { f du <
§gdp.
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3. On a donné une définition de I'intégrale des fonctions mesurables a valeurs dans [0, 0] et
pas seulement dans [0,0). Cela permet d’intégrer tout sup de fonctions mesurables positives
(voir Proposition 2.5).

Théoréme 2.13 (Théoréme de convergence monotone)

Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions mesurables a valeurs dans [0, 0]. Alors

J(ligln fa) dp = lim f Fodp.

Démonstration On note f = lim, f,. Puisque f,, est une suite croissante, on a f, < fo11 < f
pour tout n € N de sorte que la remarque précédente assure U'inégalité  f,, du < § fri1dp < § fdu
pour tout n € N. La suite des intégrales est donc croissante, ainsi sa limite existe, et ’on obtient

liglffndﬂ < ffd,u.

Il nous reste & montrer I'inégalité dans le sens inverse. Soit h = ", a;14, une fonction étagée
positive avec h < f. Soit a < 1 et

B, ={zxeS: ah(z) < fu(z)}.

Remarquons que f, > alp, h et donc

ffndu > alenhd,u = aZaiM(Ai N By).

i=1

Par ailleurs la suite B,, est croissante et S = U, B;,. En effet, pour tout = € S, soit f(z) = 0 auquel
cas h(z) = fo(xr) = 0 et z € B, pour tout n > 1; soit f(z) > 0 et dans ce cas la suite croissante
fn(z) passe au-dessus de ah(x) < f(z) a partir d’'un certain rang. Ainsi pour tout ¢ < m, on a
(Ai n By) 1 A; et par le Lemme 1.13 on trouve p(A4; N By) T 1(A;). Ainsi on obtient

limjfn dp > aE a;iin(A;) = aJhdu.
i=1

Ceci étant vrai pour n’importe quel o < 1, on fait tendre o vers 1 pour trouver

limjfnd,u > Jhd,u.

Ceci étant vrai pour n’importe quelle fonction étagée h < f, on prend le sup dans le membre de
droite pour obtenir

limjfnd,uz sup Jhd,uzjfd,u.

{h étagée positive, h<[f}
]
Remarque 2.14

On a déja vu un cas particulier de ce résultat dans le chapitre précédent au Lemme 1.13. En
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effet, si A,, est une suite croissante d’événements, alors (14, ) est une suite croissante de fonctions
mesurables positives.

Ce résultat prend toute sa valeur lorsqu’il est combiné avec la proposition qui le précéde : étant
donné une fonction mesurable positive, la proposition nous assure qu’on peut ’écrire comme limite
croissante de fonctions étagées positives, et le théoreme précédent nous garantit la commutation
entre limite et intégrale de sorte que l'intégrale de notre fonction est la limite des intégrales des
fonctions étagées positives.

On peut ainsi déduire les propriétés suivantes de leurs analogues pour les fonctions étagées.

Proposition 2.15

(i) Soient f et g deux fonctions mesurables a valeurs dans [0, ] et soient o, 5 > 0. On a
[tar+poyau=a [ fdu+s[gan

(ii) Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables a valeurs dans [0, o] alors
fondﬂ = ijndﬂ'

(iii) Si f est une fonction mesurable & valeurs dans [0, 0] alors § f du = 0 si et seulement si f = 0
p-presque partout.

(iv) Soient f,g deux fonctions mesurables a valeurs dans [0,®]. Si f = g p-presque partout alors
§fdp=Sgdu.

Démonstration

(i) Soient (fn)nen €t (gn)nen deux suites croissantes de fonctions étagées positives dont les limites
respectives sont f et g. On a évidemment que af, + Bg, est une suite croissante de fonctions
étagées positives dont la limite est af + Bg. Par le théoréeme de convergence monotone, on
obtient que

J(af +Bg) du = lim J(O‘fn + Bgn) dp.

Cependant, on a déja vu que l'intégrale sur les fonctions étagées est linéaire, ainsi

J(afn + Ban) dp = affn dp + ﬁfgn dp.

En passant a la limite et en regroupant les équations précédentes, on obtient le résultat.

(ii) On remarque d’abord que (i) implique que

féfkdu=éffkdu.

On a donc

Zffnduzggo;lffkdu=gggof;1fkdu.

neN
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Or >7_, fx est croissante car les f; sont positives, donc par le théoréme de convergence

monotone, on a
ggof;lfkdu = L}ggoéfkdu = j > fudp

neN

(iii) Soit f, une suite croissante de fonctions étagées positives qui converge vers f. Par le Théoréme
de Convergence Monotone, on a § fdu = lim,, § f,du. Si f = 0 p-presque partout, alors, comme
0< f,</f,ona f, =0 p-presque partout et 'on déduit alors facilement que { f,dp = 0
ce qui suffit & conclure. Si § fdu = 0 alors { f,du = 0 pour tout n, et ainsi la définition de
I'intégrale des fonctions étagées assure que f, = 0 p-presque partout.

(iv) On remarque que u := max(f — g,0) est mesurable positive. Si f = g u-presque partout alors
u = 0 p-presque partout et 'on peut appliquer (iii) pour obtenir {udy = 0. De méme, on
obtient {max(g — f,0)du = 0. Or f + max(g — f,0) = g + max(f — g,0) de sorte que

J(f + max(g — f,0))du = J(g + max(f — g,0))du

ce qui implique le résultat voulu.
]
Corollaire 2.16

Soit f une fonction mesurable positive. Pour tout A € A, on définit v(A) = § f14du (qu’on note
aussi § , fdu). Alors v est une mesure.

Démonstration Exercice. |

III Intégrale dans le cas général

Toute fonction f est décomposable en partie positive et partie négative en posant f* = sup(0, f)
et f~ = sup(0,—f) de telle sorte que f = f* — f~. Grace a ceci, on peut étendre la définition de
I'intégrale aux fonctions mesurables de signe quelconque.

Définition 2.17 (Fonctions intégrables)

Soit (S, A, 1) un espace mesuré et f : S — R une fonction mesurable. On dit que f est p-intégrable
si

[ 1£1du <.

Jran= {1t au= [ dn

On note L'(S, A, 1) ensemble des fonctions p-intégrables.

Dans ce cas, on pose

On remarquera que toute fonction positive n’est pas forcément intégrable mais que son intégrale
est toujours bien définie.

Remarque 2.18

L’espace L' ainsi défini est un espace vectoriel, et Iapplication f — §|fldw a toutes les propriétés
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d’une norme sauf la suivante : §|f|dp = 0 n’implique pas que f = 0 mais seulement que f = 0
p-presque partout. Il faut en fait quotienter I'espace considéré ici par la relation d’équivalence f ~ g
< f = g p-presque partout, pour obtenir un espace vectoriel normé. On peut alors prouver qu’il
s’agit d’un espace de Banach.

On a les propriétés suivantes.

Proposition 2.19

(i) Soit f e L'(S, A, p). On a|§ fdu| < §|f|dp.
(i) Si f,ge L*(S, A, u) et a, B € R alors §(af + Bg)dp = o fdu+ 8§ gdpu.
(iii) Si f,ge L' (S, A,p) et f < g alors § fdu < {gdu.
( )

(iv) Si f,g e LY(S, A, ) et f = g u-presque partout alors § f du = § g dp.

Démonstration Exercice. ]

On a ainsi étendu les propriétés qu’on avait établies pour 'intégrale dans le cas des fonctions étagées
au cas des fonctions mesurables de signe quelconque. Cependant, la propriété de commutation entre
limite et intégrale établie dans le théoréme de convergence monotone est fortement liée au caractere
positif des fonctions considérées. Dans le cas général, on pourra permuter limite et intégrale sous
certaines hypotheses, ce sera le contenu du théoreme de convergence dominée. Nous avons besoin
d’abord du lemme suivant.

Lemme 2.20 (Lemme de Fatou)

Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives. Alors on a

jlim inf f, du < lim infffn d.

Démonstration On écrit liminf f,, = limy, o infp>p, fr = im0 gm. O (gm)men est une suite
croissante de fonctions mesurables positives, donc par le théoréme de convergence monotone, on a

[ s = i, [

Or gy < fn pour tout n = m, donc § gy, du < § f, dp pour tout n = m. On déduit que § gy, du <
inf,, > § fn du. En regroupant ce qu’on a obtenu, on a

J lim g, dp = lim fgm dp < lim inf ffn du.
m—00 m—00 m—o0 n=m

L]
Remarque 2.21

On a déja montré un cas particulier de ce lemme dans le chapitre 1. En effet si A, sont des
événements et i = P est une probabilité, on pose f, = 14, et on remarque § f,dp = {14, dP =
P(A,,). D’autre part, on a vu que liminf 14, = 1jiyninf 4, et alors

flim inf f,, du = Jllim inf A, dP = P(liminf A,,).
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Ce lemme nous donne donc que P(liminf A4,) < liminf P(A4,,).

Théoréme 2.22 (Théoréme de convergence dominée)

Soit (fn)nen une suite de fonctions dans L'(S, A, p) telle que lim,, f,,(z) = f(x) p-presque partout.
Supposons qu’il existe une fonction g mesurable, positive et intégrable telle que pour tout n € N,
|fn| < g pu-presque partout. Alors on a f € L*(S, A, i) et

ti [ fudi= [ fdn et lm {15 fldu 0.

Démonstration Soit A = {z € S : lim, fu(x) = f(x) et |fu(z)] < g(z) Vn € N}. On a par
hypothese que p(A°¢) = 0. Posons

F(z) = fa(@)1a(z) et flz) = f(x)1a(2).
On a clairement que fn = fp et f = f p-presque partout. On a donc que and,u = { fodu,
Sfdu = {fdp et S|fn — fldp = §|fn — fldp. On peut ainsi travailler avec fn et f ala place de f,
et f.
Puisque |f| < g et §gdp < oo alors {|f|du = |fldu < oo et fe L1(S, A, p).
On a 2g — |f— ]?n| > 0 donc par le lemme de Fatou, on a

liminff(Qg —|f = ful) dp = fliminf@g —|f = ful) dp = 2fgd,u.

Or
liminff(Qg —|f = ful) dp = f2gd,u - limsupf\f— Foldp <2 fgdu )

On déduit donc que lim sup | | f—fnldp = 0 donc en particulier que lim {|f— fy| dp = 0. Finalement,
par linéarité de I'intégrale, on a

| rau— [ goan] =] [0 = g au] < {17 = fulde = 0.

On termine cette section en énongant un résultat tres utile pour les intégrales a parameétres.
Théoréme 2.23

Soit (S, 3, u) un espace mesuré et I — R un intervalle ouvert. Soit f : I x S — R une application
telle que :

(i) pour tout u € I, I'application x — f(u,x) est dans L'(S,%, i),

(ii) pour u-presque tout x € S, application u — f(u,x) est dérivable sur I. On notera sa dérivée

Ouf(u, ).

(iii) il existe une fonction mesurable positive g € L'(S,%, i) telle que pour tout u € I et pour
u-presque tout x € S on a ’hypothése de domination

|Ouf (u, )] < g() -
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Alors Iapplication F : u — (g f(u,z)p(dz) est dérivable et I'on a

F'(u) = L 0uf (0, 2)u(de)

La preuve repose sur le théoreme de convergence dominée, nous renvoyons au cours de L3 ou au
livre [BP00].

IV  Tribu et mesure produit

On se donne deux espaces mesurables (S7,.41) et (S2,.42), et on aimerait munir I’espace produit
S1 x Sy d’une tribu “naturelle”.

Définition 2.24 (o-algébre produit)

Soient (S1, A1) et (S2,.Az) deux espaces mesurables. La o-algébre produit sur S1 x Sy est définie
comme la plus petite o-algébre contenant les produits d’éléments de A; et As :

A1 ®As =0(A1 x Ay : A€ A1, As e Ay) .

Remarque 2.25

1. Notons py et py les projections canoniques i.e. p1 : S1 x Sy — Sy est définie par p1(s1, s2) = s1,
et pg : S1 x Sy — So est définie par pa(s1,s2) = sa. Alors on peut vérifier que A3 ® As est la
plus petite o-algébre qui rend py et po mesurables. Plus précisément, on a que Ay ® As est la
o-algébre engendrée par les ensembles de la forme pl_l(Al), A e Ay, et p2_1(A2), Ag e As.

2. On peut évidemment étendre cette définition a un produit fini d’espaces mesurables.

On peut se demander si la tribu Borélienne sur R? coincide avec le produit des tribus Boréliennes
sur R.

Proposition 2.26

On a B(R?) = B(R)®B(R). Plus généralement B(R") = B(R)®B(R)®...®B(R) pour tout entier
n =1

Démonstration Les applications p; et ps de la remarque précédente sont continues de R? dans
R. Ainsi, elles sont mesurables pour les tribus Boréliennes associées. Comme la tribu produit est
la plus petite tribu rendant mesurable p; et p2, on en déduit que la tribu B(R?) contient la tribu
produit.

Réciproquement tout ouvert de R? peut s’écrire comme union dénombrable de produits d’ouverts.
En effet, on peut considérer les ensembles (a,b) x (¢,d) pour a,b,c,d € Q qui sont en quantité
dénombrable. Soit O = R? ouvert. Pour tout x € O, par densité des rationnels, il existe (a,b) x (c, d)
tel que x € (a,b) x (¢,d) = O. On peut alors écrire O comme réunion dénombrable de tels ensembles.
Or tous ces ensembles appartiennent & la tribu produit par définition. On en déduit donc que la
tribu produit contient tous les ouverts de R?, et donc la plus petite tribu engendrée par ceux-ci. []

La proposition suivante montre que les “fibres” sont mesurables.
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Proposition 2.27

Soit A € A1 ® Ay. Alors pour tout s1 € Sy, Ag, := {s2 € Sy : (s1,52) € A} est Ag-mesurable. De
méme, pour tout sg € Sy, A% := {s1 € Sy : (s1,52) € A} est Aj-mesurable.

—

Démonstration Soit s; € Sj. Alors 'ensemble {A € A; ® Ay : A5, € As} est une tribu, qui
contient les ensembles produits A; x A pour tous A1 € Ay, As € As. Elle contient donc la tribu
produit. Le raisonnement est identique pour A%2. O

Notre but désormais est de définir une mesure sur A; ® As étant données deux mesures sur A; et
As.
Proposition 2.28 (Mesure produit)

Soient (Sy,.A1, p1) et (S, Az, ua) deux espaces mesurés avec ji1 et uo o-finies. Il existe une unique
mesure p sur (51 x S, A1 ® Ag) satisfaisant

p(Ar x Ag) = p1(Ar) x pa(A2) ,

pour tout A; € A; et As € Ay. Cette mesure sera notée p = 1 ® ps. Elle vérifie

p(A) = L (L 1A($1,82)du2) dpy = L (L 1A(81,82)du1) dpz,

pour tout Ae A1 ® As.

Démonstration L’ensemble des produits A; x As est stable par intersection finie. On déduit donc
du Corollaire 1.17 I'unicité de la mesure pu.
Passons a I’existence. Supposons que p1 et o sont finies, et définissons la mesure p par

M(A)::f (J 1A(51,32)du2)du1, Ae A ®A; .
S1 Sa

Examinons cette définition. On observe que

f 14 (51, 52) dn = j 14, (s2)dpiz = pa(Asy) |
52 S2

car A, € Ay par la proposition précédente. Pour que la définition ait bien un sens, il faut que
51— pa(As, ) soit mesurable. Pour vérifier cela, on introduit

G:={Aec A ®Ay:s1 — pa(As,) est Aj-mesurable} .

Montrons que G est une classe monotone. 11 est facile de voir qu’elle contient S; x So. Par ailleurs,
SiAc A ona (A\A), = (AL)\(Ay,) et done ua((AN\A),) = p2((AL,)) — 2(Ay,) (on rappelle
que po est finie). Ainsi G est stable par différence. Enfin pour toute suite A,, croissante, on voit
que (UnAn)s, = Un(An)s, qui est croissante, de sorte que le Lemme 1.13 donne pa((UnAn)s,) =
p2(Un(An)s,) = limy, ua((An)s,). Comme la limite d’une suite de fonctions mesurables est mesu-
rable, on en déduit que G est stable par limite croissante. On notera que ¢a n’est pas une tribu en
général car la mesure d’une union n’est pas forcément la somme des mesures.

Par ailleurs pour tout produit A; x Ag d’éléments de A; et Az, on a po((A1x A2)s,) = pu2(A2)1a,(s1)
qui est bien Aj-mesurable. Ainsi G est une classe monotone qui contient les ensembles produits.
Par le Lemme de classe monotone, on en déduit qu’elle contient la tribu produit. Ceci assure que
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s1 +— p2(As,) est bien mesurable et montre que la définition de p a bien un sens.
Les arguments précédents montrent que

H(Ar % Ay) = L o (Aa)Lay (s1)dpiy = pa(Ar) iz As)

Il nous reste a vérifier que p est une mesure. Clairement () = 0. Par ailleurs pour toute suite
de parties disjointes A, € A; ® Aq, les parties (A,)s, sont également disjointes de sorte que

p2((Undn)s,) = p2((Un(An)s,) = ZHZ((An)&) .

Cette fonction est Aj-mesurable comme limite de fonctions Aj-mesurables. Par le Théoréeme de
Convergence Monotone, on voit alors que

pond) = | B ralAn)ddin =3 | (A = 3 ().

S5

Les mémes arguments assurent que
1 (A) = J <f 14(s1,52) d/ﬂ) dpz, Ae A1®@ Az,
Sa S1

est également une mesure qui vérifie p(Ay x Az) = p1(A1) x p2(Asg). Par I'unicité déja établie, on
déduit que p = p'.

L’extension au cas o-fini est laissée en exercice. O

Remarque 2.29

1. Pour identifier I'intégrant, on notera parfois 552 14(s1,82) dug = SSQ 14(s1, 82) pa(dse).

2. Notons que ces hypothéses de finitude sont essentielles. En effet, si (S1,A1) = (S2,A2) =
(R,B(R)) et pu1 = X et po = v la mesure de comptage et si A = {(z,z) : = € R}, alors

clairement
JR La(s1,59) dA(51) = A({s2}) = 0
et
J 14(s1,82)dv(s2) = v({s1}) = 1.
R
Ainsi

_ JR (JR La(st, $2) dN) dv # JR (JR La(s1,52) dv ) dA = o0.

On passe a présent a l'intégration contre la mesure produit.
Théoréme 2.30 (Fubini)

Soient (S1,.A1, 1) et (S2, Az, p2) deux espaces mesurés et i1, pa o-finies.

(i) Soit f: (S1 x S9, A1 ® Ag) — R mesurable. Alors pour tout s, € S, application fs, : s3 —
f(s1,s2) est Ay-mesurable. De méme, pour tout se € Sa, I'application 52 : s; — f(s1,s2) est
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Aj-mesurable.

(ii) Soit f : (S x S2, A1 ® A2) — [0, 0] mesurable positive. Alors

ffdm ® p2 = L ( . f(Sl,Sz)dm) duy = L (L f(81>82)dul> dpa.

(iii) Si f e LY(S1 x Sa, A1 ® Ag, 11 ® p2), alors

dem ® pg = Ll <LQ f(s1,82) dﬂ2> dpy = LQ <Ll f(s1,52) d/n) dpiz.

Démonstration

(i) On remarque que pour tout B € B(R),

(fs)H(B) = {s2€ S2: f(s1,52) € B} = {sa € Szt (s1,52) € fH(B)} = (F'(B))s,

qui est As-mesurable par un résultat précédent.

(ii) On se concentre sur la premiere égalité. La proposition qui définit la mesure produit assure
que ceci est vrai pour toute fonction indicatrice (en particulier, la preuve assure que s; —
SSQ f(s1,82)dus est bien mesurable). Par linéarité de l'intégrale, ceci reste vrai pour toute
fonction étagée positive. Soit f une fonction mesurable positive et soit f,, une suite croissante
de fonctions étagées positives convergeant vers f. Pour tout s; € Si, on peut appliquer le
Théoreme de Convergence Monotone et obtenir que

lim | fn(s1,s2) dua(s2) = L f(s1,52) dua(s2) ,

n 52

ainsi sy — 852 f(s1,82) dua(s2) est Aj-mesurable comme limite de fonctions mesurables. Par
ailleurs, la suite de fonctions s; — SSQ fn(s1,s2) dua(s2) étant croissante et positive, une
nouvelle application du TCM assure que

lim ( fn(51752)d:u2) dpy = J 1im< fn(Sl,SQ)dMQ) dp
51 Vs, Sy

n Sl n

- Jsl <LZ lim fa(s1, 52) d/@) d
= Jsl < s, f(81,32) d/~02> duy .

Par ailleurs, le TCM appliqué 'intégrale contre la mesure produit donne

ffdm ® p2 =1irglffndu1 ® pa -

Il suffit alors d’appliquer le résultat dans le cas des fonctions étagées.

(iii) I1 suffit de décomposer f en partie positive et partie négative qui sont toutes deux intégrables
et vérifient I’égalité en question par le (ii). La linéarité termine alors la preuve.

0

29
Université de Paris



Probabilités

Remarque 2.31

1. Le fait que f € L'(S1 x So, A1 ® Ao, 11 ® p2) est essentiel. En effet si f(z,y) = 2722 — e
définie sur (0,00) x (0, 1]. Alors

—x —2z

(& — €

J f(x,y)de =0 et [z, y)dy =
(0,00) (0,1] x

Si 'on appliquer le théoréme sans vérifier I’hypothése d’intégrabilité on aurait

0= f(m] (J(O,oo) f(x, y)dx) dy # J(Opo) ( o] f(z,y) dy> dx > 0.

En fait la fonction f n’est pas intégrable.

2. Un cas particulier qu’on va utiliser dans la suite. Prenons p; la mesure de Lebesgue (qui est
o-finie) et uy une mesure de probabilité. Si f(x1,x2) est mesurable positive et x1 — f(x1,x2)
est intégrable par rapport a py et xo — § f(x1,x2) p1(dz1) est bornée, alors f € L.

En effet, puisque f est positive, on peut appliquer Fubini pour avoir

de(m ® po) = f (Jf(xhwz) Ml(d$1)> p2(dz2)

Comme z9 — § f(x1,22) p1(dz1) est bornée et py est une probabilité, alors la quantité ci-
dessus est finie et f € L.

Ainsi, si on dispose d’une fonction quelconque g telle que |g| < f et f vérifie les conditions
ci-dessus, on pourra affirmer que g € L' et utiliser Fubini pour intervertir les intégrales sur g.
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Chapitre 3

Variable aléatoire

I Définition d’une variable aléatoire

En probabilités, il est fréquent d’appeler variable aléatoire toute application mesurable.

Définition 3.1 ( Variable aléatoire)

Soit (22, A,P) un espace de probabilité et (F,F) un espace mesurable. Une application (A,F)-
mesurable X : Q € F est appelée variable aléatoire. Lorsque F' = R et F = B(R) on parle de
variable aléatoire réelle.

Remarque 3.2

1. Il ne faut pas oublier qu’une variable aléatoire est avant tout une application.

2. La plupart des variables aléatoires que I'on manipulera seront réellles. 1l sera fréquent d’omettre
ce terme dans la suite.

Exemple 3.3

1. Durant une année, le PSG et Lyon se rencontrent 6 fois. Il y a 3% résultats possibles (a chaque
match, soit Lyon gagne, soit le PSG, soit match nul). On s’intéresse au nombre de matchs
gagnés par Lyon et on définit donc X comme étant la variable aléatoire égale au nombre de
match gagnés par Lyon. Soit X : Q — {0,...,6}, on peut choisir {2 comme étant I"ensemble
de tous les résultats possibles de I'expérience, c’est-a-dire, I’ensemble des 6-uplets formés
des mots “Lyon”, “PSG” ou “nul”. Par exemple {Lyon, Lyon, Lyon, Lyon, Lyon, nul} est un
élément de ), il correspond a la situation dans laquelle Lyon gagne les cinq premiers matchs,
et le sixieme match est un nul. La tribu associée est alors ’ensemble des parties de €.

2. On jette un dé 2 fois et on s’intéresse a la somme des faces obtenues. On note ) I'ensemble
de toutes les issues possibles de I’expérience de jeter 2 dés i.e. Q = {(i,j) ci,5e{l,..., 6}}
Ainsi X : Q — {2,...,12} est définie par X (i,j) = i+ j. Si 'on munit Q et {2,...,12} des o-
algebre P(Q) et P({2,...,12}), alors X est une variable aléatoire. En revanche, si ’on munit
Q de la o-algébre A := {@,Q, {(1, 1)}, Q\{(1, 1)}} alors X n’est pas une variable aléatoire
puisque X ~1({3}) = {(1,2),(2,1)} ¢ A.

3. On s’intéresse au nombre de “pile”s obtenues lorsqu’on jette une piéce de monnaie n fois. Soit
alors Q = {P, F'}" et soit A = P(Q2). Pour tout i € {1,...,n}, on définit X; : Q@ — {0,1} par
Xi(w) =1 siw; = P et 0 sinon, pour tout w = (w1, ...,wy) € Q. Ainsi X; nous dit si le i-iéme
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jet de piece a produit pile ou non. Clairement X; est une variable aléatoire réelle.

Pour compter le nombre de piles dans n expériences, on définit X = X1 + Xo + ... + X,,.
Comme chaque X; est une variable aléatoire réelle et que X en est la somme alors X est bien
une variable aléatoire réelle.

La classe des variables aléatoires qui prennent un nombre fini de valeurs nous sera particulierement
utile.

Définition 3.4 ( Variable aléatoire étagée)

Une variable aléatoire X : (2, A) — R est dite étagée s’il existe des nombres ai,...,a, € R et des
événements A, ..., Ap € A tels que X = 3" | a;14,.

—

Il s’avére que toute variable aléatoire réelle est la limite simple d’une suite de variables étagées.
C’est ce qu’on a vu et montré au chapitre précédent.

Lemme 3.5

Soit X : (2, A) — (R, B(R)) une variable aléatoire réellle.

(i) Si X est positive, alors X est limite simple d’une suite croissante de variables aléatoires
étagées i.e. il existe une suite de variables aléatoires étagées X1 < Xo ... telles que pour tout
weQ, onalX,(w — X(w).

n—0oo

(ii) Si X est quelconque, alors X est limite simple d’une suite de variables aléatoires étagées.

Démonstration
(i) Déja fait.
(ii) 11 suffit d’écrire X = X — X~ ol X et X~ sont définies par X (w) = max (0, X (w))
et X~ (w) = —min (0, X (w)). II suffit alors d’appliquer le (i) & X* et X~ pour déduire le

résultat.

O

Comme nous ’avons remarqué dans ’exemple 3.3, choisir ’ensemble des parties de £ comme
o-algebre garantit toujours la mesurabilité de la variable aléatoire. Bien entendu, dans la plupart
des cas on peut se restreindre a une o-algebre plus petite.

Définition 3.6 (o-algébre engendrée par une application)

Soit X : Q — F une application et F une tribu sur F. On définit o(X) comme la plus petite
o-algebre sur Q2 pour laquelle X est une variable aléatoire.

=

Il s’agit de l'intersection de toutes les tribus sur €2 rendant X mesurable. On a mentionné au
chapitre précédent qu'une intersection quelconque de tribus est une tribu.

Remarque 3.7
Si X : (Q,A) — (F,F) est une variable aléatoire, alors o(X) < A.

Lemme 3.8

Onaoc(X)={X"1A): Ae F}.

Démonstration Tout d’abord, les propriétés de I'image réciproque impliquent que {X~1(A) :
A € F} est bien une tribu. Par ailleurs, il est clair que X est {X}(A4) : A € F}-mesurable ce qui
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implique que o(X) € {X"}(A) : A e F}. D’autre part, comme X est o(X)-mesurable alors pour
tout Ae Fona X 1(A)eo(X) ce qui implique que {X1(A): Ae F} < o(X). O

Exemple 3.9

1. Soit ce R et soit X : R — R définie par X (a) = ¢ pour tout a € R. Alors o(X) = {J,R}.

2. Soit Q) un ensemble et A < Q un sous-ensemble de Q). Soit X = 14 lindicatrice de A. Alors
o(X) ={d, A, A¢,Q}.

3. Dans les trois exemples de I’Exemple 3.3, on avait 0(X) = P(Q).

Proposition 3.10

Soient X,Y : (2, A) — R deux variables aléatoires réelles. Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Y est o(X)-mesurable.
(ii) 1I existe une fonction (B(R), B(R))-mesurable f : R — R telle que Y = f(X).

Démonstration On a déja vu que la composition d’applications mesurables est mesurable, ce
qui implique que si Y = f(X) alors Y est o(X)-mesurable. Il reste & montrer que (i) implique (ii).
Supposons d’abord que Y est étagée et écrivons Y = Y | a;14, ou A; € o(X). Pour tout ¢ < n,
prenons B; € B(R) tel que A; = X 1(B;). Ainsi

n n
Y = Z ailel(Bi) = Z ailgi oX = f OX,

i=1 i=1
avec f = Y | a;1p, qui est mesurable.
Dans le cas général, on a que Y est limite simple de variables aléatoires étagées qui sont toutes
de la forme Y,, = f,(X) avec f,, mesurable. Pour tout x € R, on pose alors f(z) = lim, 4 fn(x)
si la limite existe et 0 sinon. Par les propriétés vues au chapitre précédent f est mesurable. Pour
tout w, Y, (w) = frn(X(w)) converge vers Y (w), ce qui implique que z = X (w) est un point tel que
fn(l') - f(x) Ainsi f(X<w)) = lim,, fn(X(w)) = Y(w) U

IT Loi d’une variable aléatoire

On introduit & présent un concept fondamental en probabilité.
Définition 3.11

Soient (2, A,P) un espace de probabilité, (F,F) un espace mesurable et X : Q — F une va-
riable aléatoire. On définit la loi de X comme I'application Lx : F — [0,1] définie par Lx(A) =
P(X~'(A)) pour tout A€ F.

Remarque 3.12

1. La loi de X est une mesure de probabilité sur F. (Exercice)

2. On transporte sur F, a I'aide de X, la mesure de probabilité P qu’on a a disposition sur A.
1l s’agit en fait de la mesure image de P par I'application mesurable X : la notion de mesure
image fait sens dans le cas général oti P n’est pas une mesure de probabilité.
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Exemple 3.13

On reprend les trois exemples de I’Exemple 3.3 dans 'ordre :

1. On définit une probabilité sur § en stipulant d’une part que P({w}) = 0 si w contient le mot
“nul”. En d’autres termes, la probabilité qu’il y ait au moins un match nul parmi les 6 est
nulle. On stipule par ailleurs que les autres issues sont toutes équi-probables : tout 6-uplets
consistué de “PSG” et “Lyon” a une probabilité égale 4 275, Ainsi, Lx vérifie

6
Lx({k}) =P(X"'({k})) = G

267
pour tout k = 0,...,6. Notons que les ensembles {k}, k = 0,...,6, forment (en ajoutant ’en-
semble vide) un mw-systeme générateur de o ({0, ...,6}) : par le Théoréme 1.19, cela caractérise

entiérement la mesure L.

2. On suppose que toutes les issues ont la méme probabilité. Ainsi la loi de X est donnée par

1

Lx({2}) = PA(L D} = 3—16 £x((3) =P({(1,2), (2 D}) = 1> Lx({4}) = %2

et ainsi de suite. Comme précédemment, cela caractérise Lx .

3. On suppose également que toutes les issues sont équiprobables, ainsi P({w}) = 27" pour tout
w € {P,F}". Pour obtenir X = k pour un k € {0,...,n}, il faudrait avoir un élément w

contenant k fois P. On note () I'ensemble de tous les w contenant k fois P. Clairement, on
a || = (}). Ainsi,

Lx({k}) =P(X'({k}) = B(Q) = D) P({w}) =27"|Q| = 27" <n>

UJGQk k

Définition 3.14 ( Variable aléatoire discréte)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle sur cet espace. Si I’ensemble
des valeurs prises par X est dénombrable alors on dit que X est une variable aléatoire discrete. La
loi de X est alors donnée par Lx = Y, ,c1 x P(X = a) dq o1 0, est la mesure de Dirac en a, qui est
définie par §,(A) = 14(a) pour tout A € P(Q).

On peut vérifier aisément ce que 1'on vient d’affirmer : pour tout A € P(2) on a
Lx(A)=P(XeA)=P(| J{X =a}) = D P(X =a)= ) P(X =a)d(A).
acA acA aelm X

Remarque 3.15

1. Remarquons que I'écriture P(X = a) est une abréviation pour P({X = a}) qui est la proba-
bilité de I'événement {w e Q2 : X(w) = a} = X 1({a}).

2. Une variable étagée est discréte.

3. Si on revisite le calcul des loi de I'exemple 3.13, alors pour (1) on peut écrire que Lx =
22:0 26 (2)5/%- Pour le (2), on peut écrire Lx = %52 + %63 + %54 +...

On rappelle que dz désigne implicitement la mesure de Lebesgue sur R.
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Définition 3.16 ( Variable aléatoire a densité)

Soit (2, A,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle sur cet espace. On dit que
X est & densité s’il existe une fonction mesurable f : R — Ry telle que Lx(A) = §, f(x)dx pour
tout A € B(R).

Nécessairement une telle fonction f est d’intégrale égale a 1. La définition ci-dessus ainsi que celle
qui la précede s’étendent aux variables aléatoires a valeurs dans R".

Exemple 3.17 (Lois classiques discrétes)

1. Loi uniforme : soit S un ensemble fini de cardinal n. On dit qu’une variable aléatoire X suit
une loi uniforme sur S si P(X = a) = 1 pour tout a € S.

2. Loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]. C’est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans
{0,1} telle que P(X = 1) =p et P(X =0) =1 —p.
Notons que ceci décrit seulement le coté “loi” de la variable aléatoire et ne dit rien sur son
coté “application” a part I'ensemble des valeurs prises par cette variable. Notons que toute
variable de Bernoulli peut étre représentée comme I'indicatrice d’'un évenement de probabilité
.

3. Loi binomiale B(n,p). C’est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans {0,...,n} telle
que P(X = k) = (})p"(1 — p)" % pour tout k € {0,...,n}.

4. Loi géométrique de parametre p. C’est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N telle
que P(X = k) = (1 — p)p* pour tout k € N.

5. Loi de Poisson de parainétre a > 0. C’est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans N
telle que P(X = k) = Sye™ pour tout k € N.

Exemple 3.18 (Lois classiques a densité)

1. Loi uniforme sur [a,b]. C’est la loi de la variable aléatoire a valeurs dans R et de densité
f(2) = =1 p().
2. Loi exponentielle de parametre a > 0. C’est la loi de la variable aléatoire a valeurs dans R et
de densité f(x) = ae™*1g, ().
3. Loi Gaussienne N'(m,o?). C’est la loi de la variable aléatoire & valeurs dans R et de densité
_ 1 (z—m)?
f@) = sz exp (= )

IIT Fonction de répartition

Définition 3.19 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle)

Soit (£2, A,IP) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On définit Fx : R — [0, 1],
la fonction de répartition de X, par

Fx(t) = Lx(] - o0,1]) = B(X < 1),

pour tout t € R.
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Remarque 3.20

1. Clairement, Fx est croissante puisque si t <t alors (—oo,t] < (—o0,t'] et donc P((—o0,t]) <
P((—c0,t]).

2. On a également lim;_, o, Fx(t) = limy,_o P(X € (—00,t]) = P(X € [),ep(—0,t]) = P(X €
) = 0, par une application du Lemme 1.13.

3. De méme, on alim_,o Fx(t) = limy_,n P(X € (—0,t]) = P(X € g (—0,t]) = P(X e R) =
1.

4. Finalement, Fx est continue a droite. En effet, on a

lim P(X <t+n"')=P(X e[ |(~o,t+n']) =P(X <t).

n—0o0

Dans la remarque précédente, on a regroupé les propriétés satisfaites par une fonction de répartition
d’une variable aléatoire. Il s’avere que toute fonction satisfaisant ces propriétes est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire.

Proposition 3.21

Soit F': R — [0, 1] une fonction qui vérifie les propriétés suivantes :
1. F' est croissante.
2. limy o F(t) = 0 et limy_,o0 F'(t) = 1.
3. F est continue a droite.

Alors il existe un espace de probabilité (2, A, P) et une variable aléatoire X tels que F' = Fx. Par
la suite, toute fonction qui satisfait les propriétés ci-dessus sera appelée fonction de répartition.

Démonstration Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], définie sur un espace
de probabilité (€, .4,P). Notons qu'il est facile de construire une telle variable aléatoire : on peut
considérer Q0 = [0,1], A = B([0,1]) et P = ), la mesure de Lebesgue; puis prendre U : Q —
définie par U(w) := w. Cette variable aléatoire est bien de loi uniforme car P(U < t) = A{w €
[0,1] : w < t}) = ¢ pour tout t € [0,1].

L’idée de la preuve de la proposition est simple : si 'on pose X := F'~1(U) alors pour tout = € R,
on a

P(X < a) = P(F\(U) < 2) = B(F o F~\(U) < F(2)) = PU < F(x)) = F(a),

et ainsi X a pour fonction de répartition F'. Malheureusement, ce raisonnement est défaillant :
I'inverse de F, ici notée F~1, n’est pas toujours bien définie. En effet, si F' n’est pas continue et
strictement croissante, cette inverse n’existe pas.

Commencons donc par introduire 'inverse généralisée de F'

Fl(p) i=inf{z €R: F(z)>p}, pelo1],
avec pour convention inf ¢ = 4+00. Montrons que pour tout p €]0,1] et tout z € R
Fiz)zpex>=Fp). (3.1)

Si F(x) > p alors par définition de F~!, on trouve F~1(p) < x. Réciproquement supposons que
F~Y(p) < z. Alors pour tout € > 0 on a F~!(p) < = + € de sorte que F(z + ¢) > p par définition de
F~! et par croissance de F. En utilisant la continuité & droite de F', on en déduit que F(x) > p, ce
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qui prouve I’équivalence.
On définit alors X := F~1(U). On calcule pour tout z € R

P(X <z)=P(FYU)<z2)=PU < F(z)) = F(z) .

U]
Remarque 3.22

1. La donnée de la fonction de répartition rend le calcul des probabilités simple en pratique. En
effet on a

P(la,b]) = F(b) — F(a), P([a,b]) = F(b) — F(a-), P([a,b]) = F(b-) — F(a-).

2. Si X est admet f comme densité alors P(]a,b]) = SZf(af)dx. Plus généralement, F(t) =
St_oo f(z)dw.

3. On aP({a}) = F(a) — F(a_) pour tout a € R. Ainsi, si X est a densité, alors on a P({a}) =0
pour tout a € R.

La fonction de répartition caractérise la loi, comme le montre le résultat (plus général) suivant.

Proposition 3.23

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Lx =Ly,

(ii) Fx = Fy,

(iii) Lx(0) = Ly (O) pour tout intervalle ouvert borné O < R,

(iv) o dLx = §pdLy pour toute fonction continue bornée ¢ : R — R.

Démonstration Le fait que (i) implique les trois autres assertions est immédiat. Montrons que
(ii) (resp. (iil)) implique (i). Supposons que les deux mesures coincident sur la classe C = {] —o0,1] :
t € R}, resp. C = {O intervalle ouvert borné}, qui est stable par intersection finie, et engendre la
tribu borélienne. Ainsi par le Corollaire 1.17 on en déduit (i).

Nous allons & présent montrer que (iv) implique (ii) ce qui conclura la preuve. Fixons O =]a, b[ un
intervalle ouvert borné non vide, et introduisons I'approximation suivante de I'indicatrice de O

sizela+eb—¢f
si x € R\ ]a,b[
si x €]a,a + €]
L sizelb—eb|

8 O =

pe(T) 1=

—a

(s

(=

€

dist(z,0%)

Cette fonction peut aussi s’écrire comme @¢(z) = 1 A , ol u A v = min(u,v). Il s’agit d’une

fonction continue bornée. On voit aisément que ¢ < 1o, qui intégrable contre Lx et Ly, et que
we = 1o quand € | 0. Ainsi par le théoréeme de convergence dominée, on obtient

J‘Pedﬁx L Lx(0), clO.

et de méme pour Ly. O
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IV  Espérance et loi

Dans le chapitre précédent, on a défini I'intégrale par rapport a une mesure quelconque d’une
fonction mesurable. En probabilité, on parle d’espérance.

Définition 3.24

Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On définit I’espérance de
X par

EX = JQX(W) P(dw) = JXd[P.

Cette espérance existe si X > 0 (dans ce cas EX € [0,0]) ou si E|X| < o0. Lorsque E | X| < o0, on
dit que X € L.

Remarque 3.25

1. Si X = (Xy,...,X,) est une variable aléatoire a valeurs dans R™ alors on peut définir E X =
(EXi,...,EX,) € R",

2. Un cas particulier a garder en téte est le cas ou X = 14 pour A € A. Dans ce cas, on a
E14 =P(A).

Traduisons les résultats du chapitre précédent dans le langage probabiliste. On rappelle qu'une
propriété est vrai presque surement si ’ensemble des w la vérifiant a une probabilité égale a 1.

Proposition 3.26
Soit (£2,.A,P) un espace de probabilité.

(i) (Convergence monotone) Si X,, est une suite croissante de variables aléatoires positives et
que X = lim, o X,. Alors lim, ., EX,, = EX.

(ii) (Fatou) Si X,, = 0 alors E lim inf,, X,, < liminf, E X,,.

(iii) (Convergence dominée) Si X,, € L' et que X,, — X presque siirement et |X,| <Y presque
stirement avec Y € L' alors

EX, - X e E|X,—X| — 0.
n—aoo

n—a0

Dans le cas particulier d’une variable aléatoire discrete X € L', 'espérance admet une expression
simple :
EX = ) aP(X=a).
aclm X

De méme, si X est une variable aléatoire intégrable de densité f, on a

EX:fxf@)dx.

Ces identités sont en fait des cas particuliers du résultat général suivant.

Proposition 3.27

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace (F, F) et h : F — R une fonction (F, B(R))-
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mesurable. Si h(X) est intégrable alors

E[h(X)] = L hdlx .

Rappelons que Lx est la loi de X, c’est-a-dire, la mesure image de P par X : il s’agit d’une mesure
de probabilité sur (F,F). On retrouve les identités précédentes en prenant F' = R et h(z) = z.
Notons aussi que I’espérance d’une variable aléatoire réelle X € L' peut donc s’écrire

EX = fX(w)dIP’(w) = deﬁx(x) .

Cette identité permet de déduire que ’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi
Lx. Ainsi deux variables aléatoires ayant méme loi ont méme espérance.

Démonstration Il suffit de traiter le cas ou h est positive, le cas général s’obtenant en décomposant
h en ses parties positives et négatives. Comme toute fonction mesurable positive h est limite crois-
sante de fonctions étagées positives h,, le théoréeme de convergence monotone affirme que 1’égalité
de I’énoncé est vraie pour peu qu’elle soit vraie sur h,. Il suffit donc de considérer le cas ou h est
étagée positive. Une telle fonction h peut s’écrire h = " | a;14, avec a; > 0 et A; € F. Ainsi par
linéarité .

E[h(X)] = E[}; aila,(X)] = Y aiE[14,(X)] .
i=1 i=1
Or 14,(X) est une variable aléatoire de (£2,.4) dans (R, B(R)) qui vérifie pour tout w €
14 (X)(Ld) = ]'Bi(w) ’

avec B; = X 1(4;) € A. Par la définition de l'intégrale vue au chapitre précédent on en déduit
donc que
E[14,(X)] =P(B;) = P(X € A;) ,

et ainsi

i=1

Par ailleurs, par définitions de l'intégrale des fonctions étagées et de la loi de X on a

f hd,CX = ZaZL'X(Al) = Zaz]P’(X € Az) s
F

=1 i=1

ce qui acheve la preuve. 0

V Moments et inégalités classiques

Définition 3.28

Soit (€2, A,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. On dit que X € LP, pour
1
p=1,si E|X|P < o0. On définit dans ce cas | X|» = (E|X[P)7.

-
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Remarque 3.29

On peut vérifier que | - | définit bien une norme a condition que 'on ait quotienté I'espace des
variables aléatoires par la relation d’équivalence “égalité P-presque partout”. L’espace LP est alors
constitué de classes d’équivalence, et I'écriture X € LP signifie que la classe d’équivalence de X est
dans LP.

Proposition 3.30 (Inégalité de Jensen)

Soit (2, A,P) un espace de probabilité, X € L' une variable aléatoire et g : R — R, une fonction
convexe. Alors
9(EX) <E[g(X)].

La preuve repose sur le fait que toute fonction convexe s’écrit comme un supremum de fonctions
affines, et sur le fait que I'inégalité est vraie pour les fonctions affines.

Corollaire 3.31 (Croissance des normes LP)

Soit 1 <p<r<owetXelL Alors X € L? et | X||rr < |X|rr.

Démonstration On applique I'inégalité de Jensen & | X |P 1|x|<n (qui est intégrable) avec la fonction

convexe
h(z) {azr/p siz>=0

0 siz <0

pour 1 < p < r < 0. On obtient alors
E[|X[P1x<n])”? < E[|IX["1x)<n] -
Par le théoreme de convergence monotone on en déduit que
E[| X[P]"" <E[X|7],

ce qui assure que X € LP ainsi que I'inégalité voulue. O

Dans le cas p = 2 on obtient 'inégalité suivante.
Proposition 3.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit X,Y € L?. Alors XY € L' et |E[XY]| < E|XY| < | X 2|V 2.

Démonstration La premiere affirmation résulte de I'inégalité
XY | < X2+ Y2,

Alors, en développant la relation E[(a|X| + |Y])?] = 0 pour a € R, , on obtient que le trinome
a’E[X?] + 2aE[|XY]] + E[Y?] = 0 pout tout a. Ainsi le discriminant est négatif, ce qui donne

E[IXY]] < X[ L2[Y ]2 -

Or par les propriétés de l'intégrale on sait que |[E[XY]| < E[|XY], ce qui conclut la preuve. []
Une inégalité tres utile est I'inégalité de Markov qui permet de controler les queues de distribution

a l’aide de ’éspérance.
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Proposition 3.33 (Inégalité de Markov)

Soit (€2, A,P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire réelle intégrable. Alors pour tout
t>0,o0na

E X
P(X>1) <~

Démonstration On a

Or
tl{X}t} < X 5

de sorte que
E [tl{X>t}] = tP(X = t) <E [X] .

Définition 3.34 ( Variance et covariance)

Soit X € L?. Alors on définit la variance de X par
Var(X):=EX? - (EX)? =E[(X —-EX)?].
Si de plus Y € L?, alors on définit la covariance de X et Y par

Cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)] =E[XY] - (EX)(EY).

Remarque 3.35

En particulier on a Var(X) = Cov(X, X). La proposition précédente justifie qu’on peut écrire
E[XY] puisque XY € L! lorsque X,Y € L2.

La transformée de Laplace est un outil pratique pour calculer les moments d’une variable aléatoire.

Définition 3.36 (Série génératrice, transformée de Laplace)

— Soit (2, A,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle. La transformée de
Laplace de X est définie par

Mx(\) =Ee* | XeR.
— Lorsque X est a valeurs entiéres, on définit plutot sa série génératrice,

Gx(z) =Ez%X, ze]-1,1[.

Remarque 3.37

1. La quantité Ee*X a toujours du sens car il s’agit de I'espérance d’une variable aléatoire
positive. L’ensemble des A € R pour lesquels cette quantité est finie est un intervalle qui
contient 0 (exercice). Si cet intervalle contient un voisinage de 0, alors par les théorémes
de dérivation sous l'intégrale on peut montrer que M (\) = E[XeM] de telle sorte que
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E X = M’ (0). De la méme maniére, on a E XP = M)(f)(()).
2. Si X = (Xy1,...,X,) est a valeurs dans R", alors on peut définir Mx : R" — R par

Mx(A) =E[eM0] =B [ [,
i=1
pour tout A = (A1,...,\,) € R™

3. Dand le cas ou X est a valeurs entiéres,

Gx(z) = ). P(X = k)2"
k=0

est une série entiere de rayon convergence R > 1 et a coefficients positifs.

Exemple 3.38

1. S8i X ~ N(0,1) alors Mx(\) = e*’/2 pour tout A € R. En effet

1 2 1 A2 (z=X)? A2
EeM = — | eMe T do = ez e 2 dr=ez.
V2T JR \ 2T R

2. Si X ~ Ber(1/2) alors pour tout A € R

VI Fonction caractéristique

Nous avons déja vu une caractérisation de la loi d’'une variable aléatoire réelle au travers de sa
fonction de répartition. Une autre caractérisation est donnée par sa transformée de Fourier, aussi
appelée fonction caractéristique.

Définition 3.39 (Fonction caractéristique)

Soit X une variable aléatoire réelle. La fonction caractéristique ¢x : R — C de X au point t € R
est définie par '
dx(t) = Ee™ = E[cos(tX)] + i E [sin(tX)].

Plus généralement, soit X une variable aléatoire a valeurs dans R%. La fonction caractéristique de
X est définie par ¢x (t) = Elexp(i{X,t))] pour tout t € R?, oti (-, -) désigne le produit scalaire dans
R%,

Remarque 3.40

1. Nous n’avons pas introduit formellement l'intégrale des fonctions a valeurs dans C. Soit f :
S — C. On dit que f est mesurable (resp. intégrable) si ses parties réelles et imaginaires le
sont, et I'on pose alors § fdu = (R(f)dp + i § S(f)du.
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2. SiZ =X +1iY avec X,Y € L'. Alors [EZ| < E|Z| ou |Z| ici veut dire le module de Z. En
effet, on écrit

EZ| =

or Re(Z E%) < |Z] ce qui termine la preuve.
Ainsi, on a toujours |px (t)] < 1.

3. On a ¢x(0) = 1. On peut vérifier que ¢px = ¢_x et que pour tout a,b e R, on a ¢pox,p(t) =
e (at).

4. ¢x est uniformément continue. En effet, on a

sup |px (t +¢) — px (t)] <E|ei€X—1|.

teR

Comme |e**X —1| =, 0 alors par le théoréme de convergence dominée on obtient que E |e?X —
E—>
1 = 0.
e—0

Un cas important est le cas gaussien présenté dans ’exemple suivant.
Exemple 3.41

2,2

Soit X ~ N(0,02). Alors ¢x(t) = e~“2 pour tout t € R.

En effet, on a par définition que

132
ox(t) = f e 207 cos(tx) dx +

1
e 267 el g — f e 202 sin(tx) dx
o2 J o\ 21 Jr )

o2

2
Comme e 252 sin(tx) est impaire, alors la deuxiéme intégrale ci-dessus est nulle. Ainsi, on a

ox(t) =

J 57 cos(tr) do — — (t,2)d
e 202 cos(tx ,x)dx
o\ 2T oV 27 Jr g

22
Or, pour tout t € R, on a g(t,x) est intégrable par rapport a x (car majorée par e 202 qui l’est). De
2

plus g(t,z) est de classe C'' par rapport at puisque % = —xe 27 sin(tx) est continue. Finalement,

2
on a pour tout t que % < |z|e” 202 qui est intégrable. Ainsi, on peut dériver sous l'intégrale et
écrire

Px(t) =

On intégre par parties pour avoir

a\/ﬂf ze 307 sm(tx)d

2

O (t) = —\/% Re_z’%?tcos(tm) dx = —c*tpx(t).

En résolvant I’équation différentielle et en utilisant que ¢x(0) = 1, on obtient ¢x(t) = e~ 2 qui
est égale a la densité d’une Gaussienne N'(0,0~2) correctement normalisée.

Nous avons alors le résultat suivant, qui justifie 'appellation “fonction caractéristique”.
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Théoréme 3.42

La fonction caractéristique caractérise la loi. Plus précisément si X et Y sont deux variables
aléatoires réelles alors ¢x = ¢y si et seulement si Lx = Ly .

Remarque 3.43

Le résultat est encore valide pour des variables aléatoires a valeurs dans R%.

Démonstration L’implication réciproque est claire, il suffit donc de montrer que si ¢px = ¢y
alors Lx = Ly. Par la caractérisation des mesures de probabilités établie a la Proposition 3.23, il
suffit de montrer que pour toute fonction continue bornée ¢ : R — R

fgod[,X = Jgpdﬁy .

Pour ce faire, nous posons

et nous introduisons la fonction
(@) = [ gola ~y)Lx(dy)

ainsi que la mesure a densité

Lo x (dz) = fo(x)dz .
Nous considérons des définitions analogues pour f,y et (i y. Commengons par montrer que fis x =
Loy - Le cas gaussien traité dans I’exemple précédent assure que

Jeiuzgl/g(z)dz = 0V 27g,(u) ,

et ainsi, par une application du théoréeme de Fubini on obtient

fox () = f 0o (@ — )L (dy) = — f f eeV2g,  (2)d2Lx(dy)

o/ 2T

1 . .
o | e [ et

o\ 21

1 .
- Je”zgl/a(z)@x(z)dz .
2m

o

L’égalité ¢px = ¢y assure donc que f, x(z) = foy(2) et donc que py x = oy
Fixons a présent une fonction continue bornée . Par le théoreme de Fubini il vient

J‘SDdMU,X = J‘PadﬁX )
avec

vo(y) = f o(2)go (z — y)de .

En utilisant les propriétés de la densité gaussienne et le caractere continu borné de ¢, on peut
montrer que g (y) — ¢(y) pour tout y € R quand o | 0, et que sup, [¢s(y)| < sup, |»(y)|. Une
application du théoreme de convergence dominée donne alors

f«padcx . fsodﬁx, 10,

ce qui permet de conclure. O
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Remarque 3.44

En anticipant des notions introduites aux chapitres suivants, on remarquera que ji, x est la loi de
X +Z,, ot Z, est une variable aléatoire N'(0, 0?) indépendante de X. Les deux étapes de la preuve
sont : 1) la loi de X + Z, est entiérement caractérisée par ¢x ; 2) la loi de X + Z, converge vers
celle de X quand o | 0.
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Chapitre 4

Indépendance

I Evénements indépendants et tribus indépendantes

On se donne un espace de probabilité (2, .4, P).
Définition 4.1 (Evénements indépendants)

On dit que deux événements A et B sont indépendants si P(A n B) = P(A)P(B).
On dit que n événements Ay, . .., Ay, sont indépendants siP(A;, nAi,n...nA;,) = P(A4;,)P(A4;,) ... P(4;,)
pour tout sous-ensemble {iq, ... it} de {1,...,n}.

Remarque 4.2

1l ne faut pas confondre la notion d’indépendance de n événements avec I'indépendance deux a deux.
En effet, si I'on lance a deux reprises une piéce de monnaie et si I’'on considére les événements A =
{Pile au premier lancer}, B = {Pile au second lancer}, et C = {méme résultat aux deux lancers}
alors on peut vérifier que ces événements sont deux a deux indépendants mais ne sont pas indépendants.

L’indépendance de n événements Aq, ..., A, implique I'indépendance de toute collection formée a
partir des A; ou de leurs complémentaires, et réciproquement :

Proposition 4.3

Les événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si P(B1 n...B,) = P(By)...P(B,)
pour tous B; € 0(4;) = {, Ai, A, Q}, i =1,...,n.

—

Démonstration Le sens réciproque est facile. Le sens direct repose sur le fait suivant : si C1, ..., Cg
sont indépendants alors C%, Co, -+, C) le sont aussi, en effet pour tout 2 <41 <... <1, <k

P(CY n Cy, N..nCy)=PCiyn...nCy) —P(C1nCiyn...nCy)
(Ciy) - P(Cy,) = P(Cy) - P(Ci,)

(CHP(Ciy) - P(Cy,) -

P
P

La fin de la preuve est laissée en exercice. ]

La proposition précédente montre que I'indépendance de n événements peut étre interprétée comme
I'indépendance des n tribus associées, pour peu que ’on définisse I'indépendance de tribus de la
fagon suivante.
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Définition 4.4 (Tribus indépendantes)

Soient Aq, ..., A, des tribus contenues dans A. On dit qu’elles sont indépendantes si

VAl € Al, N ,VAn € .An, ]P(Al (@) A2 N...N An) = P(AI)P(AQ) . P(An)

En général, les tribus sont des objets tres gros, et 'on pourrait souhaiter prouver leur indépendance
en se restreignant a des collections d’ensembles plus petites :

Proposition 4.5

Soient Ay, ..., A, < A des o-algébres. Pour tout i € {1,...,n}, soit C; une collection d’ensembles
stable par intersection finie telle que o(C;) = A;. Si pour tous Ay € Cy,...,A, €C, on a

P(A1n...nA,) =P(A1)...P(A,),

alors les tribus A, ..., A, sont indépendantes.

Démonstration On fixe d’abord As € Cy,..., A, € C,, et on pose
My ={B1eA : P(Bin...nA,) =P(By)...P(A,)}.

On peut vérifier que M1 est une classe monotone et par hypothese C; < Ay. Ainsi par le lemme de
classe monotone on a M; = o(Cy) = A;.
On fixe maintenant By € Ay, A3€Cs,..., A, €C, et on pose

MQ = {A2 € AQ : ]P’(Bl N AQ N...N An) = P(Bl)P(AQ) .. ]P)(An)}
On montre que My est une classe monotone et ’on utilise le lemme de classe monotone pour
déduire que My = Ay. On termine la preuve par récurrence. ]

Une des conséquences de cette proposition est qu’on puisse affirmer I'indépendance de paquets de
o-algebres si ces paquets sont formés a partir de o-algebres indépendantes.

Corollaire 4.6 (Regroupements par paquets)

Soient Aj,..., A, des o-algébres indépendantes. Soient ng < n; < ng... < np = n. Alors les
o-algébres

Dl = U(A17 cee 7~An1)7 D2 = J(An1+1a o 7-/4712)7 C Dk’ = O-(Ank,1+17 o ’Ank)

sont indépendantes.

Démonstration Pour j e {1,...,k}, on définit C; comme ’ensemble des parties de la forme
Apj 41000 Ay,

avec A; € A; pour tout i € {nj_; + 1,...,n;}. Clairement, les C; sont stables par intersection finie
et engendrent les D;. Le résultat découle de la proposition précédente. O

Définition 4.7 (Indépendance d’une collection infinie de tribus)

On dit qu’une collection infinie (dénombrable ou pas) de tribus sont indépendantes si I'on a
indépendance de toute sous-collection finie de ces tribus.
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IT Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.8 ( Variables aléatoires indépendantes)

On dit que n variables aléatoires X1, . .., X,, a valeurs dans (Fy, Fi), ..., (Fy,, Fn) sont indépendantes
si les o-algébres o(X1),...,0(Xy,) le sont. Plus précisément, si pour tout A; € F;, 1 <i<mn, on a

]P’({Xl € Al} N {XQ € AQ} N...N {Xn € An}) = ]P)({Xl € Al})P<{X2 € AQ}) .. P({Xn € An})

Remarque 4.9

1. Soient Ai,..., A, < A des c-algébres indépendantes. Si pour tout i € {1,...,n}, X; est
A;-mesurable alors X1, ..., X, sont indépendantes. En effet pour tout Ay,..., A, € B(R),

on a X;'(A1) € Ar,..., X (A,) € A, (car X; est A;-mesurable) et ces événements sont
donc indépendants; comme ceci est vrai pour tout choix de A1,..., A, alors les variables
Xi,...,X, sont indépendantes.

2. Soient X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes et soient ng < n; < no... < ng =
n. Alors, par le corollaire précédent, les variables aléatoires Y1 = (X1,...,Xpn,),..., Yy =
(Xny_y+1,-- -5 Xn,) sont indépendantes.

Définition 4.10 (Lo: jointe)
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires a valeurs dans (Fy,F),...,(Fn, F,) respectivement. La

loi jointe de X1, ..., X, est la loi du n-uplet (X1,...,X,) dans Fy x ... x F, muni de la o-algébre
produit F1 ®...® F,. On notera L(x, . x,) la loi jointe.

Exemple 4.11
Si X est une Bernoulli standard et Y = 1 — X. Alors la loi jointe de X,Y est donnée par

Lo ((1L0))) = Lo ({0, D) = 3.

On dit que les Lx; sont les lois marginales de Lx, . x,). On a la caractérisation suivante de la
I'indépendance de variables aléatoires.
Proposition 4.12

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires a valeurs dans (Fy,F1),. .., (F,,F,) respectivement. On

a équivalence entre :

1. les X4,...,X, sont indépendantes
2. la loi jointe est égale au produit des lois marginales i.e. Lix,  x,)=£Lx, ®...® Lx,.
3. pour toutes fonctions mesurables positives f; : F; — [0,00], on a

n

E[[[#HX0] =] [ELH(X)].

i=1 i=1

Démonstration 1. = 2. Supposons que X1, ..., X, sont indépendantes et montrons que Ly, . x,) =
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Lx, ®...®Lx,. Solent A1 € Ay,..., A, € A, et écrivons
Lixyxm(Arx ... xAy) =P((X1,..., Xp) € Ay x ... Ap) =P({X1€ A1} n ... {Xn € An})

et par indépendance des X;, on obtient

n

'C(Xl,...,Xn)(Al X ... X An) = HP(XZ € AZ)
i=1

qui par définition n’est autre que Lx, ® ... ® Lx, (A1 x ... x Ay). Ceci montre que Lx, . x,)
et Lx, ®...® Lx, coincident sur les pavés mesurables (qui sont stables par intersection finie et
engendrent la tribu produit) donc par le corollaire 1.17, on a ’égalité voulue.

2. = 3. Supposons que Lx,, . x,) = £x; ®...® Lx,. On utilise le fait que la loi jointe est égale
au produit des lois pour écrire que

E[]]f(X)] :le Hfl ) Lix, .. ’Xn)(dz:l,...,dazn)lex Hfl ) Lx, (dz1)®. . .®Lx, (dxy,).

i=1 X Sn =1 X Sn =1

Par Fubini, on obtient que

L TT/(X0) L, (d2) @ .. ® L, (dra) = Hf £i(Xs) £, (dws) = [ [ELS:
1X.. =1

XSn =1

ce qui termine la preuve.
3. = 1. Il suffit de prendre pour f; I'indicatrice d’un événement A;. O

Remarque 4.13

Dans le point 3., on aurait pu remplacer “positive” par intégrable (contre la loi de X;).

Dans le cas particulier ou les variables aléatoires sont réelles, on a le résultat suivant.

Proposition 4.14

Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles. On a équivalence entre :
1. les X1, ..., X, sont indépendantes
2. pour toutes fonctions continues bornées f; : R — R, on a

n

E[J]rx0] = TR LA

=1

3. les fonctions caractéristiques vérifient ¢(x, . x,)(t1,...,tn) = [ [i_; éx,(t:) pour tousty,... t, €
R.

Démonstration Le fait que 1. implique 2. et 3. est une conséquence de la remarque précédente
(dans le cas de la fonction caractéristique, on peut revenir a la définition de l'intégrale de fonction
a valeurs complexes en distinguant parties positives et négatives). Montrons que 2. implique 1. Par
le corollaire 1.17, il suffit de prouver que pour tous intervalles ouverts bornés Iy,...,I, on a

‘C(Xl,.‘.,Xn)(Il X ... X In) = £X1(Il> .o -ﬁXn(In) .
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Or on peut approximer tout invervalle ouvert par une suite de fonctions croissantes et continues
bornées (voir la preuve de la Proposition 3.23), de sorte que le Théoréeme de Convergence Monotone
assure 1’égalité voulue.

Pour montrer que 3. implique 1., il suffit d’observer que [ [\, ¢x;, (¢;) est la fonction caractéristique
associée a la loi produit Lx, ®...® Lx,, puis d’appliquer le Théoreme 3.42, qui est valide en toute
dimension. L]

Remarque 4.15

En combinant cette proposition avec le théoréeme de Fubini, on peut montrer que si X1,..., X, sont
des variables aléatoires réelles a densité f; alors (X1,...,X,) a une densité dans R"™ donnée par le
produit des densités. La réciproque est également vraie : si (X1, ..., X,) a une densité décomposable
en un produit de densités marginales alors les X; sont indépendantes.

Corollaire 4.16

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles indépendantes alors Lx .y = Lx #* Ly ou * est le
produit de convolution i.e. pour tout A € B(R) on a

Lxov(A) = fR2 Lz + y) Lx(de) Ly (dy).

Démonstration La preuve est triviale puisque Lx4y(A) =E1l40h(X,Y)ou h(X,Y) =X +Y.
Donc

Lxay(A) = f iz + 9) Loxy(de, dy).

Comme E(va) = Lx ® Ly, on termine la preuve. O

IIT Deuxieme lemme de Borel-Cantelli

Lemme 4.17 (Deuxiéme lemme de Borel-Cantelli)

Soit (2, A,P) un espace de probabilité et (A,)nen une suite d’événements indépendants. Alors

Z P(A,) = = P(limsupA4,) = 1.

neN

Démonstration On rappelle que limsup A, = (),,cn Unsm An. Par indépendance des A, on a
que pour tout m € N,

P([)A45) =[] 0 =P(4n) < [ ] exp(—P(4n)) < exp (= ) P(An)),

nzm n=m nzm

ol on a utilisé que 1 — 2 < e pour tout > 0. Comme ), P(A,) est une série divergente, on
déduit que pour tout m € N on a ]P( ﬂan A%) =0

Ceci signifie que IP’( Unsm An) = 1 et que donc pour tout m € N I'événement | J,,-,, A, est presque
stur. Comme l'intersection dénombrable d’événements presque stirs est presque stre on déduit que

P((eny Unsm An) = 1 ce qui acheve la preuve. O

Examinons quelques exemples d’applications de ce lemme.
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Exemple 4.18

Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre 1
ie. P(X, >t) = e ! pour tout ¢t > 0. Alors

. Xn
limsup— =1 p.s.
Inn
En effet, on a pour tout o > 0

P(X,, > alnn) =n"%,

qui forme une série convergente si et seulement si o > 1. Ainsi par les deux lemmes de Borel-Cantelli,
on a
0 sia>1

P(X,, > alnn pour une infinité de n) = )
1 siax<l1

Clairement, si X,, = Inn pour une infinité de n alors lim sup ﬁf—% > 1. Ainsi,

X
P(lim sup l—n > 1) = P(X,, > Inn pour une infinité de n) = 1.
nn

Donc on a lim sup 1%3 > 1 p.s. et il reste & montrer que P(lim sup l)rf;; > 1) = 0. On écrit
Xn X, 2
limsup — > 1} = limsup — > 14 —}.
{ P Inn } U { P Inn k}
keN
D’autre part, si lim sup 1%; =1+ % alors forcément fg—’; =1+ % pour une infinité de n. Ainsi
. Xn 2 1 PR
P(limsup — > 1+ —) < P(X,, > (1 + —) Inn pour une infinité de n) = 0.
Inn k k

Comme {lim sup l)rf—’;L > 1} est l'union dénombrable des ensembles précédents, on déduit que

P(limsup £ > 1) = 0.

Exemple 4.19

Pour tout n € N, on note A,, ’ensemble des multiples de n. Il n’existe pas de probabilité P sur
(N, P(N)) telle que P(A,) = L pour tout n e N.

En effet, supposons qu’il en existe une. Soit P ’ensemble des nombres premiers. Les (Ap)pep sont
indépendants puisque pour tous pi,...,pr € P on a

k
1
P(Ap, n...n A, )=P(A =7=||]P’A..
( P1 pk) ( pl--~pk) plpk; 1 ( p’L)

D’autre part, on a ZpE'P % = o0 car le k-éme nombre premier est d’ordre k1n k quand k — oo. Ainsi,
par le deuxiéme lemme de Borel-Cantelli, on a que P-presque tout entier est multiple d’une infinité
de nombre premiers, ce qui est absurde.
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IV Loi du tout ou rien
Théoréme 4.20 (Loi du 0/1 de Kolmogorov)

Soit (2, A,P) un espace de probabilité et (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes.
Pour tout n € N, on pose T, = 0(Xy, Xn+1,.-.) €t Too = [\en Tn- Alors on a

VAe Ty, P(A)e{0,1).

Démonstration Pour tout n € N, on pose B, = o(X1,...,X,). Par 'indépendance par regrou-
pements par paquets, on a que B, et 7,41 sont indépendantes. Ainsi, on a que B, et Ty sont
indépendantes. Ceci étant vrai pour tout n € N, on peut donc écrire que

a0
VA€ Ty, VB e | | Bn, P(A N B) = P(A)P(B).

n=1

Or | J_, B, est stable par intersection finie. On a vu que ceci implique donc que 7o, et o (| By)
sont indépendantes. Or o (| Jir_; Bn) = (X, : n = 1). Ainsi T, est indépendante d’elle méme ce
qui implique que pour tout A € Ty, on a P(An A) = P(A)P(A). Ceci veut dire que P(A) € {0,1} et

termine la preuve. ]

Remarque 4.21

On a déja vu un résultat dans le méme esprit. En effet, les deux lemmes de Borel-Cantelli stipulent
que si Ay, Asg, . .. sont des événement indépendants alors P(limsup A,,) € {0,1}. Sion pose X,, = 14,
pour tout n € N alors o(X,,) = 0(A,) et la loi du 0/1 implique en particulier que P(limsup A,) €
{0,1} puisque limsup Ay, = (Ve Upsn Am € (Npen 0(Xm : m = n).

Exemple 4.22

Soient X1, Xo,... des variables aléatoires réelles indépendantes. Alors P(Y,_; X,, converge) €
{0,1}. En d’autre termes, une série formée de termes aléatoires indépendants soit converge presque
stirement soit diverge presque siirement.

En effet, on a pour tout m € N que {3, X,, converge} = {>.7°_| X,, 1, converge} € o(Xpmi1,...)-
Ainsi {37 X,, converge} € (,,cn 0(Xm : m = n) et par la loi du 0/1 on a le résultat.

Exemple 4.23

Un homme ivre marche sur la droite réelle en partant de l'origine. A chaque étape, il fait un pas
vers la droite avec probabilité p et un pas vers la gauche avec probabilité 1 — p. On suppose que
les pas effectués a chaque étape sont indépendants. Alors I’événement que I’homme ivre s’échappe
a l'infini est soit presque sur soit de probabilité nulle.

On modélise le probléme de la fagon suivante. On pose Xg = 0 et pour tout n > 1, on définit des
variables aléatoires indépendantes (X, )n>1 par P(X,, = —1) = 1 —p et P(X,, = 1) = p. La position
de ’homme ivre aprés n pas est donnée par W, = >.;'_; Xj,. Il s’agit de montrer que

P(lim W,, = +0) € {0, 1}.

Comme avant, ceci découle de la loi du 0/1 puisque I’événement {lim,, W,, = oo} € o(X,, : m = n)
pour tout n € N.
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V Processus de Poisson

De nombreux phénomenes aléatoires de la physique, des télécommunications, de I'informatique
sont liés a des processus d’arrivées aléatoires dans le temps. Ainsi I’étude du congestionnement
d’un central téléphonique ou d’un serveur doit commencer par celle des appels et des requetes qui
se produisent a des temps aléatoires et avec des durées de service aléatoires. En physique atomique
les instants de désintegration des atomes d’une matiere radioactive sont encore un autre exemple.
Un processus ponctuel est la donnée d’une suite croissante (7;);>1 d’instants aléatoires

O<Ti<Ty<..<T,<...

tendant vers l'infini. On suppose donc qu’il n’y a pas d’arrivée au temps 0, qu’il n’y a pas d’arrivées
simultanées, et qu’il n’y a pas d’accumulation d’arrivées. Les délais inter-arrivées sont les différences
successives

=T, mn=T-T, 7=T,—T,1,

De maniere équivalente, on peut considérer la fonction aléatoire de comptage des arrivées jusqu’au
temps ¢,

N(t) = Z 1{Ti<t} , t>0.

i>1
Comme lim,, T,, = o0, N(t) est fini pour tout ¢ > 0.

Le processus de Poisson est caractérisé par sa fonction de comptage, a accroissements indépendants
stationnaires et de loi de Poisson.

Définition 4.24 (Processus de Poisson)

Un processus ponctuel est appelé processus de Poisson d’intensité § > 0 si sa fonction de comptage
vérifie :
e pour tous 0 < s < t, la v.a. N(t) — N(s) suit la loi de Poisson de paramétre 0(t — s),

e pourtousk =2et 0 <ty <ty <...<ty,lesv.a N(t1),N(ta) — N(t1),...,N(tx) — N(tp—-1)
sont indépendantes.

On rappelle que si Z suit la loi de Poisson de parametre 6, alors
P(Z=n)=—e", n=0,1,..., etE[Z]=06.

Ainsi le nombre moyen d’arrivées E(N(t) — N(s)) dans 'intervalle |s, t] est proportionnel a la durée
t—s.

Il n’est pas clair, a priori, que cette définition fait sens : il se pourrait qu’il n’existe pas de processus
ponctuel vérifiant cette définition. La proposition suivante assure ’existence d’un tel processus, et
montre que sa loi est complétement caractérisée par cette définition.

Proposition 4.25

Soit (7;)i=1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre . Si 'on pose T, := > | T,

alors (T},)n>1 est un processus de Poisson d’intensité 6.
Réciproquement, si (T),)n>1 est un processus de Poisson d’intensité 6 alors (7;);>1 est une suite de
v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 6.
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Démonstration L’observation fondamentale est que, pour tout n > 1, les lois des vecteurs
(131 < i < n)et (T;;1 < i < n) se déduisent 'une de l'autre par un changement de variables
linéaire (de jacobien égal a 1) : le vecteur colonne (7;;1 < i < n) est égal a A fois le vecteur colonne
(1i;1 < i <n)ou A est la matrice

1 0 .00

11 .00

11 .00
A=

T .0 0

1 1 1 0

1 1 1

On peut alors vérifier par la formule de changement de variable que le premier vecteur a pour
densité

H 0 exp(—0s;)1s,>0 ,

=1

si et seulement si le second vecteur a pour densité

0" exp(—0ty) 1a, (t1,. .., tn)
en notant A,, le simplexe
Ap={(ti)i=;:0<t; <ta<...tn}.
Nous nous contentons a présent de prouver la réciproque de l’énoncé. Il suffit de vérifier que
(T1,...,Tyy1) a pour densité 0" exp(—6t,41) 1pn,,,-Onfixe 0 <uyp <vp <ug <wvp <...<up <
v, < t, et on exprime
{’Tz e]ui,vi],i = 1, ce n;t < Tn+1} = {N(’U,l) IO, N(vl)—N(ul) = 1,
N(u2)=N(v1) =0, N(v2) —N(uz) =1,
N(up)—N(vp—1)=0, N(vy)—N(un)=1,
N(t)=N(vy) =0}
pour calculer (avec la convention vy = 0)

P(T; €]us,vi],i = 1,...n5t < Tpyp) = e 00vn) H e~ 0wimvim) gy, — ;)0 i)
i=1

n
= O H 9(@2 — uz)
i=1
Comme ceci est égal a l'integrale de la fonction positive

D1 (t, ooy tnpr) = 0" e 011,y
sur le pavé {t; €]u;,v;],i = 1,...n;t < t,41}, on en déduit que pp41 est la densité de probabilité

de (T3)i=1,..n+1- O
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Proposition 4.26

Soit (T),)n=1 un processus de Poisson de paramétre 6 > 0. Soit n > 1 et t > 0. Conditionnellement
a ’événement {N(t) = n}, la loi de (T;)1<i<n est uniforme sur le simplexe

Apt={(ti)i<i<n 1 0 < t1 <ty <...t, <t}

x

C’est la loi de la statistique d’ordre d’un n-échantillon de loi uniforme sur [0,t], c’est a dire de n
v.a. 1.i.d. de loi uniforme sur [0, t] réordonnées par ordre croissant.

Démonstration On calcule avec les notations précédentes
P(T; €]u,vi],i = 1, N(t) = n)
P(N(t) = n)

e " TTi, 0(vi — w)
e=0t(0t)" /n!

P(T; €lui,vi],i = 1|N(t) =n) =

nlt™" Vol( - ]ui,vi]>
=1

]

Cela montre que la loi de (7})1<i<n conditionnellement & N () = n, qui est portée par le simplexe

Ay, ¢, est en fait uniforme sur cet ensemble.

Enfin, nous montrons que si Uy,...,U, sont n v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,¢] et si ¥ < Vs <
. < Y, est la suite de leurs valeurs classées par ordre croissant, alors (Y;;1 < ¢ < n) est de loi

uniforme sur A, ;. Si A < A, ; est un borélien, on a

{(Vsl<isn)e A= [J{(Usppl<i<n)e4},

e,

et I'union est disjointe puisque A < A,. On en déduit la premiére égalité suivante

P((Yi;1<i<n)eA) D P(Uypil <i<n)e A

oeS,,

= n!xP((U;;1<i<n)eA)

puisque (Uy(;); 1 <4 < n) a méme loi que (U;; 1 < i < n). Cette derniere quantité s’écrivant comme

J n! x 7" 1A, (Y1, Yn)dyt - . dYn,
A

on voit que (¥;;1 < i < n) est uniforme sur A, ;. O
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Chapitre 5

Espérance conditionnelle

I Conditionnement par rapport a un événement

On se place sur un espace de probabilité (2, .4, P). Notre but dans un premier temps est de définir
I’espérance d’une variable aléatoire conditionnée a la réalisation d’'un événement de probabilité
positive. Commencons par rappeler la définition de la probabilité conditionnelle.

Définition 5.1 (Probabilité conditionnelle)

Soit B € A un événement tel que P(B) > 0. On définit la probabilité conditionnelle sachant B,
qu’on note P(- | B), par

P(An B)
P(A|B) = ———.
Il est facile de vérifier que P(- | B) définit bien une mesure de probabilité sur (€2, .4). En particulier,

le facteur P(B) au dénominateur assure que la masse totale de cette mesure vaut bien 1. On notera
que cette mesure de probabilité ne donne de la masse qu’aux événements qui intersecte B.

Cette notion de probabilité conditionnelle fournit une définition possible pour I'espérance condi-
tionnelle d’une variable aléatoire étagée. En effet, on peut poser
P(AnB) E[141p]

Ainsi, pour toute fonction étagée positive, on aurait la définition E[X | B] = “pip) - Clest
exactement la définition qu’on va introduire.

Définition 5.2 (Espérance conditionnelle sachant un événement)

Soit X une variable aléatoire et B € A un événement. Si X > 0 ou X € L', on définit I’éspérance
conditionnelle de X sachant B par
E[X1p5]

ELX| Bl = 55

Remarque 5.3

1. L’espérance conditionnelle de X sachant B peut étre vue comme 'espérance de X contre la
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mesure conditionnelle sachant B :
E[X|B]=J XdP(- | B) .
Q

Enfin, cette égalité est immédiate pour X = 14, donc par linéarité pour toute variable étagée
positive, puis par convergence monotone pour toute variable aléatoire positive. Le cas des
variables L' s’en suit en décomposant en partie positive et négative. Cette interprétation nous
permet de transférer toutes les propriétés établies pour I'espérance a I’espérance conditionnelle
sachant un événement.

2. Si B et B ont des probabilités strictement positives,
E[X]=P(B)E[X | B] + P(BYE[X | B"].

Ceci découle de la définition de I'espérance conditionnelle, de la linéarité de I’espérance et du
fait que 1p + 1gc = 1.
3. Evidemment, on a aussi E[X]| =E[X | Q].

Exemple 5.4

Soit X une variable uniforme sur {—2,—1,0,1,2} et soit B I’événement que X est positive. Alors

E[X1g] O0.1+1.1+21
E[X | B] = =55 51
P(B) 5

En fait, X suit la loi uniforme sur {—2,—1,0,1,2}, donc une fois conditionnée a étre dans B, elle
suit la loi uniforme sur B.

II Conditionnement par rapport a une variable discrete

Notre but a présent est de définir I’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire X sachant une
autre variable Y. Quel sens souhaite-t-on donner a cette quantité ?

De fagon vague, il s’agirait de la “meilleure” approximation de X sachant Y. Un peu plus précisément,
on pourrait définir I’espérance conditionnelle de X sachant Y comme la variable aléatoire qui, sur
I'événement {Y =y}, vaut E[X | {Y = y}].

On voit immédiatement que cela n’a de sens que si les événements {Y = y} sont de probabilité
positives. On va donc commencer par traiter le cas o Y est une variable discrete.

Commencons par regarder le cas simple ou Y = 1p pour un événement B. On sait que B = {1p = 1}
et ainsi E[X | B] = E[X | {1p = 1}]. Mais 15 donne lieu & un autre événement {1p = 0} = B°.
On aimerait donc définir E [X | 15] de telle fagon & avoir acces aux deux quantités E[X | {15 = 1}]
et E[X | {15 = 0}]. Pour ce faire, on va définir E [X | 15] comme étant une variable aléatoire qui
nous donne acces a ces deux quantités. Ainsi, pour tout w € §2, si w € B on pose

E[X [1p](w) = E[X [ {15 = 1}]

et si w ¢ B on pose
E[X |1p](w) =E[X | {15 = 0}].
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En d’autres termes, on a posé pour tout w € 2

E[X | 15](w) = 15(W)E[X | {1p = B}] + 15 (W)E[X | {15 = 0}].
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