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Exercice 1. Soit Ω un ouvert de Rd. Soient p ∈]1,+∞[ et p′ son exposant conjugué, c’est-à-dire l’unique
élément de ]1,+∞[ satisfaisant 1/p+ 1/p′ = 1. Soient (fn)n∈N une suite d’éléments de Lp(Ω) et (gn)n∈N
une suite d’éléments de Lp

′
(Ω). On suppose qu’il existe f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) tels que

fn −→
n→∞

f dans Lp(Ω) et gn −→
n→∞

g dans Lp
′
(Ω). (1)

1. Montrer que la fonction fg, ainsi que les fonctions fngn avec n ∈ N, sont dans L1(Ω).

2. Montrer que la suite (fngn)n∈N converge vers la fonction fg dans L1(Ω).

3. On suppose dans cette question que Ω est borné. Montrez que pour tout n ∈ N, fn ∈ L1(Ω), et que
fn converge vers f dans L1(Ω).

4. Soit q ∈]1,∞[ avec q 6= p. On suppose, en plus de (1), que pour tout n, fn ∈ Lq(Ω) et que la suite
(fn)n∈N est de Cauchy dans Lq(Ω). Montrer que fn converge vers f dans Lq(Ω) et que f ∈ Lq(Ω).

Exercice 2. On pose, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, αn(x) = 1
2n1[−n,n](x).

1. Montrer que pour tout n ∈ N, αn ∈ L1(R) ∩ L2(R), et que αn −→
n→∞

0 dans L2(R).

2. Montrer que la suite (αn)n∈N n’a pas de limite dans L1(R).

3. Soit f ∈ L1(R) ∩ L2(R). On pose ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, fn(x) = f(x) − Iαn(x) où I =
∫
R f(y)dy.

Montrer que fn −→
n→∞

f dans L2(R).

4. On pose

A =

{
f ∈ L1(R) ∩ L2(R),

∫
R
f(x)dx = 0

}
.

Montrer que A est dense dans L2(R).

5. Montrer que A n’est pas dense dans L1(R).

Exercice 3. On cherche à trouver toutes les fonctions Φ : R → R intégrables qui satisfont l’équation
fonctionnelle

Φ(2x) + Φ(2x− 1) = Φ(x) pour presque tout x ∈ R. (2)

1. Montrer que 1[0,1] est une solution de (2), et calculer la transformée de Fourier de 1[0,1].

Dans la suite de l’exercice, on prend Φ ∈ L1(R) une solution de (2).

2. Exprimer les transformées de Fourier des fonctions

Φ1 : x 7→ Φ(2x) et Φ2 : x 7→ Φ(2x− 1)

en fonction de Φ̂.



3. En déduire que Φ̂ satisfait :

∀ξ ∈ R, Φ̂(ξ) =
1 + e−iξ/2

2
Φ̂(ξ/2).

4. Montrer l’identité :

∀N ∈ N,
N∏
k=1

1 + e−iξ/2
k

2
= exp

(
−i

N∑
k=1

ξ

2k+1

)
1

2N
sin( ξ2)

sin( ξ
2N+1 )

pour presque tout ξ ∈ R.

Rappels : sin(θ) = eiθ−e−iθ
2i , cos(θ) = eiθ+e−iθ

2 , sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ)

5. En déduire

∀ξ ∈ R∗, Φ̂(ξ) = Φ̂(0)e−iξ/2
sin(ξ/2)

ξ/2
.

6. Conclure en déterminant toutes les fonctions Φ ∈ L1(R) solutions de (2).
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Exercice 1. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. Etant donné f ∈ Lp(]0,+∞[), on pose

∀x ∈]0,+∞[, F (x) =

∫ x

0
f(t)dt.

1. Montrer que F est bien définie et continue sur ]0,+∞[.

2. Dans le cas p = +∞, montrer que F est lipschitzienne.

3. Dans le cas 1 < p < +∞, montrez que F est γ-hölderienne pour un certain exposant γ ∈]0, 1[ qu’on
donnera explicitement en fonction de p.

(Etant donné γ ∈]0, 1], on dit qu’une fonction g :]0,+∞[→ R est γ-hölderienne s’il existe M ∈ R tel que

∀x, y ∈]0,+∞[2, |g(x)− g(y)| ≤M |x− y|γ .

Si γ = 1, on retrouve la définition d’une fonction lipschitzienne.)

4. Dans le cas p = 1, montrer que F est continue.

Exercice 2. Trouver toutes les fonctions f de L1(R) qui satisfont l’équation fonctionnelle

f ∗ f = f.

Exercice 3. 1. Soit (X, 〈·, ·〉X), (Y, 〈·, ·〉Y ) deux espaces de Hilbert (avec pour corps de base R). On
suppose qu’il existe une isométrie surjective L : X → Y (le caractère isométrique signifie ‖L(x)‖Y =
‖x‖X , ∀x ∈ X).
Montrer que L est bijective, et que

∀(x1, x2) ∈ X2, 〈L(x1), L(x2)〉Y = 〈x1, x2〉X .

2. On suppose que (en)n∈Z est une base hilbertienne de X. Montrer que la famille (L(en))n∈Z est une
base hilbertienne de Y .

Exercice 4 (Formule de Poisson). Pour éviter toute confusion, on conseille (mais on n’oblige pas) dans
cet exercice de noter f̂ la transformée de Fourier d’une fonction de f ∈ L1(R), et (cn(g))n∈Z les coefficients
de Fourier d’une fonction g 2π-périodique localement intégrable.

1. Soit f ∈ L1(R). Montrer que la somme

f̃(t) =
∑
n∈Z

f(t+ 2πn)

est bien définie pour presque tout t ∈ R, et que la fonction f̃ ainsi définie est 2π-périodique et
appartient à L1(0, 2π).

Indication : On pourra commencer par montrer que la fonction t 7→
∑

n∈Z |f(t+ 2πn)| appartient à
L1(0, 2π).



2. Calculer les coefficients de Fourier de f̃ en fonction de f̂ , la transformée de Fourier de f .

3. Montrez que si
∑

n∈Z |f̂(n)| <∞, alors∑
n∈Z

f(t+ 2πn) =
1√
2π

∑
n∈Z

f̂(n)eint pour presque tout t ∈ R.

4. Montrez que si A ∈ R+, il existe n0 ∈ N tel que

∀|t| ≤ A, ∀|n| ≥ n0,
1

(1 + |t+ 2πn|)2
≤ 1

(1 + 2π|n| −A)2
.

5. En déduire que si

∃M ∈ R, ∀t ∈ R, |f(t)| ≤ M

(1 + |t|)2
, (H1)

alors la série t 7→
∑

n∈Z f(t + 2πn) converge uniformément (en t) sur tout intervalle [−A,A] où

A ∈ R+, et en déduire que dans ce cas f̃ est une fonction continue.

6. Montrez que si f vérifie f ∈ C2(R) et (f, f ′, f ′′) ∈ L1(R)3, alors∑
n∈Z
|f̂(n)| <∞. (H2)

7. Montrez que si f vérifie (H1) et (H2), alors∑
n∈Z

f(2πn) =
1√
2π

∑
n∈Z

f̂(n).

8. En appliquant la formule (6) à la fonction f : x 7→ e−a|x| pour a ∈]0,∞[ (on justifiera en particulier
la validité de cette application), en déduire que,

∑
n∈Z

1

a2 + n2
=
π

a

1 + e−2πa

1− e−2πa
.
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Exercice 1.
On considère f : R→ R définie par f(x) = |x| sur [−π, π[ et prolongée par 2π-périodicité sur R.

1. Montrer que la fonction f est continue.

2. Montrer, sans la calculer, que la suite (f̂(n) = cn(f))n∈Z des coefficients de Fourier de f est dans
`1(Z).

3. Démontrer que pour tout n ∈ N, f̂(n) = f̂(−n). Définir (SN (f))N∈N la série de Fourier de f et
montrer l’égalité :

∀N ∈ N, ∀x ∈ R, SN (f)(x) = f̂(0) + 2
N∑
n=1

f̂(n) cos(nx).

4. Montrer que

∀x ∈ R, f(x) =
π

2
+

2

π

∑
n∈N∗

(−1)n − 1

n2
cos(nx) =

π

2
− 4

π

∑
n∈N

cos((2n+ 1)x)

(2n+ 1)2
,

où la convergence des séries a lieu en norme ‖ · ‖L∞(−π,π) et ‖ · ‖L2(−π,π).

5. En déduire les valeurs de : ∑
n∈N

1

(2n+ 1)2
,
∑
n∈N

1

(2n+ 1)4
.

Exercice 2. On notera dans cet exercice f̂ ou encore F(f) la transformée de Fourier d’une fonction f
dans L1(R) ou L2(R), et on notera F−1 la transformée de Fourier inverse.
On s’intéresse à l’équation fonctionnelle

f ∗ f = f, (1)

d’inconnue f , où on cherchera f tantôt dans L1(R), tantôt dans L2(R).

Partie I : Préliminaires

1. Exhiber une fonction f1 ∈ L1(R) \ L2(R) et une fonction f2 ∈ L2(R) \ L1(R).

2. Si f ∈ L1(R), dans quels espaces se trouvent f ∗ f et f̂ en général ? Même question si f ∈ L2(R).
(On ne demande pas de démonstration)

3. Montrer que si f, g ∈ L1(R), alors

f̂ ∗ g =
√

2πf̂ ĝ.

(On demande ici une redémonstration de ce résultat de cours.)

4. Etant donné c ∈]0,+∞[, décrire l’ensemble des solutions g : R→ R de l’équation fonctionnelle

∀ξ ∈ R, g(ξ)2 = cg(ξ) .

On montrera en particulier qu’il y a exactement deux solutions g ∈ C0(R) (pour un c donné), et
une infinité de solutions g ∈ L2(R) (pour un c donné).



5. Etant donné a ∈]0,∞[, on pose fa(ξ) =
√

2
π
sin(aξ)
ξ ,∀ξ ∈ R∗. Montrer que

F(1[−a,a]) = fa.

En déduire que fa ∈ L2(R) et que fa /∈ L1(R).

Partie II : Résolution

1. Montrer que si f ∈ L1(R) est une solution de l’équation (1), alors sa transformée de Fourier satisfait

∀ξ ∈ R, f̂(ξ)2 = cf̂(ξ),

où c est une constante strictement positive que l’on déterminera.

2. Montrez qu’il y a une unique f ∈ L1(R) solution de l’équation (1) que l’on déterminera.

3. Montrer que si f ∈ L2(R) est une solution de l’équation (1) si et seulement si sa transformée de
Fourier inverse satisfait

F−1(f)(ξ)2 = cF−1(f)(ξ), pour presque tout ξ ∈ R.

(On admettra la formule suivante, valable pour tout f, g ∈ L2(R) telles que f ∗ g ∈ L2(R):
F−1(f ∗ g) =

√
2πF−1(f)F−1(g).)

4. Montrer que l’équation (1) a une infinité de solution dans L2(R).
(On pourra montrer en particulier que les fonctions ( 1√

2π
fa)a∈]0,∞[ sont des fonctions de L2(R)

solutions de (1)).
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Exercice 1. On travaille dans l’espace mesuré (R,B(R), λ) où λ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

1. (a) Pour quelles valeurs de p ∈ [1,∞] les fonctions suivantes sont-elles dans l’espace Lp(R) ?

f1 : x 7→ 1Q(x) f2 : x 7→ e−x f3 : x 7→ x1[0,1](x)

f4 : x 7→ 1

x
1]0,∞[(x) f5 : x 7→ 1

x3
1]1,∞[(x).

(b) Dans chaque cas, calculer les valeurs des normes Lp pour tout p ∈ [1,∞].

2. On pose pour tout n ∈ N et tout x ∈ R,

fn(x) =
√
n.e−

n2x2

2 .

(a) Etudier la convergence simple de (fn)n∈N (i.e. dire si la suite de fonctions converge simplement
et si oui, identifier la limite).

(b) Montrer que
fn −→ 0 dans l’espace L1(R).

(c) Calculer ‖fn‖2 pour n ∈ N, et montrer que la suite (fn)n∈N n’a pas de limite dans l’espace
L2(R).

Exercice 2. Pour p ∈ [1,∞[, on pose

`p(N) =

a = (an)n∈N ∈ RN, ‖a‖p =

(∑
n∈N
|an|p

) 1
p

<∞


et pour p =∞ on pose

`∞(N) =

{
a = (an)n∈N ∈ RN, ‖a‖∞ = sup

n∈N
|an| <∞

}
.

1. Montrer que pour tout 1 < p < q <∞, `1(N) ⊂ `p(N) ⊂ `q(N) ⊂ `∞(N) et que

∀a ∈ RN, ‖a‖∞ ≤ ‖a‖q ≤ ‖a‖p ≤ ‖a‖1.

2. Montrer que les inclusions `1(N) ⊂ `p(N) ⊂ `q(N) ⊂ `∞(N) (avec 1 < p < q <∞) sont strictes.

3. On définit
T : `2(N) −→ `1(N)

a 7−→ ( an
n+1)n∈N

Montrer que T est bien défini et linéaire continu (on munit naturellement les espaces `1(N) et `2(N)
des normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 respectivement). Calculer ‖T‖L(`2(N),`1(N)).



Exercice 3. Soit f ∈ L1(R) ∩ C1(R) et c ∈ R tel que

∀x ∈ R, f ′(x) = f(x+ c)

.

1. Montrer que f ′ ∈ L1(R).

2. Etablir l’équation satisfaite par f̂ .

3. En conclure que f = 0.

4. Dans le cas c = 0, décrire l’ensemble des fonctions y ∈ C1(R) qui satisfont y′ = y sur R, et expliquer
la différence avec le résultat de la question précédente.



Université Paris-Dauphine
L3 Maths
Topologie et Analyse Fonctionnelle

Mai 2013, Examen. Durée : 2 heures
Documents et calculatrice non autorisés.

On portera un soin particulier à la rédaction. En particulier, on doit rappeler et vérifier les hypothèses
de chaque résultat de cours utilisé.

Exercice 1. On travaille dans L2
(
R, 1√

2π
e−x

2/2dx
)

(on considère ici les fonctions à valeurs réelles).

1. Rappeler la définition de cet espace, et son produit scalaire 〈·, ·〉.

2. Calculer les 6 premiers moments de la loi normale centrée réduite.

3. Trouver 4 polynômes (P0, P1, P2, P3) tels que

∀(i, j) ∈ J0, 3K, 〈Pi, Pj〉 = δi,j , deg(Pi) = i.

4. En déduire 4 fonctions qui forment une famille orthonormée de L2(R, dx).

Exercice 2 (Inégalité de Hardy). Soit p ∈]1,+∞[. Pour f :]0,+∞[→ R, on définit

∀x ∈]0,+∞[, H(f)(x) =
1

x

∫ x

0
f(t)dt.

1. On suppose dans cette question que f est une fonction continue à support compact dans ]0,+∞[.
On pose F = H(f).

(a) Montrer que F est bien définie, et appartient à Lp(]0,+∞[).

(b) Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[ et satisfait

∀x ∈]0,+∞[, xF ′(x) + F (x) = f(x).

(c) En déduire l’égalité : ∫ ∞
0

F (x)pdx =
p

p− 1

∫ ∞
0

F (x)p−1f(x)dx.

(d) On suppose, en plus des hypothèses précédentes, que f est positive. Montrer :

‖F‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p.

(e) Généraliser l’inégalité précédente dans le cas où l’on ne suppose plus f ≥ 0.

2. Montrer que l’application H : (C0
c (]0,+∞[), ‖ · ‖p)→ (Lp(]0,+∞[), ‖ · ‖p) est linéaire continue.

3. Montrer que H se prolonge de manière unique en un endomorphisme continu de Lp(]0,+∞[) et
satisfait alors (en notant encore H ce prolongement) :

∀f ∈ Lp(]0,+∞[), ‖H(f)‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p.



Exercice 3 (Preuve du théorème de Weierstrass par la convolution).
Soit a < b deux réels. On travaille dans l’espace des fonctions continues de [a, b] dans R muni de la norme
uniforme : (C0([a, b]), ‖ · ‖∞). On cherche à montrer que l’ensemble des polynômes est dense dans cet
espace. Soit f ∈ C0([a, b]).

1. Montrer qu’on peut trouver P0 un polynôme de degré 1 tel que P0([−1/2, 1/2]) = [a, b].

Ainsi on peut poser g = f ◦ P0 ∈ C0([−1/2, 1/2]).

2. Montrer qu’on peut trouver un polynôme P1 tel que l’application g − P1 soit nulle en −1/2 et en
1/2.

Ainsi on peut prolonger par continuité cette fonction par 0 en dehors de l’intervalle [−1/2, 1/2] :
plus précisément, on pose h = (g − P1)1[−1/2,1/2] ∈ C0(R).

3. On pose, pour n ∈ N et x ∈ R, pn(x) = αn(1 − x2)n1[−1,1](x) où αn =
(∫ 1
−1(1− x

2)ndx
)−1

.

Montrer que pour tout n ∈ N, pn est une fonction positive, continue, à support compact, et telle
que

∫
R pn(x)dx = 1.

4. Montrer que pour tout δ > 0,

lim
n→∞

∫
|x|>δ

pn(x)dx = 0.

(On pourra montrer et utiliser la majoration ∀n ∈ N, αn ≤ n+ 1.)

5. Montrer que (pn ∗ h)n∈R est une suite de fonctions qui converge vers h uniformément sur R (ici on
demande une redémonstration, et non une application directe du cours).

6. Montrer que pour tout n ∈ N, la restriction à [−1/2, 1/2] de pn ∗ h est une fonction polynomiale.

7. Conclure en montrant qu’il existe une suite de polynômes (Qn)n∈N qui converge uniformément vers
f sur [a, b].
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On portera un soin particulier à la rédaction. En particulier, on doit rappeler et vérifier les hypothèses
de chaque résultat de cours utilisé.

Exercice 1. Les 3 questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Montrer que la fonction

∀x ∈ R, f(x) =
∑
n∈N∗

(−1)n

n2
sin(nx)

est bien définie et continue.

2. On pose fn(x) = 1√
n
1[−n,n](x) pour n ∈ N∗ et x ∈ R. Pour quels p ∈ [1,∞] la suite (fn)n∈N∗

converge-t-elle vers la fonction nulle en norme Lp(R) ?

3. Soient f, g ∈ L3(R). Montrer que f2g est intégrable sur R.

Exercice 2. Soit f ∈ L2(R+). On pose pour x > 0,

H(f)(x) =
1

x

∫ x

0
f(t)dt.

1. Montrer que (∫ x

0
f(t)dt

)2

≤ 2
√
x

∫ x

0

√
tf(t)2dt.

2. En déduire que H(f) ∈ L2(R+) et que

‖H(f)‖2 ≤ 2‖f‖2.

3. Montrer que l’application H : L2(R+)→ L2(R+) est continue.

Exercice 3 (Inégalité de norme). Dans cet exercice, si n ∈ Z, on note ĝ(n) le n-ième coefficient de
Fourier d’une fonction 2π-périodique g. Il est autorisé d’utiliser la notation cn(g) à la place.

Soit f : R→ R une fonction 2π-périodique, de classe C1, et telle que∫ 2π

0
f(t)dt = 0.

1. Enoncer le théorème de Parseval.

2. Rappeler et démontrer le lien entre les coefficients de Fourier f̂(n) et f̂ ′(n), pour n ∈ Z.



3. En déduire que, pour tout t ∈ R, on a

|f(t)| ≤
∑
n∈Z∗

1

|n|
|f̂ ′(n)|.

4. En déduire l’inégalité suivante :

‖f‖∞ ≤
√
π

6
‖f ′‖2.

(On prend ici la convention ‖g‖2 =
√∫ 2π

0 g(t)2dt. On rappelle également que
∑

n∈N∗
1
n2 = π2

6 ).

5. L’inégalité précédente reste-t-elle valable si on ne suppose plus
∫ 2π
0 f(t)dt = 0 ?

Exercice 4 (Polynômes de Hermite et Transformée de Fourier). On pose ∀x ∈ R, ψ(x) = e−x
2
. On

définit également
∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Hn(x) = (−1)nex

2
ψ(n)(x).

1. Calculer H0, H1, H2.

2. Montrer que pour tout n ∈ N, Hn est un polynôme de degré n.

3. Soit n ∈ N. On pose ∀x ∈ R, hn(x) = Hn(x)e−x
2/2. Montrer que hn ∈ L1(R) ∩ L2(R).

4. Exprimer h′n en fonction de hn et hn+1, pour n ∈ N.

5. En déduire que pour tout n ∈ N,
ĥn = (−i)nhn.

(On rappelle et on ne demande pas de démonstration du fait suivant : si ϕ : x ∈ R 7→ e−x
2/2, alors

ϕ ∈ L1(R) et ϕ̂ = ϕ).
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devront répondre aux exigences habituelles de la logique mathématique.

Exercice 1. Sur R+, on considère la mesure µ de densité x 7→ 1
1+x par rapport à la mesure de Lebesgue

dx. Soit une fonction borélienne f sur R+ telle que f2 est intégrable sur R+ par rapport à la mesure de
Lebesgue. Montrer que f est µ-intégrable.

Exercice 2. Soit une fonction borélienne f ∈ L1(Rd, dx), d ≥ 1, où dx est la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que

lim
m→∞

∫
|f |>m

|f(x)|dx = 0.

2. En déduire que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

dx(A) < δ ⇒
∫
A
f(x)dx < ε.

Exercice 3. Une fonction borélienne f sur Rd, d ≥ 1, est d̂ıte quasicontinue si pour tout ε > 0, il existe
un ouvert O ⊆ Rd tel que dx(O) < ε et f est égale presque partout à une fonction continue sur Rd\O.

1. Soit f ∈ L1(Rd, dx). Montrer qu’il existe une suite de fonctions fn continues à supports compacts
telles que fn → f presque partout sur Rd et ‖fn − fn+1‖1 ≤ 4−n pour tout n.

2. Prouver que pour tout ε > 0, il existe un ouvert O ⊆ Rd tel que dx(O) ≤ ε et sur Rd\O, fn converge
uniformément vers f . (Indication: considérer les ensembles {|fn − fn+1| > 2−nε−1}).

Exercice 4. Calculer le produit de convolution f ∗ f lorsque f(x) = e−x1x≥0.

Exercice 5. Soit f(x) = 1[0,r](x) où r ∈ [0, 1[. On note f (1) = f , f (2) = f ∗ f et, par récurrence, on

définit f (k+1) = f ∗ f (k).

1. Calculer explicitement f (2) = f ∗ f .

2. Montrer par récurrence que f (k) ∈ Ck−2c (R) et Supp f (k) ⊆ [0, rk] pour tout k ≥ 2.

3. Démontrer par récurrence que ‖f (k)‖1 = rk et ‖f (k)‖∞ ≤ ‖f (k−1)‖1 pour tout k ≥ 1.

4. On pose pour n ≥ 2

gn =
n∑
k=2

f (k).

Montrer que gn+1 = f ∗ gn + f (2).



5. En déduire que gn converge dans L1 vers une fonction g continue solution de l’équation fonctionnelle
(E): g = f ∗ g + f (2).

6. Calculer la transformée de Fourier de f définie par

f̂(t) :=
1√
2π

∫
R
e−ixtf(x)dx.

(a) Montrer que si f ∈ L1, alors f̂ est continue et bornée.

(b) En admettant la propriété f̂ ∗ ϕ =
√

2πf̂ϕ̂ et l’implication ϕ̂ = 0 ⇒ ϕ = 0, en déduire que
l’équation fonctionnelle (E) admet une unique solution continue et intégrable.
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devront répondre aux exigences habituelles de la logique mathématique.

Exercice 1. (3 points) Soit f une fonction continue, positive, bornée et Lebesgue-intégrable sur R. On
pose pour t > 0:

u(t, x) :=

∫
R
f(y)

e−
(x−y)2

2t

√
2πt

dy.

1. Montrer que u(t, ·) est Lebesgue-intégrable sur R par rapport à x.

Calculer sa norme L1.

2. Montrer que u(t, x) converge vers f(x) quand t→ 0.

Exercice 2. (3 points) On pose f(x) = 1[−1,2](x) et g(x) = x1[0,1](x). Calculer le produit de convolution
h = f ? g. (Indication: 5 cas à considérer).

Exercice 3. (4 points)
Soit f une fonction réelle 2π-périodique et C1. On note par f̂(n), n ∈ Z, les coefficients de Fourier de

f .

1. Montrer que f̂ ′(n) = inf̂(n) pour tout n ∈ Z.

2. Supposons que f̂(0) = 0. En utilisant l’égalité de Parseval en déduire l’inégalité de Wirtinger.∫ 2π

0
f2(t)dt ≤

∫ 2π

0
f
′2(t)dt.

Exercice 4. (11 points)
Soit une fonction X positive sur R, C∞ à support compact dans [−1, 1]. Pour tout k > 0, on pose

Xk(x) = X(x/k).

1. Montrer que la transformée de Fourier de X est bien définie. Prouver qu’il existe une constante C
telle que |X̂(x)| ≤ C

|x| si x 6= 0. En déduire que X̂ ∈ L2.

2. Montrer que X̂ est C∞-différentiable et donner ses dérivées successives.

3. Exprimez la transformée de Fourier de Xk en fonction de X̂.

4. Montrer que f ? X̂k est bien définie si f ∈ L1 ou f ∈ L2.

5. Prouver que pour f continue bornée, f ? X̂k(x)→ f(x) quand k →∞
si on suppose que X̂ ∈ L1 est telle que

∫
R X̂(u)du = 1.

6. On suppose que X(0) = 1. Soit f ∈ L2. Montrer que le produit

gk := fXk converge vers f dans L2. Qu’en déduit-on sur la convergence

de ĝk?
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Exercice 1. (3 points) Soit une suite (fn)n dans un espace Lp qui converge vers f ∈ Lp pour la norme
Lp.

1. Montrer qu’il existe une sous-suite (fnk)k telle que

‖fnk+1
− fnk‖p ≤ 2−k, ∀k.

2. En déduire que la suite (fn)n possède une sous-suite (fnk)k qui converge vers f dans Lp et presque
surement telle que |fnk | ≤ h pout tout k où h ∈ Lp.

Exercice 2. (6 points) Soit f(x) = e−πx
2

sur R.

1. Ecrire une équation différentielle vérifiée par f .

2. Rappeler la relation entre la transformée de Fourier d’une fonction et de sa dérivée ainsi que la
formule donnant la dérivée d’une tranformée de Fourier. Justifier.

3. En déduire une équation différentielle vérifiée par la transformée de Fourier de f .

4. Déterminer alors f̂ .

Exercice 3. (8 points) Soient f(x) = e−ax1x≥0 et g(x) = eax1x≤0 définies sur R où a > 0.

1. Calculer les transformées de Fourier de f et g.

2. En déduire la transformée de Fourier de f ? g.

3. En déduire sans l’aide de primitives, le calcul de
∫
R

dx
a2+x2

.

4. Calculer f ? g.

5. En déduire le calcul de

ϕ(y) :=

∫ ∞
−∞

eixy

a2 + x2
dx.

Exercice 4. (4 points) Soit f une fonction 2π-périodique telle que f(x) = eitx sur ]0, 2π] où t /∈ Z.

1. Calculer les coefficients de Fourier de f .

2. En utilisant l’identité de Parseval, en déduire le calcul de
∑

n∈Z
1

(t−n)2 .
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Exercice 1. On travaille dans E = R[X]. On rappelle qu’un polynôme peut toujours s’écrire P =∑∞
k=0 akX

k où il n’y a qu’un nombre fini de (ak)k∈N qui sont non nuls. On pose alors ‖P‖ := supk∈N |ak|.
1. Montrer que l’application ‖ · ‖ est bien définie et est une norme sur E.

2. On pose pour n ∈ N, Pn = Xn. La suite (Pn)n∈N est-elle de Cauchy pour la norme ‖ · ‖ ? Est-elle
convergente ?

Pour x0 ∈ R, on définit δx0 : P ∈ R[X] 7→ P (x0) ∈ R, qui est clairement bien définie et linéaire.

3. Montrer que si x0 ∈ [0, 1[, δx0 est continue, et calculer sa norme. Montrer que si x0 ∈ [1,∞[, δx0
n’est pas continue.

4. On pose pour n ∈ N, Qn = Xn/n!. Montrer que la série
∑

n∈NQn est absolument convergente, mais
n’est pas convergente dans E. Que peut-on en déduire sur l’espace (E, ‖ · ‖) ?

Exercice 2. Soit p ∈]1,∞[, f ∈ L1(R) et g ∈ Lp(R). On pose pour x ∈ R :

ϕ(x) =

∫
R
|f(t)g(x− t)|dt.

1. En notant p′ l’exposant conjugué de p, montrer que pour tout x ∈ R,

ϕ(x) ≤
(∫

R
|f(t)|dt

)1/p′ (∫
R
|f(t)g(x− t)|pdt

)1/p

.

2. En déduire
‖ϕ‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

3. En déduire que f ∗ g(x) est bien définie pour presque tout x, et que

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

Exercice 3. Etant donné β ∈ R∗+, on cherche à résoudre l’équation fonctionnelle suivante, d’inconnue
u ∈ L1(R) :

∀x ∈ R, u(x) = e−|x| + β

∫
R
u(t)e−|x−t|dt. (1)

On pose ∀x ∈ R, h(x) = e−|x|.

1. Ecrire (1) sous forme d’une équation faisant intervenir le produit de convolution.

2. Calculer ĥ, et constater en particulier que ĥ ne s’annule pas sur R.

3. Montrer que si u ∈ L1(R) est solution de (1), alors il existe une fonction gβ : R → R, que l’on
déterminera explicitement, telle que

∀ξ ∈ R, û(ξ)gβ(ξ) = ĥ(ξ).

4. Montrer que si β > 1/2, l’équation (1) n’a pas de solution (on pourra voir que gβ s’annule et en
déduire une contradiction).

5. Montrer que si β ∈]0, 1/2[, l’équation a une unique solution que l’on déterminera.

(On pourra utiliser sans démonstration que si λ > 0 et µλf : x 7→ f(λx), alors µ̂λf(ξ) = 1
λ f̂
(
ξ
λ

)
).
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Exercice 1. Pour p ∈ [1,∞], on notera p′ son exposant conjugué. On travaille sur l’intervalle I =]0, 1[
(muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue), et toutes les fonctions considérées sont à
valeurs dans R. Pour f ∈ Lp′(I), on définit l’application

Tf : Lp(I) −→ R

ϕ 7−→
∫
I
f(x)ϕ(x)dx

.

1. Montrer que pour tout p ∈ [1,∞] et tout f ∈ Lp′(I), l’application Tf est bien définie, et linéaire
continue.

2. On s’intéresse dans cette question au cas p = 2 (p′ = 2).

(a) Pour f ∈ L2(I), calculer la norme de Tf .

(b) Montrez que pour toute application T : L2(I) → R linéaire continue, il existe une unique
fonction f ∈ L2(I) telle que T = Tf .

3. On s’intéresse dans cette question au cas p = 1 (p′ =∞).

(a) Pour f ∈ L∞(I), calculer la norme de Tf .

(On pourra, lorsque f est non nulle, considérer les fonctions ϕn := signe(f)1An où An ={
|f | ≥ ‖f‖∞ − 1

n

}
).

(b) Soit T : L1(I)→ R linéaire continue. Montrer qu’il existe f ∈ L∞(I) telle que T = Tf .

(On pourra commencer par montrer qu’il existe f ∈ L2(I) telle que T = Tf sur L2(I), puis
montrer que |f | est essentiellement majorée (par exemple par 1 + ‖T‖L(L1(I),R)), et enfin con-
clure).

Exercice 2. Soit f : R → R une fonction mesurable, 2π-périodique, et intégrable sur [0, 2π]. Montrer
que

f a un représentant C∞ ⇐⇒ f̂ =
(
f̂(n)

)
n∈Z
∈ S ,

où f̂ =
(
f̂(n)

)
n∈Z

est la suite des coefficients de Fourier de f et

S =

{
(un)n∈Z ∈ CZ, ∀p ∈ N, un = o

|n|→∞

(
1

|n|p

)}
.

Exercice 3. On considère ρ : R→ R une fonction mesurable, strictement positive, et telle que

∀α ∈ R+,

∫
R
eα|x|ρ(x)dx <∞. (H)

1. Rappeler le produit scalaire usuel de l’espace L2(R, ρ(x)dx) (on se restreint aux fonctions à valeurs
réelles).



2. Montrer que R[X] ⊂ L2(R, ρ(x)dx).

3. Soit f ∈ L2(R, ρ(x)dx) telle que ∀n ∈ N,
∫
R f(x)xnρ(x)dx = 0. On pose

∀z ∈ C, F (z) =

∫
R
f(x)ezxρ(x)dx.

(a) Montrer que F est bien définie et continue sur C.

(b) Après avoir rappelé le développement en série entière de la fonction exponentielle, montrer que
F est développable en série entière autour de 0, avec un rayon de convergence infini (autrement
dit, il existe (an)n∈N une suite de nombres complexes telle que F (z) =

∑
n∈N anz

n pour tout
z ∈ C), puis que la fonction F est nulle (sur C).

(c) En déduire que f est nulle (presque partout sur R).

(d) En déduire que l’espace R[X] est dense dans L2(R, ρ(x)dx).

4. On pose I =]0,+∞[ et on suppose maintenant que ∀x ∈ I, ρ(x) = x− ln(x) (pour laquelle ce qui
précède ne s’applique pas : elle n’est pas définie sur R, mais surtout ne satisfait pas l’hypothèse (H),
ce que nous ne demandons pas de vérifier).

(a) Montrer que R[X] ⊂ L2(I, ρ(x)dx).

(b) On pose ∀x ∈ I, f(x) = sin(2π ln(x)). Montrer que f ∈ L2(I, ρ(x)dx) et que

∀n ∈ N,
∫
I
xnf(x)ρ(x)dx = 0.

(c) Que peut-on en déduire ?
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Exercice 1. 1. Définir la norme d’une application linéaire L : X → Y où (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) sont
des espaces vectoriels normés.

2. Enoncer un théorème de Riesz (au choix parmi les deux théorèmes de Riesz vu dans le cours).

3. Enoncer le théorème d’inversion à propos de la transformée de Fourier sur L1(R).

4. Définir avec des quantificateurs la densité de D dans X où X est un espace métrique et D ⊂ X.
Enoncer un critère de densité de D dans H lorsque H est un espace de Hilbert et D ⊂ H.

5. Donner la définition d’une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H, et exhiber une telle base de
l’espace L2(T) des fonctions 2π-périodique de carré intégrable (on rappellera la norme choisie sur
cet espace).

Exercice 2. Soit f : R → R une fonction mesurable, 2π-périodique, et intégrable sur [0, 2π]. On note

f̂ =
(
f̂(n)

)
n∈Z

la suite des coefficients de Fourier de f .

1. Soit n ∈ Z. Dans le cas où f est de classe C1, rappeler et démontrer la relation entre f̂ ′(n) et f̂(n).

Dans le cas où f est de classe Ck avec k ∈ N∗, énoncer sans démonstration la relation entre f̂ (k)(n)
et f̂(n).

2. Montrer que

f a un représentant C∞ ⇐⇒ f̂ =
(
f̂(n)

)
n∈Z
∈ S ,

où

S =

{
(un)n∈Z ∈ CZ, ∀p ∈ N, un = o

|n|→∞

(
1

|n|p

)}
.

Exercice 3. On travaille dans E = R[X]. On rappelle qu’un polynôme peut toujours s’écrire P =∑∞
k=0 akX

k où il n’y a qu’un nombre fini de (ak)k∈N qui sont non nuls. On pose alors ‖P‖ := supk∈N |ak|.

1. Montrer que l’application ‖ · ‖ est bien définie et est une norme sur E.

2. On pose pour n ∈ N, Pn = Xn. La suite (Pn)n∈N est-elle de Cauchy pour la norme ‖ · ‖ ? Est-elle
convergente ?

Pour x0 ∈ R, on définit δx0 : P ∈ R[X] 7→ P (x0) ∈ R, qui est clairement bien définie et linéaire.

3. Montrer que si x0 ∈ [0, 1[, δx0 est continue, et calculer sa norme. Montrer que si x0 ∈ [1,∞[, δx0
n’est pas continue.

Exercice 4. Etant donné β ∈ R∗+, on cherche à résoudre l’équation fonctionnelle suivante, d’inconnue
u ∈ L1(R) :

∀x ∈ R, u(x) = e−|x| + β

∫
R
u(t)e−|x−t|dt. (1)

On pose ∀x ∈ R, h(x) = e−|x|.



1. Calculer ĥ.

2. Montrer que si u ∈ L1(R) est solution de (1), alors il existe une fonction gβ : R → R, que l’on
déterminera explicitement, telle que

∀ξ ∈ R, û(ξ)gβ(ξ) = ĥ(ξ).

3. Montrer que si β > 1/2, l’équation (1) n’a pas de solution.

4. Montrer que si β ∈]0, 1/2[, l’équation a une unique solution que l’on déterminera.

(On pourra utiliser sans démonstration que si λ > 0 et µλf : x 7→ f(λx), alors µ̂λf(ξ) = 1
λ f̂
(
ξ
λ

)
).


