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Mai 2016, Examen. Durée : 2 heures
Documents et calculatrice non autorisés
Le sujet est long, et il n'est pas attendu de faire tout le sujet pour obtenir une note maximale. Dans ce
sens, un baréme indicatif est donné.

Exercice 1 (4 points). Pour a € R’ on pose f, = 1_q q-

1. Justifier sans calcul que fa, la transformée de Fourier de f,, appartient & L?(R) mais pas & L!(R).
2. Calculer fa

3. En déduire la valeur de

Exercice 2 (4 points). On pose A l'application de dérivation sur les polynémes, qui est bien définie et
linéaire :

A: R[X] — R[X]

P +~— P
(Dans la suite on ne demande pas de démontrer que ||-||1 et ||-||2 sont bien des normes sur R[X]. De plus,
on rappelle que si P = 0 alors deg(P) = —oo, et dans ce cas le sup qui définit || - ||1 est alors considéré
égal a 0, tout comme la somme qui définit || - ||2)
deg(P)
1. Si P = Z an X" € R[X], on pose ||P|1 = sup l|ay|, qui définit bien une norme. Dire si,
0 0<n<deg(P)
quand on munit R[X] de cette norme || - ||;, 'application A est continue, et si oui calculer sa norme

d’application linéaire.

deg(P) deg(P)
2. Méme question si on munit maintenant R[X] de la norme || P||2 = Z |an|n! (o P = Z an X" €
n=0 n=0

R[X]).

Exercice 3 (8 points). Soit p €]1,00], et (u,v) € LP(£2) oi1  est un ouvert de R, muni de la tribu des
boréliens de €2, et de la mesure de Lebesgue.

1. On pose Vt € R*, ¢(t) = |t|P. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0, et que la fonction
prolongée, encore dénotée g, est dérivable sur R et que

VteR, ¢'(t) = plt|’~'signe(t),

1 sit>0
ou signe(t) = 0 sit=0.
-1 sit<O0

(Dans la suite, on utilisera avec un léger abus la notation t € R w— |t|P pour faire référence a la
fonction g prolongée par continuité)



2. On pose, pour z €  fixé :
o(t) = |u(z) + to(z)[".
(a) Montrer que ¢ est dérivable sur R, et calculer ¢'(t) pour tout ¢t € R.
(b) En appliquant le théoreme des accroissement finis, montrer que pour tout ¢ € [—1,1] \ {0},

lp(t) — ¢(0)] -
S pllu(@)| + |o@)[P~" o(@)].
(¢) On pose h(z) = [Ju(z)| + [v(z)|]P~" |v(x)| pour presque tout z € Q. Montrer que h € L(RQ).
(d) Conclure que

1

i [ [lte) + 0@ = puta)P)de —— p [ Ju()l signe(u(z)o(z)da.

t (9] t—0 0
3. On suppose que u n’est pas nulle (en tant que classe de fonction). Montrer que 1’application

N:teRw Jlu+ty|,

est dérivable en 0, et calculer N'(0).

Exercice 4 (9 points). On rappelle que T = R/27Z, et qu'une fonction f : T — C est la donnée d’une
fonction 27-périodique. De plus

™

LQ(’]I‘)—{f:’]T—HC, |f(t)2dt<oo},

—T

et si f € L*(T), J/”\désigne la suite des coefficients de Fourier de f.

On pose, pour s € Ry,

H4(T) = {f6L2(T), 3 [ fn) < —i—oo}.

nez
1. Identifier 'espace HY(T).

2. Soit s € Ry.

(a) Montrer que 'application
H*(T)x H*(T) — C
(f,9) — Ynez(1+ [n*) f(n)g(n)
est bien définie, et est un produit scalaire sur I'espace H*(T).

(b) Donner une expression de la norme associée a ce produit scalaire, que 'on note || - || zs(t) et
montrer que H*(T) est complet pour cette norme.

(¢) Montrer que P(T), 'ensemble des polyndémes trigonométriques, est dense dans H*(T).
3. Pour s1 < s2 ot (s1,52) € R, y a-t-il une inclusion entre H*!(T) et H*2(T) ? Justifier.

4. Montrer que si s > %, et f € H*(T), alors fe ¢Y(Z), f a un représentant continu (que ’on note f),
et il existe une constante Cs indépendante de f telle que

[flloo < Csll fll s (m)-

5. Soit s € Ry. On pose (on rappelle que P(T) est 'ensemble des polynémes trigonométriques) :
T: P(T) — HT)
P +— P

Montrer que T se prolonge en une application linéaire continue de H**!(T) vers H*(T) (que I'on
munit de leurs normes respectives).



Corrigé Examen Mai 2016

Corrigé 1. 1. Comme f, € L?*(R) (puisque f est bornée a support compact), par le théoreme de
Plancherel, on sait que fa € L%(R). Par contre, si par I'absurde fa appartenait & L*(R), on pourrait
appliquer le théoréme d’inversion, et alors f, aurait un représentant continu sur R, ce qui constitue
une contradiction. Ainsi f, ¢ L'(R).

2. Pour tout & € R*,
~ @ e dx 1 e % —etita  9gin(¢a)

fl= [ e = e =T 1

2W/fa - =

ce qui correspond bien & la limite en 0 dans (1)

De plus

3. Le théoreme de Plancherel nous donne 1’égalité

2 _ N 2
/R () P = /R Fu©)Pde

or
2sin(&a 4a sin(§)>2
dr =2a, et d dé = — d
e o [iorse [(22) a-t [ (4]
d7
/ <smx> Q= .
R €T
Corrigé 2. 1. L’application A n’est pas continue si on munit R[X] de la norme || - ||;. En effet
A
X7 |2 n—o0 '
2. L’application A est continue si on munit R[X] de la norme || - ||2. En effet, si P = Zdeg (P) an X",
deg(P’) deg(P)
IAP) 2= > [(n+ Dansilnl = Y Jan|n! < [P,
n=0 n=1
ce qui donne [|A|lzrix),)..) < 1. De plus
1A _ |
X712
d’ou finalement ||A||£(R[X],||-H2) =1.
Corrigé 3. 1. Par la définition, V¢ € R*, g(t) = e?(!l) est clairement (par composition) de classe C™

sur R* et
v e m o1 %epln(t) sit>0 g .
S , = = signe(?).
g'(t) Spern) g < plt["~ signe(t)
De plus lim;_,¢ g(t) = 0 puisque p > 0 et donc on peut prolonger g par continuité en 0 avec g(0) = 0.

Enfin . 0 o
vt # 0, 7g( ) ;g( ) = |t| = signe(t)[t|P~ =400

puisque p — 1 > 0, d’ot g est dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.



2. (a) OnaVteR, ¢(t) =g(u(r)+ tv(z)) donc par composition ¢ est dérivable, et
Vt € R, ¢'(t) = ¢'(u(z) + tv(x)).v(z) = plu(z) + to(z)|P signe(u(z) + tv(z)).v(x).

(b) Pour ¢t € [—1,1]\ {0}, le théoreéme des accroissement finis appliqué a ¢ entre 0 et ¢ (applicable
car ¢ est dérivable sur R) montre qu'il existe ty €]0,¢[ (ou |¢,0[ suivant le signe de t) tel que

|p(t) — #(0)|

i = [¢/(to)] = plu() + tov(@) P~ |o(@)] < p [lu(@)] + [o(@)[["~ o)),

ot1 on a utilisé |tg| < 1 et que la fonction § € Ry +— 0P~ est croissante.

(¢) On applique I'inégalité de Holder, et comme (p — 1)p’ = p, on obtient

/ﬂm(aj)‘dw = (/Q ([u(a)]| + [o() |7~ dx) " < /Q !U(x)|pd$> e

/ /
= Nl + [l [[olly < lally + Tollp)P* ol < o0

ot on a utilisé 'inégalité de Minkowski. Et donc h € L1(1).

(d) On applique le théoréme de convergence dominée. En effet, pour presque tout x € €,

luta) + @)~ utyp] = 20O o) = pluga) P sigme(u(e) o )

et on a la domination par la fonction h € L!(Q), indépendante de ¢. D’ott le résultat.

3. On pose ¥(t) = [, |u(z) + tv(z)[Pdz. Alors N = PP or h(0) # 0 (car u est non nulle), donc par
composition N est dérivable en 0, et

N'(0) = ;w%ow(oﬂ/p—l = HUII;_Z’/Q Ju(x) [P~ signe(u(z))v(z)dz.

Corrigé 4. 1. L’espace H(T) est égal a l'espace L?(T), puisque d’apres le théoreme de Parseval, pour
tout f € L*(T), ona Y, oy |f(n)* < oo

2. (a) Notons b I'application

b: H*T)x H(T) — C o
(f,9) = Ynez(L+ ) f(n)g(n).

L’application b est bien définie, car d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur ¢2(Z), si f, g €

H(T),
S VI Fm) I+ PG| < |30+ )T R[S+ Inf2) ) < o,
nez nez nez

et par complétude de C, la convergence absolue implique la convergence de la série qui définit
b.

On constate facilement que b est sesquilinéaire et positive. Quant au caractere défini positif, il
découle (par exemple) facilement du théoreme de Parseval, car si b(f, f) = 0, alors || f||z2(r) =

I fll2zy < b(f, f) =0 et donc f = 0.
(b) La norme associée a ce produit scalaire s’écrit

V€ HYT), [fllmsmy = [+ [nP*)[f(n)]>

ne”



Soit (fp)pen une suite de Cauchy d’éléments de H*(T). Par définition du critere de Cauchy,
on a

Ve >0, 3po €N, V¥p>po,q>po, fp— follasm) = Z(l + [n29)] fp — fa(n)|2 <e. (2)
ne”

Ainsi a n fixé, on a en conséquence que

—

Ve >0, Ipo €N, Vp > po,q > po,|fp — fy(n)| <e,

et donc la suite (fp(n)) N est de Cauchy dans C, qui est complet, donc il existe g(n) tel que
pe

fp(n) —poo g(n) pour tout n € Z, et en remarquant que (2) se réécrit

N
¥e>0, po €N, ¥p>po,g>po, YNEN, | Y (1+n2)|f, — fu(n)2 <e.
n=—N

on obtient en passant & la limite ¢ — oo (valable car pour N fixé, il y a un nombre fini de
terme dans la somme, en on peut faire ensuite N — c0),

Ve >0, Ipo €N, Vp>po, D (1+[n2)|fp(n) — g(n)2 <e. (3)
nez

En particulier, cela implique facilement (en appliquant ce qui précede avec € = 1, p = pp) que

D 1+ [nl2)]g(m)|? < 1+ || fpollzrs(y (4)
neL

et donc en particulier g € ?%(Z). Par le théoreme de Parseval, il existe f € L?(T) tel que
f = g. Les inégalités précédentes (4) et (3) montrent respectivement que f € H*(T) et que
Ilfp — fllas () —p—soo 0, ce qu’il fallait démontrer.

(¢) e Preuve 1 : On constate que

YN EN, [Sn(f) = fl3em = D1+ ) Fn) = Sxn(H)F = > (1+[n>)|f(n)P?

neZ |n|>N
qui converge vers 0 quand N — oo (c’est le reste d’une série convergente). Ainsi, comme

(Sn(f))Nen est une suite d’éléments de P(T), on a bien la densité de P(T) dans H*(T).
e Preuve 2 : Comme H*(T) est un espace de Hilbert, on peut appliquer le critere de densité, a

-~

savoir montrer que P(T)* = {0}. Soit donc f € P(T)* : alors b(f,e,) =0 = (1+|n|?*) f(n)
pour tout n € Z, et donc f = 0. Par injectivité de 'opérateur “coefficient de Fourier”, on
a bien f = 0, ce qui conclut la preuve.

3. Pour 51 < 59, on a |n|?' < |n|?2 pour tout n € Z, et donc H*2(T) C H*'(T).
4. Soit s > % et f € H5(T). Alors par Cauchy-Schwarz, on a

Yo IFm =17 o1+ >

ne”l nez*

1|s|n|8|f<n>|srf<o>\+ S IS )

2
|n nEZ*|n’S nez*

qui est bien fini, puisque 2s > 1 (séries de Riemann convergentes). Ainsi, par un théoréme du cours,
f a un représentant continu (a savoir la limite uniforme de sa série de Fourier), et

e < S 1Fmealloe = S 1T < (14 [ o | 151

nez neZ nez*

-~

(on a utilisé I'inégalité | f(0)| < || f||ms qui est facile & vérifier), d’ou le résultat.



5. L’application T est clairement bien définie et linéaire. De plus

VP € P(T), IT(P)5e(ry = 2_(L+ [nl)[P/(n)* = D" (1+ [n]*)n®[P(n)* < 2| P31 ry

nez ne”L

ot on a utilisé (1 + |n|>)n? < 2(1 + |n|>**2) (qu'on vérifie facilement). Ainsi 7' est continue si on
munit P(T) de la norme H*(T) (et bien sur H**1(T) de la norme H*T!(T)), et par complétude
de ce dernier, le théoreme de prolongement des applications linéaires continues s’applique, et 1" se
prolonge en une application linéaire continue de H*T(T) vers H*(T).

Commentaire culturel : Les espaces précédents sont appelés espaces de Sobolev (périodiques), qui
sont d’une grande importance en analyse. Nous venons d’en étudier quelques propriétés. Notam-
ment, a la derniére question, nous avons définit la notion de dérivée faible, que vous reverrez dans un
cadre plus général avec la théorie des distributions, et qui explique l'importance de ces espaces dans
la théorie des équations auz dérivées partielles (mais pour cela soit vraiment pertinent, il faudrait
refaire ’exercice pour des fonctions de plusieurs variables ; pour cela les calculs sont un peu plus
difficiles, mais les aspects essentiels sont les mémes ; dans cette direction, on pourra consulter la
partie 4 de lécrit d’agrégation externe de Mathématiques de 1997 (épreuve d’Analyse) ou ceci (et
bien plus) est fait. Le reste du sujet donne une application a la géométrie différentielle).



