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Feuille 1 : Topologie, E.V.N.

Exercice 1. Soit n € N*. On travaille dans l'espace M, (R), muni de sa topologie naturelle.
1. L’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est-il un ensemble compact de M, (R)?

2. L’ensemble SL,(R) des matrices de déterminant 1 est-il un ensemble compact de M, (R)?

Exercice 2. Soit E = C!([0,1]) I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C1. On définit

Vi€ E, |fller = Ifllsc + 1 oo

1. Montrer que || - ||¢c1 est une norme.

2. Soit (fn)nen une suite d’éléments de E, et f € E. Montrer que (fy)nen converge vers f au sens
de la norme C! si et seulement si (f,)nen converge uniformément vers f et (f))nen converge
uniformément vers f’.

3. Montrer que (C1([0,1]),]| - [|c1) est un espace de Banach.

Exercice 3. 1. Soit n € N*. Montrer que l’ensemble GL,(R) des matrices inversibles est un ouvert
dense de M, (R) (muni de sa topologie naturelle).

2. Soit F un espace de Banach. On considére L(E) I'espace des endomorphismes continus de F, muni
de sa norme induite.

(a) Montrer que si u € L(E) vérifie ||u|| < 1, alors Id — u est inversible, et que de plus
I(Zd =) < (1= [ul) ™"

(b) Montrer que I'ensemble des endomorphismes inversibles de £(E) est un ouvert de L(E).

Exercice 4. [Calculs de norme d’applications linéaires|
1. Soit E'= R[X], muni de la norme || Pl|o := sup,¢jo1) [P(2)|-
(a) Justifier qu’il s’agit bien d’une norme.

(b) Pour a € R, on considére d, : R[X] — R la forme linéaire définie par VP € E,,(P) = P(a).
Déterminer pour quels a € R la forme linéaire J, est continue, et calculer ||d,|| dans ce cas.

2. Soit E = C°([0,1)).

(a) Montrer que I'application dg : f € E +— f(0) € R est continue si on munit £ de la norme || - ||,
mais n’est pas continue si on munit E de la norme || - ||;.

(b) On munit E de la norme uniforme. Soit ¢ : E — R la forme linéaire définie par

1/2

1
VfeE, of):= f(t)dt — /2f(t)dt.

0 1

Montrer que ¢ est continue, calculer sa norme, et montrer que cette norme n’est pas atteinte,
c’est-a~dire qu’il n’existe pas de fonction f € E telle que || f|lcc = 1 et |6(f)] = |||l

(c) Refaire la question précédente en munissant E de la norme || - ||;.



Exercice 5. On travaille dans ¢*° := ¢°°(N*) muni de la norme uniforme. On considére T' : £ — (>
défini par
Ve e °, T(x)=T(x1,z2,23,...):= (x1/1,22/2,23/3,...) = (Tn/N)pen=-
1. Montrer que T' est bien défini, et linéaire continu avec ||| = 1.

2. Montrer que T est injectif, mais non surjectif.

Exercice 6. Soit £ = C?(]0,1]) muni de la norme uniforme. On définit 7 : E — E par

VfeE, Vrel0,1], T(f)(x):= /OgC f(t)de.

1. Montrer que T est bien défini, linéaire continu, et calculer ||T]|.
2. Montrer que
:L,TL
vneN, vrel01], |T*(f)@) < —llflo-

En déduire la valeur de || T"|| pour n € N.

3. Montrer que pour tout A € R*, \Id—T est inversible, et que ||(\Md—T)7!|| < Wﬂel/w. Que peut-on

dire pour A =07

Exercice 7. Soit (£, | - ||) un espace vectoriel normé, et F' un s.e.v. de E.
1. Montrer que F est un s.e.v. de F.

2. Donner un exemple ot F' # F (il faudra choisir E également). Un tel exemple est-il possible si F
est de dimension finie ?

3. Montrer 1’équivalence
F#+)< F=E.

Exercice 8. Soit £ = C?(]0,1]) muni de la norme uniforme.
1. Soit F ={f € FE, f>0sur [0,1]}. Montrer que F' est fermé. Décrire le complémentaire de F'.

2. Soit O = {f € E, f > 0sur [0,1]}. Montrer que O est ouvert (on pourra faire deux preuves, une
directe, une qui consiste & montrer que O° est fermé).

3. On remplace E par E = CJ(Ry) (espace des fonctions continues bornées sur R, ), et on considére
cette fois-ci O = {f € E, f > 0 sur R;}. Cet ensemble est-il ouvert ?

Exercice 9. Soit £ = C°([0,1]) muni de la norme uniforme. Montrer qu'une forme linéaire 7' : E — R
positive (c’est-a-dire satisfaisant Vf € E, f > 0= T(f) > 0) est continue.

Exercice 10. Soit (E,d) un espace métrique.

1. (a) Montrer qu'un ensemble U C E est dense si et seulement si U rencontre tout ouvert non vide
de F.

(b) Etant donné U et V' deux ouverts denses de E, montrer que U NV est aussi un ouvert dense de
E. Est-ce encore vrai si U et V' ne sont plus nécessairement ouverts ?

On suppose désormais l'espace (E,d) complet.
2. [Théoréme des fermés emboités| Soit (F),) une suite de fermés non vides de E. On suppose que la

suite (Fy,)nen est décroissante pour l'inclusion, et que le diameétre de F), converge vers 0 quand n
tend vers l'infini. Montrer que 'intersection des (F},)nen est non vide, réduite & un singleton.

3. (*) [Théoréme de Baire] Montrer qu’'une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

4. En déduire qu’une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.



5. [Une application classique]/ Montrer que R[X] n’est complet pour aucune norme.

Exercice 11. Soit ¢y = ¢o(N) I'ensemble des suites réelles qui converge vers 0.
1. Montrer que ¢ est un s.e.v. fermé de (¢*°(N), || - ||) (c’est donc un espace de Banach).

2. Montrer que ’ensemble des suites & support fini (c’est-a-dire constantes égales a 0 & partir d’un
certain rang) est dense dans cy.

Exercice 12. [Probléme d’optimisation en dimension infinie]. On pose E = C°([0,1]), que I'on munit de
la norme uniforme || - [|s. On définit

G: FE — R
1
;oo /O!f(w)ldrr

1. Montrer G est bien définie et continue.
2. Onpose F={f € E, ||fllooc <2, f(0) =1}. Montrer que F' est fermé et borné.
3. Montrer que F' n’est pas compact.
4. Etudier la question d’existence pour le probléme de minimisation suivant :
inf G(f).
inf G(/)

Exercice 13. [Cas particulier du théoréme de Cauchy-Lipschitz]. On pose E = C°([0,1]), que I’'on munit
de la norme uniforme || - [|s. On définit

T: FE — FE

[+~ T(f) définie par : ¥V z € [0,1], T(f)(a:)zl—i-;/oxsin(f(t))dt

1. Montrer T est bien définie, et qu'’il existe un unique élément y € E tel que T(y) = v.

2. Montrer que y est de classe C! et vérifie l'équation différentielle ¢ = £ sin(y), et y(0) = 1.

3. Montrer que si z est une fonction C' satisfaisant 2’ = 3sin(z) et 2(0) = 1, alors T(z) = z. En
déduire z = y.

Exercice 14. Soit d une métrique sur R, On pose, pour tout n € N*,

C, = B (o, i) _ {f e RO 4(f,0) > 1}.

n
1. Montrer qu’il existe ng tel que C),, contient une infinité de fonctions qui sont indicatrices d’'un
singleton.
2. Montrer qu’on peut choisir une suite dans C),, qui converge simplement vers 0.

3. En déduire quil n’existe pas de métrique sur RO telle que la convergence pour cette métrique
soit équivalente a la convergence simple sur [0, 1].

Exercice 15. On considére 'espace CY(R, R).
1. On pose
Vi.g € CORR), d(f,g) =3 o min(L, | ~ glloo )
neN
Montrer que d est une métrique, et que la convergence pour d équivaut a la convergence uniforme
sur tout compact de R.

2. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe f € C°(R,R) \ {0} tel que pour tout A € R,d(\f,0) < e.

3. En déduire qu'il n’existe pas de norme sur C°(R, R) telle que la convergence pour cette norme soit
équivalente & la convergence uniforme sur tout compact de R.
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Feuille 2 : Espaces L

Sauf précision contraire,  désigne un borélien de RY, on travaille avec la mesure de Lebesgue sur RY,
et la tribu considérée est celle des boréliens.

Exercice 1. Soient f et g : 2 — R deux fonctions mesurables. On considére les fonctions f+, f~ définies

par :

1.

2.

(@) = max(0, f(x)), f~(x) = max(0, —f(z)).
Montrer que fT, f~ sont mesurables, et que pour tout x de Q, fT(z)f~(z) =0et f(z) = fT(z) —
() (les fonctions fT et f~ sont appelées respectivement partie positive et partie négative de f).
Exprimer |f| en fonction de f* et f.
Montrer que les définitions de f* et f~ sont légitimes et que les mémes propriétés restent vraies
presque partout si f, g sont des classes d’équivalence de fonctions (disons f,g € L'(Q)).

Exercice 2. Soit Q un ensemble borélien tel que [ = [, 1dz < +oo. Soit (p,q) € R? tel que 1 < p <
q < +oo.

1.

Montrer que si €2 est borné alors 2| < co. Donner un exemple de €2 non borné tel que || < 4o0.
Et Q un ouvert non borné tel que || < 0o ?

. Montrer les inclusions

L>®(Q) C LYQ) C LP(Q) C L}(Q).

(On pourra donner une solution qui n’utilise pas l'inégalité de Hélder).

. Montrer que si u € L1(Q), alors u € LP(Q) et

1_1
[lullp < (1207 9 [fullg-

En déduire que l'injection de L%(f2) dans LP()) est continue (et donc que la convergence dans
L%(Q) implique la convergence dans LP(€2)).

. Soit u € L*°(£2), montrer que limy, 4 ||ul|p = ||t||oo-

5. On ne suppose plus que €2 est de mesure finie. Montrer que pour tout 1 < p < 400 on a

LP() € Ljpo(9).

. Ici on prend Q = R (de mesure infinie). Montrer qu’aucune inclusion entre LP(Q) et L4(Q2) (pour

p # q) n'est satisfaite.

Exercice 3. On considére des réels p, g et r tels que p > 1, ¢ > 1 et % =14 %. Soient f € LP() et
g € L1(Q). Montrer que fg € L"(2) et que

p

Fgllr < [1£1lpllgllq-

Exercice 4. Soit  un ouvert de RV et p € [1,00[. Soit (f)nen une suite d’éléments de LP(), et
f e LpP(Q).

1.
2.
3.

Est-il vrai que si || fnll, — ||fllp, alors f,, converge vers f dans LP(Q)? Et la réciproque ?
n—oo
Est-il vrai que si fj, = f p.p., alors f,, converge vers f dans LP(£2)?
n—oo

Montrer que si on suppose (f,)nen bornée dans LP(Q) et f, — f p.p., alors f € LP().
n—oo



4. On suppose ici p = 1, fr, = f p.p. et ||fulli — [|f]1 quand n — oo. Montrer que f,, — f dans
n—oo
LY(Q). (On pourra introduire g, = |fu| + |f| = |fn — f1)-

Exercice 5. Soient Q un borélien de RY non nécessairement borné et p € [1,+oc|.
1. Montrer que L'(Q) N L*>(2) C LP() et que pour tout f € LP(Q)

(1 £]lo0)" 7.

B =

A1l < (1 f111)

2. Soit f € LP(Q2). Montrer qu'il existe une suite (g, )nen qui converge vers f dans LP(2) et telle que
pour tout n € N, g, € L*°(Q) et g, est a support compact.
(Ici on demande de répondre a la question sans utiliser le résultat de densité de C2(2) dans LP(S2))

3. En déduire que L'(Q) N L®°(£2) est dense dans LP(Q) et que L'(Q2) N L%(9) est dense dans L?(12).

Exercice 6 (Loi des grands nombres L*). Soient X1, X5...,X,,... des v.a.i.i.d. centrées admettant un
moment d’ordre 4. On note S,, = X7 +... + X,,.

1. Calculer E(S}) en fonction des moments d’ordre 2 et 4 des X;.

2. En déduire que S, /n converge vers 0 dans L* et dans L.

2 (%)) <=

et en déduire que S,,/n converge p.s. vers 0

3. Montrer que

4. Montrer que si les v.a. (X,)nen ne sont plus équidistribuées, mais que (E(X}))nen est bornée
uniformément en n (on dit que (X, )nen est bornée dans L*), le résultat reste vrai.

Exercice 7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(0,27). Pour tout n € N on pose

2
I, = f(t)emdt
0

Montrer que I,, — 0 quand n — oc.

Exercice 8. 1. Soient \ et ; deux nombres réels. Montrer que les fonctions f : & — e et g : x> el®
n’admettent jamais de produit de convolution.

2. On pose f: x> e* et g:a— e 2%l Calculer f xg.
3. On pose f: x> sin(rx) et g : x — 11—y 3j(x). Calculer fxg.

4. Montrer que si f est & support compact et g est T-périodique, T' € R, alors f *x g existe et est
T-périodique.

Exercice 9. Soient f € LP(R) avec p € [1,00] et g € LI(R) o q est le conjugué de p.
1. Montrer que la fonction x — (f * g)(z) est bien définie en tout point de R, et est continue, bornée,
et que [|f * glloo < [[f1lpllgllq-

2. Montrer que si p €]1, 00}, alors f x g(x) — 0 quand z — £o0.
Indication : pensez d’abord auz fonctions continues & support compact.

3. Sip € {1,00}, a-t-on encore f x g(z) — 0 quand x — +o0?

Exercice 10 (Continuité des translations dans LP). Soient p € [1,+o0[, f et g € LP(R). Pour tout a € R
on définit la fonction 7,f : R - R, x> 7,f(z) = f(x — a) pour presque tout z.



1. Montrer que la définition de 7, f est légitime.
2. Soit (a,b) € R%. Montrer que :

Irafllp = lfllp: N7 =7 fllp = lITavf = fllps 17af = Tagllpy = |1 = gllp-

3. La fonction f étant fixée dans LP(R), on considére 'application Ay : R — LP(R), définie par
Af(a) = 7, f pour tout a € R. On suppose que f € C.(R), montrer alors que Ay est uniformément
continue.

4. En déduire que lorsque f € LP(R), Ay est uniformément continue.

Exercice 11. 1. On définit g sur R par Vt € R, g¢(t) := e Y'1,5¢. Démontrer que g est C™ sur R.

2. En déduire que la fonction h définie sur RY par h(z) (1—||=||?), ot ||-|| est la norme Euclidienne,

est C*°.
3. Soit une suite de nombres (g,,) strictement positifs convergeant vers 0. Montrer qu’en posant C' =
Sz h(x)dz, la suite de fonctions définies par

pu(@) = (Celf) " h(ey )

est une suite régularisante.

4. Soit g € L>®(RY). On suppose que g est continue en un point o € RY. Montrer que

lim pp * g(z0) = g(z0).

n—-+o0o

Exercice 12. Soit A et B deux borélien de R, de mesures (de Lebesgue) finies non nulles.
1. Donner un exemple de borélien de R de mesure finie non nulle, et d’intérieur vide.

2. Montrer que la fonction 14 % 1 est bien définie, continue, intégrable, et calculer son intégrale sur
R.

3. On définit A+ B ={a+b,a € A, b € B}. Déduire de ce qui précéde que A + B est d’intérieur non
vide.

Exercice 13 (Non densité de CY dans L*°). 1. Montrer que C?(R) n’est pas dense dans L*°(R).

2. Identifier 'adhérence de C?(R) pour la norme || - ||o et montrer que I’espace obtenu est un espace
de Banach.
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Feuille 3 : Transformation de Fourier

On définit la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f : R — C par
flo) == [ fwreerd
= — x)e T
V2m Jr

Exercice 1. 1. Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :
fi(z) = el fo(x) = el a >0,

1 st |x[<1/2 1=z s |z <1
f?’(x)_{o si |z >1/2 f()_{o si |z >1

2 2

fs(x) = e, fo(x) = e 9" a > 0.

(pour f5, on pourra trouver une équation différentielle satisfaite par f5 ).

(6

2. Calculer f3* f3, et en déduire un nouveau calcul de f/Z.

3. En appliquant I’égalité de Plancherel & f;, montrer que /
R

Exercice 2 (Lien entre régularité de f et comportement en l'infini de ]?, et vice-versa).

1. Soit f une fonction réelle dans C}(R). Montrer que

T (€) =i f(€), VE €R,

et en déduire f(f) = |§|0 <2|>

Méme question en supposant seulement f € C*(R) N LY(R) et f' € L'(R).
Généraliser la question précédente a 'ordre k ou k € N*.

Donner une condition suffisante sur f pour avoir f € L'(R).

or e

Montrer que si f € L'(R), et si g : x — zf(x) est aussi dans L!(R), alors F est de classe C1 et

-~

f(&) =—ig(§)

Généraliser & 'ordre £ € N.

6. Soit f € LY(R) telle que la fonction & §f(§) est dans L'(R). Montrer que f coincide presque
partout avec une fonction de classe C! sur R.

7. Tester ces résultats sur les fonctions (f;)i<i<e et (ﬁ)lgig; de 'exercice 1.

Exercice 3. On définit l'ensemble de fonctions S(R) par :
S(R) = {f € C®(R),¥ (n,m) € N, ICpm,Vx € R, 2" f™(2)| < Cppym}-

1. Montrer que C°(R) C S(R), et que z — e~ % € S(R).
2. Montrer que pour tout p € [1,00], S(R) C LP(R). Montrer que S(R) est dense dans LP(R) pour
p € [1,00[.



3. Soit f € S(R), montrer que f’ et x — zf(x) sont également dans S(R). En déduire que pour tout
n et m dans N, 2 f(™)(z) € S(R).

4. Montrer que f € S(R).

(R)

S(R) —
(R) = est une bijection.

f

S
5. Montrer que 'application { f

Exercice 4. Montrer qu’il n’existe pas de fonction e € L!(R) telle que
VfeL'(R), exf=F

(on dit que l’algébre (L' (R),+, -, %) n’a pas d’élément unité pour la convolution).

Exercice 5 (Extension & L?(R)). Dans cet exercice, on généralise & L?(R) des propriétés connues pour
des fonctions de L'(R).
1. Montrer que, si f € L?(R), 737(5) = e_ifaf(f) pour presque tout £ € R.
2. Montrer que pour tout f € LY(R), g € L?(R), la fonction ¢ + f(t)g(x — t) est intégrable pour
presque tout € R, que la fonction f * g est bien définie presque partout, et que f * g € L%(R) avec

1S * gl < £ 12llgll2-
3. Montrer que pour tout f € L'(R), g € L?(R),

fxg=V2rfg pp.
Cette formule a-t-elle un sens si f, g € L*(R)?

Exercice 6 (Transformation de Fourier sur RYV). Pour une fonction u : RN — R de classe C2, on définit
Au=SN 24 Calculer Au pour u € C2(RN).

n=1 835%

Exercice 7 (Equation de la chaleur.). On se propose de résoudre le probléme suivant : trouver une fonction
(t,x) — u(t, z) définie pour (¢,z) € [0, +00[xR qui vérifie I'équation suivante :

ou  0*u

u(0,x) = up(z), VzeR.

1. On suppose que u est solution de (x), et on pose u(t,&) = \/%7 |z u(t, x)e”%* dz. Ecrire formel-

lement le systéme satisfait par u et le résoudre. En déduire une expression de u sous forme de
convolution.

2. On définit u la fonction obtenue formellement & la question précédente. Montrer que
u € C*(]0, 00[xR) si ug € L*(R). Montrer que si ug € CO(R) N L>®(R), alors lim; o u(t, z) = uo(z)
pour tout € R et qu’on peut ainsi prolonger u par continuité a [0, co[xR. Ainsi u est une solution
de ().

Exercice 8 (Fonction caractéristique). Si X est une variable aléatoire réelle, on définit sa fonction carac-
téristique : A
Vt € R, px(t) = E(eX).
1. Expliquer que ¢x ne dépend que de la loi de X. On peut donc parler de la fonction caractéristique
de la loi d’une variable aléatoire.

2. Calculer la fonction caractéristique de la loi N'(m,a?). (On pourra utiliser l'ezercice 1.)

3. Calculer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes ayant pour lois respectives
N(mq,02) et N(ma,03). (On rappelle que la fonction caractéristique caractérise la loi : si px = @y
alors X et Y ont méme loi)

4. Montrer que si X a un moment d’ordre k € N, alors px est de classe C¥, et écrire un développement
limité de px a l'ordre k en O.
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Feuille 4 : Séries de Fourier

On définit les coeflicients de Fourier d’une fonction localement intégrable f : R — C 27-périodique par

—~ 1 [27 ,
fin)= 5. | @y o

On définit aussi

N
Vn € Z, Vo €R, ep(z):=e", et VNEN, Sy(f):= Z F(n)en.
n=—N

Exercice 1. Soit T € Ret f: R — C T-périodique, localement intégrable. Montrer que

Va R, /a+Tf(t) dt = /OTf(t)dt.

Exercice 2. Soit f € L'([0,27]).

1. On pose f(t) = f(—t). Montrer que jf\(n) = f(—n) et que ?(n) = f(n).

2. Supposons f paire. Montrer que

~ 1 [7 ~ N o
f(n) = 7T/0 f(t)cos(nt)dt,  Sn(f)(t) = f(0) +2 f(n) cos(nt)
n=1
3. On suppose f impaire. Montrer que
i [T N
gin) = —= /0 g(t)sin(nt)dt,  Sw(g)(t) = §(0) +2i 3 G(n) sin(ne).
n=1

4. Soit a € R et 7,f(x) = f(x — a). Montrer que ;a?(n) = e*m“f(n) et e/k\f(n) = f(n — k) pour tout
ke Z.

Exercice 3. 1. Calculer la série de Fourier des deux fonctions 27-périodiques suivantes :
f(z) =z sur [-m,7]; g(z)=1size€[0,n[et g(x)=—1siz € [—mO0

2. Calculer la série de Fourier de la fonction périodique définie par f(x) = 22 sur [—7, 7[. En déduire

le calcul des séries

1 _1n+1 1
S X Y

n>1 n>1 n>1

Exercice 4. Soit f une fonction continue par morceaux et 2m-périodique.

1. Montrer que la série ) LJL)' est convergente.

2. On suppose que la série de Fourier de f converge uniformément. Montrer que cette convergence a
lieu vers f (qu’en déduit-on sur f7)



3. On suppose que f est continue et C! par morceaux. Montrer que la série de Fourier de f converge
uniformément.

Exercice 5. Soit f une fonction continue 27-périodique.
1. Si f € C', montrer que (fT)(n) = inf(n).
2. Si f € C*, montrer que lim nkf(n) =0.
3. Pour k > 2, on suppose qu’il existe C' > 0 et ng € N* tels que ]f( )| < = |k si m > ng. Montrer que
feck2

Exercice 6. Soit la fonction f définie sur [0, 7] par f(z) = z(7 — x).

1. Déterminer deux suites (an)n>0 €t (by)n>0 telles que
o
Vx € [0, 7], Z an cos(nx) Z by, sin(nz).

2. En déduire Y07 ) =, k=1,2,3.

Exercice 7. Pour ¢ €]0, 7, on définit o.(t) = 1si [t| < e et 0sie < |t| < 7. On prolonge o, sur R en une
fonction 27-périodique.

1. Calculer ; et Sy(o%).
2. Montrer que 1im SN(O'E)(z?) =1/2.

3. En déduire que Z+°° sm(”a) =% ou0<a<2nm.

Exercice 8. Pour € €]0, 7], on définit §.(t) =1 — |t|/e si |t] < e et 0sie < [t| <. On prolonge d. sur R
en une fonction 2w-périodique.

1. Montrer que

€ X1- cos(ne)
2. Par un choix convenable de € et ¢, montrer que
X1 2 X1 P

™ 7T
LTS Xww

Exercice 9 (Equation de la chaleur). Soit @ = [0,+00[x]0,L[; (t,x) € Q. Soit h € C*([0,L]) telle

que h(0) = h(L) = 0. On considére le probléme suivant : trouver une fonction (t,z) — u(t,z) dans
Q)N COO( ) telle que :
1) 9u — Pu—0, Y(t,z) €]0,00[x]0, L],

u(t,0) =u(t,L) =0, Vt >0,
u(0,z) = h(x), Yz € [0, L].

Trouver une suite de fonctions solutions de (1) et (2) sous la forme u,(t,z) = f(t)g(z).

(

(2)
(3)
Ces solutions satisfont-elles (3) en général ?

Montrer que pour toute suite réelle (a,)nen, la fonction ZTJLO anun(t, z) est solution de (1) et (2).

Ll O

En déduire une solution de (1), (2) et (3) par un choix convenable de (ay, ).
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Feuille 5 : Espaces de Hilbert

Exercice 1 (Identité du parallélogramme). Soit H un espace de Banach (sur R pour simplifier) dont la
norme ||-|| vérifie I'identité du parallélogramme, c’est a dire pour tout u,v € H on a :

lu = olf* + flu+ v)|* = 2([[ull® + [[0]|*).

Montrer que H est un Hilbert.
Exercice 2. Montrer que les espaces LP(IR) ne sont pas des espaces de Hilbert si p € [1,00] \ {2}.

Exercice 3. On considére I'espace ¢2(C). Soit a € C tel que 0 < |a| < 1. Pour tout k € N*, on définit la

suite fj par
k 2k k k
fk:(]-?ava 7a37"'7an7'”)'

1. Montrer que, pour tout k € N*, f;, € £2(C).
2. Montrer que Pespace Vect(fi, k € N*) est dense dans ¢?(C).

Exercice 4. Soit (a,b) € R? tels que a < b. Considérons K € L?([a,b] x [a, b]) tel que

b b
VK2 gy = / / K (2,y)P dedy < 1.
a a

1. Soit h € L?([a,b]). Montrer que (iL‘ — ff K(z,y)h(y) dy) est bien définie et appartient a L?([a, b]).

2. On définit la fonctionnelle
T : LQ([aab]) — LQ([aa b])

comme suit : pour h € L?([a,b]), Th est la fonction :

(s Thie) = [ " Ko u)h(y) W)

Montrer que T est une application linéaire continue.

3. Soit g € L?([a,b]). Montrer qu'’il existe un unique h € L?([a, b]) tel que

h—Th=g.

Exercice 5 (Polynomes de Tchebycheff). On définit la fonction 6 sur [—1,1] par §(z) = arccos(z), puis
on définit pour tout n € N les fonctions T), et U, (toujours sur [—1, 1]) par

sin((n + 1)0(z))

Tn(x) = cos(nf(x)) et Un(z) = sin(6(z))

1. Calculer T,, et U, pour n =0,1,2,3.



2. Montrer que pour tout entier n > 1
Toni1(x) = 22T, () — Ty (x) Vo e[-1,1]

et que
Upt1(z) = 22Uy (z) — Up—1(z) Vo e[-1,1].

En déduire que T, et U, sont des polyndémes de degré n et ont la méme parité que n. Les T;, et les
U,, sont appelés respectivement polynémes de Tchebycheff de premiére et de seconde espéce.

3. Veérifier que (T),)nen (respectivement (Up,)nen) est une suite de polynomes orthogonaux dans
L%([-1,1],p) ou le poids p est défini par p(z) = (1 — z2)~/2 (respectivement par p(z) = V1 — 22).

Exercice 6 (Polynomes de Legendre). Pour tout n € N on considére la fonction polynémiale P, définie
pour z € [—1,1] par
Po(e) = — 4 (@2~ 1))
T gnpl dan

1. Calculer Py, Py et Ps.

2. On définit, pour tout n € N, e,, = 2"; L P,,. Montrer que (e, )nen est un systéme orthonormal de

12(-1,1))
3. Montrer que (e, )nen est une base hilbertienne de L?([—1,1]).

4. Trouver les valeurs des réels a, b et ¢ qui minimisent 'intégrale

1
I:/ (x3—aa:2—baz—c)2 dzx.
-1

Exercice 7 (L’espace de Sobolev h!(N)). On travaille dans

/%(N) := {u = (tn)nen € R tel que > up < oo}

neN

que 'on munit de son produit scalaire usuel. On pose

hY(N) := {u = (un)nen € RY tel que ZnQui < oo} :
neN

On note
—+o00

v (CL, b) € h’l(N)27 <6L, b>h1(N) = Z(l + n2)a’nbn’
n=0

1

1. Pour quelles valeurs de a € R la suite ((n e

a € R est-elle dans h!(N)?

2. Montrer que I'espace h'(N) muni du produit scalaire (-, -) ni(v) est un espace de Hilbert. La norme
associée a ce produit scalaire est-elle équivalente a la norme || - ||p2(x) ?

) N est-elle dans ¢2(N)? Pour quelles valeurs de
ne

3. Montrer que h'(N) est un sous-espace dense de /2(N).
4. Calculer la distance d(u, h'(N)) pour u € ¢3(N).
5. Soit By (0,1) = {a € h'(N) , [lallp1qv < 1}. Montrer que By (0,1) est un compact de £%(N).

Indication : On pourra utiliser le procédé diagonal de Cantor, puis le théoréme de convergence
dominée et le lemme de Fatou.



