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Feuille 1 : Topologie, E.V.N.

Exercice 1. Soit n € N*. On travaille dans ’espace M,,(R), muni de sa topologie naturelle.
1. L’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est-il un ensemble compact de M, (R)?

2. L’ensemble SL,(R) des matrices de déterminant 1 est-il un ensemble compact de M, (R)?

Exercice 2. Soit £ = C?(]0,1]) muni de la norme uniforme.
1. Soit F ={f € E, f >0sur [0,1]}. Montrer que F' est fermé. Décrire le complémentaire de F.

2. Soit O = {f € E, f > 0sur [0,1]}. Montrer que O est ouvert (on pourra faire deux preuves, une
directe, une qui consiste & montrer que O° est fermé).

3. On remplace E par E = Cp(Ry) (espace des fonctions continues bornées sur Ry), et on considére
cette fois-ci O = {f € E, f > 0 sur R;}. Cet ensemble est-il ouvert ?

Exercice 3. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, et F' un s.e.v. de E.
1. Montrer que F est un s.e.v. de E.

2. Donner un exemple ou F # F (il faudra choisir E également). Un tel exemple est-il possible si E est
de dimension finie ?

3. Montrer ’équivalence

F#0)sF=E.

Exercice 4. Soit E = C1([0,1]) 'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C!. On définit

VI€E, [flcr = Ifllsc+ Iflloc-

1. Montrer que || - ||¢1 est une norme.

2. Soit (fn)nen une suite d’éléments de E, et f € E. Montrer que (f,,)nen converge vers f au sens de la
norme C si et seulement si (f,,)nen converge uniformément vers f et (f/),en converge uniformément
vers f’.

3. Montrer que (C1([0,1]),] - |lc1) est un espace de Banach.

Exercice 5. Soit ¢y = ¢o(N) ensemble des suites réelles qui converge vers 0.
1. Montrer que ¢y est un s.e.v. fermé de (¢>°(N), || - ||) (c’est donc un espace de Banach).

2. Montrer que 'ensemble des suites & support fini (c’est-a-dire constantes égales & 0 & partir d’'un
certain rang) est dense dans c¢y.

Exercice 6. [Norme d’application linéaire, Mars 2016/ Soit (E, ||-||g) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels
normés. On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E vers F.
1. Rappeler une définition de la norme d’une application linéaire continue 7' € L(E, F'), qu’on note
1T\l z(E,F)-
2. Montrer que || - || z(g,7) est bien une norme sur L(E, F).

3. Rappeler (sans démonstration) les conditions sur les espaces E et F' pour que l'espace L(E, F') muni
de la norme || - [| (g, ) soit complet.



4. Dans le cas E = F, on note L(E) = L(E, F). Montrer que si (T,5) € L(E)?, alors
1T o S|lze) < T2 lIS|leiE)-

5. On définit R[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, et R,,[X] le sous-espace vectoriel
de R[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n, pour n € N.

deg(P)
(a) On pose, si P = Z an X", |[P||= sup |ai| (par convention si P = 0 alors deg(P) =
n=0 0<i<deg(P)
—00, et le précédent sup est considéré égal o 0). Montrer que || - || est une norme sur R[X].

Dans les questions suivantes, on munit les espaces R[X] et R, [X]| de cette norme || - ||.
(b) On pose A 'application de dérivation sur les polynomes :

A: R[X] — R[X]
P — P

Montrer que A est bien définie et linéaire. L’application A est-elle continue ? Si oui, calculer sa
norme dans L(R[X]).

(c) Etant donné n € N, on considére A, la restriction de A a R, [X] :

An: Ry[X] — Ry[X]
P — P '

Montrer que A, est bien définie. L’application A,, est-elle continue ? Si oui, calculer sa norme
dans L(R,[X]).

Exercice 7. 1. Soit £ = R[X], muni de la norme || P||c := sup,cp 1 [P()]-
(a) Justifier qu'il s’agit bien d’une norme.
(b) Pour a € R, on considére J, : R[X] — R la forme linéaire définie par VP € E,,(P) = P(a).
Déterminer pour quels a € R la forme linéaire J, est continue, et calculer ||d,|| dans ce cas.
2. Soit E = C°([0,1]).

(a) Montrer que I'application dp : f € E +— f(0) € R est continue si on munit £ de la norme || - ||,
mais n’est pas continue si on munit E de la norme || - ||;.

(b) On munit E de la norme uniforme. Soit ¢ : £ — R la forme linéaire définie par

1/2

1
VieE, o(f):= f(t)dt — /2f(7f)dt-

0 1

Montrer que ¢ est continue, calculer sa norme, et montrer que cette norme n’est pas atteinte,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de fonction f € E telle que ||f|lcc = 1 et |0(f)] = ||2|l-

(c) Refaire la question précédente en munissant E de la norme || - ||;.
Exercice 8. On travaille dans ¢*° := ¢°°(N*) muni de la norme uniforme. On considére T' : (> — (>
défini par

Ve e >, T(x)=T(x1,z2,x3,...) = (r1/1,22/2,23/3,...) = (xn/N)nen=-
1. Montrer que T" est bien défini, et linéaire continu avec ||T|| = 1.

2. Montrer que T est injectif, mais non surjectif.

Exercice 9. [Mars 2015/ On travaille dans E = R[X]. On rappelle qu'un polynéme peut toujours s’écrire
P = Y2 ap X" ot il n'y a quun nombre fini de (ax)ken qui sont non nuls. On pose alors ||P|| :=

SUPgeN |a].



1. Montrer que 'application || - || est bien définie et est une norme sur E.

2. On pose pour n € N, P, = X", La suite (P,)nen est-elle de Cauchy pour la norme || - || 7 Est-elle
convergente 7

Pour zp € R, on définit d,, : P € R[X] — P(x¢) € R, qui est clairement bien définie et linéaire.
3. Montrer que si zg € [0,1], d,, est continue, et calculer sa norme. Montrer que si xg € [1,00][, 0z,
n’est pas continue.

4. On pose pour n € N, @, = X"/n!. Montrer que la série ) Qn est absolument convergente, mais
n’est pas convergente dans F. Que peut-on en déduire sur l'espace (E, || - ||)?

Exercice 10. Soit E = C?(]0,1]) muni de la norme uniforme. Montrer qu'une forme linéaire 7 : E — R
positive (c’est-a-dire satisfaisant Vf € E, f > 0= T(f) > 0) est continue.

Exercice 11. 1. Soit n € N*. Montrer que ’ensemble GL,,(R) des matrices inversibles est un ouvert
dense de M, (R) (muni de sa topologie naturelle).

2. Soit E un espace de Banach. On considére L(FE) 'espace des endomorphismes continus de E, muni
de sa norme induite.

(a) Montrer que si u € L(E) vérifie |Jul| < 1, alors Id — u est inversible, et que de plus
I(Zd =) < (1 = [lul)™".

(b) Montrer que I’ensemble des endomorphismes inversibles de £(E) est un ouvert de L(E).

Exercice 12. Soit E = C°([0,1]) muni de la norme uniforme. On définit T': E — E par

VfeE, Vrel0,1], T(f)(z):= /Ox f(t)dt.

1. Montrer que T' est bien défini, linéaire continu, et calculer ||7°||.
2. Montrer que,
n
Vf€E, vneN, Vre0,1, [T(N@)] < IS o

En déduire la valeur de || 7" pour n € N.

3. Montrer que pour tout A € R*, A\Id —T est inversible, et que ||(Md—T)7!| < ﬁel/w. Que peut-on
dire pour A=07

Exercice 13. Soit (E,d) un espace métrique.

1. (a) Montrer qu’un ensemble U C E est dense si et seulement si U rencontre tout ouvert non vide
de E.

(b) Etant donné U et V' deux ouverts denses de E, montrer que U NV est aussi un ouvert dense
de E. Est-ce encore vrai si U et V ne sont plus nécessairement ouverts ?

On suppose désormais l'espace (F,d) complet.

2. [Théoréme des fermés emboités| Soit (F,) une suite de fermés non vides de E. On suppose que la
suite (F),)nen est décroissante pour l'inclusion, et que le diamétre de F,, converge vers 0 quand n
tend vers l'infini. Montrer que l'intersection des (Fj,)nen est non vide, réduite & un singleton.

3. (*) [Théoréme de Baire] Montrer qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.
4. En déduire qu’'une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

5. [Une application classique] Montrer que R[X] n’est complet pour aucune norme.



Exercice 14. [Probléme d’optimisation en dimension infinie]. On pose E = C°([0,1]), que I'on munit de
la norme uniforme || - [|s. On définit

G: E —- R
1

d

;o /0|f<x>|x

1. Montrer G est bien définie et continue.

2. Onpose F={f€E, ||fllco <2, f(0) =1}. Montrer que F est fermé et borné.
3. Montrer que F' n’est pas compact.

4. Etudier la question d’existence pour le probléme de minimisation suivant :

inf G(f).

fer

Exercice 15. [Cas particulier du théoréme de Cauchy-Lipschitz]. On pose E = C°([0,1]), que I’'on munit
de la norme uniforme || - [|s. On définit

T: F —- FE

f = T(f) deéfinie par : Vz € [0,1], T(f)(:c)zl—l-;/orsin(f(t))dt

1. Montrer T est bien définie, et qu’il existe un unique élément y € E tel que T'(y) = v.
2. Montrer que y est de classe C'! et vérifie I'équation différentielle ' = %Sin(y), et y(0) = 1.
3. Montrer que si z est une fonction C! satisfaisant 2’ =  sin(z) et 2(0) = 1, alors T'(2) = 2. En déduire

z=uy.

Exercice 16. Soit d une métrique sur R, On pose, pour tout n € N*,

Cn=B (O, 1>c = {f € R[0’1}> d(f,O) > 1} .
n n

1. Montrer qu’il existe ng tel que Cp, contient une infinité de fonctions qui sont indicatrices d’un
singleton.
2. Montrer qu’on peut choisir une suite dans C),, qui converge simplement vers 0.

3. En déduire qu'il n’existe pas de métrique sur RO telle que la convergence pour cette métrique soit
équivalente a la convergence simple sur [0, 1].

Exercice 17. On considére 'espace CY(R, R).
1. On pose
0 T .
vag eC (RaR)a d(fa g) = Z 27 mln(L Hf - gHoo,[fn,n])'
neN

Montrer que d est une métrique, et que la convergence pour d équivaut & la convergence uniforme

sur tout compact de R.
2. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe f € C°(R,R) \ {0} tel que pour tout A € R,d(Af,0) < e.

3. En déduire qu’il n’existe pas de norme sur C°(R,R) telle que la convergence pour cette norme soit
équivalente a la convergence uniforme sur tout compact de R.
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Feuille 2 : Espaces L

Sauf précision contraire, 2 désigne un borélien de RY | on travaille avec la mesure de Lebesgue sur RY,
et la tribu considérée est celle des boréliens.

Exercice 1. Soient f et g : & — R deux fonctions mesurables. On considére les fonctions f+, f~ définies
par :

fH(z) =max(0, f(x)), [~ () =max(0, —f(z)).

1. Montrer que f, f~ sont mesurables, et que pour tout z de Q, f*(z)f () =0 et f(x) = f(z) —
() (les fonctions fT et f~ sont appelées respectivement partie positive et partie négative de f).
Exprimer |f| en fonction de f* et f.

2. Montrer que les définitions de f' et f~ sont légitimes et que les mémes propriétés restent vraies
presque partout si f, g sont des classes d’équivalence de fonctions (disons f,g € L'(Q)).

Exercice 2. [Mars 2013/

1. (a) Pour quelles valeurs de p € [1, o] les fonctions suivantes sont-elles dans 'espace LP(R)?

x

fi:x = 1g(x) forxzr—e f3im = xlp ()

1 1
f4 X ;]1]0,00[(%) f5 LT Eﬂ]l,oo[(x)'

(b) Dans chaque cas, calculer les valeurs des normes LP pour tout p € [1, 00].
2. On pose pour tout n € N et tout x € R,

TL2£I‘2

fo(z) = Vn.e 2
(a) Etudier la convergence simple de (f,)nen (i-e. dire si la suite de fonctions converge simplement
et si ouli, identifier la limite).
(b) Montrer que
fn — 0 dans l'espace L'(R).

(c) Calculer ||f,]l]2 pour n € N, et montrer que la suite (f,)neny n'a pas de limite dans l'espace
L2(R).

Exercice 3. [Inclusion des espaces LP(§2) ou §) est de mesure finie|

1. Montrer que si Q est borné alors || := fQ 1dx < oo. Donner un exemple de €2 non borné tel que
|| < 4+00. Et  un ouvert non borné tel que | < 0o ?

On suppose désormais que || < +oo. Soit (p,q) € R? tel que 1 < p < ¢ < +o0.
2. Montrer les inclusions
L(Q) C LYQ) c LP(Q) € LY(Q).
(On pourra donner une solution qui n’utilise pas l'inégalité de Hélder).
3. Montrer que si u € L4(2), alors u € LP(Q) et

1_1
[lullp < (127 [fullg-

En déduire que l'injection de L4(2) dans LP(2) est continue (et donc que la convergence dans L7(€2)
implique la convergence dans LP((2)).



4. Soit u € L*>(Q), montrer que limy_ o ||u||p = ||u||so-

5. On ne suppose plus que Q est de mesure finie. Montrer que pour tout 1 < p < 400 on a
LP(Q) C L)

6. Montrer qu’aucune inclusion entre LP(R) et LI(R) (pour p # q) n’est satisfaite.

Exercice 4. [Espaces de suite, Mars 2013] Pour p € [1, 00|, on pose

1
P(N) = ¢ a= (an)nen € RY, la]l, = (Z Ian!p> < o0

neN

et pour p = 0o on pose
Po(N) = { = (annen € B Jalo = supan] < oo}.
ne

1. Montrer que pour tout 1 < p < ¢ < oo, £}(N) C ¢?(N) C ¢9(N) C ¢*°(N) et que
va € RY, [lalls < Jlallq < llall, < flallr.

2. Montrer que les inclusions ¢! (N) C /P(N) C £4(N) C £°*°(N) (avec 1 < p < q < o) sont strictes.
3. On définit
T: #N) — (N)
a — (#_ﬁl)nel\]
Montrer que T est bien défini et linéaire continu (on munit naturellement les espaces ¢! (N) et ¢?(N)
des normes || - [|1 et [| - [[2 respectivement). Calculer ||| 2 w),e ()

=14 %. Soient f € LP(S2) et g € L9(N2). Montrer que fg € L"(2) et que

Exercice 5. [Inégalité de Holder généralisée/ On considére des réels p, g et r tels que p > 1, ¢ > 1 et
1
Tp

Fgllr < [1£1lpllgllq-

Exercice 6. Soit p € [1,00], (fn)nen une suite d’éléments de LP(Q2), et f € LP(Q).

1. Est-il vrai que si || fnllp, — ||fllp, alors f,, converge vers f dans LP(Q) ? Et la réciproque ?
n—oo
2. Est-il vrai que si f,, — f p.p., alors f,, converge vers f dans LP(Q)?
n—oo
3. Montrer que si on suppose (fn)nen bornée dans LP(Q2) et f, — f p.p., alors f € LP(Q).
n—oo

4. On suppose ici p = 1, f, = f p.p. et |[fulli = ||f]1 quand n — oco. Montrer que f, = f dans
n oo
LY (). (On pourra introduire gn, = |fn| + |f| — |fo — f1)-

Exercice 7. [Mars 2012 Soient p €]1,400|, (fn)nen une suite d’éléments de LP(£2) et (gn)nen une suite
d’éléments de L (Q). On suppose qu’il existe f € LP(Q) et g € L (Q) tels que

In — f dans LP(Q2) et g, — 9 dans Lp/(Q). (1)

1. Montrer que la fonction fg, ainsi que les fonctions f,g, avec n € N, sont dans L!(2).
2. Montrer que la suite (f,gn)nen converge vers la fonction fg dans L'(Q).

3. On suppose dans cette question que 2 est borné. Montrez que pour tout n € N, f, € L(Q), et que
fn converge vers f dans L'(Q).



4. Soit q €]1,00[ avec ¢ # p. On suppose, en plus de (1), que pour tout n, f, € LI(f) et que la suite
(fn)nen est de Cauchy dans L9(£2). Montrer que f est dans LI(2) et que f,, converge vers f dans
L1(Q).

Exercice 8. [Mars 2012/ On pose, Vo € R,Vn € N*, ay,(z) = %]l[,n,n} (z).
1. Montrer que pour tout n € N, oy, € LY(R) N L2(R), et que oy, — 0 dans L%(R).

2. Montrer que la suite (c,)neny n'a pas de limite dans L!(R).

3. Soit f € L'(R) N L*(R). On pose Vn € N, Vz € R, fu(z) = f(z) — Ian(z) ou I = [ f(y)dy.
Montrer que fn — f dans L?(R).

4. On pose
A= {feLl(R)mLQ(R), /Rf(x)dac—O}.

Montrer que A est dense dans L?(R).
5. Montrer que A n’est pas dense dans L!(R).

Exercice 9. Soit p € [1,40o0].
1. Montrer que L'(Q2) N L>®(Q) C LP(Q) et que pour tout f € L1(2) N L>(Q)

11l < (1A 7 (1 £]]00) 77

2. Soit f € LP(2). Montrer qu’il existe une suite (g, )nen qui converge vers f dans LP(Q) et telle que
pour tout n € N, g, € L>(Q) et g, est & support compact.
(Ici on demande de répondre a la question sans utiliser le résultat de densité de C2(Q) dans LP(S2))

3. En déduire que L'(Q) N L>®(2) est dense dans LP(£2) et que L'(£2) N L?(£2) est dense dans L%(9).

3=

Exercice 10. [Mai 2012] Soit 1 < p < +00. Etant donné f € LP(]0,+o0[), on pose
vz €0, +o0], F(z) = / F(t)dt.
0

1. Montrer que F' est bien définie et continue sur |0, +o0].
2. Dans le cas p = 400, montrer que F' est lipschitzienne.

3. Dans le cas 1 < p < 400, montrez que F' est y-holderienne pour un certain exposant v €]0, 1] qu’on
donnera explicitement en fonction de p.
(Etant donné ~ €]0,1], on dit qu’une fonction g :]0,+oo[— R est y-hélderienne s’il existe M € R tel que

Va,y €10, +oo[?, |g(z) — g(y)| < M|z —y[7.

Si vy =1, on retrouve la définition d’une fonction lipschitzienne.)

4. Dans le cas p = 1, montrer que F' est continue.

Exercice 11. [Loi des grands nombres L*] Soient X1, Xo ..., X,,,... des v.a.r.i.i.d. centrées admettant un
moment d’ordre 4. On note S, = X7 +... + X,,.

1. Calculer E(S%) en fonction des moments d’ordre 2 et 4 des X;.

2. En déduire que S, /n converge vers 0 dans L* et dans L.

22 (%)) <=

et en déduire que S, /n converge p.s. vers 0

3. Montrer que



4. Montrer que si les v.a. (X, )nen ne sont plus équidistribuées, mais toujours centrées et telles que
(E(X2))nen est bornée uniformément en n (on dit que (X, ),en est bornée dans L*), le résultat reste

vrail.

Exercice 12. [Lemme de Riemann-Lebesgue] Soit f € L'(0,27). Pour tout n € N on pose

2
I, = f(t)emtdt

=
0
Montrer que I,, = 0 quand n — oo.
Exercice 13. [Inégalité de Hardy, Mai 2013/ Soit p €]1,+o00|. Pour f :]0, +oo[— R, on définit

vz €]0, +ool, H(f)(x) = ;/Oxf(t)dt.

1. On suppose dans cette question que f est une fonction continue a support compact dans |0, +o00].

On pose F' = H(f).
(a) Montrer que F' est bien définie, et appartient a LP(]0, +oo]).

(b) Montrer que F' est dérivable sur |0, 00| et satisfait
Vz €]0,+oo[, xF'(z)+ F(z) = f(z).

(¢) En déduire légalité :

> Py — P > 2P () de
| Paras =L [T R@p e,

(d) On suppose, en plus des hypothéses précédentes, que f est positive. Montrer :

p
I1E1> < 251l

(e) Généraliser I'inégalité précédente dans le cas ot 'on ne suppose plus f > 0.

2. Montrer que I'application H : (C2(]0, +oo[), || - l) = (LP(]0,+o0[), || - |l,) est linéaire continue.
3. Montrer que H se prolonge de maniére unique en un endomorphisme continu de LP(]0,+oo[) et

satisfait alors (en notant encore H ce prolongement) :

vf € 170, o), IH(A)lp < L1l

Exercice 14. [Mars 2016/ On travaille dans 'ouvert |0, 1[ muni de la tribu des boréliens, et de la mesure

de Lebesgue. Soit p €]1, 00].
1. Montrer que si f € LP(0,1), alors |f[P~' € L¥ (0,1).
2. Montrer que si (fy)nen est une suite d’éléments de LP(0,1) qui converge vers f € LP(0,1) en norme

LP, et si g € LV (0,1), alors

n—-+o0o

1 1
/ fu(@)p(z)de —— / f(x)o(x)dx.
0 0

On définit, pour n € N* :

”1]% 2k+1[

1 s ozel |

2n’  2n
k=0

gn\T) = n— .
(@) 1]2k+1 2k+2[

-1 ] S
St U 2n ' 2n
k=0




3. Dessiner gs.
4. Soit ¢ € CY([0,1]).
(a) Montrer que
! 1
[ oo =3 [ et ¢ (24 5. ) ] ar
0 2k n
k=0" 2n
(b) En déduire que

1
/0 gn(x)p(x)de — 0.

n—-4o00

5. (a) Montrer que pour tout ¢ € L¥'(0,1),

1
/0 gn(x)p(x)dr — 0.

n—-4o0o

(b) Montrer que la suite (g, )nen ne converge pas dans LP(0,1) (on pourra commencer par montrer
que si (gn) avait une limite dans LP(0,1), alors celle-ci serait nulle presque partout).

Exercice 15. Soit (a,b) € R? tels que a < b. Considérons K € L?([a,b] x [a,b]) tel que
b b
1K ey = [ [ 1K) Pdedy <1,

1. Soit h € L%([a,b]). Montrer que (a: — ff K(z,y)h(y) dy) est bien définie et appartient & L?([a, b]).
2. On définit la fonctionnelle
T+ L*([a,b]) — L*([a,b])

comme suit : pour h € L?([a,b]), Th est la fonction :

(mﬂmmszmwwm@

Montrer que T est une application linéaire continue.

3. Soit g € L*([a,b]). Montrer qu'il existe un unique h € L?([a,b]) tel que

h—Th=g.

Exercice 16. 1. Soient A et ;1 deux nombres réels. Montrer que les fonctions f : x — e et g : x> el®
n’admettent jamais de produit de convolution.

2. On pose f: x> e® et g:x— e 2%l Calculer f xg.
3. On pose f: x> sin(rx) et g: x — 1_y 3(x). Calculer f*g.

4. Montrer que si f est a support compact et g est T-périodique, T' € R, alors f * g existe et est
T-périodique.

Exercice 17. Soient f € LP(R) avec p € [1,00] et g € L1(R) o q est le conjugué de p.
1. Montrer que la fonction = +— (f * g)(x) est bien définie en tout point de R, et est continue, bornée,
et que ||f * glloo < [[f1lpllgllq-

2. Montrer que si p €]1, 00/, alors f x g(z) — 0 quand x — +o0.
Indication : pensez d’abord auz fonctions continues & support compact.

3. Sipe {1,o0}, a-t-on encore f x g(x) — 0 quand z — oo ?



Exercice 18. [Mars 2015] Soit p €]1,00[, f € L*(R) et g € LP(R). On pose pour z € R :

@@):AQﬂﬂﬂx—ﬂMt

1. En notant p’ 'exposant conjugué de p, montrer que pour tout = € R,

o)< ([ If(t)ldt>l/p, ([ 1wt - opar) "

lelle < N fll1llgllp-

3. En déduire que f * g(z) est bien définie pour presque tout x, et que

1F* gllp < 111 llgllp-

2. En déduire

Exercice 19. [Continuité des translations dans LP| Soient p € [1,4+o0[, f et g € LP(R). Pour tout a € R
on définit la fonction 7,f : R - R, x+— 7,f(z) = f(x — a) pour presque tout x.

1. Montrer que la définition de 7, f est légitime.
2. Soit (a,b) € R?. Montrer que :

WTaflly = [ fllps  NI7af = fllp = l1Tasf = Fllps 170t = Taglly = [If = gllp-

3. La fonction f étant fixée dans LP(R), on considére Iapplication Ay : R — LP(R), définie par
Ag(a) = 7o f pour tout a € R. On suppose que f € CY(R), montrer alors que A # est uniformément
continue.

4. En déduire que lorsque f € LP(R), A est uniformément continue.

Exercice 20. [Construction d’une identité approchée C* & support compact]
1. On définit g sur R par Vt € R, g(t) := e Y*1,5¢. Démontrer que g est C™ sur R.

2. En déduire que la fonction h définie sur RY par h(z) = g(1—||z||?), ott || -|| est la norme Euclidienne,
est C'°.

3. Soit une suite de nombres (g,) strictement positifs convergeant vers 0. Montrer qu’en posant C' =
Jzn h(z)dz, la suite de fonctions définies par

pn(x) = (Cey) " h(ey )

est une identité approchée.

4. Soit f € L>®(R™). On suppose que f est continue en un point zo € RY. Montrer que

lim pp, * f(z0) = f(20).

n—-+0o

Exercice 21. Soit A et B deux borélien de R, de mesures (de Lebesgue) finies non nulles.
1. Donner un exemple de borélien de R de mesure finie non nulle, et d’intérieur vide.

2. Montrer que la fonction 14 % 1 g est bien définie, continue, intégrable, et calculer son intégrale sur

R.
3. On définit A+B = {a+b,a € A, b € B}. Déduire de ce qui précéde que A+ B est d’intérieur non vide.

Exercice 22. [Non densité de CO dans L]



1. Montrer que C?(R) n’est pas dense dans L*(R).
2. Identifier 'adhérence de C?(R) pour la norme || - ||o (qui est donc un espace de Banach).

Exercice 23. [Différentiabilité de la norme || - ||,, Mai 2016/ Soit p €]1,00[, et (u,v) € LP(Q).
1. On pose Vt € R*, ¢(t) = |t|P. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0, et que la fonction
prolongée, encore dénotée g, est dérivable sur R et que

VteR, ¢'(t) = plt|’~'signe(t),

1 sit>0
ou signe(t) = 0 sit=0.
-1 sit<0

(Dans la suite, on utilisera avec un léger abus la notation t € R — [t|P pour faire référence a la
fonction g prolongée par continuité)

2. On pose, pour x € {2 fixé :
o(t) = [u(z) + tv(z)]".
(a) Montrer que ¢ est dérivable sur R, et calculer ¢'(t) pour tout t € R.
(b) En appliquant le théoréme des accroissement finis, montrer que pour tout ¢ € [—1,1] \ {0},

|p(t) = (0)]

m < pllu(@)| + @)~ o).

(¢) On pose h(x) = [Ju(x)| + |v(z)]]P~" Jv(z)| pour presque tout z € Q. Montrer que h € L(Q).
(d) Conclure que

1/{2 [|U(:L") + to(@)|P — |u(z) P |dx W}p/g; ()P~ Lsigne(u(z) yv(z)da.

3. On suppose que u n’est pas nulle (en tant que classe de fonction). Montrer que Iapplication
N:teRwm |lu+tol,

est dérivable en 0, et calculer N’(0).

Exercice 24. [Preuve du théoreme de Weierstrass par la convolution, Mai 2013/
Soit a < b deux réels. On travaille dans 'espace des fonctions continues de [a, b] dans R muni de la norme
uniforme : (C%([a,b]), | - |loo). On cherche & montrer que I'ensemble des polynomes est dense dans cet
espace. Soit f € C°([a,b]).
1. Montrer qu’on peut trouver Py un polynome de degré 1 tel que Py([—1/2,1/2]) = [a, b].
Ainsi on peut poser g = fo Py € C°([-1/2,1/2]).
2. Montrer qu’on peut trouver un polynéme P; tel que I'application g — P; soit nulle en —1/2 et en
1/2.
Ainsi on peut prolonger par continuité cette fonction par 0 en dehors de lintervalle [—1/2,1/2] :
plus précisément, on pose h = (g — P1)1|_1/2,1/9) € CO'(R).

3. On pose, pour n € Net z € R, pp(x) = an(l — 2)"L_q 3(2) ot oy = (f_ll(l —xQ)"d;U)_
Montrer que pour tout n € N, p,, est une fonction positive, continue, & support compact, et telle que
prn(l‘)d:E =1.

4. Montrer que pour tout § > 0,

lim pn(z)dz = 0.

n—oo |SE|>6

(On pourra montrer et utiliser la majoration ¥n € N, ap, <n+1.)
5. Montrer que (py, * h)per est une suite de fonctions qui converge vers h uniformément sur R (ici on
demande une redémonstration, et non une application directe du cours).
6. Montrer que pour tout n € N, la restriction a [—1/2,1/2] de p, * h est une fonction polynomiale.
7. Conclure en montrant qu’il existe une suite de polynémes (Qn)nen qui converge uniformément vers

f sur [a,b].
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Feuille 3 : Transformation de Fourier

On définit la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f : R — C par
fo) = [ s s
V2T JR

Exercice 1. 1. Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :
fi(z) = e~ Izl fo(x) = ezl ¢ >0,
1 st Jx[ <12 1=z sio|z| <1
f3(“’>_{ 0 si |z[>1/2" f4(x)_{ 0 stz >1 7
fs(x) =e ™, fe(x) = e_ax27 a > 0.

(pour f5, on pourra trouver une équation différentielle satisfaite par f5)

2. Calculer f3* f3, et en déduire un nouveau calcul de ﬁ;.

Exercice 2. [Lien entre régularité de f et comportement en 'infini de fA’, et vice-versaf

1. Soit f une fonction réelle dans C1(R). Montrer que
17(€) = if(), € R,

et en déduire f(f) = mgoo (,;)

Méme question en supposant seulement f € C1(R) N LY(R) et f’ € L'(R).
Généraliser la question précédente a l'ordre k ou k € N*.

Donner une condition suffisante sur f pour avoir f € L'(R).

AN

Montrer que si f € LY(R), et si g : @ — 2 f(z) est aussi dans L!(R), alors f est de classe C! et

f(&) =—ig(s)

Généraliser & 'ordre £ € N.

6. Soit f € L'(R) telle que la fonction & §f(§) est dans L!'(R). Montrer que f coincide presque
partout avec une fonction de classe C! sur R.

7. Tester ces résultats sur les fonctions (f;)i1<i<e et (ﬁ)lgigﬁ de ’exercice 1.

Exercice 3. [Equation différentielle a retard, Mars 2013] Soit f € L*(R) N C1(R) et ¢ € R tel que
Vz e R, f'(z)=f(z+c)

Montrer que f’ € L*(R).
Etablir I’équation satisfaite par f

En conclure que f = 0.

==

Dans le cas ¢ = 0, décrire I'ensemble des fonctions y € C1(R) qui satisfont ¢/ = y sur R, et expliquer
la différence avec le résultat de la question précédente.



Exercice 4. On définit I'ensemble de fonctions . (R) par :
S(R) = {f € C®(R),¥(n,m) € N>,3Cpm,Vz € R, |2" {7 (2)| < Cpp}.

1. Montrer que C°(R) C .#(R), et que z — e~* € .Z(R).

2. Montrer que pour tout p € [1,00], . (R) C LP(R). Montrer que . (R) est dense dans LP(R) pour
p € [1,00].

3. Soit f € Z(R), montrer que [’ et z — xf(x) sont également dans .(R). En déduire que pour tout
n et m dans N, 2 f(™)(z) € Z(R).

4. Montrer que si f € .%(R), alors f € .#(R).

7 (R)
f

USRS

(R)
i

5. Montrer que 'application { est une bijection.

Exercice 5. Montrer qu’il n’existe pas de fonction e € L!(R) telle que
VfeLYR), exf=f.

(on dit que l’algébre (L' (R),+, -, %) n’a pas d’élément unité pour la convolution).

Exercice 6. [Extension ¢ L?(R)/ Dans cet exercice, on généralise & L?(R) des propriétés connues pour
des fonctions de L!(R).

1. Montrer que, si f € L?(R), T/a\f(f) = e*’faf({) pour presque tout £ € R.

2. Montrer que pour tout f € L'(R), g € L%(R), la fonction ¢ + f(t)g(x — t) est intégrable pour
presque tout x € R, que la fonction f * g est bien définie presque partout, et que f * g € L%(R) avec

1 *gll2 < [Ifll][gll2-
3. Montrer que pour tout f € L'(R), g € L*(R),

fxg=V2nfg pp.

Cette formule a-t-elle un sens si f, g € L*(R)?

Exercice 7. [Mai 2016 Pour a € RY, on pose f, = 1|_, 4.

1. Justifier sans calcul que fa, la transformée de Fourier de f,, appartient & L?(R) mais pas a L*(R).

2. Calculer ]/‘;
. 2
/ <sm(m)> .
R €T

3. En déduire la valeur de
Exercice 8. [Transformation de Fourier sur RY ] Pour une fonction u : RN — R de classe C?, on définit
Au=3S7N 2w Calculer Au pour u € C2(RN).

n=1 896? ’

Exercice 9. [Equatz’on de la chaleur.] On se propose de résoudre le probléme suivant : trouver une fonction
(t,z) — u(t, z) définie pour (¢,z) € [0, +oo[xR qui vérifie '’équation suivante :

ou  0%u

u(0,z) = ug(z), VzreR.

1. On suppose que u est solution de (x), et on pose u(t,§) := \/% Jg ult,z)e% dz. Ecrire formellement

le systéme satisfait par u et le résoudre. En déduire une expression de u sous forme de convolution.



2. On définit v la fonction obtenue formellement & la question précédente. Montrer que
u € C*(]0, 00[xR) si ug € L*(R). Montrer que si ug € C°(R) N L>=(R), alors lim; o u(t, z) = ug(z)
pour tout x € R et qu’on peut ainsi prolonger u par continuité a [0, co[xR. Ainsi u est une solution
de ().

Exercice 10. [Equation fonctionnelle : Mars 2012/ On cherche a trouver toutes les fonctions ® : R — R
intégrables qui satisfont ’équation fonctionnelle

®(2z) + ®(2x — 1) = &(x)  pour presque tout = € R. (2)

1. Montrer que 1jg ) est une solution de (2), et calculer la transformée de Fourier de Lio,1)-

Dans la suite de l’exercice, on prend ® € L'(R) une solution de (2).

2. Exprimer les transformées de Fourier des fonctions
Oz P(2z) et Pz P22 —1)

en fonction de ®.

3. En déduire que d satisfait :
14 e%/2

VEER, B(E) = ———0(¢/2)

4. Montrer ’identité :

N i¢/ok N .
1 —i€/2 1 sin S
VN e N, e 2 exp | —1 Z & —% pour presque tout £ € R.

Rappels : sin(0) = =" cos() = M, sin(26) = 2sin(#) cos(6)

5. En déduire )
—i£/2 sin(£/2) .

£/2

6. Conclure en déterminant toutes les fonctions ® € L!(R) solutions de (2).

VEER*, B(€) = D(0)e

Exercice 11. [Fonction caractéristique/ Si X est une variable aléatoire réelle, on définit sa fonction

caractéristique : A
Vt € R, px(t) = E(eX).
1. Expliquer que px ne dépend que de la loi de X. On peut donc parler de la fonction caractéristique
de la loi d’une variable aléatoire.
2. Calculer la fonction caractéristique de la loi N'(m, 02). (On pourra utiliser I’exercice 1.)

3. Calculer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes ayant pour lois respectives
N(my,02) et N(ma,032). (On rappelle que la fonction caractéristique caractérise la loi : si px = Py
alors X et'Y ont méme loi)

4. Montrer que si X a un moment d’ordre k € N, alors oy est de classe C*, et écrire un développement
limité de ¢x & l'ordre k en 0.

Exercice 12. [Mai 2012/ On étudie I'équation fonctionnelle
fxf=1F

1. Trouver toutes les solutions f € L*(R).

2. Montrer qu’il existe une infinité de solutions dans L?(R).



Exercice 13. [Polynomes de Hermite et Transformée de Fourier, Juillet 2013/ On pose Vz € R, 9(z) =
e~®*. On définit également

Calculer Ho, Hl, Hg.
Montrer que pour tout n € N, H,, est un polyndéme de degré n.
Soit n € N. On pose V& € R, hy(z) = Hy(z)e /2. Montrer que hy, € L*(R) N L2(R).

Exprimer A/, en fonction de hy, et hy41, pour n € N.

SRl S

En déduire que pour tout n € N, .
hy = (—=1)"hy,.

(On rappelle et on ne demande pas de démonstration du fait suivant : si p : x € R +— e_m2/2, alors

p e L'(R) et =)

Exercice 14. [Equation de convolution, Mars 2013] Etant donné § € R, on cherche a résoudre I’équation
fonctionnelle suivante, d’inconnue u € L'(R) :

Ve eR, u(x)=e "+ B/Ru(t)e_|x_t|dt. (3)

On pose Vz € R, h(z) = e~ 171,
1. Ecrire (3) sous forme d’une équation faisant intervenir le produit de convolution.
2. Calculer /ﬁ, et constater en particulier que % ne s’annule pas sur R.

3. Montrer que si u € L'(R) est solution de (3), alors il existe une fonction gg : R — R, que l'on
déterminera explicitement, telle que

VEER, u(€)gs(€) = h(€).

4. Montrer que si f > 1/2, I'équation (3) n’a pas de solution (on pourra voir que gg s’annule et en
déduire une contradiction).

5. Montrer que si 5 €]0, 1/2[, ’équation a une unique solution que 'on déterminera.
(On pourra utiliser sans démonstration que st A > 0 et uxf : x — f(Ax), alors ;)-\7‘(5) = %f(%))
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Feuille 4 : Séries de Fourier

On définit les coefficients de Fourier d’une fonction localement intégrable f : R — C 2nw-périodique par

—~ 1 [27 )
fln) = o ; flx)e™* da

On définit aussi

N
Vn € Z, Vo €R, en(z):=e", et VNEN, Sy(f):= Z Fn)en.
n=—N

Exercice 1. Soit T € Ret f: R — C T-périodique, localement intégrable. Montrer que

Va€R, /a+Tf(t) dt = /OTf(t)dt.

Exercice 2. Soit f € L'([0,27]).

~ ~ ~ =~

1. On pose f(t) = f(—t). Montrer que f(n) = f(—n) et que f(n) = f(—n).
2. Supposons f paire. Montrer que

Fioy = [ sy costnyae, (10 = Fl0) + 23 Fin) costut)

3. On suppose f impaire. Montrer que

. - N
gln) = = /0 g(t)sin(nt)dt,  Sy(g)(t) = §(0) +2i 3 §(n) sin(nt).
n=1

s

~

4. Soit a € R et 7,f(x) = f(x — a). Montrer que ;a?(n) = e_m“f(n) et e/k?(n) = f(n — k) pour tout
k€ Z.

Exercice 3. 1. Calculer la série de Fourier des deux fonctions 27-périodiques suivantes :
flz) =z sur [-m,7]; g(z)=1size[0,n[et g(z)=—1size€[—mO0[

2. Calculer la série de Fourier de la fonction périodique définie par f(x) = 22 sur [—n,7[. En déduire

le calcul des séries

_1\n+1
DD Dh SR S

n>1 n>1 n>1

Exercice 4. Soit f une fonction continue par morceaux et 2w-périodique.

/()

n

1. Montrer que la série Z

nez*

2. On suppose que la série de Fourier de f converge uniformément. Montrer que cette convergence a
lieu vers f (qu’en déduit-on sur f7)

est convergente.



3. On suppose que f est continue et C! par morceaux. Montrer que la série de Fourier de f converge
uniformément.

Exercice 5. Soit f une fonction continue 2m-périodique.
1. Si f € C', montrer que (/f’\)(n) = mf(n)
2. Si f € C*, montrer que lim n*f(n) = 0.
n—oo

3. Pour k£ > 2, on suppose qu’il existe C' > 0 et ng € N* tels que ]]?(n)| < ﬁ si [n| > ng. Montrer que
feck2

Exercice 6. [Mai 2015] Soit f : R — R une fonction mesurable, 2m-périodique, et intégrable sur [0, 27].
Montrer que

~

f aun représentant C° < f= (f(n)) ; €7,
ne

ol

1
= n)n z N n = —0 .
7=~ {whez e € wen w= o (o

Exercice 7. Soit la fonction f définie sur [0, 7] par f(z) = z(7 — x).

1. Déterminer deux suites (an)n>0 et (by)n>0 telles que

Vz € [0, 7], Z ap, cos(nx) Z by, sin(nx).

2. En déduire Y 02 ) —, k=1,2,3.

Exercice 8. Pour € €]0, 7|, on définit o.(t) = 1si |t| < e et 0sie < [t| < 7. On prolonge o sur R en une
fonction 27-périodique.

1. Calculer . et Sy(o:).
2. Montrer que lim SN(Ua)(a) =1/2.

3. En déduire que Z+°° M =2 oul<a<2m.

Exercice 9. [Septembre 2012/
On considére f : R — R définie par f(z) = |z| sur [—m, 7| et prolongée par 2m-périodicité sur R.
1. Montrer que la fonction f est continue.

~

2. Montrer, sans la calculer, que la suite (f(n) = ¢, (f))nez des coefficients de Fourier de f est dans
7).

3. Démontrer que pour tout n € N, f(n) = f(—n). Définir (SN(f))Nen la série de Fourier de f et
montrer I'égalité :

N
VN €N, Vz € R, Sy(f)(z)= f(0) Z ) cos(nx)

4. Montrer que

T2 (—H)"—1 s cos((2n + 1)x)
Vz e R, f(z)= 2+%\;n2005(mg 5——2 Qnrig
n

ot la convergence des séries a lieu en norme || - [|poo(—n,m) €t || | 22(—r.x)-



5

. En déduire les valeurs de :

1 1
B ey Sy ey

neN neN

Exercice 10 (Equation de la chaleur). Soit Q = [0, +00[x]0,L[; (t,z) € Q. Soit h € C([0, L]) telle

que

h(0) = h(L) = 0. On considére le probléme suivant : trouver une fonction (t,z) — u(t,z) dans

C(Q) N C>=(Q) telle que :
(1) ?’T? - (327% = 07 \V/(t,l') G}0,00[X}O,L[,

u(t,0) = u(t,L) =0, Vt >0,

u(0,z) = h(x), Yz € [0, L].

. Trouver une suite de fonctions solutions de (1) et (2) sous la forme uy,(t,x) = f(t)g(zx).

. Ces solutions satisfont-elles (3) en général ?

. Montrer que pour toute suite réelle (a,)nen, la fonction Egzo anuy(t, ) est solution de (1) et (2).

. En déduire une solution de (1), (2) et (3) par un choix convenable de (ap,)n,.

Exercice 11. [Formule de Poisson, Mai 2012] Pour éviter toute confusion, on conseille (mais on n’oblige
pas) dans cet exercice de noter f la transformée de Fourier d’une fonction de f € L'(R), et (cn(g))nez les
coefficients de Fourier d’une fonction g 2m-périodique localement intégrable.

1

Inds

. Soit f € LY(R). Montrer que la somme

F&) =" f(t+2mn)

ne”

est bien définie pour presque tout t € R, et que la fonction f ainsi définie est 27-périodique et
appartient a L'(0, 27).
cation : On pourra commencer par montrer que la fonction t — Znez |f(t +2mn)| appartient &

LY(0,27).

2
3

. Calculer les coefficients de Fourier de fen fonction de j?, la transformée de Fourier de f.

~

. Montrez que si ) ., |f(n)| < oo, alors
1 -
Z ft+2mn) = — Z f(n)e™ pour presque tout t € R.
nez 2 ez

Montrez que si A € Ry, il existe ng € N tel que

1 1

VIt| < A, Vin| > < :
tl < A, Vin| = n, 1+t +2mn])?2 = (14 27|n| — A)?

En déduire que si
M

(1 +[t)*’

alors la série ¢ ~— ), f(t + 27n) converge uniformément (en ) sur tout intervalle [—A, A] ou

dM eR, VteR, |[f(t)|< (H1)

A € R4, et en déduire que dans ce cas f est une fonction continue.
Montrez que si f vérifie f € C2(R) et (f, f', f") € LY(R)?, alors

S 1F(n)] < oo. (12)

neL

7. Montrez que si f vérifie (H1) et (H2), alors

~

> femn) = 2= fn). (@)

neZ nel



8. En appliquant la formule (4) a la fonction f: x — e~ pour a €]0, oo[ (on justifiera en particulier
la validité de cette application), en déduire que,

Z 1 _7T1+€_27ra
a?+n2 al—e2ma’
nez

Exercice 12. [Inégalité de Poincaré-Wirtinger, Juillet 2013] Dans cet exercice, sin € Z, on note g(n) le
n-iéme coefficient de Fourier d’une fonction 2w-périodique g. Il est autorisé d’utiliser la notation c,(g) a
la place.

Soit f : R — R une fonction 27-périodique, de classe C', et telle que
2
f(t)dt = 0.
0

1. Enoncer le théoréme de Parseval.
2. Rappeler et démontrer le lien entre les coefficients de Fourier f(n) et f’(n), pour n € Z.

3. En déduire que, pour tout ¢t € R, on a

OIS =Pl

neZ*|n|

Il < /5171

(On prend ici la convention ||g|l2 = 1/ 027r g(t)2dt. On rappelle également que " - # =7%)

5. L’inégalité précédente reste-t-elle valable si on ne suppose plus f027r ft)dt=07?

4. En déduire 'inégalité suivante :
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Feuille 5 : Espaces de Hilbert

Exercice 1. [Identité du parallélogramme/ Soit H un espace de Banach (sur R pour simplifier) dont la
norme ||| vérifie I'identité du parallélogramme, c’est a dire pour tout w,v € H on a :

lu = wlf* + flu+v]|* = 2([[ull® + [[]|*).

Montrer que H est un Hilbert.
Exercice 2. Montrer que les espaces LP(R) ne sont pas des espaces de Hilbert si p € [1,00] \ {2}.

Exercice 3. [Mai 2012]

1. Soit (X, (-,)x), (Y, (:,)y) deux espaces de Hilbert (avec pour corps de base R). On suppose qu’il
existe une isométrie linéaire et surjective L : X — Y (le caractére isométrique signifie ||L(z)|ly =
llz]|x, Ve X).

Montrer que L est bijective, et que

Y(z1,22) € X2, (L(x1), L(z2))y = (x1,22) x.

2. On suppose que (ey)nez est une base hilbertienne de X. Montrer que la famille (L(ey,))nez est une
base hilbertienne de Y.

Exercice 4. [Mai 2013] On travaille dans L? (]R, \/%6_12/ 2da;> (on considére ici les fonctions a valeurs
réelles).

1. Rappeler la définition de cet espace, et son produit scalaire (-, -).

2. Calculer les 6 premiers moments de la loi normale centrée réduite.

3. Trouver 4 polynomes (P, P, P, P3) tels que
V(Z,]) S [[0,3]], <P1,f)3> = 52’,]’) deg(Pl) =1.

4. En déduire 4 fonctions qui forment une famille orthonormée de L?(R, dx).

Exercice 5. On considére I'espace ¢2(C). Soit a € C tel que 0 < |a| < 1. Pour tout k € N*, on définit la

suite fi par
k 2k 3k k
fk:(Lava‘ y @ ’._"an’“')'

1. Montrer que, pour tout k¥ € N*, f;, € £2(C).
2. Montrer que I'espace Vect(fx, k € N*) est dense dans ¢(C).

Exercice 6. [Polynomes de Tchebycheff] On définit la fonction 6 sur [—1,1] par 6(x) = arccos(z), puis
on définit pour tout n € N les fonctions T}, et U, (toujours sur [—1, 1]) par

sin((n + 1)0(z))
sin(6(x))

Th(x) = cos(nb(x)) et U,(x)=

1. Calculer T,, et U,, pour n =0,1, 2, 3.



2. Montrer que pour tout entier n > 1
Toi1(x) = 22T (x) — Ty—1(x) Va e [—1,1]
et que
Upt1(z) = 22U, (z) — Up—1(z) Yz e[-1,1].

En déduire que T}, et U, sont des polynomes de degré n et ont la méme parité que n. Les T}, et les
U,, sont appelés respectivement polynémes de Tchebycheff de premiére et de seconde espéce.

3. Vérifier que (T, )nen (respectivement (U, )nen) est une suite de polynoémes orthogonaux dans L?([—1, 1], p)
ol le poids p est défini par p(z) = (1 — 22)~1/2 (respectivement par p(z) = V1 — 22).

Exercice 7. [Polynémes de Legendre] Pour tout n € N on considére la fonction polynoémiale P, définie
pour z € [—1,1] par

Pa(e) = 0 (22— 1)
" gl dan
1. Calculer Py, P; et Ps.
2. On définit, pour tout n € N, e, = 2”; LP,,. Montrer que (e,)nen est un systéme orthonormal de

12(-1,1)).
3. Montrer que (e, )nen est une base hilbertienne de L?([—1,1]).

4. Trouver les valeurs des réels a, b et ¢ qui minimisent 'intégrale

1
I:/ (x?’—a:EQ—bx—c)z dx.
-1

Exercice 8. [Critére de densité des polynomes orthogonauz, Mai 2015/ On considére p : R — R une
fonction mesurable, strictement positive, et telle que

Vo € Ry, / el p(z)dz < . (H)
R

1. Rappeler le produit scalaire usuel de 'espace L%(R, p(x)dx) (on se restreint aux fonctions a valeurs
réelles).

2. Montrer que R[X] C L3(R, p(x)dz).
3. Soit f € L*(R, p(x)dx) telle que Vn € N, [ f(2)z"p(x)dz = 0. On pose

VzeC, F(z)= /Rf(x)e”p(x)dx.

(a) Montrer que F' est bien définie et continue sur C.

(b) Apreés avoir rappelé le développement en série entiére de la fonction exponentielle, montrer que
F est développable en série entiére autour de 0, avec un rayon de convergence infini (autrement
dit, il existe (an)nen une suite de nombres complexes telle que F'(z) = > .y an2™ pour tout
z € C), puis que la fonction F' est nulle (sur C).

(¢) En déduire que f est nulle (presque partout sur R).

(d) En déduire que I'espace R[X] est dense dans L?(R, p(x)dx).

4. On pose I =]0,+oc[ et on suppose maintenant que Vz € I, p(z) = =@ (pour laquelle ce qui

précede ne s’applique pas : elle n’est pas définie sur R, mais surtout ne satisfait pas Uhypothése (H),
ce que nous ne demandons pas de vérifier).

(a) Montrer que R[X] C L3(I, p(z)dz).



(b) On pose Vx € I, f(z) = sin(2r In(z)). Montrer que f € L*(I, p(z)dz) et que
Vn € N, /a:”f(ac)p(x)dm =0.
I
(¢) Que peut-on en déduire ?

Exercice 9. [L’espace de Sobolev h'*(N)] On travaille dans

?(N) := {u = (Un)nen € RY tel que Z u? < oo}

neN

que 'on munit de son produit scalaire usuel. On pose

hY(N) := {u = (tun)nen € RY tel que Zn2ui < oo} .

neN
On note
+oo
v (a’a b) € hl(N)27 <CL, b>h1(N) = Z(l + n2)anbn‘
n=0
1. Pour quelles valeurs de o € R la suite (ﬁ) N est-elle dans ¢2(N)? Pour quelles valeurs de
ne

a € R est-elle dans h'(N)?

2. Montrer que 'espace h'(N) muni du produit scalaire (-, Jpi(n) est un espace de Hilbert. La norme
associée a ce produit scalaire est-elle équivalente a la norme || - ||p2(y) ?

3. Montrer que h!'(N) est un sous-espace dense de £2(N).
4. Calculer la distance d(u, h'(N)) pour u € £3(N).

5. (*) Soit Bpigy(0,1) = {a € h'(N) , [lalliqyy < 1}. Montrer que Byi(y(0,1) est un compact de
2(N).

Exercice 10. [Dualité sur les espaces LP, cas particuliers, Mai 2015] Pour p € [1, 00|, on notera p’ son
exposant conjugué. On travaille sur l'intervalle I =]0, 1] (muni de la tribu des boréliens et de la mesure de
Lebesgue), et toutes les fonctions considérées sont & valeurs dans R. Pour f € L¥ (I), on définit Papplication

Ty: LP(I) —> R
o /I f@)p(@)ds

1. Montrer que pour tout p € [1,00] et tout f € L¥ (I), Papplication Ty est bien définie, et linéaire
continue.

2. On s’intéresse dans cette question au cas p =2 (p' = 2).
(a) Pour f € L*(I), calculer la norme de TY.

(b) Montrez que pour toute application T : L?(I) — R linéaire continue, il existe une unique
fonction f € L?(I) telle que T = Ty.

3. On s’intéresse dans cette question au cas p =1 (p’ = 00).

(a) Pour f € L*>(I), calculer la norme de T¥.

(On pourra, lorsque f est non nulle, considérer les fonctions ¢, = signe(f)la, ou A, =
{IA1=1flee =2 })-

(b) Soit T': LY(I) — R linéaire continue. Montrer qu'il existe f € L>(I) telle que T = T}.
(On pourra commencer par montrer qu’il existe f € L*(I) telle que T = Ty sur L*(I), puis mon-
trer que |f| est essentiellement majorée (par ezemple par 1+ T zr1(1)r)); €t enfin conclure).



Exercice 11. [Espaces de Sobolev périodiques, Mai 2016] On rappelle que T = R/27Z, et qu’une fonction
f: T — C est la donnée d’une fonction 27-périodique. De plus

LQ(']I‘):{f:T—MC, /

—T

™

()t < oo},

et si f € L(T), fdésigne la suite des coefficients de Fourier de f.

On pose, pour s € Ry,

H*(T) = {f €LX(T), Y Inf*If(n)f < +OO}-
nez
1. Identifier 'espace HO(T).
2. Soit s € R+.

(a) Montrer que 'application

H*(T) x HT) — C o
(f.9) — Dnez(l+ [n**) f(n)g(n)

est bien définie, et est un produit scalaire sur I'espace H*(T).

(b) Donner une expression de la norme associée a ce produit scalaire, que I'on note || - || gs(r) et
montrer que H*(T) est complet pour cette norme.

(c) Montrer que P(T), I’ensemble des polynomes trigonométriques, est dense dans H*(T).
3. Pour s1 < s2 out (s1,52) € R%, y a-t-il une inclusion entre H*!(T) et H*2(T)? Justifier.
4. Montrer que si s > %, et f € H5(T), alors fE ¢Y(Z), f a un représentant continu (que I’on note f),

et il existe une constante C indépendante de f telle que

[flloo < Csll Il o (m)-

5. Soit s € Ry. On pose (on rappelle que P(T) est I’ensemble des polynémes trigonométriques) :

T: P(T) — HT)
P +— P

Montrer que 7 se prolonge en une application linéaire continue de H**!(T) vers H*(T) (que l'on
munit de leurs normes respectives).



