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Préambule

Ce manuscrit contient le résumé d’une partie de mes activités de recherche depuis mon arrivée au labora-
toire Ceremade de l’université Paris-Dauphine, en 2009. En particulier les articles issus de ma thèse de doctorat
([A12 à A16] 1 ci-dessous) ne sont pas présentés dans ce mémoire, certains seront néanmoins mentionnés dans
le corps du texte. Précisément, on présente dans ce manuscrit les résultats des articles [A1 à A8] et [A10-A11],
les autres travaux étant plus isolés thématiquement, et on évoquera brièvement [A18] qui est un chapitre d’ouvrage.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons différents résultats dans le domaine de l’optimisation de forme, c’est-à-
dire l’étude des problèmes d’optimisation dont l’inconnue est un ensemble de Rd. On peut donner la formulation
générale suivante :

min {J(Ω), Ω ∈ A} , (0.1)

où A est une classe d’ensembles de Rd, et J : A → R est appelée fonctionnelle de forme. Nous étudions de nombreux
exemples et situations, et l’objectif principal de nos travaux consiste à comprendre les propriétés qualitatives des
solutions de (0.1). Les exemples considérés sont tantôt issus de modélisation appliquées (physiques ou biologiques),
tantôt de nature académique.

Dans les Chapitres 1 et 2, nous nous intéressons à la situation où A est l’ensemble des ouverts convexes de Rd

(éventuellement avec d’autres contraintes plus classiques). C’est une situation assez particulière du point de vue
de l’optimisation, car elle rend difficile la comparaison de Ω∗ solution de (0.1) avec ses “voisins”. En effet, si le
domaine Ω∗ possède une zone non-strictement convexe (on dira que Ω∗ sature la contrainte de convexité), alors une
perturbation, même régulière, de Ω∗ peut très bien ne plus être convexe, et on ne peut pas l’utiliser pour comparer
son énergie à celle de Ω∗ ; nous verrons qu’une telle situation de saturation de la contrainte de convexité est très
fréquente pour ces problèmes. Via une paramétrisation des ensembles convexes par leurs fonctions jauges, nous
transformons (0.1) en un problème de calcul de variations parmi les fonctions convexes, et nous utiliserons tantôt
des méthodes de calcul différentiel (conditions d’optimalité) prenant en compte la contrainte de convexité, tantôt la
construction de compétiteurs convexes bien choisis. Nous identifions ainsi, selon les propriétés de J , des propriétés
très différentes des solutions de (0.1) : on montrera que si la fonctionnelle J satisfait une propriété qu’on intitulera
“concavité locale”, alors les formes optimales souhaitent saturer “partout” la contrainte de convexité, et font ainsi
apparaître des singularités (par exemple en dimension 2, ce sont des polygones), et si au contraire J satisfait une
propriété de convexité, alors les solutions sont de classe C1,1, qui est la régularité optimale qu’on peut espérer dans
cette situation. Nous donnons de nombreux exemples de chaque situation : nous verrons en particulier que si la
fonctionnelle J contient un terme de périmètre (et d’autres termes sans incidence sur les propriétés qualitatives),
alors on est dans la seconde situation (où les formes optimales sont C1,1), et si au contraire J contient un terme
qui est l’opposé du périmètre (on appellera ces situations “isopérimétrie inverse”), alors on est dans la première
situation, avec des formes optimales localement extrêmales, et singulières.

Dans le Chapitre 3, nous présentons deux résultats de régularité des solutions de (0.1), qu’on peut comparer
à deux exemples célèbres du domaine, à savoir l’étude de la régularité des solutions du problème isopérimétrique
d’une part, et la régularité pour le problème de Mumford-Shah d’autre part. Plus précisément, dans le premier
travail, nous identifions des hypothèses générales sur une fonctionnelle G pour que les solutions de (0.1), lorsque
J = P + G et A = {Ω ouvert, |Ω| = m0}, soient des quasi-minimiseurs du périmètre. Par la théorie désormais
classique sur la régularité de ces ensembles, ceci permet de conclure que les solutions ont un bord régulier, à un
ensemble de co-dimension 8 près. Nous montrons que l’énergie de Dirichlet Ω 7→ Ef (Ω) (associée à une fonction
f ∈ L2(Rd)), ou les valeurs propres du Laplacien-Dirichlet (λk(Ω))k∈N∗ , satisfont ces conditions, et donc on peut les
choisir comme fonction G. Dans le second travail, on étudie un modèle de résistance optimale pour une membrane
dont on peut fixer une zone, ce qui se formule par le problème suivant, où D est un ouvert fixé de R2 :

min
{
H1(Σ)− Ef (D \ Σ), Σ fermé connexe de D

}
, (0.2)

où H1(Σ) désigne la longueur, et Ef (D \ Σ) représente la résistance de la membrane D soumise à la force f , et
collée sur la zone Σ. Nous démontrons des propriétés qualitatives et de régularité sur les solutions de ce problème :
en particulier, on montre que si Σ∗ est solution de (0.2), alors Σ∗ ne contient pas de boucle, et qu’il est constitué
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6 Résumé

d’un nombre fini de courbes régulières, qui ne peuvent s’intersecter que par 3 et en formant des angles de 120◦.
Pour ce faire, nous démontrons en particulier un lien de dualité entre (0.2) et le problème de Mumford-Shah évoqué
précédemment.

Dans le Chapitre 4, nous abordons la question de la stabilité des formes optimales pour (0.1). Dans un premier
travail, nous faisons le point par l’approche par dérivation de forme (définie via les déformations de domaine par
difféomorphismes de Rd) : la question est de savoir si, supposant que Ω∗ est un point critique stable (c’est-à-dire
qu’en un certain sens, la dérivée première s’annule, et la dérivée seconde est strictement positive) de la fonctionnelle
J , on peut en déduire qu’il en est minimum local. Nous établissons un cadre général pour lequel un tel énoncé est
possible, et nous vérifions que ce cadre et cet énoncé s’appliquent à de nombreux exemples : nous retrouvons ainsi
plusieurs résultats de la littérature, et en apportons de nouveaux. Malgré le degré de généralité envisagé, nous
simplifions significativement les preuves. Dans un second travail, nous abordons la question de la maximisation
de la première valeur propre non triviale d’un opérateur de Laplace avec condition au bord de type Wentzell. Ces
valeurs propres sont une interpolation de celles de Steklov et de celles de Laplace-Beltrami, et donc la question
posée serait une généralisation de deux inégalités issues de ces cas extrêmes, et respectivement dues à Brock et à
Hersch (cette dernière étant restreinte aux ouverts de R3 homéomorphes à une boule). Afin d’étudier la question
dans le cas général des conditions de Wentzell, nous prouvons que les boules de R3 est un point critique stable
(sous contrainte de volume).

Dans le 5ème et dernier chapitre, nous étudions un problème issu d’un modèle de dynamique de population :
la question est d’étudier l’arrangement spatial optimal entre les régions favorables et défavorables, pour assurer
au mieux la survie de l’espèce. Ce problème se ramène à l’optimisation d’une fonctionnelle de type valeur propre,
à savoir

λ(m) = inf

{´
D
|∇ϕ|2 + β

´
∂D

ϕ2´
D
mϕ2

, ϕ ∈ H1(D),

ˆ
D

mϕ2 > 0

}
.

où D est la zone étudiée (un ouvert de Rd), et β modélise une condition au bord de type Robin. L’optimisation se
fait parmi les fonctions m à valeurs dans [−1, κ] (où κ > 0 est un paramètre du problème) et d’intégrale fixée. Il est
classique que la solution sera de la forme m∗ = κ1E∗ −1D\E∗ pour un certain ensemble E∗, d’où une formulation
optimisation de forme parmi les ensembles mesurables E ⊂ D, avec la contrainte |E| = c|D| où c ∈]0, 1[. La
solution dépend donc des paramètres (D,κ, β, c). Avec des méthodes de symétrisation, nous résolvons en premier
lieu le problème lorsque d = 1 et D est un intervalle, et de pour toute valeur des autres paramètres. Ensuite, nous
établissons une condition nécessaire sur les paramètres pour que la solution optimale E∗ puisse être une boule de
Rd (lorsque d ≥ 2). Nous montrons que c’est une situation exceptionnelle, en particulier, nécessairement D doit
être également une boule de même centre. Nous montrons que ces conditions ne sont pas suffisantes, en prouvant
que dans le cas où β = 0 et D est une boule de Rd avec d ∈ {2, 3, 4}, alors la solution E n’est pas une boule.

Nous concluons le manuscrit par des perspectives générales et des projets de recherche.
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Dans ce travail, on aborde le domaine de l’optimisation de forme, c’est-à-dire l’étude de problèmes d’optimisa-
tion qui s’écrivent :

min {J(Ω), Ω ∈ A} , (0.3)

où A est une classe d’ensembles de Rd (d ∈ N∗), et J est appelée fonctionnelle de forme.

Les questions :

Les questions étudiées pour le problème (0.3) sont les questions habituelles du calcul de variations :

– Y a-t-il existence d’une forme optimale, c’est-à-dire Ω∗ ∈ A telle que J(Ω∗) = inf{J(Ω),Ω ∈ A} ? Cette
question est en général difficile, et nécessite souvent de considérer des classes A de domaines autorisant des
irrégularités, mais elle est désormais bien comprise, au moins pour deux types de fonctionnelles : celles faisant
intervenir un terme de périmètre via la formulation de De Giorgi (voir (0.5)), et celles faisant intervenir des
fonctionnelles d’EDP elliptiques avec condition de bord de Dirichlet, avec le Théorème de Buttazzo-Dal Maso
[44] dans le cas où les domaines sont confinés dans une boîte bornée D, et les développements plus récents de
D. Bucur [36, 38] pour aborder les cas non bornés, où l’auteur utilise des propriétés de régularité faible afin
d’établir des résultats d’existence. Dans cette direction, nous apporterons une contribution au Paragraphe 3.1,
où on montrera en particulier un résultat d’existence non classique, qui s’associe à l’étude des propriétés de
régularité des formes optimales, voir le Théorème 3.1.

– Quelles informations peut-on obtenir sur les formes optimales ? Cette question est évidemment très
vaste, et la situation la plus aboutie consiste à savoir identifier exactement la/les forme(s) optimale(s) : c’est
une situation évidemment satisfaisante, mais également assez rare, et le plus souvent (sauf peut-être dans le
cas planaire d = 2) la description se ramène à des domaines “simples”, comme les boules (euclidiennes ou non),
auquel cas on peut espérer que des méthodes de symétrisation s’appliquent. Lorsque ça n’est pas le cas, que l’on
ait un candidat explicite à l’optimalité ou non, il est souvent utile pour étudier les formes Ω∗ solutions de (0.3),
d’écrire des conditions d’optimalité. La première difficulté consiste alors à définir un cadre de calcul différentiel
sur l’ensemble des domaines, ce qui peut se faire par exemple à l’aide des “dérivées de forme” (voir Page 14) ;
la seconde est de montrer que l’optimalité de Ω∗ induit des propriétés de régularité de son bord. Ces deux
difficultés sont en quelque sorte étroitement liées : d’une part, on s’attend à ce que les conditions d’optimalité
induisent de la régularité sur ∂Ω∗ (voir la fin du Paragraphe 3.1.2, et le point (vi) du Théorème 3.2), d’autre
part ces conditions nécessitent le plus souvent, pour avoir un sens, que le domaine Ω∗ soit déjà un peu régulier.
On distingue ainsi deux types de résultats de régularité : ceux qui peuvent s’obtenir uniquement avec l’équation
d’Euler-Lagrange, et ceux qui utilisent l’optimalité à travers la construction de compétiteurs adaptés. Il peut
arriver de combiner les deux approches, en cherchant d’abord à obtenir un peu de régularité sur Ω∗ par la
construction de compétiteurs (c’est souvent l’étape la plus difficile), puis en écrivant les conditions d’optimalité
pour améliorer cette régularité. Notons que cette distinction existe également dans le calcul de variations, voir
le début du Paragraphe 2.2.

La plupart des contributions de ce manuscrit sont liées à l’écriture des conditions d’optimalité, la construction de
compétiteurs, et leur utilisation pour obtenir des informations sur les formes optimales. Nous donnerons plusieurs
résultats de régularité, en particulier aux Chapitres 2 et 3. Au Chapitre 1 nous étudierons des problèmes du type
(0.3) qui amènent à des formes optimales irrégulières, et on devra alors prendre en compte ces irrégularités dans

7
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l’écriture des conditions d’optimalité : on en déduira des informations sur la géométrie des domaines optimaux.
Notons que dans ce dernier cas, l’utilisation des conditions d’optimalité d’ordre 2 est centrale. Au Chapitre 5,
nous donnerons des résultats de symétrie et de non-symétrie des formes optimales, qui reposent également sur
les conditions d’optimalité et la construction de compétiteurs. Enfin, au Chapitre 4, nous prendrons un point de
vue inverse : on se demandera si une forme optimale Ω∗ satisfaisant des conditions d’optimalité (d’ordre 1 et
2) est un minimum local pour (0.3).

– Comment calculer numériquement les formes optimales ? Cette question constitue un axe de recherche
à part entière, que nous aborderons peu dans ce manuscrit : nous utiliserons néanmoins au Paragraphe 4.2 et au
Chapitre 5 l’outil numérique, afin de tester certaines conjectures. En ce qui concerne la contrainte de convexité,
la question numérique constitue également une perspective intéressante (voir [63, 140] et les travaux plus récents
[167, 168]), qu’on évoquera au Paragraphe 1.7.

Les fonctionnelles :

Dans ce travail, on peut distinguer deux types de résultats :

– Ceux qui s’attachent à l’étude d’un problème de la forme (0.3) pour une fonctionnelle J et une classe A bien
particulières : au Paragraphe 3.2 on étudie un problème de résistance optimale, au Paragraphe 4.2 on montre
la stabilité de la boule euclidienne pour la première valeur propre (non nulle) de l’opérateur de Wentzell (qui
interpole les valeurs propres de Steklov et de Laplace-Beltrami), et au Chapitre 5, on étudie la minimisation
d’une valeur propre pour un problème d’évolution lié à un modèle de dynamique des populations.

– Ceux pour lesquels on cherche à obtenir des hypothèses générales sur les fonctionnelles, et qui s’appliquent donc
à une large classe de problèmes. Aux Chapitres 1 et 2, on donnera de nombreux exemples qui amènent à des
phénomènes similaires pour les formes optimales, au Paragraphe 3.1 on identifiera des conditions générales sur
la fonctionnelle G pour que les minimiseurs de J = P + G (où P est la fonction périmètre) sous contrainte
de volume soient des quasi-minimiseurs du périmètre, et au Paragraphe 4.1 on abordera de façon générale la
question de la stabilité en optimisation de forme.

Les résultats :

Aux Chapitres 1 et 2, on étudie des problèmes sous contrainte de convexité, soit de la forme

min {J(Ω), Ω ∈ A, Ω convexe } , (0.4)

où A prend en compte les autres contraintes du problème (contrainte de volume, d’inclusion dans une boîte...).
Nous verrons qu’un tel problème peut se formuler comme un problème de calcul de variations :

min {F (u), u ∈ S, u convexe } ,

où u : Sd−1 →]0,∞[ correspond à un domaine Ω, F représente l’énergie J via cette correspondance, et S (qui
dépend de A) est un ensemble de fonctions sur la sphère 3 Sd−1. Pour ces problèmes, des résultats d’existence sont
en général relativement faciles à obtenir, car la convexité amène de la compacité forte. Néanmoins, l’étude des
minimiseurs, par exemple à l’aide des conditions d’optimalité, devient difficile, car on souhaite par exemple faire
des variations du type u0 + tv où u0 est un minimiseur, t est petit (sans signe a priori), et v est une direction de
dérivation. Mais afin d’écrire F (u0) ≤ F (u0 + tv) et de tirer parti d’un développement limité, on doit avoir que
u0 + tv reste convexe pour t petit (si c’est le cas pour t positif, on obtient l’inégalité d’ordre 1 F ′(u0).(v) ≥ 0,
et si c’est le cas quelque soit le signe de t, alors on obtient les conditions habituelles d’ordre 1 et 2, à savoir
F ′(u0).(v) = 0 et F ′′(u0).(v, v) ≥ 0). Ceci n’est pas du tout automatique, et dans un cadre régulier, on peut le
comprendre en regardant si D2u0 est strictement positive (en tant que forme quadratique), ou si elle a une valeur
propre nulle, auquel cas on dira que u0 sature la contrainte de convexité. On peut reformuler ceci heuristiquement
par le fait que si on minimise sur un ensemble fortement compact (ici, l’ensemble des domaines convexes), alors
ce dernier est d’intérieur vide, et ceci explique qu’il est difficile de trouver des perturbations admissibles.

3. On dit qu’une fonction sur la sphère est convexe si son extension positivement 1-homogène est convexe sur Rd.
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Le but des travaux que nous avons menés dans cette direction est donc de comprendre comment tenir compte
de la contrainte de convexité : au Chapitre 1, nous abordons des problèmes de la forme (0.4) qui amènent les
formes optimales à saturer “partout” la contrainte de convexité. On montrera que ceci est dû à des propriétés de
non-convexité, voire de concavité de la fonctionnelle J . Ces situations se rencontrent rarement pour des problèmes
d’optimisation/calcul de variations “classiques”, car souvent il n’y a pas existence d’un optimum sans une certaine
convexité de la fonctionnelle à minimiser. Du fait de la compacité donnée par la contrainte de convexité, nous avons
bien existence sans convexité de J , et c’est ce qui amène à considérer ces problèmes “inhabituels” : on évoquera,
entre autres, le problème de Newton, deux conjectures célèbres liés à la convexité, à savoir la conjecture de Mahler
et la conjecture de Pólya-Szegö, des problèmes d’isopérimétrie inverse, et enfin, de type Faber-Krahn inverse, voir
la Proposition 1.1 qui énonce le phénomène de saturation pour tous ces problèmes. Dans certains cas, nous
obtenons une description bien plus précise de la géométrie des minimiseurs : les résultats les plus aboutis dans
cette direction sont les Théorèmes 1.2 et 1.3, le premier (issu de [A10] 4) affirmant que sous une hypothèse de
concavité locale de la fonctionnelle J (voir (1.18)), les formes optimales planaires sont polygonales, et le second
(issu de [A6]) qui généralise au cas de la dimension supérieure et affirme que l’espace des déformations (1.23) (via
la paramétrisation utilisée) est de dimension finie. Nous montrerons que ces résultats s’appliquent aux problèmes
de type isopérimétrie inverse (1.9) et (1.10), voir les Propositions 1.4 et 1.6.

Au Chapitre 2, on revient à des fonctionnelles J plus “classiques”, c’est-à-dire attestant d’une certaine
convexité : un exemple typique de telle fonctionnelle est la fonction périmètre P , et plus généralement nous
donnons des conditions générales sur une fonctionnelle G pour que nos résultats s’appliquent à J = P +G. Dans ce
cas, on s’attend à un phénomène de régularisation, mais qui est limité à C1,1 du fait des possibles “recollements”
entre des parties strictement convexes, et des parties qui saturent la convexité. Nous présentons deux approches, qui
suivent la distinction indiquée au début de cette introduction et qui amènent d’une part à un résultat de régularité
uniquement basé sur la condition d’optimalité d’ordre 1, et qui s’applique dans le cas planaire (voir le Théorème
2.1 issu de [A10]), et d’autre part à un résultat de régularité utilisant l’optimalité à proprement parler, et dont la
preuve consiste en la construction d’un compétiteur convexe bien choisi. Cette dernière approche (issue de [A1])
s’applique en toute dimension, et permet de considérer une plus grande classe de fonctionnelles, voir le Paragraphe
2.2. En particulier, on peut appliquer cette approche pour analyser la régularité des quasi-minimiseurs du périmètre
sous contrainte de convexité, voir (2.7).

Dans le Chapitre 3, on aborde la question évoquée en Page 7 de la régularité des formes optimales (cette
fois sans contrainte de convexité) : on traite d’abord au Paragraphe 3.1 une classe de problèmes qui consistent
à minimiser P + G parmi les ouverts de volume donné, où P est le périmètre, et G est une fonctionnelle faisant
intervenir des énergies de type Dirichlet. On démontre que les minimiseurs sont des quasi-minimiseurs du péri-
mètre, et on en déduit le Théorème 3.1 (issu de [A5]) de régularité des formes optimales ; aussi, comme on l’a
évoqué précédemment, on donne (dans le même théorème) un résultat d’existence, non classique en l’absence de
boîte de confinement. Au Paragraphe 3.2, on étudie la minimisation de la fonctionnelle H1 +C parmi les ensembles
Σ connexes et 1-dimensionnels de D (un ouvert borné de R2), où H1(Σ) désigne la longueur de Σ, et C(Σ) est sa
souplesse 5, soit l’opposé de l’énergie de Dirichlet de D \ Σ avec condition de Dirichlet. L’existence ici repose sur
la présence de la contrainte de connexité, et si du point de vue des équations d’Euler-Lagrange cette contrainte ne
pose pas de problème, du point de vue de la construction de compétiteurs on retrouvera comme pour la contrainte
de convexité la difficulté de construire des compétiteurs connexes. Nous obtenons des résultats sur la topologie et
sur la régularité des solutions, voir le Théorème 3.2 issu de [A2]. Ici on expliquera qu’on ne peut pas se ramener
à la théorie des quasi-minimiseurs de la longueur, et on devra en particulier reproduire la preuve de régularité pour
notre problème ; entre autres étapes intermédiaires, on démontrera une formule de monotonie, et on établira par un
argument de dualité un lien avec le problème de Mumford-Shah, ce qui nous permettra de classifier les “blow-up”.
Pour les deux problèmes étudiés dans ce chapitre, la difficulté consiste à contrôler la variation de la fonctionnelle
EDP (G ou C) pour des domaines a priori très irréguliers.

Le Chapitre 4 s’intéresse à la question de la stabilité des formes optimales, sujet qui a retrouvé un gain

4. La numérotation [Ax] fait référence à la bibliographie de la Page 3, alors que la numérotation [x] renvoie à la bibliographie
générale, en fin de manuscrit.

5. “compliance” en anglais
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d’intérêt dans les dix dernières années. On fait d’abord le point sur l’approche par dérivées seconde de forme, en
identifiant les hypothèses générales qui permettent de montrer qu’un point critique stable est un minimum local
(voir le Théorème 4.1 issu de [A3]), et on aborde ensuite un problème original d’optimisation de valeur propre
(la première non triviale), faisant intervenir l’opérateur de Wentzell. En particulier, afin de tester la conjecture que
la boule maximise cette valeur propre sous contrainte de volume (parmi les domaines homéomorphes à une boule
de R3), on montre la stabilité (linéaire) de celle-ci, voir le Théorème 4.3 tiré de [A7].

Le dernier Chapitre s’intéresse à un modèle classique de dynamique des populations, qui permet de représen-
ter les possibilités de survie d’une espèce en fonction de l’agencement de son environnement. La maximisation des
chances de survie se ramène à la minimisation de la valeur propre principale d’une EDP elliptique faisant interve-
nir une fonction de répartition des ressources. Il est classique que par optimalité, cette dernière sera une fonction
indicatrice, et on est ramené à la recherche de la forme optimale des zones favorables de l’environnement (dont le
volume est contraint). On aborde plusieurs conditions sur le bord de l’environnement, à savoir Dirichlet, Neumann,
et plus généralement Robin. On apporte plusieurs contributions faisant intervenir des procédés de symétrisation.
A priori ces procédés ne s’appliquent pas classiquement, du fait des conditions de bord mais on montre qu’une
adaptation des méthodes classiques combinée à plusieurs arguments nouveaux permettent de résoudre explicitement
le problème uni-dimensionnel (Théorème 5.1), et d’étudier la possibilité d’une forme optimale à symétrie de ro-
tation ; en particulier, on montre que la boule n’est presque jamais solution pour ce problème, voir les Théorèmes
5.2 et 5.3. Tous ces résultats sont issus de [A4].

Chaque chapitre s’accompagne de diverses perspectives liées aux problèmes étudiés et aux questions ouvertes
suggérées par nos résultats. Nous ajoutons en fin de manuscrit un paragraphe de perspectives plus générales, liées
à des projets qui s’inscrivent également dans le cadre de l’optimisation de forme, mais abordent des problèmes
et des questions non évoqués dans les différents Chapitres. Une adaptation des techniques développées dans ce
manuscrit pourront certainement donner des éléments de réponse pour ces problèmes, mais de nouvelles idées
devront également être apportées.



Notations

Notations générales

d : entier naturel non nul, dimension de l’espace de travail

Kd : ensemble des domaines convexes compacts de Rd

Kd0 : ensemble des corps convexes (convexes compacts d’intérieur non vide) de Rd

m0 : valeur donnée à la contrainte de volume

Hs : mesure de Hausdorff de dimension s dans Rd, s ∈ [0, d]

dimH : dimension de Hausdorffffl
A
fdµ : 1

µ(A)

´
A
fdµ

f+ : max{f, 0} (où f est un réel ou une fonction)

(r, θ) : coordonnées polaires, dans [0,+∞[×T ou [0,+∞[×Sd−1 suivant la dimension

Domaines, géométrie

Ω : désigne un sous-ensemble de Rd, souvent ouvert, parfois seulement mesurable

K : désigne un sous-ensemble convexe compact de Rd

Ω∗,K∗ : solution d’un problème d’optimisation de forme

D : ouvert borné non vide de Rd, appelé “boîte”, et qui désigne en général
une contrainte d’inclusion

D : disque unité de R2 ; pour la conjecture de Pólya-Szegö, on sera amené à voir
ce disque dans R3

Sd−1 : sphère unité de Rd

T : R/2πZ ; les fonctions définies sur T seront vues comme des fonctions sur R
et 2π-périodiques

Bd : boule euclidienne de Rd

Qd : hypercube ]− 1, 1[d

Od : octaèdre (Qd)◦

◦
A,A : intérieur, adhérence d’un ensemble A

B(x, r) : boule de centre x et de rayon r

n∂Ω : vecteur unitaire normal extérieur à ∂Ω, lorsque celui-ci existe

H∂Ω : courbure moyenne de ∂Ω (somme des courbures sectionnelles),
lorsqu’elle est bien définie

B∂Ω : seconde forme fondamentale de ∂Ω, lorsqu’elle est bien définie

∇τ : gradient tangentiel

∂n : dérivée normale extérieure

11
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Convexité

On renvoie à [190] pour les démonstrations des assertions classiques de ce paragraphe. Etant donné K ∈ Kd,
on définit :

– sa fonction support hK : Rd → R par :

hK(x) := sup { ξ · x, ξ ∈ K } .

Il est classique que hK caractérise le corps convexe K, et est (positivement) 1-homogène et convexe. De plus,
toute fonction h : Rd → R 1-homogène convexe est la fonction support d’un ensemble convexe.

On confondra souvent la donnée d’une fonction h : Rd → R 1-homogène avec sa restriction à la sphère Sd−1. En
particulier, une fonction h : Sd−1 → R sera dite convexe si son extension 1-homogène est convexe.

– Si 0 ∈
◦
K, la fonction jauge uK : Rd−1 →]0,∞[ de K est définie par :

uK(x) = inf{λ ≥ 0, x ∈ λK}

et est également 1-homogène et convexe, et caractérise K.
Si u est une fonction strictement positive sur Sd−1, alors on définit

Ωu :=

{
(r, ω) ∈ [0,∞)× Sd−1 ; r <

1

u(ω)

}
.

Ainsi, Ωu est convexe si et seulement si u est convexe, et u est alors la fonction jauge de Ωu ∈ Kd0. Si J est une
fonctionnelle de forme, alors on considèrera souvent j(u) := J(Ωu).

– la “surface area measure” de K est la mesure µK sur la sphère définie par :

µK(ω) = Hd−1(n−1
∂K(ω)), ∀ω ⊂ Sd−1

– le dual de K, est
K◦ :=

{
ξ ∈ Rd / ∀x ∈ K, x · ξ ≤ 1

}
.

Remarquons que la définition est valable si K n’est pas supposé convexe.

– Enfin, si A est un sous-ensemble de Rd, on note Conv(A) le plus petit convexe qui contient A.

Espaces fonctionnels

Ici Ω désigne un ouvert de Rd :

Ck(Ω) : espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω, k ∈ N ∪ {∞}
Ckc (Ω) : espace des fonctions Ck à support compact dans Ω

Ck,α(Ω) : espace des fonctions Ck à dérivée k-ième α-hölderienne, α ∈]0, 1]

Wm,p(Ω) : si m ∈ N, espace de Sobolev des fonctions dont la m-ième différentielle
(au sens des distributions) est dans Lp(Ω) ; on peut généraliser à m ∈ R+

Hs(Ω) : W s,2(Ω)

H1
0 (Ω) : adhérence de C∞c (Ω), pour la norme H1

M(Ω) : espace des mesures de Radon

MP (Ω) : ensemble des mesures de probabilité sur Ω

Fonctionnelles de formes

Etant donné Ω un sous-ensemble mesurable de Rd, on considérera :
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– Volume : Vol(Ω) = |Ω| désigne la volume de Ω, c’est-à-dire sa mesure de Lebesgue d-dimensionnelle.

– Périmètre : (on réfère par exemple à [164] pour plus de détails) on définit le périmètre en utilisant la formulation
de De Giorgi, à savoir :

P (Ω) := sup

{ˆ
Ω

divφdx : φ ∈ C1
c (Rd;Rd), |φ| ≤ 1 on Rd

}
. (0.5)

On rappelle que dans ce cadre l’ensemble Ω est considéré à un ensemble de mesure nulle près, et on peut choisir
un représentant tel que le bord topologique satisfait

∂Ω = {x ∈ Rd, 0 < |Ω ∩Br(x)| < |Br|, ∀r > 0}. (0.6)

On choisira toujours ce représentant, notamment les résultats de régularité sont valables pour ce représentant,
voir par exemple (3.3). Si Ω est à périmètre fini, soit P (Ω) < ∞, alors on peut définir son bord réduit ∂∗Ω
comme l’ensemble des points x ∈ Rd tel que

la limite n∂Ω(x) := lim
r→0

∇1Ω(Br(x))

|∇1Ω|(Br(x))
existe et est telle que |n∂Ω(x)| = 1,

où |∇1Ω| est la variation totale de ∇1Ω, qui est une mesure vectorielle. De plus ∂∗Ω est un sous-ensemble dense
de ∂Ω et P (Ω) = Hd−1(∂∗Ω).
Dans le Chapitre 1, on sera amené à utiliser une autre définition du périmètre, mieux adaptée aux domaines
convexes de R3, à savoir, si K ∈ K3 :

P (K) =

 H
2(∂K) si

◦
K 6= ∅,

2H2(K) sinon
(0.7)

Les valeurs diffèrent du périmètre de De Giorgi si K est d’intérieur vide, mais comme il y a peu de confusion
possible, nous utiliserons la même notation.

– Volumes de Mahler : si K ∈ Kd0, alors on définit

M(K) = |K||K◦|, P(K) = inf{|K||(K − z)◦|, z ∈
◦
K}

(attention à ne pas confondre ici le dual K◦ et l’intérieur
◦
K) qui sont respectivement les volumes de Mahler et

de Mahler non-symétrique (l’infimum ci-dessus est atteint en un point unique z = s(K) intitulé point de Santaló
de K (voir [188])).

– Largeur moyenne : si K ∈ Kd, on pose

W(K) := 2

 
Sd−1

hK

(
=

 
Sd−1

[hK(n) + hK(−n)]

)
qui est la largeur moyenne de K.

– Capacité électrostatique : si K ∈ K3, on définit

Cap(K) = inf

{ˆ
R3

|∇w|2, w ∈ C∞c (R3) tel que w = 1 sur K
}
, (0.8)

et on a Cap(K) =
´
R3\K |∇wK |

2 où wK est le potentiel électrostatique, c’est-à-dire l’unique solution de l’équation
d’Euler-Lagrange pour (0.8), à savoir :

∆wK = 0 sur R3 \K, wK = 1 sur ∂K, wK(x) −→
|x|→∞

0. (0.9)

– Energie de Dirichlet : étant donné f ∈ L2(Ω), on considère l’EDP elliptique (on suppose pour simplifier que
Ω est ouvert)

wΩ ∈ H1
0 (Ω), −∆wΩ = f dans Ω, (0.10)
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et on définit l’énergie de Dirichlet par

Ef (Ω) :=

ˆ
Ω

(
1

2
|∇wΩ|2 − f wΩ

)
= min

{ˆ
Ω

(
1

2
|∇w|2 − fw

)
, w ∈ H1

0 (Ω)

}
= −1

2

ˆ
Ω

|∇wΩ|2 = −1

2

ˆ
Ω

wΩf.

Dans le cas où f ≡ 1, l’énergie de Dirichlet est liée à la rigidité torsionnelle T (Ω), par la formule T (Ω) = −2E1(Ω).

– Valeurs propres du Laplacien-Dirichlet : On définit λ1(Ω) ≤ λ2(Ω) ≤ . . . les valeurs propres de l’opérateur
Laplacien avec condition de Dirichlet sur ∂Ω.

Avec la paramétrisation en fonction jauge, on définira

m(u) = |Ωu|, p(u) = P (Ωu), ef (u) = Ef (Ωu).

Dérivations de forme

Etant donné J une fonctionnelle de forme, définie sur une classe de domaine invariante par difféomorphismes
lipschitzien, on fixe Ω et on s’intéresse aux différentielles premières et secondes en 0 (par défaut, au sens de Fréchet)
de la fonction

JΩ : θ ∈W 1,∞(Rd,Rd) 7→ J((Id+ θ)(Ω)).

Ainsi on note
J ′(Ω).ξ = J ′Ω(0).ξ, J ′′(Ω).(ξ, ξ) = J ′′Ω (0).(ξ, ξ),

quand cela est bien défini. Si on note Θ = W 1,∞(Rd,Rd), alors J ′(Ω) est une forme linéaire continue sur Θ, et
J ′′(Ω) est une forme bilinéaire, symétrique et continue sur Θ.

On rappelle les propriétés de structure, observées par Hadamard dans le cas des dérivées premières, et dans
[177] pour les dérivées secondes : sous réserve de régularité suffisante sur Ω, il existe `1 = `J1 (Ω) forme linéaire et
`2 = `J2 (Ω) forme bilinéaire symétrique telles que

∀ξ ∈ C∞(Rd,Rd), J ′(Ω).ξ = `1(ξ · n∂Ω), J ′′(Ω).(ξ, ξ) = `2(ξ · n∂Ω, ξ · n∂Ω) + `1(Zξ)

où Zξ = B∂Ω(ξτ , ξτ )− 2∇τ (ξ · n∂Ω) · ξτ , (0.11)

où ξτ = ξ−(ξ ·n∂Ω)n∂Ω est la composante tangentielle de la déformation, etB∂Ω est la seconde forme fondamentale
de ∂Ω.

Ainsi, si ϕ ∈ W 1,∞(∂Ω), on définit ξϕ une extension Lipschitz à Rd de ϕn∂Ω qui constitue une déformation
normale, et alors

J ′(Ω).ξϕ = `1(ϕ), J ′′(Ω).(ξϕ, ξϕ) = `2(ϕ,ϕ).

On appellera différentielle de forme de J en Ω, tantôt J ′(Ω), J ′′(Ω), tantôt `J1 (Ω), `J2 (Ω), suivant le contexte.
Concluons par un exemple : si Ω est de classe C2, alors pour tout ϕ définie sur ∂Ω,

`Vol
1 (ϕ) =

ˆ
∂Ω

ϕ, `Vol
2 (ϕ) =

ˆ
∂Ω

H∂Ωϕ
2.



Chapitre 1

Contrainte de convexité et fonctionnelles localement
concaves ([A6,A8,A11], [A10, Section 4] et [A18, Section 5])

Dans ce chapitre, on présente les résultats de [40, 118, 151], [150, Section 4] et [152, Section 5]. On s’intéresse
à des problèmes d’optimisation de forme du type

min {J(Ω), Ω ∈ A, Ω convexe } , (1.1)

où A est une classe d’ouverts ou une classe de fermés 1 de Rd.
Dans ce contexte, un résultat d’existence pour le problème (1.1) est en général relativement facile à démontrer,

car la contrainte de convexité apporte de la compacité : intuitivement, elle empêche des phénomènes d’oscillations
qui obligent en général à considérer des topologies faibles, et le fait que ces oscillations soient interdites permet
d’envisager des propriétés de compacité forte. En conséquence, on peut s’intéresser à des problèmes d’optimisation
“inhabituels” ; en effet, si on a seulement compacité faible, on doit en général demander une certaine convexité de
l’énergie à minimiser pour avoir existence. Dans le cadre d’une compacité forte, on peut envisager des problèmes
non-convexes ; on verra même que dans plusieurs problèmes d’optimisation, incluant des conjectures célèbres, les
fonctionnelles qui interviennent ne sont nulle-part convexes, ou même attestent d’une certaine concavité. L’objectif
de ce chapitre est de clarifier ces notions, et de voir que de nombreux problèmes rentrent dans ce cadre 2.

1.1 Exemples de problèmes d’optimisation

Dans ce paragraphe, on liste des problèmes d’origines très variées, mais qui sont tous de la forme (1.1) ; on
verra dans les paragraphes suivants que les fonctionnelles à minimiser partagent des propriétés communes, et en
conséquence leurs minima également.

1.1.1 Problème de Newton

Historiquement, il est naturel de débuter avec le problème de résistance minimale de Newton, qui consiste à
chercher la forme à donner à un corps se déplaçant à vitesse constante (en direction et en vitesse) dans un gaz
rare, afin de minimiser sa résistance. Newton modélise ce problème en se restreignant à des ensembles convexes,
dont la base est un disque fixe orthogonal à la vitesse, et de hauteur donnée. On peut donc voir ces ensembles
comme des graphes sur le disque de fonctions concaves, et on arrive au problème de calcul de variations suivant :

min

{
F (u) :=

ˆ
D

1

1 + |∇u|2
, u : D→ [0,M ] concave

}
, (1.2)

où D = {(x, y), x2 + y2 < 1}, M ∈ R∗+ est une hauteur fixée, et F (u) modélise la résistance du domaine délimité
par D et le graphe de u. Newton se restreint alors aux formes à symétrie axiale, c’est à dire aux graphes des

1. En général on notera Ω pour un ouvert, et K pour un fermé. Pour les fonctionnelles géométriques, il ne sera pas gênant de
confondre un ensemble avec son adhérence ou son intérieur, sauf si cet ensemble est un fermé d’intérieur vide (voir (0.7)). Lorsqu’une
fonctionnelle fera intervenir une EDP, on considèrera dans ce chapitre que l’EDP est posée sur un ouvert.

2. On prévient le lecteur, afin d’éviter toute confusion, que les mots convexe/concave feront tantôt référence aux propriétés des
ensembles admissibles (ou des fonctions qui les paramètrent), qui représentent la variable d’optimisation dans (1.1), tantôt aux
propriétés de la fonctionnelle à optimiser J .
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fonctions u : D→ [0,M ] qui sont radiales. Il trouve un candidat explicite pour l’optimalité, qui se décrit par une
fonction radiale uM ayant un plateau, c’est-à-dire telle que uM (x) = M pour |x| ∈ [0, rM ] (où rM ∈]0, 1[) et qui
est strictement concave sur [rM , 1] avec uM = 0 sur ∂D (il donne une caractérisation explicite de uM et rM ). Ce
domaine se trouve en effet être optimal parmi les formes à symétrie axiale. Il faudra attendre 1996 avec [116] et
[35] pour avoir deux preuves que la solution de Newton n’est pas optimale sans restriction de symétrie, autrement
dit le problème (1.2) témoigne d’un phénomène de brisure de symétrie. Dans la première référence, P. Guasoni
exhibe (pour certaines valeurs de M) un domaine dont la résistance est inférieure à celle de la solution de Newton,
dans la seconde, Brock-Ferone-Kawohl, sur une idée de H. Brézis, observent que la solution de Newton ne satisfait
pas la condition d’optimalité d’ordre 2, qui pourtant devrait être légitime là où uM est strictement concave (cette
preuve est valable pour toute valeur de M) : autrement dit, il existe v : D→ R telle que[

uM + tv est concave et 0 ≤ uM + tv ≤M
]
pour tout |t| petit, et F ′′(uM ).(v, v) < 0,

et ceci contredit l’optimalité de uM .
Dans les années qui suivent, plusieurs travaux ([141, 142, 61, 59, 143, 144, 76, 77, 62, 63, 145, 78, 60]),

principalement menés par T. Lachand-Robert et co-auteurs (M. Comte, G. Carlier, B. Maury, M. Peletier), amènent
une meilleur compréhension du problème de Newton, et de la contrainte de convexité en général. Ces lignes
s’inspirent d’ailleurs du mémoire d’habilitation [139] de T. Lachand-Robert, et le travail décrit dans la suite de
cette partie est fortement inspirée de ces travaux. On reviendra d’ailleurs sur certains de ceux-ci dans la suite.

Cet exemple du problème de Newton permet de voir se dessiner les principales particularités d’un problème
d’optimisation sous contrainte de convexité. Comme on l’a dit précédemment, un résultat d’existence est facile à
obtenir, et on observe que si on supprime la contrainte de convexité des ensembles (i.e. la concavité des fonctions
u dans (1.2)), le problème n’a pas de minimum : il suffit de prendre une fonction u très oscillante pour voir que
l’infimum est nul 3. On peut lier cette remarque au fait que la fonctionnelle F n’est pas convexe ; on verra même
par la suite que F est en fait “nulle par convexe”.

1.1.2 Conjecture de Mahler

On rappelle (voir aussi la page de Notation en début de manuscrit) que Kd désigne l’ensemble des convexes
compacts de Rd, et Kd0 l’ensembles des corps convexes 4 de Rd. Si K ∈ Kd0, on considère le volume de MahlerM(K)

de K comme le produit du volume de K et de celui de son dual polaire :

M(K) := |K||K◦|.

On dit également que K est symétrique si −K = K. Dans ce cas, on peut interpréter K comme la boule unité
fermée d’une norme de Rd, et K◦, également symétrique, est alors la boule unité de la norme duale.

Version symétrique :
La version symétrique de la conjecture de Mahler consiste à savoir si l’inégalité suivante est valable pour tout

corps convexe symétrique K :
M(Qd) ≤M(K), (1.3)

où Qd est le cube unité de Rd ; autrement dit, on demande si le cube est solution de

min
{
|K||K◦|, K ∈ Kd0, −K = K

}
, (1.4)

ce qui signifie que la norme infinie (dont Qd est la boule unité) a un volume de Mahler minimal parmi les normes
de Rd.

Dans [26] un résultat important affirme que l’inégalité est valable à un facteur exponentiel près. Dans [138],
Kuperberg améliore la constante du facteur exponentiel et montre :

∀K corps convexe symétrique de Rd, (π/4)d−1M(Qd) ≤M(K).

3. C’est une remarque déjà faite par Legendre en critique des travaux de Newton ; il est à noter que dans le cas d’une fonction u
oscillante, la valeur F (u) ne représente plus la résistance du domaine délimité par D et le graphe de u dans la modélisation de Newton,
mais est quand même bien définie, si on s’affranchit de la question physique initiale.

4. compact convexe d’intérieur non vide
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En dimension d = 2, une preuve de (1.3) est donnée dans le papier original de Mahler [165]. Il a également été
montré par Reisner dans [183] que le cas dégalité dans (1.3) est atteint si et seulement si K est un parallélogramme.
En dimension supérieure, et donc même en dimension 3, (1.3) reste une question ouverte.

Il est intéressant de remarquer ici que Qd n’est pas le seul minimiseur attendu. Premièrement, le volume de
Mahler est invariant par dualité (M(K) = M(K◦)) et donc Od := (Qd)◦ (octaèdre de dimension d) a une énergie
égale à celle du cube. Ensuite M est aussi invariant par affinité, au sens où si T : Rd → Rd est une application
linéaire inversible, alors M(T (K)) = M(K). Ceci explique qu’en dimension 2, tout parallélogramme est solution.
Enfin, et ceci est plus difficile à appréhender, il y a une sorte d’invariance avec la dimension, dans le sens où on
peut montrer :

M(Qd1 ×Od2) =
M(Qd1)M(Od2)(

d1 + d2

d1

) = M(Qd1+d2),

puisque M(Qd) = 4d

d! . Ainsi le produit de cubes et d’octaèdres, le dual d’un produit de cubes et d’octaèdres, etc...
seront aussi des minimiseurs si la conjecture est valide, ce qui augmente le nombre de candidats avec la dimension.
On appelle les domaines ainsi construits les polytopes de Hanner. Néanmoins, en dimension 2, le carré est le seul
minimiseur (à transformation linéaire près), puisque son dual lui est linéairement équivalent, et en dimension 3,
seuls le cube et son dual l’octaèdre sont les minimiseurs attendus, à transformation linéaire près.

On peut également faire les remarques suivantes (voir également [197]) :

– on montre facilement existence d’un convexe optimal : il suffit de tirer parti de l’invariance par application
linéaire et de considérer grâce au Théorème de John les convexes K tels que Bd ⊂ K ⊂ d.Bd : on borne ainsi
les ensembles admissibles et on évite également les phénomènes d’aplatissement.

– Si on se passe de la contrainte de convexité, du fait que K◦ = Conv(K)◦, il est facile de construire K tel que
|K||K◦| soit proche de 0, donc il n’y a pas de minimum.

– Le problème de maximisation revient à l’inégalité de Blaschke-Santalò, qui dit que

∀K corps symétrique convexe, M(K) ≤M(Bd),

où Bd désigne la boule unité euclidienne, et le cas d’égalité n’est possible que si K est un ellipsoide. C’est donc la
norme euclidienne qui maximise le volume de Mahler. Ici on a un problème d’optimisation sans réelle contrainte
de convexité : en constatant queM(K) ≤M(Conv(K)), on voit que l’inégalité est valable si K n’est pas supposé
convexe.

– Afin de supporter la conjecture, il est démontré que les candidats à l’optimalité sont des minimiseurs locaux 5 :
cela a été fait d’abord pour le cube dans [174] puis dans [131] pour tous les autres minimiseurs conjecturés
(polytopes de Hanner).

Version non symétrique :
On peut aussi poser une version non-symétrique de la conjecture de Mahler, peut-être plus facile à analyser

puisque le phénomène de multiplicité des minimiseurs avec la dimension n’apparaît pas : précisément, afin de
donner une propriété d’invariance par translation du problème, on introduit le volume de Mahler non-symétrique :

P(K) = inf{|K||(K − z)◦|, z ∈
◦
K},

(attention à ne pas confondre ici le dual K◦ et l’intérieur
◦
K) et en notant ∆d un simplexe non dégénéré de Rd (la

valeur de P est indépendante du choix du simplexe), il est conjecturé (voir [165, 132]) que ∆d est l’unique solution
(à transformation affine près) de

min
{
P(K), K ∈ Kd0

}
. (1.5)

On peut faire les mêmes remarques que pour la version symétrique du problème, en particulier il est montré dans
[132] que le simplexe est un minimiseur local.

5. pour la distance de Banach-Mazur
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1.1.3 Conjecture de Pólya-Szegö

Ici on s’intéresse à une inégalité qui lie un terme géométrique (le périmètre) avec un terme de type EDP (la
capacité électrostatique). Plus précisément, si K ∈ K3, on considère P le périmètre de K défini par :

P (K) =

 H
2(∂K) si

◦
K 6= ∅

2H2(K) sinon
,

où l’extension au cas d’intérieur vide permet d’avoir P continu sur K3 pour la distance de Hausdorff, et on définit
Cap(K) par

Cap(K) = inf

{ˆ
R3

|∇w|2, w ∈ C∞c (R3) tel que w = 1 sur K
}
,

qui représente la capacité électrostatique de K (liée à la théorie du potentiel).
La conjecture de Pólya-Szegö consiste à savoir si l’inégalité suivante est valable pour tout convexe compact de

R3 tel que H2(K) > 0 (afin d’avoir P (K) > 0) :

Cap(K)2

P (K)
≥ Cap(D)2

P (D)
,

où D = {(x, y), x2 + y2 ≤ 1}×{0}. Autrement dit, la question est de savoir si le disque 2-dimensionnel est solution
du problème

min

{
Cap(K)2

P (K)
, K ∈ K3 tel que H2(K) > 0

}
. (1.6)

L’énergie considérée étant invariante par homothétie, ce problème est équivalent 6 à la minimisation de la capacité
parmi les corps convexes de périmètre donné, ou encore à la minimisation de Cap2−µP où µ = inf

{
Cap(K)2

P (K)

}
∈ R∗+

est la valeur minimale.
Comme pour le problème de Mahler, on peut faire les remarques suivantes :

– pour montrer l’existence, il suffit de remarquer que les suites minimisantes ne convergent pas vers un convexe
1-dimensionnel (qui ne satisferait pas la contrainte H2(K) > 0), voir [80],

– si on enlève la contrainte de convexité, on peut voir que l’infimum est nul et n’est pas atteint : il suffit de
considérer un ensemble inclus dans une boule fixe (sa capacité sera contrôlée par monotonie) et dont le bord est
de périmètre très grand,

– le supremum de l’énergie est +∞, et une suite d’ellipsoïdes convergeant vers un segment est une suite maximi-
sante (voir [80]),

– dans [100], différentes classes de domaines presque plats sont considérées et il est montré que le disque a une
énergie inférieure (remarquons qu’il est connu que le disque est optimal parmi les convexes plats, voir [80]).

1.1.4 Problèmes isopérimétriques inverses

Commençons par citer l’inégalité isopérimétrique inverse due à K. Ball (voir [10]) : sans contrainte, on voit que
le supremum du ratio isopérimétrique est +∞, même parmi les corps convexes. Mais on peut forcer une invariance
par application linéaire en considérant, pour K ∈ Kd0 :

I(K) := min
T∈GLd(R)

{
P (T (K))

|T (K)| d−1
d

}
, (1.7)

qui sélectionne le meilleur arrangement affine de K par rapport au ratio isopérimétrique, et par suite considérer
les problèmes d’optimisation

max
{
I(K),K ∈ Kd0

}
, max

{
I(K),K ∈ Kd0, −K = K

}
. (1.8)

K. Ball montre que le simplexe et le cube sont les solutions respectives de ces problèmes.

6. Ce qui signifie que les minima sont les mêmes, à homothétie près.
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Dans l’esprit de cet exemple, on peut introduire une classe de problème qu’on qualifiera de type “isopérimétrie
inverse” 7 :

min{F (|Ω|, Ef (Ω), λ1(Ω))− P (Ω) ; Ω ouvert convexe tel que D1 ⊂ Ω ⊂ D2} (1.9)

où F : R3 → R (voir page 12 pour une définition des fonctionnelles de forme qui interviennent) et D1 ⊂ D2

sont des ouverts convexes de Rd. Si on suppose D1 6= ∅ et D2 borné (et F continue), on montre facilement un
résultat d’existence ; sinon, il faut étudier les suites minimisantes et exclure des phénomènes d’aplatissement et de
divergence à l’infini.

La fonctionnelle est de même nature que pour le problème de Pólya-Szegö qui se ramène à minimiser Cap2−µP
pour un réel µ > 0. Néanmoins on verra que le cas de la fonctionnelle de Pólya-Szegö est plus difficile à analyser
car l’énergie est définie à partir d’une EDP sur l’extérieur du domaine, voir le Paragraphe 1.6.2.

On peut aussi inclure une contrainte de volume, et s’intéresser aux problèmes

min{G(Ef (Ω), λ1(Ω))− P (Ω) ; Ω convexe de Rd, |Ω| = m0}, (1.10)

où m0 ∈]0,+∞[ et G : R2 → R. Par exemple, le problème suivant :

min{µλ1(Ω)− P (Ω) ; Ω convexe de R2, |Ω| = m0},

admet une solution (pour µ ≥ 0), et mesure une compétition entre la minimisation de λ1 qui donne un disque
(si µ = +∞) et la maximisation du périmètre si µ = 0 (pour lequel des ouverts d’aire fixe et qui s’aplatissent
fournissent une suite maximisante).

1.1.5 Problèmes de Faber-Krahn inverses

Dans [39], motivé par la question d’adapter l’inégalité de Mahler ((1.4) pour d = 2) en remplaçant la fonction
aire par la première valeur propre du Laplacien-Dirichlet, les auteurs ont été amenés à considérer la question d’une
inégalité de Faber-Krahn inverse, dans le même esprit que (1.8) : le cube est-il solution de

max
{
λ̃1(Ω),Ω ouvert borné convexe et symétrique de Rd

}
,

où λ̃1(Ω) = min
T∈GLd(R)

{
λ1(T (Ω))|T (Ω)| 2d

}
?

De façon similaire, on peut s’intéresser à des problèmes du type :

max {µ|Ω|+ λ1(Ω), Ω ouvert convexe tel que D1 ⊂ Ω ⊂ D2} , (1.11)

où µ ∈ R+, ou encore

max {λ1(Ω), Ω ouvert convexe tel que Ω ⊂ D et |Ω| = m0} , (1.12)

où 0 < m0 < |D|.
Notons que dans [39], il est montré que parmi les octagones ayant deux symétries orthogonales et pour lesquels

(±1, 0) et (0,±1) sont des sommets, le carré maximise l’énergie de Faber-Krahn :

max{λ1(Ω)|Ω|}.

1.2 Saturation de la contrainte de convexité

1.2.1 Résultat principal

Notre premier résultat consiste à remarquer que pour tous les problèmes présentés au Paragraphe 1.1, les formes
optimales saturent la contrainte de convexité au sens suivant (cet énoncé combine des résultats de [40, 118, 152]) :

7. On préfère ici ajouter des contraintes d’inclusion plutôt qu’une invariance par application linéaire comme (1.7), mais on pourrait
également s’intéresser à calquer plus précisément (1.7) : ceci nécessite de ne considérer que des fonctionnelles invariantes par homothétie.



20 Contrainte de convexité et fonctionnelles localement concaves

Proposition 1.1 Soit K∗ ∈ Kd0 un minimiseur pour (1.4), (1.5), (1.6), (1.9), (1.10), (1.11) ou (1.12) 8. Si ∂K∗

est de classe C2 sur ω un ouvert relatif de ∂K∗ 9, alors la courbure de Gauss s’annule sur ω.

Autrement dit, la courbure de Gauss d’un minimiseur ne peut pas être strictement positive là où elle est définie
au sens classique. Un phénomène similaire a été observé par H. Berestycki pour le problème de Newton (voir [35,
Remark 3.4]).

Dans tous les cas considérés, l’idée repose sur le fait que la fonctionnelle à minimiser J n’est nulle part convexe ;
comme plusieurs paramétrisations sont possibles, précisons cette notion en considérant que F est définie sur un
espace fonctionnel X, comme dans (1.2). On dira que F n’est nulle part convexe sur Y ⊂ X si

∀u ∈ Y,∃v ∈ X, F ′′(u).(v, v) < 0. (1.13)

Dans ce cas, un minimiseur de F sur Y devra saturer les contraintes, au sens où si u ∈ Y et s’il existe v ∈ X tel
que u + tv ∈ Y pour tout |t| petit, alors u ne peut être un minimiseur de F sur Y , puisqu’il ne satisfait pas le
condition d’optimalité d’ordre 2.

La Proposition 1.1 donne une information qualitative intéressante sur les minimiseurs, mais on peut naturelle-
ment se demander comment on peut l’améliorer, par exemple en se passant de l’hypothèse de régularité. Dans le
cas du problème de Newton, le phénomène a été largement précisé dans [143], avec l’énoncé suivant :

Théorème 1.1 (Lachand-Robert - Peletier) Soit D un ouvert convexe de R2,M > 0, u0 solution du problème

min

{ˆ
D

f(∇u)dx, u : D → [0,M ] concave
}

où on suppose que f : R2 → R+ est de classe C3, n’est nulle part convexe (en tout point p ∈ Rd, D2f(p) a une valeur
propre strictement négative) ainsi que l’hypothèse technique([
D2f(p).(q, q) = 0 et D3f(p).(q, q, q) = 0

]
⇒ q = 0

)
. Alors u0 n’est strictement concave sur aucun ouvert de D.

Autrement dit, le graphe de u0 contient un ensemble dense de segments. Ce résultat s’applique en particulier au
problème de Newton pour lequel f(p) = 1

1+|p|2 .
Dans le cas de la conjecture de Pólya-Szegö, N. Fusco et X. Zhong démontrent dans [106] une amélioration

de la Proposition 1.1, en affaiblissant les hypothèses de régularité, dans la même direction que le Théorème 1.1,
mais en se basant sur des propriétés très différentes de la fonctionnelle : en l’occurrence ils donnent des conditions
suffisantes pour pouvoir écrire une condition d’optimalité d’ordre 1 qui amène à un phénomène de régularisation,
afin de pouvoir appliquer la Proposition 1.1.

Pour le cas du problème de Mahler, la même propriété a été obtenue en affaiblissant légèrement l’hypothèse
de régularité, voir [184]. Notons que c’est une version localisée du résultat de A. Stancu [195].

Au Paragraphe 1.2.3 et dans le reste de ce chapitre, nous décrivons d’autres améliorations de la Proposition
1.1.

1.2.2 À propos de la preuve de la Proposition 1.1

Problème de Pólya-Szegö et isopérimétrie inverse [40, Partie 4]

L’idée consiste à écrire les dérivées secondes de forme (voir page 14 et le Paragraphe 4.1). Écrivons par exemple
les dérivées secondes du périmètre et de la capacité (pour d’autres exemples, voir [121] ou [83]) : pour tout
ϕ ∈ C2(∂K),

`P2 (K)(ϕ,ϕ) =

ˆ
∂K

|∇τϕ|2 + [H2
∂K − ‖B∂K‖2]ϕ2,

`Cap
2 (K)(ϕ,ϕ) =

ˆ
∂K

[
2[ϕ∂nw]D[ϕ∂nw]− ∂nw(D2w · [n,n])ϕ2

]
8. Si le problème considéré est naturellement posé sur une classe d’ouverts, on considère K∗ = Ω∗ où Ω∗ est un ouvert minimiseur.
9. Dans les cas (1.9), (1.11) et (1.12) où il y a contrainte d’inclusion D1 ⊂ Ω ⊂ D2 ou Ω ⊂ D, on suppose ω ∩ (∂D1 ∪ ∂D2) = ∅ ou

ω ∩ ∂D = ∅)
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où ‖B∂K‖2 est la somme des carrés des courbures principales (qui sont les valeurs propres de B∂K), ∇τ désigne
le gradient tangentiel, w est le potentiel électrostatique de K (solution de (0.9)), et D est l’opérateur de Dirichlet-
à-Neumann sur R3 \K, c’est-à-dire si f ∈ H 1

2 (∂K), alors D(f) = ∂nzf où zf est l’unique solution faible de

∆zf = 0, dans R3 \K, zf = f sur ∂K, zf ∈ C∞c (R3 \
◦
K),

où la fermeture est prise pour la norme w 7→
´
R3\K |∇w|

2.
Ces formules sont valables en supposant suffisamment de régularité de ∂K, disons C2. Mais on n’a pas besoin

d’une telle régularité globalement : on suppose donc que la déformation ϕ est supportée sur un ensemble ω ⊂ ∂K
où le bord est de classe C2.

On observe alors que `P2 (K) contient un terme coercif en la semi-norme H1(∂K) de ϕ ; sans s’intéresser au signe
de `Cap

2 (K), on peut simplement remarquer qu’il s’agit d’une forme quadratique continue pour la norme H
1
2 (∂K).

Supposons donc que K∗ est un ensemble minimal de J − P avec J = 1
µCap

2 et µ = inf
{

Cap(K)2

P (K)

}
∈ R∗+. Les

conditions d’optimalité s’écrivent alors

`J−P1 (K∗)(ϕ) = 0 et `J−P2 (K∗)(ϕ,ϕ) ≥ 0. (1.14)

Ceci est valable pour tout ϕ tel que (Id + tξϕ)(K∗) est convexe pour tout t petit (en valeur absolue), où ξϕ est
une extension à R3 de la déformation normale ϕn∂K∗ définie sur ∂K∗. Dans le cas simple qui nous intéresse ici,
à savoir en supposant par l’absurde que la courbure de Gauss est strictement positive sur ω, toutes les fonctions
ϕ supportées dans ω sont admissibles. En combinant cette inégalité d’ordre 2 avec les calculs précédents, on en
déduit :

∀ϕ ∈ C2
c (ω), |ϕ|H1 ≤ C‖ϕ‖

H
1
2

ce qui constitue une contradiction.
Des calculs similaires amènent au même résultat si Ω∗ est solution de (1.9) avec

J = F (| · |, Ef (·), λ1(·)) : en effet, on constate que `Ef2 , `λ1
2 sont des formes quadratiques continues pour la norme

H
1
2 (∂Ω∗), et que `Vol

2 est une forme quadratique continue pour la norme L2(∂Ω∗). On ainsi démontré la Proposition
1.1 dans les cas (1.6) et (1.9).

Le cas du problème (1.10) où on doit gérer la contrainte de volume se traite de la même manière : en effet
(1.14) est remplacée par

`J−P−µVol
2 (Ω∗)(ϕ,ϕ) ≥ 0, pour tout ϕ tel que `Vol

1 (Ω∗)(ϕ) =

ˆ
∂Ω∗

ϕ = 0

où µ est un multiplicateur de Lagrange, ce qui amène également à une contradiction.

Problème de Mahler [118, Partie 3]

Ici on a préféré écrire la fonctionnelle avec la fonction support h = hK : le problème de Mahler s’écrit dans
cette paramétrisation :

inf

{
J(h) :=

1

d

ˆ
Sd−1

hdet(h′′ + hId)dσ
1

d

ˆ
Sd−1

h−ddσ, h : Sd−1 →]0,∞[ convexe, paire et C2

}
.

où h′′ est la matrice des dérivées secondes dans des coordonnées sphériques.
On suppose donc que ω ⊂ ∂K est de classe C2 et de courbure de Gauss strictement positive sur ω : alors

classiquement U := n−1
∂K(ω) est un ouvert non vide de Sd−1, hK est de classe C2 sur U , et det(h′′K + hKId) > 0

sur U . En tirant ensuite parti des calculs de [72], nous montrons ([118, Proposition 2.3, Corollary 2.4]) que si h0

est tel que det(h′′0 + h0Id) > 0 sur U , alors J satisfait

∀v ∈ C∞c (V ), J ′′(h0).(v, v) ≤ −α|v|2H1
0 (Ω) + β‖v‖2L2(Ω),

où V b U et α = α(h0, V ) > 0, β = β(h0, V ) ∈ R. Le même raisonnement que ci-dessus montre alors qu’un tel K
ne peut pas être un minimiseur car il ne peut pas satisfaire la condition d’optimalité d’ordre 2 ; la seule différence
consiste à s’assurer qu’on peut construire des déformations qui préservent la symétrie, ce qui est facile. La preuve
du cas non-symétrique n’apporte pas de difficulté, et donc on a montré la Proposition 1.1 dans les cas (1.4) et(1.5).
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Problème de Faber-Krahn inverse [152, Partie 5]

Jusqu’à présent nous n’avons pas eu besoin d’étudier le signe de la dérivée seconde pour un terme de type
EDP, mais dans le cas du problème de Faber-Krahn inverse, on cherche à faire la même preuve que le problème
isopérimétrique inverse, où λ1 prend le rôle du périmètre. On observe que

`λ1
2 (K)(ϕ,ϕ) ≥ α|ϕ|2

H
1
2
− β‖ϕ‖2L2

où α > 0, β ∈ R, voir les détails dans [152, Partie 5]. On conclut comme précédemment, d’où une démonstration
de la Proposition 1.1 dans les cas (1.11) et (1.12). �

1.2.3 Améliorations

On a pu constater dans les calculs précédents que les fonctionnelles étudiées satisfont une propriété du type
(voir les notations de (1.13))

∀u ∈ Y,∃(α > 0, β ∈ R), ∀v ∈ X, F ′′(u).(v, v) ≤ −α|v|2Hs1 + β‖v‖2Hs2 (1.15)

où 0 ≤ s2 < s1 ≤ 1. Cette propriété est plus forte que (1.13), et nous l’appellerons concavité locale de F car elle
implique F ′′(u).(v, v) < 0 si v est à support petit : en effet

−α|v|2Hs1 + β‖v‖2Hs2 ≤ [β − αµ(Supp(v))] ‖v‖2Hs2

où β = β(u), et

µ(A) = inf

{
|v|2Hs1
‖v‖2Hs2

, v ∈ C2
c (A) \ {0}

}
est une sorte de valeur propre (si s1 = 1 et s2 = 0 on retrouve la première valeur propre du Laplacien-Dirichlet
sur A). On observe que µ(A) est grand si A est petit (inclus dans une boule de petit rayon), et donc on a bien
F ′′(u).(v, v) < 0 si Supp(v) est assez petit.

Notre objectif principal dans la suite de ce chapitre, consistera à améliorer la Proposition 1.1, tirant parti du
fait que la fonctionnelle étudiée possède une propriété de concavité. On obtiendra 3 types de résultats :

– le cas de fonctionnelles possédant une concavité “globale”, autrement dit satisfaisant une inégalité du type Brunn-
Minkowski pour une structure définie sur l’ensemble des convexes ; ces résultats sont issus de [40] et décrits au
Paragraphe 1.3. On en déduit par exemple que les solutions d’un problème de Pólya-Szegö adapté à la p-capacité
dans R2 donne des solutions qui sont des triangles ou des segments.

– le cas de la dimension 2 : dans le cas planaire, on paramétrise les ensembles convexes par leurs fonctions jauges,
et on montre d’une part que les minimiseurs d’une fonctionnelle localement concave sont des polygones, d’autre
part on donne des exemples de telles fonctions (par rapport au Paragraphe 1.2, il faut montrer que (1.15) est
valable sans hypothèse sur la régularité de u). Ces résultats sont initiés dans [149] et développés dans [150] et
[151], voir les Paragraphes 1.4 et 1.6. On les applique par exemple aux problèmes (1.4), (1.9) et (1.10).

– en dimension quelconque, on utilise à nouveau la paramétrisation par la fonction jauge, et on montre que les
minimiseurs d’une fonction localement concave a un espace de déformations admissibles de dimension finie : ceci
est une version nettement améliorée de la propriété de courbure de Gauss nulle, car elle se passe d’hypothèse
de régularité, et permet de retrouver dans le cas planaire la propriété de polygone évoquée au point précédent ;
ces résultats sont issus de [151]. Malheureusement, on verra que cette propriété n’implique pas que les domaines
sont polyédraux, et la caractérisation géométrique de cette propriété n’est pas encore claire. On applique ces
résultats aux problèmes (1.9) et (1.10).

Ces résultats permettent de traiter un vaste panel de problèmes, néanmoins à partir de la dimension 3, ils
ne s’appliquent pas aux conjectures de Mahler ou de Pólya-Szegö. On expliquera les difficultés supplémentaires
qu’amènent ces deux conjectures.



Cas de fonctionnelles globalement concaves 23

1.3 Cas de fonctionnelles globalement concaves

Dans ce paragraphe on décrit les résultats des parties 2 et 3 de [40]. L’idée est d’appliquer les inégalités de
concavité issues de la géométrie convexe, aux problèmes d’optimisation. Une application des résultats de cette
partie est par exemple que les solutions de

min
{
Capp(K), K ∈ K2, P (K) = p0

}
où Capp(K) est la p-capacité 10 et p ∈]1, 2[, est nécessairement un triangle ou un segment. Néanmoins, on montre
que ces approches ne fonctionnent que sous des hypothèses très fortes sur les fonctionnelles, ce qui motive les
approches plus analytiques des paragraphes suivants, qui s’appliquent à une plus grande variété de fonctionnelles.

Il est naturel d’attendre que des propriétés de concavité d’une fonctionnelle géométrique, donnent des infor-
mations sur ses minimiseurs, en l’occurrence qu’ils soient extrêmaux dans l’ensemble des formes admissibles. Bien
sûr, les notions de concavité et d’extrêmalité dépendent de la structure algébrique donnée à Kd. Le choix de la
structure est crucial, et on cherche une balance entre deux requêtes : que la fonctionnelle soit concave et que
l’ensemble des domaines extrêmaux soit le plus restreint possible.

La structure algébrique la plus connue est la somme de Minkowski ; une autre structure classique est la somme
de Blaschke, dont on expliquera l’importance ci-dessous. Ces deux structures coïncident dans le cas planaire, mais
sont très différentes en dimension d ≥ 3. Rappelons-en les définitions :

– la somme de Minkowski s’écrit simplement K+L = {k+ l, k ∈ K, l ∈ L} si (K,L) ∈ Kd, et on peut aussi définir
t.K = {tk, k ∈ K} si t ∈ R+ et K ∈ Kd. Si on note hK la fonction support de K ∈ Kd, alors il est intéressant
de noter que K 7→ hK est (positivement) linéaire pour la somme de Minkowski. En particulier, l’application de
largeur moyenne,

W(K) := 2

 
Sd−1

hK

(
=

 
Sd−1

[hK(ν) + hK(−ν)]

)
est linéaire (et c’est la seule à coefficient multiplicatif près, parmi les fonctionnelles homogènes, invariantes par
translation et rotation, et continue pour la topologie de Hausdorff).

– pour définir la somme de Blaschke, on doit introduire la “surface area measure” : à chaque convexe K ∈ Kd0, on
associe

µK : ω 7→ Hd−1(n−1
∂K(ω))

(n∂K : ∂K → Sd−1 est l’application normale extérieure unitaire, bien définie presque partout) qui est une
mesure d’Alexandrov, c’est-à-dire une mesure positive sur la sphère, de barycentre nul, et non concentrée sur
un équateur : on noteMA(Sd−1) l’ensemble des mesures d’Alexandrov. Le Théorème d’Alexandrov-Minkowski
affirme que l’application K ∈ Kd0 7→ µK ∈ MA(Sd−1) est surjective, et injective à translation de K près. Ainsi,
on peut transporter la structure deMA(Sd−1) à Kd0, c’est-à-dire que K

.
+ L est défini comme l’unique convexe

tel que µ
K
.
+L

= µK + µL, et de même pour la multiplication par un scalaire strictement positif. Dans ce cas,
c’est l’application périmètre qui est linéaire, puisque P (K) = µK(Sd−1).

Le choix de la bonne structure n’est pas toujours simple, mais il devient relativement naturel lorsqu’une des
fonctionnelles intervenant dans le problème peut être linéaire pour une structure. Notamment on s’intéresse à des
problèmes de la forme

min
{
F (K), K ∈ Kd, G(K) = g0

}
,

où F et G sont des fonctionnelles de forme homogènes (un tel problème est équivalent à la minimisation de F
1
α

G
1
β

où α, β sont les degrés d’homogénéité de F et G) : si G =W on choisira la somme de Minkowski, et si G = P , la
somme de Blaschke.

Dans la structure de Minkowski, l’inégalité de concavité la plus connue est bien sûr l’inégalité de Brunn-
Minkowski pour le volume, qui est au centre de la géométrie convexe (voir par exemple l’article de survey [108]).

10. On définit la p-capacité de Rd par

Capp(K) = inf

{ˆ
Rd
|∇w|p, w ∈ C∞c (Rd), w ≥ 1 sur K

}
.
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Des inégalités semblables ont été obtenues pour des énergies variationnelles elliptiques avec conditions de Dirichlet :
une liste non-exhaustive contient λ1 ([28]), Cap ([24, 53]), la rigidité torsionnelle T ([25]), la p-capacité ([75]), la
capacité logarithmique ([73]), la première valeur propre de l’opérateur de Monge-Ampère ([186]), la constante de
Bernoulli ([16]).

Avec les remarques précédentes, nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 1.2 Supposons que F : Kn → R+ est homogène de degré α 6= 0, continue pour la métrique de
Hausdorff, invariante par translation et rotation, et satisfait une inégalité de Brunn-Minkowski stricte (le cas
d’égalité correspond à des ensembles homothétiques). Alors si K∗ est solution de

min

{
F 1/α(K)

W(K)
, K ∈ Kn

}
,

alors K∗ est indécomposable, c’est-à-dire qu’il ne peut pas s’écrire comme la somme de deux convexes non homo-
thétiques.

Ce résultat est très utile en dimension 2, car les seuls convexes indécomposables de R2 sont les segments et
les triangles. Comme on l’a remarqué précédemment, ceci s’applique par exemple à la fonctionnelle de p-capacité,
ou également à la capacité logarithmique. Dans ce dernier cas, il est montré que la solution est un segment ([182,
page 51]). A notre connaissance la question est ouverte pour la p-capacité.

Remarquons 11 qu’on peut également montrer que sous les mêmes hypothèses que dans la Proposition 1.2, si
l’on se restreint aux convexes symétriques de R2, alors le minimum est un segment. En effet, du fait de l’inégalité de
Brunn-Minkowski, on peut montrer que parmi les zonotopes (somme finie de segments) la fonction J est minimale
en un segment. Ainsi par continuité, le résultat est valable parmi les zonoïdes (limites au sens de Hausdorff de
zonotopes), et ce en toute dimension. Or en dimension 2, les zonoïdes sont exactement les ensembles convexes
symétriques. Cette remarque s’applique comme précédemment à la p-capacité dans R2.

En dimension d ≥ 3, l’indécomposabilité est malheureusement un résultat bien plus faible qu’en dimension 2,
puisque les indécomposables forment un Gδ-dense dans Kd si d ≥ 3 (voir [190]). Néanmoins, on peut en déduire
une information géométrique dans l’esprit du Théorème 1.1 et du résultat de N. Fusco et X. Zhong [106] : en effet
un résultat de Sallee [187] affirme que si ∂K contient un voisinage ω qui ne contient pas de segment et qui est
ε-régulier au sens que ∀x ∈ ω,∃y ∈ Rd, x ∈ (y + εBd) ⊂ K, alors K n’est pas indécomposable.

Au contraire, pour la structure de Blaschke, un théorème dû à Bronshtein caractérise les simplexes (enveloppe
convexe de d + 1 points de Rd) comme les uniques ensembles indécomposables, et ce en toute dimension. Ainsi
nous démontrons :

Proposition 1.3 Supposons que F : Kn → R+ est homogène de degré α 6= 0, continue pour la distance de
Hausdorff, invariante par translation et rotation, et satisfait une inégalité de Kneser-Süss, c’est-à-dire

F (n−1)/α(K
.
+ L) ≥ F (n−1)/α(K) + F (n−1)/α(L) ∀K,L ∈ Kn0 . (1.16)

Si K∗ est solution de

min

{
J(K) :=

F (d−1)/α(K)

P (K)
, K ∈ Kn0

}
,

alors K∗ est soit un simplexe de Rd, soit un élément de Kd \ Kd0.

Du fait de ce résultat, il paraît intéressant de voir quelles fonctionnelles sont “Blaschke-concaves” (i.e. satisfont
(1.16)). La seule inégalité pour cette structure qui nous est connue est l’inégalité de Kneser-Süss, qui affirme
que le volume satisfait (1.16). Nous démontrons en fait que les autres fonctionnelles classiques (Cap et λ1) ne
satisfont pas une inégalité de Kneser-Süss : pour la preuve dans le cas F = Cap, nous étudions le problème de
maximisation de J , qui devrait être résolu par une boule si on avait (1.16) (pour cela on utilise [113] qui donne un
équivalent du Théorème d’Hadwiger pour la structure de Blaschke, à savoir que pour tout corps convexe, il existe
une suite de moyenne de rotations de K qui converge vers Bd), or ce n’est pas le cas d’après [80]. Par une preuve
similaire, nous montrons également que λ2, seconde valeur propre du laplacien-dirichlet, ne satisfait par l’inégalité
de Brunn-Minkowski (ce qui répond à une question ouverte de [71]).

11. Merci à Ilaria Fragalà qui m’a communiqué cette idée
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Nous démontrons néanmoins dans [40] qu’il est possible de construire de nouvelles structures sur Kd0, qui
fournissent une propriété de concavité pour les fonctionnelles précédentes. On remarque en effet que la raison
cruciale qui fait que l’inégalité de Kneser-Süss est valable pour le volume, est que sa variation première (pour une
perturbation de type Minkowski) est liée à la structure de Blaschke, par la formule

d

dt
|K + tL|t=0+ =

ˆ
Sd−1

hKdµK .

Afin de travailler avec d’autres fonctionnelles que le volume, on s’intéresse donc à leurs variations premières. On
obtient ainsi des structures et des équivalents de l’inégalité de Kneser-Süss dans ces nouvelles structures. Une
telle construction est possible si on a un équivalent du Théorème d’Alexandrov-Minkowski : c’est le cas pour de
nombreux exemples importants, comme la capacité, la rigidité torsionnelle, et λ1, voir [126, 125, 74]. On montre
l’équivalent du Théorème de Bronshtein pour ces structures, à savoir que les simplexes sont les seuls ensembles
indécomposables, ce qui donne de l’information pour les problèmes d’optimisation, mais avec des contraintes qui
ne sont plus très naturelles. En particulier la fonction périmètre semble difficile à analyser dans ces nouvelles
structures.

1.4 Dimension 2 : Solutions polygonales

On s’intéresse ici au cas où d = 2, et on étudie des problèmes d’optimisation de forme qui attestent d’une
certaine “concavité locale” de la forme (1.15). Comme on l’a vu précédemment, si le problème a une concavité
globale de type inégalité de Brunn-Minkowski, alors la solution est triangulaire (voir aussi [119]). Dans le cas d’une
concavité locale, on aimerait améliorer la Proposition 1.1 et montrer que les solutions sont polygonales.

Avec la paramétrisation des convexes planaires par leurs fonctions jauges (qu’on peut voir comme des fonctions
définies sur S1, ou de façon équivalente sur T = R/2πZ, soit comme des fonctions réelles 2π-périodiques), le
problème se réécrit en un problème de calcul de variation de la façon suivante :

min
{
j(u) := J(Ωu), u ∈W 1,∞(T), u′′ + u ≥ 0, u ∈ S

}
,

où Ωu = {(r, θ) ∈ R+×T, r < 1
u(θ)}, S prend en compte les contraintes (autres que la contrainte de convexité). Ici,

u′′+u est à comprendre au sens des distributions, et est une mesure positive, qui représente “presque” la courbure
de ∂Ωu : en effet on a

H∂Ωu =
u′′ + u(

1 +
(
u′

u

)2)3/2
.

Le résultat principal que nous obtenons dans [150] est :

Théorème 1.2 Soit u0 > 0 solution de

min
{
j(u), u ∈W 1,∞(T), u′′ + u ≥ 0, a ≤ u0 ≤ b

}
. (1.17)

où 0 ≤ a < b ≤ ∞, j : W 1,∞(T)→ R est de classe C2 autour de u0, et telle que :

∃s ∈ [0, 1),∃(α, β) ∈ [0,∞)2, tel que ∀v ∈W 1,∞(T), j′′(u0)(v, v) ≤ −α|v|2H1(T) + β‖v‖2Hs(T). (1.18)

Si I est une composante connexe de Tin = {θ ∈ T / a < u0(θ) < b}, alors

u′′0 + u0 est une somme finie de masses de Dirac dans I.

Avant de décrire la preuve de ce résultat, faisons quelques remarques et présentons quelques applications :
géométriquement, la contrainte a ≤ u0 ≤ b correspond à l’inclusion de ∂Ωu dans la couronne délimitée par les
cercles de rayons 1/a et 1/b, et la conclusion du résultat signifie alors que Ωu0

est un polygône à l’intérieur de cette
couronne. Notons que la preuve peut en fait donner une estimation du nombre de masses de Dirac en fonction de
α, β, et qu’il est simple de généraliser la contrainte a ≤ u ≤ b à des fonctions a et b qui dépendent de θ, afin de
représenter une contrainte d’inclusion dans un domaine plus général qu’une couronne.
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Dans [149], nous avions étudié le cas j(u) =
´
TG(θ, u, u′), où G est de classe C2 et strictement concave en la

3ème variable. Dans ce cas la fonctionnelle j satisfait l’hypothèse (1.18), nous avons donc obtenu une généralisation
de [149] à des fonctionnelles ayant une dépendance abstraite en u. Un exemple d’application suggéré dans [149]
est le cas où

J(Ω) = µ|Ω| − P (Ω), (1.19)

avec µ ∈ [0,+∞], a < b. Si µ = 0, la solution est clairement le disque de rayon 1/a et si µ = +∞, la solution est
le disque de rayon 1/b. On vérifie facilement que cette fonctionnelle satisfait les hypothèses du théorème, avec les
formules

p(u) := P (Ωu) =

ˆ
T

√
u2 + u′2

u2
dθ, m(u) = |Ωu| =

1

2

ˆ
T

1

u2
dθ,

et donc toute solution a une “frontière libre” polygonale. Cet exemple est approfondi dans [15] ; en particulier il
est démontré que la solution est soit égale à l’un des disques B(0, 1/a), B(0, 1/b), soit un polygone “complet” (le
contact avec le bord de l’anneau constitue un nombre fini de point).

Enfin, remarquons que le cas d’un problème similaire à (1.17) avec une contrainte d’aire m(u) = m0 peut
également être obtenu avec des adaptations mineures (décrites dans le schéma de preuve ci-dessous) : ainsi si u0

est solution de
min

{
j(u), u ∈W 1,∞(T), u′′ + u ≥ 0, m(u) = m0

}
. (1.20)

où j satisfait les hypothèses du Théorème 1.2, alors u′′0 + u0 est une somme finie de masse de Dirac. Nous appli-
querons cette version du Théorème aux problèmes du type (1.10).

Applications du Théorème 1.2 : Nous pouvons désormais aborder des problèmes plus généraux que (1.19), de
la forme (1.9), (1.10). En combinant avec le Paragraphe 1.6, on déduit en effet du Théorème 1.2 (et de la version
avec contrainte décrite ci-dessus) :

Proposition 1.4 Soit Ω∗ solution optimale de (1.9) (respectivement (1.10)) avec F de classe C2 et f ∈ H2(R2).
Alors la frontière libre ∂Ω∗ \ (∂D1 ∪ ∂D2) (respectivement ∂Ω∗) est polygonale.

Nous pourrions également ajouter une dépendance de F en des énergies qui sont définies par une fonction d’état
satisfaisant une EDP sur le domaine extérieur Ωc (comme une fonction de type capacité). On expliquera que ce cas
est bien plus délicat car Ωc possède beaucoup moins de régularité que Ω, mais que la stratégie s’applique quand
même, dans le cas bi-dimensionnel qui nous intéresse ici.

Avec des modifications mineures, nous pouvons également appliquer la stratégie stratégie du Théorème 1.2 au
problème de Mahler, et en précisant les calculs on peut montrer le résultat suivant, qui donne une nouvelle preuve
du résultat de Mahler dans le cas symétrique, avec le cas d’égalité (voir [118, Section 3] pour plus de détails sur
la preuve).

Proposition 1.5 Dans R2, tout minimiseur local de (1.4) est un parallélogramme.

À propos de la preuve du Théorème 1.2 : Comme en début de Paragraphe 1.2.3, remarquons qu’avec une
inégalité de type Poincaré qui prend en compte la taille du support, à savoir

‖v‖Hs(T) ≤ Cε1−s|v|H1(T),

où C = C(s) et v : T→ R est à support de taille ε dans T (voir la preuve dans [150, Lemma 4]), nous avons que
(1.18) implique que pour tout v à support assez petit, j′′(u0).(v, v) < 0. La difficulté consiste ensuite à construire
une déformation v qui soit admissible et à support petit, sous la seule hypothèse que le support de la mesure
u′′0 + u0 est infini. Pour cela, on utilise une construction de T. Lachand-Robert et M. Peletier dans [144], que l’on
formule à travers le lemme suivant, et qui peut être vu comme une version localisée de la classification des convexes
indécomposables de R2 évoqués au Paragraphe 1.3 :

Lemme 1.1 (Lachand-Robert - Peletier [144] ; Lamboley-Novruzi [149]) Si Supp(u′′0 + u0) contient au
moins 3 points dans ]0, ε[ alors il existe v ∈ H1

0 (0, ε) et t0 > 0 tel que pour tout t tel que |t| < t0, u0 + tv

satisfait
(u0 + tv)′′ + (u0 + tv) ≥ 0.
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En conclusion, si Supp(u′′0 + u0) contient un point d’accumulation dans Tin, alors au voisinage de ce point d’ac-
cumulation on peut appliquer le lemme et construire une déformation v admissible et à petit support. Pour cette
déformation on a j′′(u0).(v, v) < 0, ce qui contredit la condition d’optimalité d’ordre 2 et conclut la preuve.

Pour le cas avec contrainte de volume, c’est-à-dire l’étude des solutions de (1.20), il suffit de travailler avec
la condition d’optimalité d’ordre 2 sur le Lagrangien j − µm qui satisfait également (1.18), et de construire une
déformation qui soit telle que m′(u0).v = 0 ; pour cela, il suffit d’adapter le Lemme 1.1 et de montrer que si
Supp(u′′0 + u0) contient 4 points dans ]0, ε[, on pourra ajouter cette contrainte (linéaire) sur la déformation v

construite. �

Concluons ce paragraphe par une remarque sur les différentes possibilités de paramétrer K2 : on a utilisé ici la
paramétrisation par la fonction jauge, mais on aurait pu les paramétrer par la fonction support h. A nouveau la
convexité se traduit par h′′ + h ≥ 0, et si h′′ + h est une somme de masses de Dirac, alors le convexe représenté
est un polygône. Pour des fonctionnelles de type géométrique, cette approche est efficace également, et certains
calculs sont parfois plus commodes dans cette paramétrisation. On pourra consulter par exemple [119] qui traite
le cas d’une concavité globale pour des fonctionnelles quadratique en (h, h′), et retrouve le fait (qu’on aurait pu
obtenir avec l’approche du Paragraphe 1.3) que les solutions sont des triangles (possiblement dégénérés) et qui
repose sur une version non-locale (ε = 2π) du Lemme 1.1. Nous avons également préféré cette paramétrisation
dans la démonstration de la Proposition 1.5. Néanmoins, il semble difficile d’étudier les dérivées des énergies de
type Dirichlet dans cette paramétrisation, car une perturbation en h ne se lie pas facilement à une dérivation de
forme, si on n’a pas d’hypothèse de stricte convexité du domaine.

1.5 Dimension supérieure

Dans ce Paragraphe, on montre une généralisation à la dimension supérieure du Théorème 1.2. On peut toujours
utiliser la paramétrisation par fonction jauge : si d ≥ 2, et u : Sd−1 →]0,∞[ est donné, on peut considérer

Ωu :=

{
(r, θ) ∈ [0,∞)× Sd−1, r <

1

u(θ)

}
.

qui est convexe si et seulement si l’extension 1-homogène de u (donnée par u(x) = |x|u(x/|x|)) est convexe sur Rd

(on dira alors que u : Sd−1 → R est convexe). De cette manière on décrit tout ouvert convexe borné contenant
l’origine. Quand on parle de régularité d’une fonction u définie sur Sd−1, on réfère à la régularité sur Rd \ {0} de
son extension 1-homogène, et il est alors classique que cette régularité est équivalente à la régularité de Ωu.

Avec cette paramétrisation, en notant j(u) = J(Ωu), le problème

min {J(Ω), Ω convexe , Ω ∈ A} ,

est équivalent à
min

{
j(u), u : Sd−1 →]0,∞[ convexe , u ∈ S

}
, (1.21)

où S ⊂ W 1,∞(Sd−1) est défini comme S = {u ∈ W 1,∞(Sd−1), Ωu ∈ A} et A est une classe d’ouverts bornés
contenant l’origine.

Alors dans le même esprit que le Théorème 1.2, on montre (on note |v|2H1(Sd−1) =
´
Sd−1 |∇τv|2dθ, ∇τ = gradient

tangentiel sur Sd−1) :

Théorème 1.3 Soit u0 > 0 solution de (1.21), où S est un sous-ensemble convexe de W 1,∞(Sd−1). Supposons
j : W 1,∞(Sd−1)→ R de classe C2 et qu’il existe s ∈ [0, 1), α > 0, β ∈ R tel que pour tout v ∈W 1,∞(Sd−1),

j′′(u0)(v, v) ≤ −α|v|2H1(Sd−1) + β‖v‖2Hs(Sd−1).

Alors l’ensemble
Tu0

= {v ∈W 1,∞(Sd−1)/∃ε > 0,∀|t| < ε, u0 + tv ∈ S et est convexe}, (1.23)

est un espace vectoriel de dimension finie.
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Dans le cas planaire, il est facile de voir que la dimension de Tu0
est liée au nombre de masses de Dirac de u′′0 +u0,

et donc on retrouve le résultat précédent généralise le Théorème 1.2 (et même en donne une légère amélioration,
car il n’excluait pas la possibilité d’une infinité de masse de Dirac dans le cas où {a < u0 < b} avait une infinité
de composantes connexes) ; néanmoins, nous ne pouvons d’une part pas déduire de notre approche une estimation
de la dimension, et d’autre part on ne peut pas conclure que Ωu est un polyèdre. L’étude de différents exemples
semblent en effet indiquer qu’une caractérisation des ensembles satisfaisant (1.23) est délicate.

À propos de la preuve du Théorème 1.3 : On fait une preuve très différente de celle du Théorème 1.2, qui
nous évite de construire explicitement une déformation : on constate que sur l’ensemble Tu0 (qui est facilement un
espace vectoriel), la condition d’optimalité d’ordre 2 donne une inégalité de Poincaré inverse. Ceci implique que la
boule unité de Tu0 est compacte, et donc l’espace doit être de dimension finie. �

En corollaire, on obtient l’énoncé suivant, qui généralise la Proposition 1.4 :

Proposition 1.6 Soit Ω∗ un ouvert convexe de Rd, solution du problème d’optimisation :

min
{
J(Ω) = F (Ef (Ω), |Ω|)− P (Ω), Ω ⊂ Rd ouvert convexe et tel que D1 ⊂ Ω ⊂ D2

}
,

où R : R2 → R est régulière, D1 ⊂ D2 sont des ouverts convexes, et f ∈ H2(Rd).
Alors en notant u0 la fonction jauge de Ω∗, l’espace Tu0 défini en (1.23) a une dimension finie.

Cet énoncé est aussi une amélioration de la Proposition 1.1, car si ω est un ouvert relatif de ∂Ω∗ \ (∂D1 ∪D2)

où ∂Ω∗ est de classe C2 et de courbure de Gauss strictement positive, alors C2
c (ω) ⊂ Tu0

.
On pourrait remplacer l’énergie de Dirichlet par les énergies considérées au Paragraphe 1.6 à condition qu’elles

soient définies sur un domaine intérieur. Très certainement on peut également ajouter une dépendance de F en λ1

comme dans la Proposition 1.4. Par contre, on n’est pas en mesure si d > 2 d’ajouter une dépendance en une énergie
provenant d’une EDPs posée sur l’extérieur du domaine considéré. En effet, pour un ensemble seulement Lipschitz
Ω en dimension d ≥ 3, nos estimations n’impliquent pas qu’il existe s < 1 tel que |E′′f (Ω)(ξ, ξ)| ≤ ‖ξ‖2Hs(∂Ω) comme
c’était le cas en dimension 2. En conséquence, nous ne sommes pas en mesure d’obtenir un résultat de ce type
pour la conjecture de Pólya-Szegö.

1.6 Estimation des dérivées secondes

Afin d’appliquer les Théorèmes 1.2 ou 1.3, on doit donc estimer la forme quadratique j′′(u) où j(u) = J(Ωu).
Dans le cas où la fonctionnelle J s’écrit R(Ω)− P (Ω), on peut espérer récupérer de la concavité avec le terme en
périmètre. En effet, si on note p(u) le périmètre de Ωu, alors on montre facilement l’estimation suivante : il existe
β et α > 0 (qui dépendent de u) tels que,

∀v ∈W 1,∞(Sd−1), p′′(u)(v, v) ≥ α|v|2H1(Sd−1) − β‖v‖
2
L2(Sd−1). (1.24)

Ainsi la fonction −p(u) est localement concave, et il suffit donc de voir que le terme résiduel R ne perturbe pas
cette propriété. Pour cela on cherche à montrer que r′′(u) (où r(u) = R(Ωu)) est une forme quadratique continue
pour une norme strictement plus faible que la norme H1, par exemple une norme Hs pour s < 1. Considérons par
exemple un terme de type volume (comme dans (1.19)) : sa dérivée seconde est absorbée puisqu’elle est une forme
quadratique continue en la norme L2. Avec l’exemple de la capacité, on avait observé que dans le cas régulier on
attend une continuité de type H1/2. Dans ce paragraphe, on montre que ceci est le cas pour des fonctionnelles
d’énergie de type Dirichlet, et ce sans hypothèse sur la régularité du domaine, si ce n’est sa convexité bien sûr.
Attention, le cas de la capacité est différent, car étant une EDP sur un domaine extérieur, ce dernier n’est plus
convexe. On reviendra sur ce cas au Paragraphe 1.6.2. On présente deux approches, issues de [150] et [151] ; la
première est finalement moins puissante que la seconde, mais on maintient la présentation chronologique, ce qui
permet de gérer les difficultés séparément.
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1.6.1 Approche 2-dimensionnelle, domaines convexes

On travaille ici avec des convexes de R2. Remarquons que la dérivation en u se lie facilement à la dérivation
au sens des formes : étant donné (u, v) ∈ W 1,∞(T)2 où u est la fonction jauge de Ω et v est une direction de
dérivation, on introduit le champ de vecteurs ξ ∈ C2((−t0, t0),W 1,∞(R2,R2)) défini par :

ξ(t) : θ 7→
(

1

(u+ tv)(θ)
− 1

u(θ)

)
eiθη(r, θ) sur ∂Ω (en coordonnées polaires),

où η ∈ C∞c (R2), 0 ≤ η ≤ 1, η = 1 (resp. η = 0) sur un voisinage de ∂Ω (resp. de l’origine). Alors (I + ξ(t))(Ωu) =

Ωu+tv, j(u+ tv) = J(Ωu+tv) = JΩ(ξ(t)) et

∀v ∈W 1,∞(T) : ξ′(0)(v) = − v

u2
eiθ, ξ′′(0)(v, v) = 2

v2

u3
eiθ sur ∂Ω. (1.25)

En différentiant t 7→ ϕ(t) := J(Ωu+tv) = JΩ(ξ(t)) on obtient alors :

ϕ′(0) = j′(u)(v) = J ′(Ω)(ξ′(0)),

ϕ′′(0) = j′′(u)(v, v) = J ′′(Ω)(ξ′(0), ξ′(0)) + J ′(Ω)(ξ′′(0)).

Prenons l’exemple où J = Ef est l’énergie de Dirichlet, et notons ef (u) = Ef (Ωu). Dans le cas régulier, E′′f (Ω)

s’écrit habituellement avec des intégrales de bord, qui font intervenir en particulier la trace au bord de D2wΩ et de
∇w′Ω où wΩ est la fonction d’état de l’EDP qui définit Ef et w′Ω sa dérivée de forme. Ces termes sont mal définis
dans le cas où on sait seulement que Ω est convexe. Pour contourner cette difficulté, on mène dans [150] les calculs
avec des intégrales “intérieures” sur Ω, et on montre l’estimation suivante :

Proposition 1.7 Soit Ωu convexe, f ∈ H2
loc(R2). Alors ef est de classe C2 sur un voisinage de u (dansW 1,∞(T)),

et il existe β1, β2 positifs tels que, pour tout v ∈W 1,∞(T),

|e′f (u)v| ≤ β1‖v‖L2(T),

|e′′f (u)(v, v)| ≤ β2(‖v‖2H1/2(T) + ‖v‖2L∞(T)).

Comme on le verra par la suite, la seconde estimation n’est pas optimale, on peut faire disparaître le terme en
norme L∞, mais cela requiert une approche très différente. Néanmoins, pour notre propos, l’estimation suffit car
elle implique la continuité de e′′f (u) en norme H

1
2 +ε pour tout ε > 0, et donc en combinant avec (1.24), on en

déduit que toute fonction de la forme j(u) = F (|Ωu|, Ef (Ωu))−P (Ωu) satisfait l’hypothèse du Théorème 1.2 (si F
est assez régulière). La même approche s’applique à la fonctionnelle de forme λ1. Ainsi, on a montré la Proposition
1.4, conséquence des estimations de cette partie et du Théorème 1.2.

À propos de la preuve de la Proposition 1.7 : La régularité de ef est un fait classique. Pour les estimations,
nous aurons besoin du résultat suivant de régularité de la fonction d’état (voir [130], [114]) :

Lemme 1.2 Soit Ω ouvert borné convexe de R2, f ∈ Lploc(R2) avec p > 2, et wΩ la solution de (0.10). Alors
wΩ ∈W 1,∞(Ω) ∩H2(Ω).

Ainsi la première estimation est facile à obtenir, car l’expression classique de la dérivée première de forme est
autorisée par la régularité de wΩ donnée par ce lemme : en effet, avec (1.25) on a (avec Ω = Ωu) :

e′f (u).v = −1

2

ˆ
∂Ω

|∇wΩ|2ξ′(0) · n∂Ωdx =
1

2

ˆ
T
|∇wΩ(xθ)|2

v

u3
dθ, où xθ =

eiθ

u(θ)
∈ ∂Ω,

et ∇wΩ a bien une trace bornée sur ∂Ω (on obtient même une estimation avec ‖v‖L1(T)).
Comme on l’a remarqué précédemment, c’est la dérivée seconde qui est beaucoup plus difficile à estimer, car

les expressions habituelles font intervenir des termes qui n’ont pas de sens, même avec la régularité H2(Ω) énoncée
ci-dessus. On montre dans [150, Lemme 5] que l’estimation de e′′f se ramène à l’étude du terme

ˆ
Ω

w′′Ωf = −
ˆ

Ω

w′′Ω∆wΩ (1.28)
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où w′′Ω est la dérivée seconde de forme de wΩ, et où on a pris soin d’écrire ces intégrales sur Ω et de ne pas intégrer
par partie. Remarquons qu’on a seulement la régularité w′′Ω ∈ L2(Ω), avec ∆w′′Ω = 0 sur Ω (et de même pour w′Ω).
Ensuite, afin d’approcher Ω par des ensembles réguliers, on introduit les ensembles de niveaux Ωε = {wΩ > ε}
(pour simplifier on suppose ici wΩ > 0, ce qui est le cas si f > 0, mais on peut se passer de cette hypothèse, voir
les détails dans [150]) qui sont réguliers pour presque tout ε > 0, et on effectue des intégrations par partie sur ces
ouverts, qui montrent que l’estimation du terme (1.28) se ramène à l’estimation de

ˆ
∂Ωε

∂nwΩ∇w′Ω · ξ′(0), (1.29)

les autres termes étant controlés ou nuls à la limite ε → 0. On tire désormais parti du caractère bi-dimensionnel
de notre cadre de travail, et dans le [150, Lemme 6] on obtient une estimation de ce terme faisant intervenir
‖wΩ‖H2(Ω), ‖wΩ‖W 1,∞(Ω), ‖ξ′(0)‖L∞(Ω) et ‖∇ξ′(0)‖L2(Ω). On conclut en utilisant que le terme e′′f (u) ne dépend
pas de l’extension utilisée pour ξ, et donc si on remplace ξ par l’extension harmonique de v, alors ‖∇ξ′(0)‖L2(Ω)

est comparable à la norme H1/2(T) de v, ce qui conclut la preuve. �

1.6.2 Approche en toute dimension, cas des domaines Lipschitz

Dans [151], on a amélioré les résultats du paragraphe précédent, dans différentes directions que nous décrivons
ici :

– La plus importante généralisation concerne la dimension des ensembles considérés. Dans [150], les résultats et la
stratégie de calcul (notamment l’estimation de (1.29)) étaient restreints aux formes planaires. Nous proposons
une nouvelle stratégie d’estimation des dérivées de forme, qui donne des estimations des dérivées premières et
secondes en toute dimension, et qui sont optimales dans de nombreux cas.

– On généralise la classe d’énergies EDP considérées : l’opérateur qui régit la fonction d’état peut être un opérateur
linéaire elliptique général, et l’énergie peut être une intégrale quadratique de la fonction d’état et son gradient
(mais les calculs peuvent s’adapter à d’autres cas), et en particulier il n’est pas nécessaire que ce soit l’énergie
associée à l’EDP considérée. On considère également des EDP de la forme (0.10) mais sur des domaines extérieurs,
ce qui motive le point suivant.

– On généralise les classes de domaines considérées. En effet, on ne regarde plus seulement les ouverts convexes,
mais deux classes plus générales, à savoir les ouverts Lipschitz d’une part, et les ouverts semi-convexes d’autres
part (c’est-à-dire satisfaisant une condition de boule extérieure uniforme). Même si notre motivation reste
l’application aux problèmes d’optimisation dans la classe des ouverts convexes, comme évoqué au point précédent,
nous nous intéressons à des EDPs dans des domaines qui sont l’extérieur d’un convexe (c’est le cas dans la
conjecture de Pólya-Szegö). Ce type de domaine a seulement la régularité d’un ensemble Lipschitz, ce qui
explique notre intérêt pour cette classe. D’autres part, les estimations pour les ouverts semi-convexes sont les
mêmes que pour les ouverts convexes, et certainement ces estimations ont un intérêt au delà des applications
que nous considérons ici. Pour les ouverts Lipschitz, on obtient des estimations plus faibles, mais qui sont dans
certaines situations optimales.

– Enfin, même dans le cas très particulier de l’énergie de Dirichlet Ef et avec Ω un convexe de R2, nous améliorons
la Proposition 1.7, puisqu’on montre que E′′f (Ω) est continue en norme H1/2(∂Ω), au lieu de H1/2(∂Ω)∩L∞(∂Ω).
Ce résultat est optimal. On montre plus généralement que l’estimationH

1
2 est valable dès que l’énergie considérée

est associée à l’EDP qui définit la fonction d’état, et que ce résultat est valable en toute dimension et pour tout
ouvert semi-convexe.

Nouvelle stratégie : Une difficulté rencontrée au Paragraphe 1.6.1 était l’utilisation de w′Ω, w
′′
Ω qui ne sont a

priori que dans L2(Ω). On a réussi à aboutir car ce sont également des fonctions harmoniques sur Ω, et on a utilisé
le caractère bi-dimensionnel. L’idée qu’on suit ici est de ne jamais utiliser ces fonctions, mais de toujours travailler
avec ŵΩ(θ) = wΩ ◦ (Id + θ) qui est définie sur un domaine fixe. Il est en effet classique que θ 7→ ŵΩ(θ) ∈ H1

0 (Ω)
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est régulière, indépendamment de la régularité de Ω. Dans le cas où J = Ef , on a

JΩ(θ) =

ˆ
Ω

[
1

2
∇ŵΩ(θ) · M̂(θ) · ∇ŵΩ(θ)− f̂(θ)ŵΩ(θ)

]
,

où M̂(θ) = (Id+Dθ)−1(Id+Dθ)−T det(Id+Dθ), f̂(θ) = f ◦ (Id+ θ)

et le calcul des dérivées premières et secondes (en zéro dans la direction ξ) se ramènent à l’estimation des 3 termes
suivants :

‖∇ŵ′Ω(0)‖H1(Ω),

ˆ
Ω

∇wΩ · ŵ′Ω,
ˆ

Ω

∇wΩ · ŵ′′Ω,

où ŵ′Ω = ŵ′Ω(0).ξ, ŵ′′Ω = ŵ′′Ω(0).(ξ, ξ). Avec des inégalités de Hölder généralisées, on obtient des estimations faisant
intervenir la norme W 1,p(Ω) de wΩ et la norme ‖ξ‖W 1,r(Ω) où r est lié à p par r = p/(p−2) si on regarde la dérivée
première, et r = 2p/(p− 2) si on regarde la dérivée seconde. On est donc naturellement amené à choisir p le plus
grand possible pour lequel il y a une théorie de régularité W 1,p sur Ω, c’est-à-dire tel qu’on ait l’inégalité :

‖wΩ‖W 1,p(Ω) ≤ C(Ω)‖f‖W−1,p(Ω). (1.30)

Cette estimation est valable pour tout p ∈]1,∞[ si Ω est semi-convexe, et elle est valable pour p ∈ (p′1, p1) si Ω est
Lipschitz, où p1 = p1(Ω) satisfait [p1 > 4 si d = 2 et p1 > 3 si d ≥ 3]. Dans le cas du Laplacien, ces résultats sont
respectivement dûs à Fromm [101] et Jerison-Kenig [127], et pour des opérateurs généraux, on utilise [129, 192].
On conclut ensuite avec un lemme de trace qui permet de passer d’une norme de ξ à l’intérieur de Ω à une norme
sur ∂Ω, toujours en tirant parti du fait que le résultat ne dépend que de ξ∂Ω :

inf
{
‖ξ̂‖W s,q(Ω), ξ̂ ∈W 1,∞(Ω,RN ), ξ̂ = ξ on ∂Ω

}
≤ C‖ξ‖

W
s− 1

q
,q

(∂Ω)
.

pour tout q ∈ [1,∞] et s ∈]1/q, 1 + 1/q[, ou si q = s = 1.

Précisément, nous prouvons que si J est une fonctionnelle de forme telle que décrite ci-dessus (voir [151, Section
2.1] pour plus de détails) :

– Si Ω est Lipschitz alors il existe r1 = r1(Ω) tel que r1 ∈ (1, 2) si d = 2 et r1 ∈ (1, 3) si d ≥ 3 et tel que pour tout
r > r1, il existe C tel que

|J ′(Ω)(ξ)| ≤ C‖ξ‖W 1−1/r,r(∂Ω), |J ′′(Ω)(ξ, ξ)| ≤ C‖ξ‖2W 1−1/(2r),2r(∂Ω), (1.31)

pour tout ξ ∈ W 1,∞. Remarquons que si r = ∞, alors on retrouve une estimation qui provient directement
de la propriété de différentiabilité de J sur W 1,∞(Rd,Rd). La limitation inférieure sur r est liée à celle sur p
telle que (1.30) soit valide. Si d = 2, on peut choisir au moins une valeur de r strictement inférieur à 2, ce qui
par injection de Sobolev, donne une norme Hs pour un certain s < 1. Ainsi, dans la Proposition 1.4, on peut
inclure des énergies qui dépendent d’une EDP sur un domaine extérieur. En dimension 3, on n’obtient plus un
tel résultat.

– Si Ω est semi-convexe alors (1.31) est valable pour tout r ∈ (1,∞), et par inclusion de Sobolev, on obtient une
estimation en norme H

1
2 +ε pour tout ε > 0, et ce en toute dimension.

– Si enfin Ω est semi-convexe, et l’opérateur considéré L (définissant la fonction d’état) satisfait L∗ = L et que J
en est l’énergie associée (c’est par exemple le cas si J = Ef ), alors (1.31) est valable pour tout r ∈ [1,∞), ce
qui donne l’estimation en norme H

1
2 , dont on a déjà vu qu’elle était optimale, même si Ω est très régulier.

1.7 Problèmes ouverts, perspectives

On propose deux ensembles de questions ouvertes :

– Comme on l’a vu, on a identifié dans le cas planaire des hypothèses générales afin de déterminer si des formes
optimales seront polygonales, et on a appliqué cette approche à une vaste classe de problèmes de type isopéri-
métrique inverse. Il reste à déterminer si un phénomène similaire s’applique pour des problèmes de la forme

max {Ef (Ω), Ω ⊂ D, Ω convexe, |Ω| = m} , max {λ1(Ω), Ω ⊂ D, Ω convexe, |Ω| = m} ,
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c’est-à-dire des problèmes de Saint-Venant et de Faber-Krahn inverses, et cela reposerait sur une estimation de
la forme

j′′(u).(v, v) ≥ α|v|2
H

1
2
− β‖v‖2Hs ,

où α > 0, β ∈ R, s ∈ [0, 1
2 [, et j(u) = Ef (Ωu) ou j(u) = λ1(Ωu), dans le cas où Ωu ∈ K2

0. Nous savons que les
formes optimales Ω∗ ne sont nulle part C2 et strictement convexe (Proposition 1.1), il reste à déterminer si ∂Ω∗

possède des coins ou non, une infinité ou un nombre fini de segments dans son bord.

– Il faudrait améliorer la description des formes optimales dans le cas de la dimension d ≥ 3. Peut-on identifier
une classe intéressante de problèmes qui amènent à des solutions polyédrales ? Ici la présence d’une contrainte
d’inclusion dans une boîte change la donne de façon plus importante que dans le cas planaire, car si la zone de
contact avec la boîte (elle-même strictement convexe) est non réduite à un point, alors la forme optimale ne
peut pas être polyédrale. Afin de déterminer plus précisément les comportements qu’on peut espérer attendre,
il serait intéressant d’étudier l’exemple suivant, éventuellement numériquement :

min {µ|Ω| − P (Ω), Ω ⊂ D, Ω convexe } , µ ∈ R+,

et d’identifier un problème similaire (par exemple avec des fonctionnelles du type
´

Ω
f ,

´
∂Ω
g) qui assure existence

sans aucune contrainte, afin de simplifier l’analyse et éviter les phénomènes de bord.



Chapitre 2

Régularité sous contrainte de convexité ([A1] et [A10, Section

3])

Dans ce chapitre, on présente les résultats de [150, Section 3] et [147] qui s’intéressent à la théorie de la
régularité pour des problèmes d’optimisation de forme sous contrainte de convexité, soit de la forme (0.4). On a
vu au Chapitre 1 qu’il peut y avoir des formes optimales irrégulières : on fera donc des hypothèses de convexité
sur la fonctionnelle J . Un exemple fondamental consistera à minimiser des fonctionnelles de la forme P +R où P
est le périmètre, et R est un terme résiduel. Un peu dans l’esprit de la théorie des quasi-minimiseurs du périmètre,
on s’attend à ce que les propriétés de régularité soient contrôlées par le terme de périmètre.

En général dans l’étude de la question de la régularité en optimisation de forme (voir le chapitre 3), la difficulté
principale consiste à montrer que l’ensemble optimal est au moins un peu régulier, par exemple est localement le
graphe d’une fonction Lipschitz. À partir de là, l’écriture des conditions d’optimalité permet souvent d’améliorer le
degré de régularité. Ici, du fait qu’on a affaire à des domaines convexes, on a gratuitement une régularité Lpischitz
a priori. Néanmoins, il peut être difficile d’écrire ou d’utiliser la condition d’optimalité.

Nous présentons deux approches très différentes. La première se base exclusivement sur la condition d’optimalité
d’ordre 1, et est restreinte à la dimension 2. La seconde, inspirée des résultats de régularité de Caffarelli-Carlier-
Lions dans [51], consiste à construire des compétiteurs convexes, et est valable en toute dimension. Les deux
méthodes s’appliqueront à peu près aux mêmes fonctionnelles.

2.1 Cas 2-dimensionnel

Dans ce paragraphe, on décrit les résultats de [150, Section 3], qui établissent un résultat de régularité pour les
solutions de (0.4) dans le cas d = 2. On a déjà vu au Paragraphe 1.4 que via la fonction jauge, on peut transformer
(0.4) en un problème de calcul de variations.

2.1.1 Théorème Principal

Théorème 2.1 Soit u0 > 0 solution de

min

{
j(u) :=

ˆ
T
G (θ, u(θ), u′(θ)) dθ + r(u), u ∈W 1,∞(T), u′′ + u ≥ 0, a ≤ u0 ≤ b

}
. (2.1)

où r et G satisfont :

– r : W 1,∞(T)→ R est C1 au voisinage de u0 et r′(u0) ∈ Lp(T) pour un certain p ∈ [1,∞].

– G : (θ, u, q) ∈ T×]0,∞[×R→ R est C2 et Gqq > 0.

Alors
u0 ∈W 2,p(Tin), où Tin = {a < u0 < b}.

Dans [58], un résultat de régularité C1 a été obtenu pour un problème similaire à (2.1) dans le cas où r = 0 et
avec différentes conditions au bord. Ici nous avons des conditions périodiques (mais ce n’est pas un point essentiel),
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et donc on améliore le résultat jusqu’à la régularité C1,1 (car si r = 0 on peut choisir p =∞), et on le généralise
au cas de fonctions r non triviales, ce qui sera intéressant pour les applications.
Comme pour le Théorème 1.2, on peut généraliser à des situations où a, b sont des fonctions, et on peut également
obtenir un résultat similaire lorsqu’on ajoute une contrainte d’égalité, soit un problème de la forme

min
{
j(u), u ∈W 1,∞(T), u′′ + u ≥ 0, a ≤ u ≤ b, m(u) = m0

}
,

où m : W 1,∞(T)→ R est de classe C1 au voisinage de u0 avec m′(u0) ∈ Lp(T) non nulle.

À propos de la preuve du Théorème 2.1 : on commence par écrire la condition d’optimalité pour (2.1) qui
affirme l’existence de ζ0 ∈W 1,∞(T), tel que

ζ0 ≥ 0 sur T, ζ0 = 0 sur Supp(u′′0 + u0), et

∀ v ∈W 1,∞(Tin), j′(u0)v = 〈ζ0 + ζ ′′0 , v〉(W 1,∞)′×W 1,∞ :=

ˆ
T
ζ0v − ζ ′0v′,

Ce résultat est une application d’un théorème de type KKT 1 en dimension infinie, et la difficulté réside essentiel-
lement en la vérification des hypothèses d’un tel résultat abstrait : la fonction ζ0 est un multiplicateur de Lagrange
pour la contrainte de convexité, voir [150, Proposition 1] pour plus de détails 2.

Ensuite, on intégre par partie le terme
´
T ∂qG(θ, u0, u

′
0)v′, ce qui est non trivial car u′0 est seulement de régularité

BV (T) ; mais en regardant par exemple [6], on obtient[
r′(u0) + ∂uG(θ, u0, u

′
0)− ∂qG(θ, u0, u

′
0)− ∂uqG(θ, u0, u

′
0)u′0

]
− u′′0G̃qq(θ, u0, u

′
0) = ζ0 + ζ ′′0 dans D′(Tin).

où G̃qq(θ, u0, u
′
0) =

´ 1

0
Gqq(θ, u0(θ), (1− t)u′0(θ+) + tu′0(θ−))dt. Pour simplifier, on n’écrira plus (θ, u0, u

′
0) ; comme

la fonction entre crochet est dans Lp(T), on peut réécrire cette équation comme

f − µ0G̃qq = ζ0 + ζ ′′0 in D′(Tin). (2.2)

où f ∈ Lp(T) et µ0 = u′′0 + u0 ≥ 0. On montre ensuite que comme ζ0 ≥ 0, on a ζ ′′0 ≥ 0 sur {ζ0 = 0} et donc sur
Supp(µ0). En identifiant les parties singulières dans (2.2), comme elles ont des signes opposés sur Supp(µ0), elles
sont nulles. En particulier u0 ∈ W 1,1(Tin) et G̃qq = Gqq sur Tin. Pour avoir la régularité W 2,p, on constate que
−u′′0Gqq ≤ u0Gqq et donc sur Supp(µ0) ∩ Tin, on a

0 ≤ ζ ′′0 ≤ f + u0Gqq

et donc ζ ′′0 ∈ Lp(Tin∩Supp(µ0)), ce qui donne finalement en revenant à (2.2) que µ0 ∈ Lp(Tin∩Supp(µ0)), puisque
Gqq sera minoré par une constante positive sur un compact comprenant les valeurs prises par (θ, u0(θ), u′0(θ)), θ ∈ T.
Bien sûr, comme u′′0 + u0 = 0 sur Tin \ Supp(µ0), on peut conclure u0 ∈W 2,p(Tin). �

2.1.2 Applications

On peut appliquer le Théorème 2.1 (et sa version contrainte) pour des problèmes de type isopérimétrique :

Proposition 2.1 Soit Ω∗ une solution de

min{J(Ω) := P (Ω) + F (|Ω|, Ef (Ω), λ1(Ω)) / Ω ouvert convexe, D1 ⊂ Ω ⊂ D2},

(où D1 ⊂ D2 sont des convexes de R2), ou

min{J(Ω) := P (Ω) +G(Ef (Ω), λ1(Ω)) / Ω ouvert convexe, et |Ω| = m0},

où m0 ∈]0,+∞[. Alors la frontière libre ∂Ω∗ ∩ (D2 \D1) (resp. ∂Ω∗) est C1,1, c’est-à-dire a une courbure bornée.

1. Karush-Kuhn-Tucker
2. Remarquons que dans le cadre du calcul de variation sous contrainte de convexité, des résultats similaires ont été obtenus dans

[160, 58] : les auteurs obtiennent même une condition d’optimalité en dimension supérieure, qui fait apparaitre n2 multiplicateurs de
Lagrange où n est la dimension de la variable θ considérée, ce qui rend son utilisation nettement plus délicate.
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En effet, par les estimations de dérivées premières rappelées dans le Paragraphe 1.6, on voit facilement que
r(u) = F (|Ωu|, Ef (Ωu), λ1(Ωu)) et u 7→ P (Ωu) satisfont les hypothèses du Théorème 2.1 avec p =∞.

Remarquons que l’on pourrait appliquer le Théorème 2.1 en ajoutant une dépendance de F,G en toute fonc-
tionnelle de forme dont la dérivée de forme peut être représentée par une fonction Lp(∂Ω) lorsque Ω est un ouvert
convexe. Le cas d’énergie dépendant d’une EDP sur un domaine extérieur (comme évoqué au Paragraphe 1.6.2) est
plus délicat, car si on considère un exemple simple comme l’énergie de Dirichlet, la dérivée première de forme sera
de la forme (∂nwΩ)2 sur ∂Ω, dont la régularité est délicate à étudier dans le cas où ∂Ω est seulement Lipschitz.
En général on sait que ∂nwΩ ∈ L2(∂Ω) (du fait que wΩ ∈ H3/2(Ω)), et on obtient alors une régularité W 2,1 de Ω

avec le Théorème 2.1. Si par contre on a ∂nwΩ ∈ Lp(∂Ω) pour un certain p > 2, alors on obtient une régularité
W 2, p2 , ce qui fournit une meilleure régularité pour ∂nwΩ sur ∂Ω, et on peut débuter une récurrence qui amène
alors à une régularité W 2,∞ soit C1,1 pour Ω.

Indiquons que dans l’article récent [111], le problème suivant est étudié :

min{P (Ω) +Q2Iα(Ω) / Ω convexe de Rd, et |Ω| = m0}, (2.3)

où

Iα(Ω) =


inf

µ∈MP (Ω)

ˆ
Ω×Ω

dµ(x)dµ(y)

|x− y|α
, si α ∈]0, d[,

inf
µ∈MP (Ω)

ˆ
Ω×Ω

log

(
1

|x− y|

)
dµ(x)dµ(y), si α = 0.

Dans le cas d = 2 et α = 0, un résultat de régularité C1,1 a été obtenu dans [111], avec une démonstration
indépendante de celle de la Proposition 2.1, et qui est plus dans l’esprit du Paragraphe 2.2, même si un point
central consiste à montrer que la mesure harmonique de Ωc (qui dans le cas régulier n’est autre que ∂nwΩ) est
dans Lp(∂Ω) pour un certain p > 2.

2.2 Perspectives : Cas multi-dimensionnel

Dans ce paragraphe, on évoque le projet [147] qui n’est pas encore finalisé, mais est déjà bien avancé. Avant
de s’intéresser au cadre de l’optimisation de forme, faisons plusieurs remarques sur des questions similaires dans
le cadre du calcul de variations.

2.2.1 Remarques sur le cadre du Calcul de variations

Dans le cadre du calcul de variations, on est amené à étudier la régularité de solutions de problèmes de la forme

min

{ˆ
D

L(x, u(x),∇u(x)), u ∈ X
}

(2.4)

où D est un ouvert borné de Rd, L : (x, u, q) ∈ D × R × RN → R est appelé Lagrangien, et X est un espace
fonctionnel bien choisi. Souvent, l’espace X est de la forme W 1,p

0 (D) + φ où φ : D → R est la condition de bord
de Dirichlet et p ∈ [1,∞). Par exemple en supposant la convexité en la 3ème variable de L, et des propriétés de
coercivité, on peut montrer l’existence d’une solution optimale u ∈ X et étudier sa régularité.

Une première façon d’attaquer la question de la régularité des solutions de (2.4) est d’étudier la régularité
issue de l’équation d’Euler-Lagrange liée au problème, en l’occurrence u est une solution faible de l’équation
quasi-linéaire sous forme divergentielle suivante :

∂uL(x, u(x),∇u(x))− divx(∇qL(x, u(x),∇u(x)) = 0 sur D. (2.5)

Pour des exemples simples de L tels que L(x, u, q) = |q|2/2, cela suffit à obtenir une forte régularité sur u, mais
dans des cas plus généraux, cela peut ne pas suffire. Si néanmoins on suppose de la régularité a priori sur u, des
arguments de récurrence s’appliquent : par exemple, la théorie classique de Schauder pour la régularité des EDPs
elliptiques linéaires montre que si u est localement C1,α, alors u est aussi régulière que les données le permettent
(par exemple u est C∞ dans D si L et φ le sont). Par la théorie classique de De Giorgi-Nash-Moser sur les EDP
elliptique à coefficients bornés, on peut montrer qu’un résultat similaire est valide si on sait seulement que u est
localement Lipschitz. Ainsi la plus grosse difficulté consiste dans le cas général à montrer cette régularité Lipschitz
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des minimiseurs, voir par exemple [27] où L(x, u, q) = F (q) + G(x, u) avec D convexe, F uniformément convexe
et G Lipschitz en u uniformément en x. Ceci ne repose plus seulement sur la condition d’optimalité, mais sur une
utilisation de l’optimalité, par la construction de compétiteurs adaptés.

Si on s’intéresse à la situation, largement différente, des problèmes de la forme :

min

{ˆ
D

L(x, u(x),∇u(x)), u ∈ X ∩ C
}
, où C =

{
u : D → R, u convexe

}
.

alors comme on l’a déjà remarqué, la question de l’existence est bien plus simple que pour (2.4), et on sait déjà
qu’un minimiseur est localement Lipschitz, comme toute fonction convexe. Néanmoins, on ne peut plus écrire (2.5),
puisqu’il n’est pas toujours vrai que u+ tϕ est un compétiteur admissible, même si ϕ ∈ C∞c (D) et |t| est petit.

On a vu au Paragraphe 2.1 qu’il est possible d’écrire une équation d’Euler-Lagrange prenant en compte la
contrainte de convexité, mais cela ne semble pas possible d’en déduire de la régularité, sauf dans le cas particulier
de domaines planaires (auquel cas N = 1).

Dans le cas multi-dimensionnel, un résultat de régularité C1 sous l’hypothèse L localement uniformément
convexe en q est obtenu dans [59]. Ce résultat a été récemment amélioré par Caffarelli, Carlier et Lions dans [51]
pour le cas modèle 3 :

min

{
J(u) :=

1

2

ˆ
D

|∇u|2 +

ˆ
D

fu, u ∈ H1(D), u convexe
}
.

Ils montrent qu’un minimiseur u0 est localement C1,1−d/p sur D si f+ ∈ Lp(D) pour p > d. La preuve de ce
résultat consiste à utiliser un compétiteur, qui sera de la forme v := sup{u0, σ} où σ est une fonction affine bien
choisie, et à étudier finement la comparaison d’énergie entre u0 et v.

Dans le but de s’intéresser à des problèmes d’optimisation de forme, nous avons obtenu la généralisation suivante
(on écrit une version simplifiée, restreinte au cas p =∞) du résultat de Caffarelli-Carlier-Lions :

Théorème 2.2 Soit D un ouvert convexe de RN , et u0 une solution du problème d’optimisation :

min

{ˆ
D

L(∇u(x))dx+R(u), u ∈ H1(D) convexe
}
,

où

– L : q ∈ RN → R est C2 et strictement convexe en q,

– ∀v ∈ H1(D) ∩ C, v ≥ u∗ ⇒
[
R(v)−R(u∗) ≤ C

ˆ
D

(v − u∗)
]
.

Alors u∗ est localement C1,1 sur D.

Il est certainement possible de généraliser ce résultat à des Lagrangien L(x, u, q). La preuve suit la même
démonstration que dans [51], la construction du compétiteur est similaire et il s’agit simplement de vérifier que les
estimations s’appliquent à ce cas plus général. En particulier il est intéressant de noter que l’hypothèse faite sur
R ne concerne qu’une estimation lorsque v ≥ u∗, puisque le compétiteur choisi satisfait cette condition, donc on
n’utilise que la “sur-optimalité”, voir aussi le Chapitre 3 sur ces considérations dans un cadre différent. On retrouve
ici le fait que dans le cas de [51] où R(u) =

´
D
fu, l’hypothèse ne concerne que f+.

2.2.2 Cas de l’optimisation de forme, quasi-minimiseurs du périmètre

Dans ce paragraphe, nous ne donnons pas d’énoncé précis, car il s’agit de perspectives avancées mais non
finalisées. Néanmoins, nous pensons que l’on peut convaincre le lecteur des idées et des résultats attendus à partir
du Théorème 2.2.

Pour en venir au cadre de l’optimisation de forme, on sait que la question de la régularité des formes optimales
apporte des difficultés supplémentaires par rapport au calcul de variations classique, puisqu’il n’est pas toujours

3. Je remercie G. Carlier et ses coauteurs pour m’avoir permis de consulter une version de cet article avant sa publication
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facile de paramètrer les ensembles par des espaces fonctionnels, et on renvoie au Chapitre 3 pour une réflexion
plus aboutie sur la question. Si néanmoins on étudie un problème de la forme

min
{
J(K), K ∈ A ∩ Kd0

}
, (2.6)

alors l’idée d’utiliser une stratégie similaire au calcul de variations est plus robuste, puisque tout ensemble convexe
est localement le graphe d’une fonction convexe, ou encore, peut être paramétré par sa fonction jauge qui est une
fonction convexe sur la sphère. On peut donc naturellement attendre un résultat de régularité C1,1 pour des formes
optimales de (2.6) lorsque la fonction J a un terme dominant qui peut s’écrire localement comme un Lagrangien
convexe L(∇fK(x)), où K est localement le graphe de la fonction fK : D ⊂ Rd−1 → R dans un système de
coordonnées approprié. Ceci est le cas de la fonction périmètre. Ainsi, en reprenant la preuve du Théorème 2.2,
on s’attend à pouvoir montrer que si K ∈ Kd0 satisfait

∀K ∈ Kd0 tel que K ⊂ K∗ et |K∗ \K| < ε, P (K∗) ≤ P (K) + C|K∗ \K|, (2.7)

alors ∂K∗ est C1,1.
On peut considérer cet énoncé comme la régularité des quasi-minimiseurs du périmètre sous contrainte de

convexité. Un tel résultat s’applique à la minimisation de P +R où R satisfera une estimation de la forme

∀K ⊂ K∗ tel que |K∗ \K| < ε, R(K)−R(K∗) ≤ C|K∗ \K|. (2.8)

Or d’après [43, Corollary 5.16] et [42], les fonctions Ef , (λn)n∈N∗ , et même (µn)n∈N (valeur propres du Laplacien
avec conditions de Neumann) satisfont une telle propriété, car les convexes considérés sont uniformément Lipschitz,
et leurs fonctions propres sont dans W 1,∞. Ainsi le résultat précédent devrait pouvoir s’appliquer aux solutions de

min
{
P (K) +R(K), K ∈ Kd0

}
,

où R : K 7→ F (|K|, Ef (K), λ1(K) . . . λp(K), µ1(K), . . . µq(K)) et F est une application Lipschitz.
Ceci généraliserait la Proposition 2.1, puisque l’énoncé est valable en toute dimension et fait intervenir des

fonctionnelles plus élaborées, en particulier non nécessairement différentiables.

Afin de traiter des problèmes similaires avec une contrainte de volume, on ne peut plus avoir recours, comme au
Paragraphe 2.1, à une approche par multiplicateur de Lagrange, mais on peut procéder à une pénalisation exacte
(comme au Paragraphe 3.1), autrement dit, on peut montrer qu’une solution de

min
{
P (K) +R(K), K ∈ Kd0, |K| = m0

}
,

sera solution de
min

{
P (K) +R(K) + Λ||K| −m0|, K ∈ Kd0

}
,

pour Λ assez grand. Remarquons d’ailleurs que ceci est l’une des étapes dans le papier [111] pour l’étude de
Problème (2.3). En dimension d ≥ 3, ce cas peut se révéler plus élaboré car il faut étudier l’estimation (2.8) pour
une fonction de type capacité, pour laquelle on a affaire à une EDP sur un domaine extérieur, qui jouit de moins
de régularité qu’un ensemble convexe. Cette question reste à approfondir.

2.3 Problèmes ouverts

Nous avons clarifié la question de la régularité pour des problèmes d’optimisation de forme sous contrainte
de convexité, en présence d’un terme de type périmètre, ou qui atteste d’une convexité similaire. Mais pour des
problèmes du type

min{λn(Ω), Ω convexe, |Ω| = m0}

où n ≥ 2 (si n = 1 la solution est une boule), la situation est plus délicate ; il a d’abord été montré par D.
Bucur dans [37] que les formes optimales sont de classe C1 (par une méthode de coupure), mais il a été également
remarqué dans [146] que dans le cas n = d = 2, la forme optimale ne peut pas être C1, 12 +ε pour ε > 0 4. Il reste
donc à montrer que la forme optimale est effectivement C1, 12 , ce qui n’est connu que dans le cas planaire et sous
certaines hypothèses a priori sur la géométrie des ensembles optimaux ([146]).

4. Dans [146], une hypothèse géométrique sur la forme optimale est faite (à savoir que son bord ne contient qu’un nombre fini de
segments), mais dans un travail non publié, j’ai constaté qu’on peut se passer de cette hypothèse (mais il serait plus intéressant de
montrer que l’hypothèse en question est bien satisfaite).
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Chapitre 3

Régularité de formes optimales en présence d’un
terme de périmètre/longueur ([A2,A5])

Dans ce chapitre, on s’intéresse à des questions de régularité en optimisation de forme, et on rapporte les
contributions de [87, 64]. Deux exemples parmi les plus célèbres portant sur les questions de régularité en opti-
misation de forme sont la théorie développée pour les problèmes isopérimétriques (voir par exemple [164]) et celle
développée pour la fonctionnelle de Mumford-Shah (problème de discontinuité libre, voir par exemple [6, 86]). Les
deux résultats que nous présentons sont respectivement liés à ces deux problèmes :

– Dans le premier paragraphe, on s’intéresse à des problèmes de la forme

min
{
P (Ω) + G(Ω), Ω ⊂ D, |Ω| = m0

}
, (3.1)

où P est le périmètre, | · | le volume, et la fonctionnelle G est l’une des fonctionnelles suivantes :

– l’énergie de Dirichlet Ef , où f ∈ Lp(D) (et peut changer de signe) ;

– une fonctionnelle spectrale de la forme F (λ1, . . . , λk), où λk est la k-ième valeur propre du Laplacien-Dirichlet,
et F : Rk → R est lipschitzienne et croissante en chaque variable.

Le domaine D est tantôt un ouvert borné, tantôt l’espace Rd tout entier. On montre que les solutions de ces
problèmes existent et sont des quasi-minimiseurs du périmètre, voir le Théorème 3.1 : elles sont donc régulières,
à un ensemble négligeable de codimension 8 près. L’approche est très générale, et on identifie explicitement des
hypothèses sur la fonction G pour que le résultat persiste, voir les Propositions 3.1 et 3.2.

– Dans le second paragraphe, on s’intéresse au problème

min{C(Σ) + ΛH1(Σ), Σ ensemble fermé connexe de D},

où D est un ouvert de R2, Λ > 0, H1(Σ) est la longueur de Σ (sa mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle), C(Σ)

est la compliance de l’ouvert D \ Σ, c’est-à-dire l’opposé de l’énergie de Dirichlet de D \ Σ pour un terme de
force f ∈ L2(D), soit

C(Σ) = −
ˆ

Ω

(
1

2
|∇wΣ|2 − fwΣ

)
dx = −min

{ˆ
Ω

(
1

2
|∇v|2 − fv

)
dx, v ∈ H1

0 (D \ Σ)

}
= −Ef (D \ Σ).

Ce problème peut être interprété physiquement comme la question de trouver le meilleur emplacement pour
attacher une membrane afin d’en maximiser la résistance, tout en minimisant la longueur de la zone d’attache.
On peut le voir comme une version EDP du problème classique de la distance moyenne, et on verra qu’il y a un
lien étroit avec le problème de Mumford-Shah.
Nous démontrons une théorie complète de régularité (Théorème 3.2), à savoir que les minimiseurs (qui existent)
sont constitués d’un nombre fini de courbes qui peuvent s’intersecter, mais uniquement par trois avec des angles
de 120◦. On montre également que la solution ne possède pas de cycle, et que s’il y a contact avec le bord de la
boîte, celui-ci est tangentiel.

3.1 Problèmes isopérimétriques

Ce paragraphe résume les résultats de [87].

39
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3.1.1 Introduction et état de l’art

On s’intéresse donc principalement à étudier la question de la régularité des formes optimales pour des problèmes
de la forme (3.1). Afin de comprendre le contexte et les principales difficultés, nous présentons brièvement un état
de l’art sur ce type de question.

État de l’art :

Rappelons qu’en général, pour obtenir un résultat d’existence pour un problème de la forme (0.3), on choisit
une topologie sur A, qui est en général faible et oblige à relaxer la classe initiale A en une classe d’ensembles
possiblement très irréguliers. Pour les fonctionnelles que nous allons étudier par exemple, on choisira une classe
d’ensembles boréliens.

Une fois l’existence acquise, on attend souvent qu’une forme optimale Ω∗ de (0.3) soit bien plus régulière que ce
que le résultat d’existence fournit a priori. Si on suppose par exemple un peu de régularité sur la forme optimale,
par exemple que son bord est localement un graphe Lipschitz, alors il est assez facile d’améliorer cette régularité en
écrivant une condition d’optimalité par des méthodes classiques de calcul de variations, et en utilisant des résultats
fins mais classiques de régularité pour les EDP elliptiques.

Mais la plus grosse difficulté consiste à montrer une régularité, même faible, à partir de “rien”, c’est-à-dire de
montrer que Ω∗, a priori très faiblement régulier (par exemple un ensemble à périmètre fini), est en fait un ouvert
Lipschitz ou C1,α.

L’exemple très célèbre dans cette direction vient de la minimisation du périmètre (voir (0.5) pour une définition)
sous contrainte de volume. Bien sûr, l’inégalité isopérimétrique classique affirme que la boule de bon volume est
l’unique 1 minimiseur pour ce problème, et dans ce cas, la question de la régularité devient triviale. Mais dans des
situations plus générales, par exemple le problème isopérimétrique contraint

min{P (Ω), |Ω| = m0, Ω ⊂ D}

où D est une boîte de Rd trop étroite pour contenir une boule de volume m0, la question de l’existence et de la
régularité sont non triviales. Dans ce cas, il est montré que si D est borné, une forme optimale Ω∗ existe dans la
classe des ensembles à périmètre fini, et que ∂Ω∗ ∩D est régulière (localement analytique) si d ≤ 7, et dans le cas
général est régulière en dehors d’un ensemble résiduel de codimension au moins 8, voir par exemple [112, 109, 164].

Ces résultats ont été largement généralisés et ont amené à la notion de quasi-minimiseur du périmètre. On dit
que Ω∗ est un tel domaine s’il existe C ∈ R, α ∈ (d− 1, d] et r0 > 0 tel que pour toute boule Br où r ≤ r0, on a

P (Ω∗) ≤ P (Ω) + Crα, ∀ Ω tel que Ω∆Ω∗ ⊂ Br ∩D. (3.2)

Cela implique précisément que

le bord réduit ∂∗Ω∗ ∩D est C1,(α−d+1)/2 et dimH((∂Ω \ ∂∗Ω) ∩D) ≤ d− 8. (3.3)

Ici on rappelle la convention habituelle que ∂Ω est le “measure theoretical boundary” de Ω, qui coïncide avec le
bord topologique de Ω pour un bon représentant presque partout, voir aussi (0.6).

Une autre classe de fonctionnelles intéressantes est liée à des EDPs elliptiques avec condition de bord de
Dirichlet sur ∂Ω. Comme exemple fondamental, on introduit l’énergie de Dirichlet Ef

Ef (Ω) := min

{
1

2

ˆ
Ω

|∇u|2 dx−
ˆ

Ω

fu dx, u ∈ H1
0 (Ω)

}
, (3.4)

où f est une fonction fixée de L2(Rd). Elle est définie naturellement pour tout ouvert Ω de volume fini. Mais la
classe des ouverts n’est pas adaptée à une théorie d’existence, et on doit introduire la classe des quasi-ouverts 2,
voir [121]. Ainsi on s’intéresse au problème

min{Ef (Ω), Ω quasi-ouvert, |Ω| = m0, Ω ⊂ D}, (3.5)

1. à translation et ensemble de mesure nulle près
2. Un ensemble est quasi-ouvert si et seulement s’il est l’ensemble de niveau du fonction de H1.
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et si f ∈ L∞(D), on peut montrer qu’il existe une forme optimale. Il est montré que cette dernière est en fait un
ouvert, mais ceci constitue déjà un résultat de régularité non trivial (voir [32]). De plus, si f est positive et d = 2,
il est montré que ∂Ω∗ est analytique, voir [31]. Si d > 2, il est seulement connu que ∂Ω∗ est régulier en dehors d’un
ensemble résiduel de codimension au moins 1, voir [31]. Les arguments principaux de [31] consistent à établir un
lien entre le problème (3.4) et un problème à frontière libre, dont la théorie de régularité repose sur des techniques
introduites par Alt et Caffarelli dans [3]. La stratégie utilise fortement que Ef (Ω) a une formulation variationnelle
comme minimisation d’une fonctionnelle dans une classe de fonctions u ∈ H1(D) et l’ensemble optimal peut être
vu comme un ensemble de niveau d’une fonction optimale u.

Notons que si f change de signe, alors ∂Ω∗ aura des singularités aux endroits où u change de signe. Cela arrive
même en dimension 2, avec une apparition de singularité en point de rebroussement (“cusp”), voir par exemple
[91]. Ceci montre que la question de régularité des formes optimales est difficile dans ce cas. Il est intéressant de
noter que, en ajoutant un terme de périmètre dans la fonctionnelle à minimiser comme on le fera ici, on obtient
régularité même quand la donnée f change de signe, voir le Théorème 3.1.

Dans [155] (voir aussi [9]), la régularité des minimiseurs est étudiée pour le problème

min{P (Ω) + Ef (Ω), |Ω| = m0, Ω ⊂ D}, (3.6)

où les deux fonctionnelles précédentes apparaissent. Le principal résultat de N. Landais affirme que si f est positive
et dans L∞(D), alors la forme optimale Ω∗ du problème (3.6) est un quasi-minimiseur du périmètre au sens de
(3.2), et donc satisfait (3.3). Dans le cas plus général où f ∈ (Lq(D))+ avec q > d, ou f ∈ L∞(D) sans hypothèse
de signe, il est montré dans [154] que la fonction d’état uΩ∗ (i.e. la fonction réalisant le minimum dans (3.5)) est
localement C0,1/2 dans D. Ceci implique que Ω∗ est ouvert, mais n’est pas suffisant pour conclure que Ω∗ est un
quasi-minimiseur du périmètre (cela donne α = d − 1 dans (3.2)). On prouvera dans ce papier qu’en effet Ω∗ est
un quasi-minimiseur dans tous les cas.

D’autres fonctionnelles intéressantes sont celles faisant intervenir le spectre du Laplacien-Dirichlet sur Ω, noté
0 < λ1(Ω) ≤ λ2(Ω) ≤ · · · ≤ λk(Ω) ≤ . . . Le problème

min{λk(Ω), |Ω| = m0, Ω ⊂ D}, (3.7)

où k ∈ N∗, a reçu beaucoup d’attention ces dernières années. Dans le cas particulier où D = Rd, c’est seulement
récemment que des résultats d’existence ont été obtenus dans la classe des quasi-ouverts, voir [38] et [166]. En
particulier dans [38], même si le principal objectif est un résultat d’existence, l’auteur prouve en même temps (et
l’utilise pour obtenir le résultat d’existence) des propriétés qualitatives des formes optimales, à savoir qu’elles sont
bornées et de périmètre fini ; la stratégie employée amène à l’idée de sur- et sous-solutions pour les problèmes
d’optimisation de forme. Remarquons que pour les minimiseurs de (3.7), la question de la régularité n’est pas
complètement résolue, voir néanmoins les résultats de [33, 41].

Dans le travail récent [89], G. De Philippis et B. Velichkov étudient un problème un peu différent, à savoir :

min{λk(Ω), P (Ω) = m0}. (3.8)

En utilisant à nouveau le concept de sur/sous-solution, ils tirent avantage de la présence du terme de périmètre et
sont capable de montrer que les solutions de (3.8) sont des quasi-minimiseurs du périmètre, et donc satisfont (3.3).
En particulier, leur stratégie permet de montrer la régularité pour des fonctionnelles qui ne permettent pas que le
problème d’optimisation de forme se traduise directement en un problème à frontière libre, et qui permettent des
changements de signe dans la fonction d’état.

3.1.2 Nouveaux résultats

Notre principal objectif est de pouvoir traiter les problèmes de la forme

min{P (Ω) + Ef (Ω), |Ω| = m0, Ω ⊂ D} ou min{P (Ω) + λk(Ω), |Ω| = m0, Ω ⊂ D}.

et donc de généraliser et améliorer les résultats de [154, 155]. Notre principal résultat, le Théorème 3.1 ci-dessous,
montre d’une part l’existence de minimiseurs, et d’autre part que ceux-ci sont des quasi-minimiseurs du périmètre.
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Théorème 3.1 Supposons que D ⊂ Rd est un ouvert borné de classe C2, ou l’espace entier D = Rd, et m0 ∈
]0, |D|[. Alors il existe une solution au problème

min
{
P (Ω) + G(Ω), Ω ouvert, Ω ⊂ D, |Ω| = m0

}
, (3.9)

où G est l’une des fonctionnelles suivantes :

– G = Ef , où f ∈ Lp(D) avec p ∈]d,∞] si D est borné et p ∈]d,∞[ si D = Rd ;

– G = F (λ1, · · · , λk), où F : Rk → R est croissante en chaque variable, et localement Lipschitz.

De plus, toute solution Ω∗ de (3.9) est bornée et est un quasi-minimiseur du périmètre avec exposant d− d/p ou d
respectivement, et satisfait donc (3.3).

Ceci généralise et améliore les résultats de [155] ; en effet on relaxe fortement les hypothèses faites sur f dans
le cas de l’énergie de Dirichlet : on est en mesure de traiter le cas f ∈ Lq(D) pour q ∈ (d,∞] sans condition de
signe. En ce qui concerne les valeurs propres, alors que la stratégie de [155] (basée sur une formulation à frontière
libre) ne pouvait que s’appliquer au cas k = 1, on est en mesure de traiter toute valeur de k. Voir le Paragraphe
3.1.3 pour comprendre les nouvelles idées permettant ces généralisations.

Un fait intéressant dans la démonstration de ce résultat, est que les preuves d’existence et de régularité sont
étroitement liées, et ce pour deux raisons :

– on a déjà évoqué que la classe des ouverts n’était pas adaptée à des résultats d’existence. On montrera un résultat
d’existence pour un problème annexe (voir le début du Paragraphe 3.1.3) défini sur les ensembles mesurables,
et on conclura que les solutions de ce problème sont aussi solutions de (3.9) après avoir montré qu’elles sont en
fait suffisamment régulières.

– si D = Rd, afin d’étudier les suites minimisantes, on est amené à étudier le caractère borné de ces suites (à
translation près). Comme dans [38], ceci est lié à une estimation de densité qui est la première étape dans l’étude
de la régularité.

Notons que les hypothèses du Théorème 3.1 sont essentiellement optimales en ce qui concerne l’existence, voir
[87, Remark 1.2].

Comme on l’a dit précédemment, une fois la régularité C1,α obtenue, on peut étudier la régularité de degré plus
élevé. Dans le cas G = Ef où f est suffisamment régulière, ceci est fait très classiqueemnt en écrivant la condition
d’optimalité de (3.9), voir [155]. Pour G = F (λ1, · · · , λk), c’est plus élaboré car les valeurs propres peuvent ne pas
être différentiables si elles sont multiples, et il n’est plus si simple d’écrire une condition d’optimalité. Néanmoins,
comme remarqué dans [21, 20], cela peut être fait, et il est montré que le bord réduit est C∞ si F est suffisamment
régulière.

3.1.3 Stratégie et résultats intermédiaires

La preuve du Théorème 3.1 repose sur les étapes suivantes :

– Extension de la classe des ensembles admissibles. Du point de vue de l’existence, il est plus commode de
considérer la classe d’ensembles la plus étendue possible. Dans cet esprit, on introduit la fonctionnelle F̃ = P + G̃
définie sur la classe des ensembles boréliens de Rd, où G̃ est définie de la même façon que G mais en remplaçant
l’espace de Sobolev H1

0 (Ω) habituel par

H̃1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Rd), u = 0 p.p. sur Rd \ Ω

}
.

C’est encore un espace de Hilbert pour la norme ‖u‖2H1 = ‖∇u‖2L2 +‖u‖2L2 , et on a toujours l’inclusion compacte
H̃1

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) si Ω est de mesure finie, et pour cette raison les fonctionnelles Ẽf et λ̃k sont bien définies. Si
Ω ⊂ Rd est un ouvert, on a facilement H1

0 (Ω) ⊂ H̃1
0 (Ω) 3, et donc G̃(Ω) ≤ G(Ω). Néanmoins, si Ω satisfait une

condition de densité extérieure, H1
0 (Ω) = H̃1

0 (Ω) voir par exemple [89] et [87, Lemma 5.6].

– Existence d’un minimiseur de F̃ . Avec la formulation de l’étape précédente, la question d’existence devient
classique dans le cas où on cherche parmi les ensembles mesurables de mesure donnée et contenus dans une boîte

3. En général cette inclusion est stricte, comme on peut le voir avec l’exemple d’une boule privée d’un hyperplan.



Problèmes isopérimétriques 43

bornée D ⊂ Rd. C’est dans le cas D = Rd que la preuve est plus difficile ; on doit utiliser des arguments de
type concentration-compacité à la P.L. Lions (voir aussi [36]). Le plus difficile est d’écarter le cas de dichotomie
(les suites minimisations se séparent en deux parties dont la distance tend vers +∞), et pour cela on utilise des
propriétés qualitatives des minimiseurs, en l’occurence que celles-ci sont bornées : ceci repose sur l’étude des
sous-solutions du périmètre décrite plus loin.

– Pénalisation de la contrainte de volume : Ceci constitue une difficulté nouvelle par rapport à [89], mais qui
apparaît à de nombreux endroits dans la littérature, par exemple dans [155, 93]. En effet, afin de permettre une
théorie de régularité, on montre que si Ω∗ est solution de (3.9), alors elle est solution d’un problème pénalisé :

P (Ω∗) + G(Ω∗) = min
{
P (Ω) + G(Ω) + Λ

∣∣|Ω| − |Ω∗|∣∣,Ω ⊂ D} ,
où Λ est assez grand (plus précisément, on localise près d’un point du bord de Ω∗, autrement dit les ensembles
Ω sont contraints à être égaux à Ω∗ en dehors d’une boule Br(x0)). Notre approche est très générale et repose
sur des estimations d’ordre 0 de la variation de l’énergie, c’est-à-dire de la forme

|G((Id+ θ)(Ω))− G(Ω)| ≤ C‖θ‖W 1,∞ , (3.10)

où θ : Rd → Rd est dans un voisinageW 1,∞ de 0, et où la constante C doit être indépendante de Ω (supposés fixes
en dehors d’une boule Br(x0)). On montre d’une part qu’avec une telle estimation, le résultat de pénalisation
est valable, et d’autre part que les fonctionnelles qui nous intéressent satisfont (3.10).

– Régularité des minimiseurs de F̃ . On généralise les notions de sur/sous-solutions développées dans [89]
pour des fonctionnelles ayant un terme volumique (voir (3.11) et (3.13)). On donnera deux énoncés généraux : le
premier s’intéresse aux sur-solutions du périmètre (le terme G disparaît du fait de sa monotonie pour l’inclusion) :

Proposition 3.1 Supposons qu’il existe r0 > 0 tel que

P (Ω∗) + Λ|Ω∗| ≤ P (Ω) + Λ|Ω|, ∀Ω ⊃ Ω∗ tel que Ω∆Ω∗ ⊂ Br(x0) pour un certain x0 ∈ Rd. (3.11)

Alors

1. Ω∗ est ouvert et tel que H1
0 (Ω∗) = H̃1

0 (Ω∗).

2. La fonction d’énergie wΩ∗ , solution de

−∆wΩ∗ = 1 in Ω∗, wΩ∗ ∈ H1
0 (Ω∗), (3.12)

est Lipschitz sur Rd.

Ce résultat généralise des idées de [9], et insiste sur le fait que seules des perturbations extérieures sont utiles.
Cela repose sur l’idée que (3.11) implique que la courbure moyenne est minorée, au sens des viscosités (voir [87,
Proposition 5.8]). Pour gérer la contrainte d’inclusion dans D, nous prouvons également que si D est bornée
et C2 et Ω est une sur-solution avec contrainte d’inclusion dans D, alors quitte à changer Λ et r, Ω est aussi
sur-solution sans contrainte (i.e. satisfait (3.11), et le résultat précédent s’applique.
Le second résultat s’intéresse à la sous-optimalité et fait le lien avec les quasi-minimiseurs du périmètre :

Proposition 3.2 Supposons G̃ de la forme

– G̃(Ω) = Ẽf (Ω), pour f ∈ Lp(D) avec p ∈ (d,∞].

– G̃(Ω) = F
(
λ̃1(Ω), . . . , λ̃k(Ω)

)
, où la fonction F : Rk → R est localement Hölderienne d’exposant β > 0.

Supposons que Ω∗ ⊂ Rd est un ouvert de mesure finie, que wΩ∗ solution de (3.12) est Lipschitz sur Rd, et qu’il
existe Λ tel que

P (Ω∗) + G̃(Ω∗) + Λ|Ω∗| ≤ P (Ω) + G̃(Ω) + Λ|Ω|, pour tout mesurable Ω ⊂ Ω∗. (3.13)

Alors Ω∗ est un quasi-minimiseur “intérieur” du périmètre, d’exposant dβ où β = 1 − 1/p si G̃ = Ẽf et β est
l’exposant de Hölder de F si G̃(Ω) = F

(
λ̃1(Ω), . . . , λ̃k(Ω)

)
, c’est-à-dire qu’il existe r0 > 0 et C > 0 tels que

P (Ω∗) ≤ P (Ω) + Crdβ , pour tout ensemble mesurable Ω ⊂ Ω∗ avec
Ω∗∆Ω ⊂ Br(x0) pour un certain r < r0 et x0 ∈ Rd.
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On montre également que les solutions sont bornées si β > 1− 1
d . On généralise ici les résultats de [154, 155] :

la principale nouvelle idée est ici de montrer que la fonction de torsion wΩ∗ (et non la fonction d’état wΩ∗,f )
est Lipschitz, et de prouver et utiliser que les variations de Ef sont controlées par les variations de E1. En
particulier, ceci permet de ne pas utiliser le Lemme de monotonie de Caffarelli-Jerison-Kenig [52], comme c’est
le cas dans [154].

– Conclusion. En combinant les étapes précédentes, on obtient l’existence d’un minimiseur Ω̃ de F̃ , qui est
suffisamment régulier pour avoir F(Ω̃) = F̃(Ω̃). Ainsi d’après l’inégalité F̃ ≤ F valable sur la classe des ouverts,
on obtient d’une part que Ω̃ est aussi un minimiseur de F dans la classe des ouverts, et d’autre part que tout
minimiseur Ω de F , est encore un minimiseur de F̃ et est donc régulier.

3.2 Problème de résistance optimale

Ce paragraphe résume les résultats de [64].

3.2.1 Introduction et principaux résultats

Etant donné D un ouvert borné de R2, Σ ⊂ D un ensemble fermé et f ∈ L2(D), on note wΣ l’unique solution
de

−∆wΣ = f sur D \ Σ, wΣ ∈ H1
0 (D \ Σ).

D’un point de vue physique, on peut penser à une membrane attachée sur ∂D et soumise à une force f , et Σ est
une zone de colle attachant la membrane au sol, empêchant son déplacement. Alors wΣ représente le déplacement
de la membrane. La souplesse (“compliance”) de la membrane peut se définir par

C(Σ) := −

(
1

2

ˆ
D\Σ
|∇wΣ|2 dx−

ˆ
D

fwΣ dx

)
= −Ef (D \ Σ).

Nous étudions le problème d’optimisation suivant, pour Λ ∈]0,∞[ :

min
{
FΛ(Σ) := C(Σ) + ΛH1(Σ), Σ ⊂ D fermé connexe

}
. (3.14)

Nous nous intéresserons aux propriétés qualitatives, en particulier de régularité, des solutions de ce problème.
Il s’agit d’une version pénalisée du problème étudié par exemple dans [48, 45, 199] où la pénalisation par ΛH1(Σ)

est remplacée par la contrainte H1(Σ) ≤ `0, mais qui est plus difficile à analyser (voir Paragraphe 3.3).
L’existence de minimiseurs de (3.14) est non triviale mais est une conséquence directe des Théorèmes de

Blaschke, Šverák, et Gołab, comme cela est remarqué dans [48].
Un autre problème d’optimisation de formes 1-dimensionnelle est le problème de la distance moyenne, qui a

reçu beaucoup d’attention pendant ces dernières années : étant donné µ ∈MP (D), on s’intéresse à

min

{ˆ
D

dist(x,Σ)dµ+ ΛH1(Σ),Σ ⊂ D closed connected
}
. (3.15)

Ce problème est relié à un problème de type Monge-Kantorovich et a été introduit pour modéliser un réseau
de trafic urbain [46, 49]. Les propriétés topologiques et géométriques pour ce problème (plutôt dans sa version
contrainte, mais la plupart des arguments s’adaptent à la version pénalisée, parfois de manière plus simple) ont été
étudiées par plusieurs auteurs (voir [157] pour un compte-rendu de la littérature, et [47, 180, 196, 50, 156, 189, 198]
pour différents résultats). Remarquons que si on remplace le laplacien par le p-laplacien dans la formulation de C,
et si p tend vers +∞, alors on peut montrer que la fonction de p-souplesse converge vers la fonction de distance
moyenne.

Du fait de cette dernière remarque, on pourrait penser que les deux problèmes (3.14) et (3.15) se comportent
de façon similaire. Comme nous allons le voir, ce n’est pas le cas pour la question de la régularité : en effet, nous
allons montrer que les solutions sont régulières à l’intérieur de D, en dehors de possibles points triples, alors que
pour le problème de la distance moyenne, il a été montré que des coins peuvent apparaître, voir [194, 163].
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Par contre, on montrera un lien étroit entre (3.14) et le problème classique de Mumford-Shah, par une relation
de dualité, et un certain nombre des outils employés sont fortement inspirés des arguments développés pour la
fonctionnelle de Mumford-Shah (on réfère à [6, 86, 158] pour plus d’informations sur ce problème). On utilisera
même, la classification des Blow-ups faite par Bonnet [23].

On réunit dans le résultat suivant l’ensemble des propriétés que nous avons démontrées sur les solutions de
(3.14) :

Théorème 3.2 Supposons D de classe C1 et f ∈ Lp(D) avec p > 2. Alors toute solution Σ de (3.14) satisfait les
propriétés suivantes :

Partie I : propriétés qualitatives.

(i) Σ ne contient pas de boucle 4.

(ii) Σ est Ahlfors-régulier.

(iii) Σ est un ensemble “corde-arc”, c’est-à-dire
[
∀x, y ∈ Σ, dΣ(x, y) ≤ C|x − y|

]
pour une constante C > 0 et où

dΣ est la distance géodésique de Σ.

Partie II : régularité.

(iv) Σ est l’union d’un nombre fini de courbes injectives, qui ne s’intersectent qu’en des points triples, où elles se
rencontrent par 3 avec des angles de 120◦. En particulier, il y a un nombre fini de points terminaux et de points
triples.

(v) Ces courbes sont localement C1,α dans D pour un α ∈]0, 1[, et peuvent toucher le bord ∂D seulement tangen-
tiellement.

(vi) Si de plus f ∈ H1
loc(D), alors les courbes qui composent Σ sont localement C2,α dans D pour tout α < 1, et si

f est localement Ck,β pour k ∈ N et β ∈]0, 1[, alors elles sont Ck+3,β.

Notons que (i) et (iv)-(v) sont probablement les éléments les plus intéressants, alors que (ii) et (iii) peuvent
paraître secondaires (et (vi) est classique). Néanmoins, ces points servent dans la démonstration de la Partie II.
L’hypothèse de régularité C1 de D n’intervient que dans l’étude au bord (mais celle-ci sert pour montrer qu’il y
a un nombre fini de points tripes ou de points terminaux), et sans cette hypothèse, (i) et (ii) et des résultats de
régularité intérieure persistent.

3.2.2 Stratégie et résultats intermédiaires

Dans tout ce qui suit, on suppose f ∈ L∞(D) afin de simplifier la présentation, mais il est facile d’adapter les
énoncés et les calculs au cas p > 2.

Premières propriétés qualitatives : Même si ces propriétés sont moins fortes qu’un résultat de régularité
globale, il est naturel de commencer à montrer les propriétés qualitatives de la Partie I : en effet on se servira de
ces propriétés par la suite.

– Le caractère d’Ahlfors-régularité s’écrit de la façon suivante : il existe c > 0, r0 > 0 et C > 0 tels que pour tout
r ∈]0, r0[ et tout x ∈ Σ on a

cr ≤ H1(Σ ∩Br(x)) ≤ Cr.

Du fait de la connexité, la partie gauche de l’inégalité est triviale avec c = 1. L’inégalité de droite est une
première indication de régularité de l’ensemble Σ, puisqu’elle affirme qu’il ne peut pas y avoir trop d’oscillation
de Σ. La preuve est simple, on applique l’optimalité en comparant l’énergie de Σ, avec le compétiteur Σr :=

(Σ \Br(x))∪ (∂Br(x)∩D) où on remplace le morceau de courbe qui passe par x par le cercle de rayon r. Cette
preuve fonctionne si on arrive à montrer que la variation du terme de souplesse pour cette déformation est de
l’ordre de r, voir le point sur la formule de monotonie.

– Pour montrer l’absence de boucle, on suppose par l’absurde qu’il y en a une, et alors on peut trouver une coupure
de taille r petit qui donne un compétiteur connexe (ce fait est non trivial, mais intuitif) ; on doit alors estimer

4. c’est-à-dire ne contient pas de partie homéomorphe au cercle S1
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la perte de longueur et la comparer au gain de souplesse. On verra que si on fait la coupure à un endroit où
l’ensemble est à peu près plat (ce qui est toujours possible par rectifiabilité), la variation de périmètre est de
l’ordre de r et la variation de souplesse est presque de l’ordre de r2, ce qui fournit une contradiction.

– estimation “corde-arc” : une telle propriété a été montrée pour les composantes connexes des minimiseurs de
Mumford-Shah, mais notre approche est très différente. En quelque sorte, il s’agit d’une version quantitative de
la preuve d’absence de boucle décrite juste précédemment : si x et y sont très proches mais que la courbe qui les
rejoint “part loin”, alors on peut enlever un petit élément de cette courbe à un endroit où elle est plate, et ajouter
le segment entre x to y pour préserver la connexité. Pour ce faire, on doit contrôler par en dessous le rayon de
la boule où Σ est plat, uniformément en la distance de x à y. Ceci est obtenu par l’uniforme rectifiabilité de Σ,
qui vient elle-même de l’Ahlfors-regularité précédemment démontrée.

Formule de monotonie et variation de la souplesse : il est assez classique dans ce type d’étude d’avoir
recours à des formules de monotonie de certaines énergies (voir par exemple [4, 23]), dont le principal corollaire
consistera à montrer une certaine borne sur l’énergie sur des boules, en fonction de la géométrie. On montre une
formule de monotonie qui peut être vue comme une version Dirichlet de la formule de monotonie de Bonnet [23] :

Lemme 3.1 Soit Σ ⊂ D un ensemble fermé, x0 ∈ D et 0 ≤ r0 < r1. On suppose

(Σ ∪ ∂D) ∩ ∂Br(x0) 6= ∅ pour tout r ∈ [r0, r1]. (3.16)

Alors pour tout γ ∈ [max{π, γΣ(x0, r0, r1)}, 2π], où

γΣ(x0, r0, r1) := sup

{
H1(S)

r
: r ∈]r0, r1[ et S composante connexe de ∂Br(x0) \ (Σ ∪ ∂D)

}
,

la fonction r ∈ [r0, r1] 7→

[
1

rα

ˆ
Br(x0)

|∇wΣ|2 dx+ Cr2−α

]
est décroissante, avec α = 2π/γ et C = C(|D|, ‖f‖∞, γ).

Ce lemme est un moyen d’estimer l’énergie
´
Br(x0)

|∇wΣ|2 par rα en fonction des informations sur la géométrie de
Σ. Plus Σ aura des oscillations, plus on pourra choisir γ petit et obtenir un exposant α grand. Par un argument
de localisation classique, on montre que si Σ′ est un compétiteur égal à Σ en dehors de Br, alors on a l’estimation

C(Σ′)− C(Σ) ≤ C
ˆ
Br

|∇wΣ′ |2 dx,

qui sera utile lors de l’utilisation d’optimalité. On voit déjà apparaître une difficulté (qui sera plus sérieuse au
point suivant), à savoir qu’on veut estimer l’énergie de Σ′ et non de Σ supposé minimiseur. Ceci est dû au fait
que l’on a un problème de type min-max, au sens où on minimise l’opposé de l’énergie de Dirichlet, ce qui atteste
d’une différence fondamentale avec les problèmes à frontière libre habituels. Pour cette raison, on introduira ωΣ

dans la suite, voir (3.17). Pour le moment, on peut déduire de ce qui précède un contrôle des variations de C pour
des rayons pas trop petits :

Proposition 3.3 Soit Σ ⊂ D un fermé connexe, et x0 ∈ Σ. Soit r0, r1 tels que 0 < 2r0 < r1 < min(1,diam(Σ)/2)

et γ ∈ [max{π, γΣ(x0, r0, r1)}, 2π]. Alors pour tout r ∈ [r0, r1/2], et tout fermé connexe Σ′ ⊂ D tel que Σ∆Σ′ ⊂
Br(x0) on a

|C(Σ′)− C(Σ)| ≤ Cr
2π
γ

où C > 0 dépend de |D|, ‖f‖∞, γ, r1.

On peut maintenant voir comment obtenir les estimations évoquées au point précédent. Dans le cas général, on
peut toujours prendre γ = 2π, et on obtient une variation de l’ordre de r (utile pour l’Ahlfors-régularité), et dans
le cas où l’ensemble est presque plat, on peut prendre γ = π + ε et on obtient une variation de l’ordre de r2−ε

(utile pour l’absence de boucle par exemple).

Résultat de “ε-régularité” : on cherche des conditions suffisante dans la boule Br(x) pour que Σ∩Br/2(x) soit
une courbe C1,α.
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On pourrait espérer montrer que tout minimiseur Σ de (3.14) est un presque-minimiseur de la longueur,
c’est-à-dire que pour tout compétiteur Σ′ tel que Σ4Σ′ ⊂ Br, on a

H1(Σ ∩Br) ≤ H1(Σ′ ∩Br) + Cr1+α,

et appliquer alors les résultats de régularité pour de tels ensembles ([169]). Cela nécessiterait une estimation du
type

C(Σ′)− C(Σ) ≤ Cr1+α, si Σ4Σ′ ⊂ Br,

mais on a déjà vu que comme wΣ′ intervient dans l’estimation, nous ne pouvons donc pas avoir cette estimation
pour r petit ; néanmoins, nous allons reproduire la stratégie de preuve de régularité, en introduisant la quantité

ωΣ(x, r) := max

{(
1

r

ˆ
Br(x)

|∇wΣ′ |2 dx

)
, Σ′ connexe ; Σ′∆Σ ⊂ Br(x)

}
(3.17)

qui ne dépend que de Σ, et que l’on va estimer en même tant que la platitude

βΣ(x, r) := inf
P3x

1

r
dH(Σ ∩Br(x), P ∩Br(x)),

où dH est la distance de Hausdorff et l’infimum est pris parmi les droites affines P passant par x. On obtient :

Proposition 3.4 Soit Σ ⊂ D un minimiseur. Alors il existe ε0 > 0 and r̄0, C, α > 0 tels que pour tout x ∈ Σ et
r0 ≤ r̄0 tel que Br0(x) ⊂ D et

βΣ(x, r0) + ωΣ(x, r0) ≤ ε0, (3.18)

alors il existe α ∈]0, 1[ tel que

βΣ(y, r) ≤ Crα pour tout y ∈ Σ ∩Br0/2(x) et r ∈]0, r0/16[.

En particulier Σ ∩Br0/4(x) est une courbe C1,α.

La stratégie s’inspire de [85, 5] qui montre un résultat similaire pour les minimiseurs de la fonctionnelle de
Mumford-Shah. Nous devons adapter aux spécificités de notre problème, qui est de type Dirichlet et min-max.
La contrainte de connexité est également une importante différence avec le problème de Mumford-Shah, qui im-
plique des complications dans la construction de compétiteurs. Ceci nécessite beaucoup d’efforts, car si on veut
simplement comparer Σ localement avec une ligne droite, il est très délicat de montrer qu’on peut construire un
tel compétiteur connexe, sous la seule hypothèse que Σ est connexe et plat. Cela nécessite entre autres d’adapter
le Lemme 3.1 dans le cas où (3.16) est remplacée par (3.18), d’estimer la densité Σ ∩ ∂Bs(x0) et montrer qu’elle
vaut parfois 2, ce qui permet de construire le compétiteur attendu.

Etude des blow-up : Afin d’étudier la régularité complète, une étape centrale consiste à analyser les “blow-up”.
A nouveau, la formulation min-max constitue une difficulté. Pour la contourner, on utilise une formulation duale,
qui montre que (3.14) est équivalent à

min

{
1

2

ˆ
D

|σ|2 dx+H1(Σ),Σ ⊂ D compact connexe, σ ∈ L2(D,R2) tel que div σ = f dans D′(D \ Σ)

}
.

Ce dernier problème permet des constructions plus simples de compétiteurs, et on remarque qu’il s’agit d’un pro-
blème très proche du problème de Mumford-Shah ; de façon encore plus remarquable, si on fait la même procédure
de dualité sur le problème obtenu à la limite de blow-up, on se ramène exactement au problème des minimiseurs
globaux de Mumford-Shah, dont les solutions connexes sont classifiés par Bonnet [23]. Justement, nos compétiteurs
sont connexes, mais comme il n’est pas vrai en général qu’un blow-up d’ensembles connexes est connexe, il nous
faut montrer que c’est le cas ici : on montre qu’avec la propriété de “corde-arc” démontrée précédemment, c’est
bien le cas.

Comportement au bord de D : On constate que si Σ0 est un blow-up fait à partir d’un point limite qui se
trouve sur ∂D, alors le problème limite revient à un problème de type Steiner : H ⊂ R2 étant le demi-espace
limite, on a que pour toute boule B ⊂ R2 et tout L ⊂ H tels que L \B = Σ \B et L ∩B est connexe, on a

H1(Σ0 ∩B) ≤ H1(L ∩B).
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On montre que si tel est le cas et Σ0 ∩ ∂H 6= ∅, alors Σ0 = ∂H. Le contact est ainsi tangentiel (le comportement
au bord est donc très différent de ce qui est se produit pour le problème de Mumford-Shah pour lequel le contact
est perpendiculaire).

Conclusion : Une fois obtenue la classification des blow-up, on peut reproduire plusieurs arguments de [23] pour
en déduire une étude complète de la régularité, en particulier on montre que tous les blow-up autour d’un même
point sont de même type, et on en déduit que l’ensemble des points tripes ou terminaux est fini, ce qui permet
de conclure. L’étude de la régularité de plus haut degré suit alors l’approche classique d’écrire de la condition
d’optimalité.

3.3 Perspectives

Dans ce chapitre, on a étudié plusieurs problèmes faisant intervenir une fonctionnelle contenant un terme de
périmètre ou de longueur. Dans les deux cas, il serait intéressant d’étudier les versions contraintes. D’une part le
problème

min
{
λk(Ω), Ω ⊂ Rd, P (Ω) ≤ p0, |Ω| ≤ m0

}
. (3.21)

qui a été étudié en particulier dans [200], et d’autre part le problème

min
{
C(Σ), Σ ⊂ D fermé connexe tel que H1(Σ) ≤ `0

}
, (3.22)

qui a été abordé dans [48, 45, 199].
Pour (3.21), la question de la régularité est complètement ouverte à notre connaissance, et la question de

l’existence n’est résolue que pour certaines valeurs de (p0,m0). Pour le problème (3.22), avec A. Lemenant, nous
avons obtenu des résultats partiels, et nous avons bon espoir de pouvoir adapter les stratégies décrites dans ce
chapitre sous réserve que le multiplicateur de Lagrange pour (3.22) (qui est toujours bien défini) soit non nul. Sous
certaines conditions géométriques, on peut montrer que c’est le cas, par exemple s’il existe un point terminal, ou si
on sait a priori que l’optimum est régulier sur le voisinage d’au moins un point (on peut alors utiliser la condition
d’optimalité d’ordre 2 qui montre que le multiplicateur ne peut être nul). Il faudra certainement apporter des idées
nouvelles afin de traiter le cas général.



Chapitre 4

Stabilité en optimisation de forme ([A3,A7])

Dans ce chapitre, on aborde quelques questions liées à la stabilité en optimisation de forme. Etant donné
J : A → R définie sur A ⊂ {Ω ouverts de Rd}, si on s’intéresse au problème

min {J(Ω), Ω ∈ A} , (4.1)

on peut se poser la question suivante :
si Ω∗ ∈ A est un ensemble critique satisfaisant une condition de stabilité (c’est-à-dire une condition d’optimalité

stricte d’ordre 2), peut-on conclure que Ω∗ est un minimum local strict au sens

J(Ω)− J(Ω∗) ≥ cd1(Ω,Ω∗)2, pour tout Ω ∈ V(Ω∗) (4.2)

où c ∈]0,∞[, d1 est une distance sur les ensembles, V(Ω∗) = {Ω, d2(Ω,Ω∗) < η} est un voisinage de Ω∗, reposant
sur une distance d2 (possiblement différente de d1) ?

Différentes stratégies :
Durant la dernière décennie, en commençant avec l’article [104], ce type de question a regagné de l’intérêt dans

la communauté des inégalités isopérimétriques et de l’optimisation de forme, en particulier 3 différentes méthodes
ont été développées dans une littérature assez étendue, afin d’obtenir des inégalités du type (4.2) pour les problèmes
les plus classiques du type (4.1) :

– Méthode de symétrisation,

– Méthode de transport optimal,

– Approche par dérivées secondes et principe de sélection.

Par exemple, citons le résultat de stabilité L1 pour le périmètre : pour tout m0 ∈]0,∞[, il existe c ∈]0,∞[ tel
que

P (Ω)− P (B) ≥ cdL1(Ω, B)2, pour tout ensemble mesurable Ω tel que |Ω| = m0, (4.3)

où B est une boule de volume m0, et

dL1(Ω, B) = inf
τ∈Rd

|(Ω− τ)∆B|
|B|

est connu comme l’asymétrie de Fraenkel, que l’on peut voir comme une distance 1 L1 à la boule, aux translations
près. Pour cet exemple précis 2, les 3 stratégies précédentes ont été appliquées, respectivement dans [104, 96, 68].

Dans le Paragraphe 4.1, on présente les résultats de [83], où on fait le point sur la méthode de dérivée seconde.
On identifie des hypothèses générales sur les fonctionnelles qui amènent à un résultat de stabilité. On simplifie
également plusieurs preuves de la littérature malgré ce degré de généralité ; enfin, on applique notre résultat général
à de nombreux exemples, certains ayant déjà été traités dans la littérature, d’autres étant nouveaux. Enfin, on
teste la légitimité de nos hypothèses en exhibant des contre-exemples.

1. Dans ce chapitre, on utilisera le mot distance sans nécessairement faire référence au concept mathématique de distance.
2. Notons en particulier que dans ce cas le résultat est global (c’est-à-dire η = ∞) : on peut montrer en effet qu’un résultat local

implique un résultat global, voir [104, Lemma 5.1 and Lemma 2.3].

49
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Dans le Paragraphe 4.2, on s’intéresse à un nouveau problème d’optimisation de valeur propre (de type Went-
zell), qui à notre connaissance est encore ouvert, et dont on conjecture que la boule est solution. Afin de légitimer
cette conjecture, nous prouvons la stabilité (linéaire 3) de la boule, en dimension 2 et 3.

4.1 Approche par dérivées secondes

On précise que cette approche a reçu un intérêt particulier ces dernières années, et une raison pour cela est que
dans certains exemples, les autres méthodes semblent ne pas s’appliquer, ou donnent des résultats non optimaux :
par exemple dans [105], les auteurs obtiennent un résultat de stabilité L1 pour l’inégalité de Faber-Krahn, par
méthode de symétrisation, mais obtiennent un exposant non optimal dans (4.2). Dans [30], avec l’approche par
dérivées secondes, les auteurs obtiennent l’exposant optimal (voir aussi [107]).

4.1.1 État de l’art, motivations

Quelques remarques préliminaires sur la littérature :
Par exemple dans [201], la terminologie suivante est employée : le fait qu’en un point critique x la dérivée

seconde soit strictement positive est appelé stabilité linéaire, et elle implique que t 7→ f(x + ty) a un minimum
en t = 0 pour chaque y, alors qu’on appelle stabilité nonlinéaire le fait que f(x) soit inférieur à f(z) pour tout
z voisin de x. Il est classique, quand on travaille avec des objets de dimension infinie, que les deux notions ne
coïncident pas en général.

Dans le cas des formes, la question a été soulevée dans différents contextes, et il a été parfois considéré à
tort que les deux notions coïncidaient trivialement : par exemple, dans le cas des surfaces à courbures moyennes
constantes (“CMC”) et stables, les auteurs donnent souvent des conditions suffisantes pour que la stabilité linéaire
ait lieu, sans vraiment chercher à montrer que cela implique une minimalité locale. Ce fait a été mis en avant
par Finn dans [97], et des réponses ont rapidement suivi, par exemple dans [115, 201, 202], même si pour le cas
particulier de la boule pour le problème isopérimétrique, la difficulté avait déjà été abordée dans les travaux de
Fuglede dans [102]. Dans le contexte des fonctionnelles faisant intervenir des EDP, le problème est soulevé par
Descloux dans [91], et une première solution est donnée dans [84, 81].

Une difficulté spécifique de l’approche par dérivation consiste à avoir un cadre de calcul différentiel dans
l’ensemble des formes. Cela peut être fait par exemple via les dérivées de forme, mais ceci n’est accessible que pour
des déformations raisonnablement régulières de la forme initiale, soit en d’autres mots, pour une distance d2 assez
forte. Cependant, comme cela est montré entre autres dans [1], la stratégie peut mener à des résultats fins avec
des distances très faibles (comme par exemple l’asymétrie de Fraenkel), si on la décompose en deux étapes :

– premièrement, à l’aide du cadre différentiel et du fait que Ω∗ satisfait une condition stricte de second ordre, on
prouve un résultat de stabilité (non-linéaire) pour des petites déformations régulières de Ω∗ ; en d’autres termes,
on montre que (4.2) est valable avec d2 une distance forte (et d1 est limité par les propriétés de la fonctionnelle
J , et est en générale différente de d2, voir plus loin),

– deuxièmement, on déduit de la première étape que (4.2) est valable avec d1 une distance faible (comme l’asymétrie
de Fraenkel) et avec d2 = d1, et ce par une méthode de régularisation (souvent appelée “principe de sélection”
dans la littérature). Plus précisément, on raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe Ωn une suite qui ne
satisfait pas l’inégalité de stabilité (non-linéaire), et on remplace Ωn par une version régularisée Ω∗n (obtenue
comme solution d’un problème de minimisation) qui s’avère être une déformation régulière de la forme optimale
Ω∗, ce qui constitue une contradiction avec la première étape.

Pour la fonctionnelle de périmètre, la première étape remonte à Fuglede [102], et la seconde est inspirée des
résultats de [205, 171], mais est complétée dans [68]. Ces deux étapes reposent sur des arguments très différents :
en particulier la seconde repose sur une théorie de régularité liée au problème d’optimisation (4.1), en l’occurence
la théorie des quasi-minimiseurs du périmètre si J contient un terme de ce type, ou la théorie de régularité des
frontières libres si J est principalement régie par une énergie de type EDP (voir [1, 30] respectivement), donc cela
repose sur des propriétés très spécifiques de la fonctionnelle J étudiée. Par contre, comme on cherche à le préciser

3. Voir la terminologie du Paragraphe 4.1.1.
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dans notre travail, la première étape a un très large champ d’applications, et sera valable sous des hypothèses que
nous souhaitons préciser, et qu’on cherche minimales.

Dans l’article [83], nous décrivons un cadre général pour que la première étape décrite ci-dessus s’applique :
alors que ceci a été fait dans différents articles à chaque fois pour des fonctionnelles spécifiques, nous donnons des
énoncés généraux, et montrons que ceux-ci s’appliquent à la fois aux exemples déjà traités dans la littérature, et à
de nouveaux exemples. Malgré le degré de généralité, nous simplifions plusieurs preuves et stratégies, comme on le
décrit au Paragraphe 4.1.3.

Voisinage de domaines
Afin de décrire les détails de notre stratégie, on rappelle brièvement deux méthodes classiques pour décrire le

voisinage d’un ensemble fixe :

– Difféomorphismes et dérivées de forme : on considère qu’un ouvert est voisin de Ω s’il est une déformation
de Ω par un difféomorphisme proche de l’identité. Plus précisément, en considérant un espace de Banach Θ ⊂
W 1,∞(Rd,Rd), on considère les formes (Id+ θ)(Ω) où ‖θ‖Θ est petit.

On peut en déduire les notions de dérivées de forme, développées par Murat-Simon et Delfour-Zolesio, où l’on
s’intéresse aux dérivées en 0 de la fonctionnelle (voir également page 14)

∀θ ∈ Θ, JΩ(θ) = J [(Id+ θ)(Ω)].

– Graphes normaux :
Si on suppose Ω de classe C1 (et n = n∂Ω est le vecteur unitaire normal extérieur), on peut considérer des
graphes normaux sur ∂Ω, c’est-à-dire les formes Ωh telles que

∂Ωh = {x+ h(x)n(x), x ∈ ∂Ω}, (4.4)

où h ∈ B et B est un espace de Banach de fonctions scalaires définies sur ∂Ω.

On peut ensuite voir d̃B(Ω,Ωh) := ‖h‖B comme une mesure de la distance entre Ωh et Ω (même si ça n’est pas
formellement une distance), et on peut également définir des dérivées dans ce cadre, puisque jΩ(h) := J(Ωh)

est défini sur un voisinage de 0 dans l’espace de Banach B. Notons qu’étant donné Ω1 et Ω2, il y a au plus
une fonction h définie sur ∂Ω1 telle que ∂Ω2 = (∂Ω1)h comme définie à l’équation (4.4), donc on peut définir
h = hΩ1,Ω2

cette fonction, si elle existe.

Remarquons que la seconde description peut paraître plus restrictive, mais si on suppose Ω suffisamment
régulier les deux méthodes sont équivalentes dans le sens qu’elles décrivent “autant” d’ouverts (pour des choix
adaptés de Θ et B), voir par exemple [177, Lemme 3.1]. Néanmoins on verra qu’il est parfois important de pouvoir
traiter des ensembles qui se décrivent plus naturellement par difféomorphisme. De plus, il n’est pas évident que le
calcul de dérivée par la méthode des graphes normaux (dérivées de jΩ : h 7→ J(Ωh)) est suffisant pour décrire les
dérivées de forme (dérivées de JΩ : θ 7→ J((Id+ θ)(Ω))), voir le premier point dans le Paragraphe 4.1.2.

Le plus souvent, on souhaitera que les distances entre ouverts prennent en compte une invariance par translation.
Ainsi nous définissons

dB(Ω1,Ω2) = inf
τ∈Rd

‖hΩ1,Ω2+τ‖B (4.5)

où l’infimum est pris parmi les τ tels que ∂Ω2 + τ est un graphe normal sur ∂Ω1. Si cet ensemble est vide, on
choisit par convention que dB(Ω1,Ω2) = +∞.

4.1.2 Théorème principal

Pour simplifier la présentation, nous supposons Ω de classe C∞. Nous commençons en définissant deux hypo-
thèses :

– Etant donné s ∈]0, 1], on dira que la forme quadratique 4 ` sur C∞(∂Ω) satisfait la condition (CHs) si :

4. Dans ce chapitre, on confondra une forme quadratique et sa forme bilinéaire symétrique associée.
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(CHs) il existe s1 ∈ [0, s[, et c1 > 0 tels que ` = `m + `r avec
`m est une forme quadratique semi-continue inférieurement sur Hs(∂Ω)

et ∀ϕ ∈ C∞(∂Ω), `m(ϕ,ϕ) ≥ c1|ϕ|2Hs(∂Ω),

`r est une forme quadratique continue sur Hs1(∂Ω).

– Etant donnés s ∈ [0, 1] et B ⊂W 1,∞(∂Ω) un espace de Banach, on dira que J satisfait (ICHs,B) 5 en Ω si :

(ICHs,B) il existe η > 0 et ω un module de continuité tels que pour tout ouvert 6 Ωh avec ‖h‖B ≤ η, la fonction
j : t ∈ [0, 1] 7→ J(Ωth) est de classe C2 et satisfait

∀t ∈ [0, 1], |j′′(t)− j′′(0)| ≤ ω(‖h‖B)‖h‖2Hs .

Théorème 4.1 Soit Ω∗ un ouvert de classe C∞, et J une fonctionnelle de forme, invariante par translation et
telle que JΩ∗ est C2 sur un voisinage de 0 dans W 1,∞(Rd,Rd). On pose `1 = `J1 (Ω∗) et `2 = `J2 (Ω∗) les dérivées
premières et secondes de forme de J en Ω∗ (voir Page 14 et (4.8)), et on suppose que `2 satisfait (CHs) et que
J satisfait (ICHs,B) en Ω∗, pour s ∈]0, 1] et B un espace de Banach tel que C∞(∂Ω∗) ⊂ B ⊂ W 1,∞(∂Ω∗). On
suppose qu’il existe µ ∈ R tel que 7

`J1 (Ω∗) = µ`Vol
1 (Ω∗), et `J2 (Ω∗)− µ`Vol

2 (Ω∗) > 0 sur T (∂Ω∗) \ {0}

où T (∂Ω∗) :=

{
ϕ ∈ Hs(∂Ω∗),

ˆ
∂Ω∗

ϕ = 0 et
ˆ
∂Ω∗

ϕ−→x =
−→
0

}
. (4.6)

Alors il existe η > 0 et c = c(η) > 0 tels que :

∀Ω tel que dB(Ω,Ω∗) ≤ η et |Ω| = |Ω∗|, J(Ω) ≥ J(Ω∗) + cdHs(Ω,Ω
∗)2,

où dB, dHs sont définis en (4.5).

La condition (4.6) consiste à dire que la forme Ω∗ satisfait les conditions d’ordre 1 et 2 (stricte) pour le problème
d’optimisation

min {J(Ω), |Ω| = m0}

dans le cas d’une fonctionnelle J invariante par translation. On explique au Paragraphe 4.1.3 pourquoi ce sont
`1, `2 qui interviennent plutôt que J ′(Ω∗), J ′′(Ω∗) ; ici T (∂Ω∗) peut être vu comme l’espace tangent à la contrainte
de volume et à l’invariance par translation, et µ est un multiplicateur de Lagrange : rappelons en effet que (on
note Bar(Ω) =

´
Ω
−→x le barycentre de Ω) :

`Vol
1 (Ω).ϕ =

ˆ
∂Ω

ϕ, `Vol
2 (Ω).ϕ =

ˆ
∂Ω

H∂Ωϕ
2, `Bar

1 (Ω).ϕ =

ˆ
∂Ω

ϕ−→x .

Le Théorème donne des conditions suffisantes sur J pour que (4.6) implique que Ω∗ est un minimum local
dans un voisinage en norme B. Ce résultat a été montré pour différents cas particuliers de fonctionnelles J ; nous
retrouverons ces exemples et en apporterons des nouveaux au Paragraphe 4.1.4. Précisons que malgré le degré de
généralité, nous avons simplifié de nombreuses preuves, comme on l’explique au Paragraphe 4.1.3.

Afin de tester les hypothèses et la conclusion du Théorème, nous montrons d’une part qu’on ne peut pas en
général obtenir une optimalité locale dans des voisinages faibles, voir (4.9), d’autre part que si J ne satisfait pas
(CHs), il existe des domaines critiques stables (i.e. qui satisfont (4.6)) mais qui ne sont pas des minima locaux,
même dans un voisinage fort, voir [83].

Si on considère un problème d’optimisation sans contrainte de volume et si J n’est pas invariante par translation,
on peut obtenir un résultat similaire (et plus simple, voir [83]), et (4.6) est remplacé par

`J1 (Ω∗) = 0 et `J2 (Ω∗) > 0 sur Hs(∂Ω∗) \ {0}, (4.7)

On verra à la fin du Paragraphe 4.1.3 que par une méthode de pénalisation exacte, on peut ramener le cas du
Théorème 4.1 à ce cas plus simple.

5. Pour “Improved Continuity”
6. défini via (4.4).
7. ` étant une forme quadratique, ` > 0 sur X signifie `(ϕ,ϕ) > 0 pour tout ϕ ∈ X \ {0}.
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4.1.3 À Propos de la preuve du Théorème 4.1, résultats intermédiaires

Structure des dérivées de forme : La méthode de différentiation par difféomorphisme rappelée au Paragraphe
4.1.1 est très bien adaptée pour la plupart des fonctionnelles de forme, qui sont régulières dans cette paramétrisa-
tion, et le calcul des dérivées au sens des graphes en est un cas particulier. Néanmoins, le principal désavantage
est qu’en ayant affaire à des domaines, il y a beaucoup d’invariances pour la fonctionnelle JΩ (par exemple, tout
difféomorphisme non-trivial qui laisse Ω invariant (au premier, second ordre) doit amener à des dérivées nulles).
Ainsi il est inadapté d’imaginer une condition de stabilité de la forme J ′′(Ω∗).(ξ, ξ) > 0 pour ξ ∈ Θ \ {0}. Cette
difficulté remonte aux travaux de Hadamard, qui observait (dans des cas particuliers) que le gradient de forme est
une distribution portée par le bord du domaine, agissant seulement sur la composante normale de la déformation ;
pour les dérivées d’ordre 2, un résultat similaire a été obtenu dans [177], voir (0.11), qui donne en particulier

∀ξ ∈ C∞(Rd,Rd), J ′′(Ω).(ξ, ξ) = `2(ξ · n, ξ · n) + `1(Zξ) où Zξ = B∂Ω(ξτ , ξτ )− 2∇τ (ξ · n) · ξτ . (4.8)

Pour cette raison, il est naturel de considérer (4.6) ou (4.7) comme conditions d’ordre 1 et 2 pour l’optimalité.
Même si ce résultat est déjà montré dans [177], nous donnons dans [83] une nouvelle preuve de (4.8), un peu

moins technique, et simplement basée sur l’observation qu’une déformation tangente au bord a un flot qui laisse
invariant le domaine.

Même si on pourrait penser que ce résultat ne sera utile que pour des domaines critiques, on verra qu’il n’en est
rien, car dans l’étape de preuve du résultat de stabilité, on aura recours à une formule de Taylor qui fait intervenir
les dérivées secondes de forme en des domaines non critiques.

Sur l’hypothèse de coercivité : Comme on l’a déjà remarqué plus tôt, du fait qu’on travaille dans un cadre
de calcul différentiel en dimension infinie, l’hypothèse de stricte positivité de la dérivée seconde n’est pas toujours
suffisante pour obtenir une optimalité locale. L’hypothèse (CHs) permet de corriger ce problème. En effet, on
montre que si ` satisfait (CHs), alors

` > 0 sur Hs(∂Ω) \ {0} ⇔ ∃λ > 0, ∀ϕ ∈ Hs(∂Ω), `(ϕ,ϕ) ≥ λ‖ϕ‖2Hs(∂Ω).

Notons que le choix de la distance d1 dans (4.2) est limité par cette propriété de coercivité ; en d’autres termes,
on ne peut pas espérer que (4.2) soit valide pour une distance d1 plus forte que dHs (voir aussi [102] où une
borne supérieure du déficit isopérimétrique est donnée, dans un voisinage régulier). Par le calcul, on observe que la
fonction périmètre satisfait (CH1), et que Ef satisfait (CH1/2). Pour un résultat intéressant sur le choix possible
de d1 dans un cadre non-régulier, voir [103] où les auteurs obtiennent une version améliorée de (4.3) où d1 est une
distance plus forte que l’asymétrie de Fraenkel (voir aussi [175] pour le cas anisotrope).

Stabilité et différence de normes :
Plaçons-nous d’abord pour simplifier dans la situation sans contrainte de volume ni invariance par translation,

difficultés qui seront traitées au point suivant. Ainsi, supposons que Ω∗ satisfait (4.7). Avec l’étape précédente, on
a obtenu une propriété de coercivité. Par la formule de Taylor dans l’espace de différentiabilité Θ, on peut écrire :

J((Id+ θ)(Ω∗))− J(Ω∗) =
1

2
`2(θ · n, θ · n) + O(‖θ‖2Θ),

ce qui amène deux difficultés :

– le reste dépend a priori de la norme complète de θ, alors que le second terme est contrôlé seulement par la norme
de θ · n,

– la norme de différentiabilité Θ est dans la plupart des cas plus forte que la norme de coercivité donnée à l’étape
précédente, à savoir Hs(∂Ω),

il est donc a priori impossible de contrôler le signe du terme 1
2 `2(θ·n, θ·n)+O(‖θ‖2Θ). Pour résoudre le premier point,

on peut ne considérer que des déformations normales. Le second problème est plus sérieux : dans la littérature, il a
été observé d’abord pour la minimisation du périmètre qui est naturellement différentiable dans W 1,∞ alors que la
coercivité a lieu seulement en la norme H1 ; cette remarque se trouve dans Fuglede [102] qui s’intéresse à l’inégalité



54 Stabilité en optimisation de forme

isopérimétrique, et dans [115, Proof of Theorem 6], [22, Equation 3.23], [205, Equation (1)] qui étudient la stabilité
des surfaces CMC. Plusieurs exemples géométriques similaires ont été traités, voir par exemple [88, 94, 19, 175].

Dans le contexte spécifique de l’optimisation de forme faisant intervenir des EDP, la situation est beaucoup
plus délicate que pour des fonctionnelles géométriques, car il est bien plus difficile d’écrire le terme de reste. C’est
l’hypothèse (ICHs,B), attestant d’une continuité améliorée de j′′, qui permet de résoudre le problème. En effet,
elle permet de montrer

J(Ω∗h)− J(Ω∗) =
1

2
`2(h, h) +

ˆ 1

0

[j′′(t)− j′′(0)](1− t)dt ≥ 1

2
`2(h, h) + ω(‖h‖Θ)‖h‖2Hs ,

et avec la coercivité en norme Hs du terme `2(h, h), il est désormais possible d’étudier le signe de ce terme.
Pour appliquer cette stratégie à des exemples concrets, nous montrons que P satisfait (ICH1,W 1,∞) (autour de

tout domaine). Dans [84, 81] les auteurs étudient des fonctionnelles du type Ef , et montrent un résultat comparable
à la condition (ICH1/2,C2,α) ; dans [1], les auteurs étudient la fonctionnelle J(Ω) = PTN (Ω) + γG(Ω) où γ > 0 et

G(Ω) =

ˆ
TN
|∇wΩ|2dx et wΩ est solution de


−∆wΩ = 1Ω − 1Ωc − (|Ω| − |Ωc|) dans TNˆ
TN

wΩdx = 0

Ils montrent un résultat comparable à la condition (ICH1,W 2,p) pour p assez grand.

On montre que le choix d’espaces W 2,p pour des fonctionnelles de type Ef est également possible, améliorant ainsi
les résultats de [84, 81]. Nos calculs sont également simplifiés par rapport aux références citées car on ne fait
l’estimation que pour le chemin t 7→ Ωth, alors que dans [84, 81, 1] les auteurs étudient un chemin plus élaboré
préservant le volume, ce qui ajoute de nombreuses difficultés techniques. Le point suivant explique comment on
peut se passer de cette complication et se contenter du chemin t 7→ Ωth.

Ces améliorations sur les espaces fonctionnels ne constituent pas juste un détail technique : dans [1] en effet, ce
choix d’espaceW 2,p plutôt que C2,α s’avère important dans la suite de la stratégie, quand on cherche à obtenir une
stabilité dans un voisinage L1 ([1, Section 4]). En effet la procédure de régularisation nécessite de permettre des
discontinuités pour la courbure moyenne, voir l’équation (4.9) dans la preuve de [1, Theorem 4.3]. Cette difficulté
est gérée différemment cependant dans [30] pour l’inégalité de Faber-Krahn quantitative : les auteurs montrent
qu’une stabilité C2,α est suffisante si on adapte la procédure de régularisation.

Constraintes et invariance : comme dans le problème isopérimétrique, on doit souvent prendre en compte deux
difficultés supplémentaires : l’invariance par translation de la fonctionnelle, et la contrainte de volume dans le
problème d’optimisation. Ainsi, on ne peut pas espérer que (4.7) soit satisfaite, et on la remplace par (4.6) qui fait
intervenir le Lagrangien. Comme on l’a évoqué précédemment, dans [84, 81, 1] les auteurs construisent un chemin
presque normal qui préserve le volume, et afin de gérer le problème des normes du points précédents, ils montrent
une estimation du type (ICHs,B) pour ce chemin plus élaboré ; l’invariance par translation présente dans [1] ajoute
également des difficultés techniques.

Inspiré par la stratégie de [115] qui gère la contrainte de volume pour les surfaces minimisantes, on simplifie
drastiquement les présentations de [84, 81, 1] en utilisant une méthode de pénalisation exacte. Plus présicément,
on montre que sous la condition (CHs) de `J2 (Ω∗), la condition d’optimalité contrainte (4.6) implique une condition
d’optimalité sans contrainte (4.7) en remplaçant J par

Jµ,Λ = J − µVol + Λ (Vol−m0)
2

+ Λ ‖Bar− Bar(Ω∗)‖2 ,

où µ est le multiplicateur de Lagrange et Λ ∈]0,∞[ est assez grand. On peut donc appliquer le résultat de stabilité
sans contrainte/invariance à Jµ,Λ, et ceci implique clairement la minimalité locale sous contrainte, ce qui conclut
la preuve du Théorème 4.1. �

Au regard des preuves, il est facile de voir que la méthode décrite ici est générale, et qu’elle peut s’appliquer à
bien d’autres situations, en terme de contraintes ou d’invariance.
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4.1.4 Applications

Donons quelques applications du Théorème 4.1 :

– Nous montrons que notre résultat s’applique à des exemples déjà traités dans la littérature. Une fois le cadre
général établi, il reste à calculer les dérivées premières et secondes, étudier le signe de la dérivée seconde pour le
domaine considéré (la boule par exemple), et montrer les conditions (CHs) et (ICHs,B). Ceci inclut les exemples
de [102, 84, 81, 1, 30], voir [83, Section 4].

– Ensuite, on améliore le résultat de [176] où une stabilité linéaire est démontrée, et nous montrons un résultat de
stabilité non-linéaire, ce qui revient à obtenir un voisinage uniforme (alors que dans le cas de stabilité linéaire,
on obtient un voisinage qui dépend de la direction de déformation).

– On fournit aussi de nouveaux exemples, dont un cas générique est le suivant : si Ω∗ = B est une boule de volume
m0 ∈]0,∞[, alors les conditions du Théorème 4.1 sont satisfaites pour la fonctionnelle J = P + γE1 tant que
γ > γ0 avec γ0 ∈ (−∞, 0) (dont on peut calculer la valeur optimale), et on peut donc conclure que la boule est
un minimiseur local dans un voisinage régulier (W 2,p pour p assez grand) du problème d’optimisation suivant :

min {P (Ω) + γE1(Ω), |Ω| = m0} . (4.9)

En d’autres termes, (4.2) est valide pour J = P + γE1, d1 la distance H1, et d2 = dW 2,p pour p assez grand. Si
γ ≥ 0 ce résultat n’est pas surprenant, puisque la boule minimise à la fois P et E1. Mais le résultat devient plus
intéressant si γ < 0, car il y a une compétition entre le fait de minimiser le périmètre et maximiser l’énergie de
Dirichlet. Une autre façon d’énoncer ce résultat revient à écrire pour tout γ ∈]γ0, 0[ :

P (Ω)− P (B)

E1(Ω)− E1(B)
≥ |γ|, ∀Ω ∈ V(B),

où V(B) = {Ω, dW 2,p(Ω, B) < η}, pour un certain η = η(γ) > 0.
Cet exemple permet de remarquer que la minimalité locale de Ω∗ n’est plus valide en général si on considère des
voisinages de Ω∗ pour une norme faible, par exemple la norme L1 ; on construit en effet un ouvert 8 proche en
distance L1 de la boule et dont l’énergie P + γE1 est strictement inférieure à celle de la boule (si γ < 0). Ceci
montre que la deuxième étape de la stratégie évoquée au Paragraphe 4.1.1 ne fonctionne plus en général, même
pour des fonctionnelles qui consistent à minimiser le périmètre. Pour un problème similaire à (4.9) avec γ < 0,
on rappelle le problème (2.3) évoqué au Chapitre 2, et on renvoie à [110], qui traite du problème en l’absence
de contrainte de convexité.

4.2 Optimisation de la valeur propre Wentzell

Ce Paragraphe résume les résultats de [82].

4.2.1 Introduction, conjecture

Pour d ≥ 2 et Ω un ouvert connexe borné de Rd suffisamment régulier, on note ∆τ l’opérateur de Laplace-
Beltrami sur ∂Ω. On considère le problème aux valeurs propres de type Wentzell suivant{

−∆u = 0 dans Ω

−β∆τu+ ∂nu = λu sur ∂Ω
(4.10)

où β ∈ R+. Le coefficient β apparaît comme un terme de diffusion surfacique lors d’un passage de couche limite
motivé par des conditions de bord de type impédance, voir [159, 12, 117].

Ce problème peut être vu comme une interpolation du problème de valeur propre de Steklov de Ω et le
problème de Laplace-Beltrami sur ∂Ω. Rappelons quelques faits classiques sur ces deux problèmes avant de décrire
le problème général. Le problème aux valeurs propres de Steklov consiste à résoudre{

∆u = 0 dans Ω

∂nu = λSu sur ∂Ω

8. Cet ouvert est une version homothétique de la boule B privée d’une boule de petit rayon ; cela revient à une dérivée topologique.
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Ce problème a un spectre discret λS0 (Ω) = 0 < λS1 (Ω) ≤ λS2 (Ω) . . .→ +∞, qu’on appelle valeurs propres de Steklov,
et cela correspond au cas β = 0. L’inégalité de Brock-Weinstock affirme que λS1 est maximal pour la boule, parmi
les ouverts de volume fixé. Cela a été d’abord montré par Weinstock dans le cas d = 2 et étendu par Brock en
toute dimension [34] (plus précisément, l’inégalité de Weinstock est meilleure (car sous contrainte de périmètre)
mais restreinte aux ouverts simplement connexes, alors que l’inégalité de Brock vaut pour tout domaine régulier).

De même le spectre de l’opérateur de Laplace-Beltrami sur ∂Ω, c’est-à-dire les nombres λ tels que l’équation
−∆τu = λu sur ∂Ω a des solutions non-triviales, est discret et satisfait λLB0 (∂Ω) = 0 < λLB1 (∂Ω) ≤ λLB2 (∂Ω) . . .→
+∞. On peut alors se demander si λLB1 est maximal pour la sphère (euclidienne), parmi les hypersurfaces de
volume (d − 1)-dimensional fixé 9. Ici la réponse est plus élaborée que pour le problème de Steklov : cela dépend
à la fois de la topologie et de la dimension. Dans [122], Hersch donne une réponse positive si d = 3 pour des
surfaces homéomorphes à la sphère. Dans le cas d > 3 ou sans condition topologique, la réponse est négative, voir
[17, 69, 70]. Ce cas correspond au cas extrême β = +∞.

Pour le cas général β ≥ 0, le spectre du Laplacien avec conditions de Wentzell est une suite croissante
de valeurs propres

λ0,β(Ω) = 0 < λ1,β(Ω) ≤ λ2,β(Ω) . . .→ +∞

associée à une base orthonormée (dans L2(∂Ω)) de vecteurs propres u0, u1, u2, . . . Comme dans les cas précédents,
la première valeur propre nulle correspond aux fonctions propres constantes, on s’intéresse donc à λ1,β et on va
chercher à l’estimer. On peut avoir une caractérisation variationnelle, en introduisant l’espace de Hilbert H(Ω) =

{u ∈ H1(Ω), Tr∂Ω(u) ∈ H1(∂Ω)}, où Tr∂Ω est l’opérateur de trace :

λk,β(Ω) = min

{´
Ω
|∇v|2 dx+ β

´
∂Ω
|∇τv|2 dσ´

∂Ω
v2

, v ∈ H(Ω),

ˆ
∂Ω

vui = 0, i = 0, . . . , k − 1

}
où ∇τ est le gradient tangentiel. En particulier, si k = 1, le minimum est pris parmi toutes les fonctions de moyenne
nulle sur ∂Ω. Remarquons que l’on peut voir ces valeurs propres comme celles de l’opérateur −β∆τ + D sur ∂Ω,
où D est l’opérateur de Dirichlet-à-Neumann, opérateur pseudo-différentiel autoadjoint et positif d’ordre 1.

Pour la question d’estimer λ1,β par en dessous, remarquons que

inf {λ1,β(Ω), Ω convex , |Ω| = m0} = 0

pour tout β ≥ 0 et m0 ∈]0,+∞[ : ceci est une conséquence du Théorème 4.2 ci-dessous (en dimension d = 2

par exemple, des stades qui s’applatissent fournissent une suite minimisante). Ainsi, nous nous concentrons sur la
recherche d’une borne supérieure. Comme souvent dans l’analyse des valeurs propres de domaines, il est naturel
de proposer la conjecture suivante :

Conjecture : la boule maximise la première valeur propre non-triviale de l’opérateur de Wentzell-Laplace parmi
les ouverts réguliers de volume donné et qui sont homéomorphes à la boule.

Au vu des cas extrêmes β = 0 et β = +∞ 10, on peut penser que la conjecture est valide si d ∈ {2, 3}. Le cas d ≥ 4

est moins clair, puisque dans le cas β = 0, la boule est bien un maximiseur, mais dans le cas β = +∞, la question
semble ouverte à notre connaissance.

4.2.2 Nouveaux résultats

Notre premier résultat consiste à appliquer la stratégie de F. Brock du problème de Steklov pour le problème
de Wentzell ; on obtient ainsi des bornes supérieures de λ1,β(Ω) en termes purement géométriques :

Théorème 4.2 Soit Ω un ouvert régulier connexe tel que
´
∂Ω
x = 0, et Λ[Ω] le rayon spectral de la matrice

symétrique semi-définie positive P (Ω) = (pij)i,j=1,...,d définie par

pij =

ˆ
∂Ω

(δij − ninj),

9. Il est ici plus naturel d’avoir une contrainte sur la surface de ∂Ω que sur le volume de Ω.
10. Du fait que la boule maximise λLB1 parmi les ouverts de R3 de périmètre donné, en combinant avec l’inégalité isopérimétrique,

elle maximise aussi λLB1 parmi les ouverts de volume donné.
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où n = (ni) = n∂Ω. Alors si β ≥ 0, on a :

d∑
i=1

1

λi,β(Ω)
≥

´
∂Ω
|x|2

|Ω|+ βΛ[Ω]
≥
dω
−1/d
d |Ω| d+1

d

|Ω|+ βΛ[Ω]
(4.11)

où ωd = |B1| et B est la boule de volume |Ω| centrée en 0. Il y a égalité dans (4.11) si Ω est une boule.

Ce résulat fournit la borne supérieure suivante :

λ1,β(Ω)≤ d |Ω|+ βΛ[Ω]´
∂Ω
|x|2

.

et on aurait démontré la conjecture si la boule maximisait ce majorant, sous contrainte de volume, comme c’est
le cas si β = 0. Malheureusement, on observe que le numérateur et le dénominateur dans cette estimation sont
tous les deux minimisés par la boule (voir [82, Lemma 2.4]). En fait on observe numériquement que la boule ne
maximise pas cette borne en général, voir [82, Section 2.3].

A propos de la preuve du Théorème 4.2 : On utilise la formulation variationnelle de
d∑
i=1

1

λi,β(Ω)
issue de

[123], et on construit une famille de fonctions tests (wi)i∈J1,dK obtenues comme combinaisons linéaires des fonctions
coordonnées. On montre qu’un tel choix est possible, et donne la première inégalité dans (4.11). L’inégalité suivante
est une conséquence de l’inégalité isopérimétrique à poids issue de [14]. �

Afin de tester la conjecture du paragraphe précédent, on cherche donc à voir si la boule est un domaine critique
stable de λ1,β . On montre que c’est le cas si d ∈ {2, 3} :

Théorème 4.3 Soit B est une boule de R2 ou R3, et t 7→ Tt ∈ W 3,∞(Rd,Rd) est une déformation préservant le
volume. Alors

λ1,β(B) ≥ λ1,β(Tt(B)), pour t assez petit.

Ce théorème est une conséquence directe des Propositions 4.2 et 4.3 que l’on décrit au paragraphe suivant. Notons
que pour la plupart des déformations, le résultat est valable en toute dimension d, car repose seulement sur la
Proposition 4.2, mais l’analyse de certaines déformations est plus délicate, et on ne les a traitées que pour d ∈ {2, 3}
dans la Proposition 4.3.

4.2.3 Dérivation de λ1,β et preuve du Théorème 4.3

On procède en 3 étapes : on établit d’abord la régularité de la fonction λ1,β , on montre que la boule est un
point critique, et enfin on étudie le signe de la dérivée d’ordre 2, quand celle-ci est bien définie.

Régularité : Une difficulté majeure est que la valeur propre en la boule est multiple (de multiplicité d), et il est
classique que cela donne une dépendance irrégulière de λ1,β par rapport au domaine. Néanmoins, étant fixé un
champ de déformation V ∈W 3,∞(Rd,Rd), on montre que le long du transport de Ω par Tt = I + tV , il existe des
branches régulières de valeurs propres. On obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1 Soit Ω un ouvert régulier, et supposons que λ est une valeur propre de Wentzell de Ω, d’ordre
m ≥ 1. Alors il existe m fonctions (t 7→ λk,β(t))k=1,...,m définies sur un voisinage de 0 telles que

– λk,β(0) = λ,

– pour tout t proche de 0, λk,β(t) est une valeur propre de Ωt = (I + tV )(Ω),

– les fonctions (t 7→ λk,β(t))k=1,...,m sont analytiques.

Attention, ici les fonctions λk,β(t) ne sont pas ordonnées. La preuve de ce résultat est assez classique et suit la
stratégie de [178]. Pour un énoncé plus précis, on renvoie à [82, Theorem 3.4] ; en particulier, il existe également
t 7→ uk(t) des fonctions propres associées à λk,β(t), qui ont des propriétés de régularité par rapport à t.

La boule est un point critique :
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Proposition 4.2 Toute boule B est une forme critique pour λ1,β sous contrainte de volume, au sens où pour tout
champ de déformation V qui préserve le volume à l’ordre 1, 11

d∑
k=1

λ′k,β(0) = 0, (4.12)

où (t 7→ λk,β(t))k=1...d sont données par la Proposition 4.1 appliquée à B.
En conséquence, 0 ∈ ∂λ1,β(B).V := [infk=1···d λ

′
k,β(0), supk=1···d λ

′
k,β(0)], le sous-différentiel de λ1,β en B dans

la direction V . De plus, le sous-différentiel se réduit à {0} si et seulement si Vn := V · n∂B est orthogonal aux
harmoniques sphériques d’ordre 2.

Dans le cas β = 0, on retrouve des éléments observés dans [29, Section 6], où les auteurs étudient le caractère
optimal de l’exposant dans la version quantitative de l’inégalité de Brock-Weinstock, et pour cela montraient que si
V est orthogonal aux harmoniques sphériques d’ordre 2, alors la valeur propre de Steklov en la boule était dérivable
et de dérivée nulle. Notre résultat généralise au cas β > 0, et démontre également que la condition d’orthogonalité
sur V est nécessaire.

De ce résultat, on déduit que deux situations peuvent se produire, suivant la direction de dérivation V : soit le
sous-différentiel n’est pas réduit à {0} et alors on peut déduire de l’énoncé précédent que B maximise localement
λ1,β le long de t 7→ (Id + tV )(B), soit le sous-différentiel dans la direction V est {0} et alors on ne peut pas
conclure avec la dérivée d’ordre 1. Dans ce cas, on a recours à la Proposition 4.3.

A propos de la preuve de la Proposition 4.2 : On commence par étudier la dérivée première de forme pour
le problème (4.10) en un domaine Ω, ce qui généralise des résultats de [90] qui traitent du Laplacien-Beltrami (soit
β = +∞). Soit λ valeur propre d’ordre m ≥ 1 sur Ω et (uk)k=1,...,m les fonctions propres associées. Afin de calculer
la dérivée de t 7→ λk,β(t), on considère un chemin t 7→ (u(t), λ(t)) régulier et tel que{

∆u(t, x) = 0 dans Ωt
−β∆τu(t, x) + ∂nu(t, x) = λ(t)u(t, x) sur ∂Ωt,

(4.13)

et on dérive par rapport à t, ce qui donne 12
∆u′ = 0 dans Ω,

−β∆τu
′ + ∂nu

′ − λu′ = β∆τ (Vn∂nu)− βdivτ
(
Vn(2B −HId)∇τu

)
+divτ (Vn∇τu)− λ′(0)u+ λVn(∂nu+Hu) sur ∂Ω.

(4.14)

Ensuite on peut décomposer u(0) =
∑
k ckuk, multiplier par uk l’équation (4.14) et on obtient après intégrations

par parties
λ′(0)c = Mc,

où M est la matrice définie par

Mij =

ˆ
∂Ω

Vn

(
∇τui.∇τuj − ∂nui∂nuj − λHuiuj + β (HId− 2B)∇τui.∇τuj

)
dσ.

Ainsi les dérivées de t 7→ λk,β(t) sont les valeurs propres de cette matrice.
On applique ensuite la formule précédente dans le cas où Ω est une boule, qu’on suppose de rayon 1 pour

simplifier. Il est classique que uk = xk
‖xk‖L2(Sd−1)

et on obtient :

Mij =
δij
ωd

(1 + β(d− 3))

ˆ
Sd−1

Vn −
d+ 1

ωd
(1 + β(d− 2))

ˆ
Sd−1

xixjVn.

Si on considère une déformation qui préserve le volume, alors
´
Sd−1 Vn = 0 ; il est alors facile de calculer la trace

de M et d’obtenir (4.12) ; on peut aussi déterminer exactement quand cette matrice s’annule, ce qui conclut la
preuve. �

11. Ce qui signifie que
´
∂B V · n∂B = 0.

12. Pour justifier ces calculs, on dérive en fait la formulation variationnelle de (4.13), voir [82, Theorem 3.5].
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La boule est stable :

Proposition 4.3 Soit B une boule de R2 ou R3 et t 7→ Bt = Tt(B) une déformation préservant le volume à l’ordre
2. Alors il existe µ(= µ(β, d,B)) tel que si Vn =

(
d
dt |t=0

Tt

)
.n∂B est dans l’espace engendré par les harmoniques

spériques d’ordre supérieur ou égal à 3, 13

d∑
k=1

λ′′k,β(0) ≤ −µ
ˆ
∂B

(
|∇τVn|2 + |Vn|2

)
dσ = −µ‖Vn‖2H1(∂B). (4.15)

Pour les calculs à l’ordre 2, il faut dériver une nouvelle fois (4.14), ce qui amène à une très longue étude.
Considérons B la boule unité, et t 7→ Tt = Id + tV (t) une déformation préservant le volume : en posant Vn =

V (0) · n∂B et W = d
dt (V · n∂B)|t=0, on obtient la formulation variationnelle suivante : pour tout φ définie et

régulière sur ∂B on a :
ˆ
Sd−1

[
−β∆τu

′′ + ∂nu
′′ − λu′′

]
φ+ β

ˆ
Sd−1

[
∇τ [Vn.∂nu

′].∇τφ−∆τ [W∂nu] φ− divτ [Vn∂nVn∇τ [∂nu]] φ
]
dσ

+ β

ˆ
Sd−1

[
− divτ [HVn∇τ (Vn∂nu)]− divτ [∂nu ∂nVn∇τVn] + ∆τ [Vn∂nu∇τVn]

]
φ dσ

+ β

ˆ
Sd−1

[
2divτ [VnB · ∇τ [Vn∂nu]]− divτ [VnA · ∇τu′]− divτ [(W +HV 2

n + Vn∂nVn) A · ∇τu]
]
φ dσ

+ β

ˆ
Sd−1

[
− divτ [∂nu VnA · ∇τVn]− divτ [VnA′ · ∇τu]

]
φ dσ + β

ˆ
Sd−1

V 2
n ∂n [A · ∇τu.∇τφ] dσ

+

ˆ
Sd−1

[
− divτ [Vn∇τu′]− divτ [(W +HV 2

n + Vn∂nVn) ∇τu] + divτ [∂nu Vn∇τVn]
]
φ dσ

+

ˆ
Sd−1

[
divτ [V 2

n (2B∇τu−∇τ (∂nu))]− 2
(
λ′u′ + λVn(∂nu

′ +Hu′)
) ]
φ dσ

− λ′′
ˆ
Sd−1

uφ− λ′
ˆ
Sd−1

Vn∂nuφ dσ − λ
ˆ
Sd−1

(
W + Vn∂nVn +HV 2

n )(∂nu+Hu)
)
φ dσ

+ λ

ˆ
Sd−1

Vn
(
∇τVn.∇τu+ ∆τVn u

)
φ dσ − λ

ˆ
Sd−1

V 2
n

(
∂2
nu− u‖B‖2 +H∂nu

)
φ dσ = 0

où A(t) = H(t)Id− 2B(t) (la dépendance en t fait référence au domaine Tt(B), et les valeurs ci-dessus sont prises
en t = 0). Comme pour la Proposition 4.2, on prendra comme fonctions tests les (ui)i=1...d une base de vecteurs
propres, pour calculer

∑
i λ
′′
i,β(0). Une difficulté supplémentaire est que nous devons calculer u′ (alors que le terme

u′′ donne un résultat nul), ce que nous faisons en utilisant des décompositions en harmoniques sphériques : pour
cela on se restreint à la dimension 2 et 3. Les détails sont présentés dans [82, Appendix C-D, Section 4].

4.3 Perspectives

Avec le Théorème 4.1, nous faisons le point sur les hypothèses qui permettent d’obtenir une stabilité non-
linéaire. Une possible application est l’étude de la stabilité pour la première valeur propre, ou pour l’énergie de
Dirichlet dans le cas de conditions au bord de type Robin. Dans [11], on peut trouver des calculs d’ordre 1 et 2,
ainsi qu’une étude du signe de la dérivée seconde dans ce cas. Il reste donc à vérifier les hypothèses (CHs) et
(ICHs,B) pour des choix judicieux de s et B.

Bien sûr, un autre exemple intéressant serait de faire de même pour la fonction valeur propre de Wentzell
abordée au Paragraphe 4.2 ; afin de contourner la difficulté de la non-différentiabilité de λ1,β , une nouvelle idée
serait de travailler plutôt avec S(Ω) =

∑d
i=1

1
λi,β(Ω) . En effet, on peut s’attendre naturellement à ce que cette

fonction soit différentiable au sens des formes au voisinage de la boule, car c’est une fonction symétrique des valeurs
propres ; d’ailleurs, les calculs du Paragraphe 4.2.3 s’intéressaient aux traces des matrices de dérivées premières
et secondes, qu’on retrouvera naturellement dans le calcul des dérivées de S. Du fait de l’inégalité (4.15), on sait
que S satisfera l’hypothèse (CH1). Il reste à déterminer un choix d’espace B tel que l’hypothèse (ICH1,B) soit
satisfaite. Comme les calculs sont très fastidieux, il serait intéressant de commencer par le cas extrême β = +∞
(Laplace-Beltrami) ; dans ce cas, il est plus naturel de regarder une contrainte sur la mesure surfacique de ∂Ω, soit
sur le périmètre de Ω. Les questions naturelles seraient :

13. On considère Vn orthogonal aux harmoniques d’ordre 0 d’après la contrainte de volume, à celles d’ordre 1 du fait de l’invariance
par translation, et à celles d’ordre 2 pour avoir une dérivée d’ordre 1 nulle, voir la Proposition 4.2.
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– Peut-on obtenir une inégalité de Hersch quantitative 14, dans un voisinage régulier ? Si tel est le cas, on pourrait
ensuite étudier le principe de sélection pour cette fonctionnelle, ce qui nécessite de comprendre la théorie de la
régularité pour ces problèmes, voir dans cette direction [181, 172].

– Peut-on montrer que, même si la boule ne maximise pas λLB1 en dimension d ≥ 4 ([70]), la boule est un
maximum local (dans un voisinage régulier) parmi les ouverts de périmètre donné (ou de volume donné) en
dimension d ≥ 4 ?

Dans la direction de l’inégalité obtenue au Théorème 4.2, qui généralise l’inégalité de Brock (cas β = 0), il
serait intéressant de regarder l’inégalité de Chavel [67] qui traite du cas β = +∞ ; elle est moins précise que
l’inégalité de Hersch, mais valable en toute dimension et sans contrainte de géométrie. L’inégalité dit que pour
tout Ω suffisamment régulier,

λLB1 (∂Ω) ≤ d− 1

d2

P (Ω)2

|Ω|2
.

Comme la preuve est également basée sur l’utilisation des fonctions coordonnées comme fonctions tests, il est
naturel de chercher une inégalité sur λ1,β qui généralise à la fois l’inégalité de Brock et l’inégalité de Chavel.

14. Rappelons l’inégalité de Hersch : pour tout Ω ⊂ R3 homéomomorphe à la boule,

1

λLB1 (∂Ω)
+

1

λLB2 (∂Ω)
+

1

λLB3 (∂Ω)
≥

3

8π
P (Ω).

qui implique que la boule maximise λLB1 parmi les ouverts de périmètre donné et homéomorphes à la boule (et donc d’après l’inégalité
isopérimétrique, la même propriété est valable parmi les ouverts de volume donné et homéomorphes à la boule).



Chapitre 5

Modèle de dynamique des populations ([A4])

Dans ce chapitre, on décrit les résultats de [148].

5.1 Introduction

5.1.1 Le modèle

On s’intéresse ici à l’analyse d’un problème de frontière libre/optimisation de forme motivé par un modèle
de dynamique des populations. La question est de déterminer l’arrangement spatial optimal entre les régions
favorables et défavorables pour assurer au mieux la survie d’une espèce. Etant donné D un ouvert connexe, borné
et Lipschitz de Rd, il est introduit dans [193] le modèle de diffusion logistique suivant :

ut = ∆u+ ωu[m(x)− u] dans D × R+,

∂nu+ βu = 0 sur ∂D × R+,

u(0, x) ≥ 0, u(0, x) 6≡ 0 dans D,

(5.1)

où u(t, x) représente la densité d’une espèce à l’endroit x au temps t, et ω, β sont des paramètres positifs.
Cette équation logistique (5.1) joue un rôle important dans l’étude des effets de dispersion et d’hétérogénéité

spatiale en dynamique des populations, voir par exemple [54, 55, 57]. Il est connu qu’il existe un nombre λ(m)

tel que si ω ≤ λ(m), alors u(t, x) → 0 uniformément dans D quand t → ∞ pour tout donnée initiale positive,
c’est-à-dire que l’espèce s’éteint, alors que si ω > λ(m), u(t, x) → u∗(x) uniformément dans D quand t → ∞, où
u∗ est l’unique solution positive stationnaire de (5.1), c’est-à-dire que l’espèce survit.

La condition de bord correspond dans le cas β = 0 à une condition de Neumann qui modélise le bord comme
une barrière ‘neutre’, c’est-à-dire que tout individu rencontrant la frontière retourne à l’intérieur. Dans le cas
β = +∞, cela correspond une condition de Dirichlet qui s’interprète comme un bord meurtrier, c’est-à-dire un
environnement extérieur très hostile, et tout individu rencontrant le bord décède. Pour les valeurs intermédiaires
0 < β < +∞, on considère le domaine D entouré par des régions partiellement inhospitalières, et cette inhospitalité
grandit avec β. Le poids m représente le taux de croissance intrinsèque de l’espèce : il est positif dans une zone
favorable de l’habitat (D+

m = {m > 0}) et négatif dans une zone défavorable (D−m = {m < 0}). L’intégrale de m
sur D mesure les ressources totales de l’environnement.

Pour définir λ(m), on regarde pour tout m fonction mesurable bornée le problème aux valeurs propres défini
dans [99] : {

∆ϕ+ λmϕ = 0 dans D,
∂nϕ+ βϕ = 0 sur ∂D.

(5.2)

On dit que λ est une valeur principale de (5.2) s’il existe ϕ ∈ H1(D) positive qui satisfait l’équation pour cette
valeur λ. L’existence de valeur principale de (5.2) en fonction de β est discuté dans [2, 18] et il est montré que si
m change de signe, on a :
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– dans le cas Dirichlet (“β = +∞”), il y a exactement deux valeurs propres principales λ− < 0 < λ+, respective-
ment associée aux fonctions propres ϕ− et ϕ+ qui satisfontˆ

D

m(x)ϕ−(x)2dx < 0,

ˆ
D

m(x)ϕ+(x)2dx > 0,

– le cas 0 < β < +∞ a un comportement similaire au cas Dirichlet,

– dans le cas critique β = 0, il y a deux valeurs propres principales, à savoir 0 et λ, respectivement associées aux
fonctions propres 1 et ϕ ; de plus λ > 0 si et seulement si

´
D
m(x)dx < 0, auquel cas on aˆ

D

m(x)ϕ(x)2dx > 0.

Dans tous les cas où elle existe, on définit λ(m) comme l’unique valeur propre principale positive.

5.1.2 Problème d’optimisation

Comme les espèces survivent si et seulement si ω > λ(m), on voit que plus λ(m) est petit, plus les chances
de survie sont élevées. Dans cet esprit, Cantrell and Cosner posent la question suivante dans [54, 55] : parmi les
fonctions m, laquelle donnera la plus petite valeur de λ(m) ? D’un point de vue biologique, cela revient à déterminer
l’arrangement spatial des zones favorables et défavorables de l’environnement pour favoriser la survie de l’espèce.
Bien sûr, il faut préciser les contraintes faites sur m. Le problème d’optimisation s’écrit précisément :

Arrangement optimal des ressources. Etant donnés D un ouvert borné de Rd, β ∈ R+∪{+∞}, κ >
0 et m0 ∈]− κ, 1[ si β > 0 ou m0 ∈]0, 1[ si β = 0 1, on considère le problème d’optimisation suivant

min

{
λ(m), m ∈ L∞(D), −1 ≤ m ≤ κ, |{m > 0}| > 0,

ˆ
D

m ≤ −m0|D|
}
. (5.3)

Il est bien connu (voir par exemple [124, 162]) que le problème (5.3) a une solution m∗, et que cette dernière
ne prend que 2 valeurs, autrement dit il existe E∗ ⊂ D mesurable tel que

m∗ = mE∗ où mE∗ = κ1E∗ − 1D\E∗ dans D.

De plus, par un simple argument de monotonie sur λ (voir [162, Lemma 2.3]), on a également
´
D
mE∗ = −m0|D|.

En d’autres termes, le minimiseur sature à la fois les contraintes ponctuelle et intégrales (ceci se comprend heu-
ristiquement par la structure concave du problème). En conséquence, on est finalement intéressé à un problème
d’optimisation de forme :

Formulation optimisation de forme du problème (5.3). Notant c = 1−m0

κ+1 ∈]0, 1[, on s’intéresse
au problème :

min
{
λ(E) := λ(κ1E − 1D\E), E mesurables et tel que 0 < |E| ≤ c|D|

}
. (5.4)

En conséquence, étant donné β ≥ 0 et κ ∈]0,∞[, il est équivalent de considérer le paramètre m0 ∈ (−κ, 1) ou
le paramètre c ∈]0, 1[ (avec c < 1

κ+1 si β = 0 1) et la solution du problème d’optimisation dépend des paramètres
(β, κ,m0) ou (β, κ, c)), une fois que D est donné.

Remarquons enfin que λ(m) a une formulation variationnelle : si β <∞,

λ(m) = min

{´
D
|∇ϕ|2 + β

´
∂D

ϕ2´
D
mϕ2

, ϕ ∈ H1(D),

ˆ
D

mϕ2 > 0

}
.

De plus, λ(m) est simple, les fonctions qui réalisent le minimum ci-dessus ne changent pas de signe dans D, et
enfin toute fonction propre ϕ solution de (5.2) qui ne change pas de signe et qui satisfait

´
D
mϕ2 > 0 est associée

à λ(m).
Dans le cas Dirichlet (on écrira β = +∞), on remplace la condition de bord ∂nϕ+ βϕ = 0 sur ∂D par ϕ = 0

sur ∂D, et la formulation variationnelle devient

λ(m) = inf

{´
D
|∇ϕ|2´

D
mϕ2

, ϕ ∈ H1
0 (D),

ˆ
D

mϕ2 > 0

}
.

1. Cette contrainte permet d’avoir λ(m) strictement positive
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5.1.3 Modèles similaires et références

Une formulation équivalente : Etant donnés (µ−, µ+) ∈ R2 tels que µ− < 0 < µ+ et µ ∈ L∞(D; [µ−, µ+]), le
modèle classique de réaction-diffusion pour les environnements homogènes de Fisher [98], Kolmogorov et al. [136]
se généralise de la manière suivante :

vt = ∆v + v[µ(x)− ν(x)v] dans D × R+,

∂nv + βv = 0 sur ∂D × R+,

v(0, x) ≥ 0, v(0, x) 6≡ 0 dans D,

où v(t, x) représente la densité de population au temps t et à la position x. La fonction µ représente le taux de
croissance intrinsèque de l’espèce alors que la fonction ν représente la vulnérabilité aux trop fortes densités et est
une fonction de L∞(D) telle que essinfν > 0.

D’après [13, 185] et de façon similaire au modèle du Paragraphe 5.1.1, une condition nécessaire et suffisantte
de survie de l’espèce s’écrit γ(µ) < 0, où γ(µ) est la valeur propre principale du problème elliptique suivant 2 :{

−∆ψ = (µ(x) + γ)ψ dans D
∂nψ + βψ = 0 sur ∂D.

(5.5)

L’unique valeur propre principale positive γ(m) de (5.5) est donnée par

γ(µ) = inf
ψ∈H1(D)
ψ 6=0

´
D
|∇ψ|2 −

´
D
µψ2 + β

´
∂D

ψ2´
D
ψ2

.

Comme précédemment, l’analyse du modèle biologique amène à considérer le problème d’optimisation suivant :

inf

{
γ(µ); µ ∈ L∞(D; [µ−, µ+]) tel que |{µ > 0}| > 0, et

ˆ
D

µ ≤ −µ0|D|
}
.

où µ0 ∈ (µ−, µ+). A nouveau, les solutions de ce problème prennent deux valeurs, µ+1E∗ + µ−1D\E∗ , et la
contrainte de volume est active.

Dans [65] les deux formulations présentées ont été étudiée, et il est montré que les formulations sont équivalentes.

Modèle de membranes non-homogènes : Il existe également une littérature vaste sur un problème similaire à
(5.3), où on cherche à minimiser la première valeur propre de l’opérateur− 1

m∆ où ∆ est le Laplacien-Dirichlet, et où
les fonctions m sont telles que a ≤ m(·) ≤ b dans D avec 0 < a < b, et à nouveau avec une contrainte intégrale. Ces
problèmes sont motivés par l’étude des membranes non-homogènes. On réfère par exemple à [137, 133, 134, 135, 79]
et [120, Chapter 9], où le cas des conditions de Dirichlet sont considérées. Le problème peut également être étudié
dans le cas de condition de Robin 3 ; notons que tous nos résultats s’appliquent également pour ce problème,
puisque tout se base sur la formulation variationnelle de la valeur propre principale positive, qui est en fait plus
simple dans le cas m > 0 que dans le cas que nous considérons.

5.2 Nouveaux résultats

Dans tout ce paragraphe, on se donne (β, κ, c) ∈ [0,+∞]×]0,+∞[×]0, 1[, avec c < 1
1+κ si β = 0.

5.2.1 Résolution en dimension 1

Nous avons entièrement résolu le problème (5.4) en dimension 1, c’est-à-dire quand D est un segment.

2. Remarquons que cette condition ne dépend pas de la fonction ν(·)
3. dans le cas des conditions de Neumann, il n’y a pas de valeur propre principale strictement positive
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Théorème 5.1 Supposons d = 1 et sans perte de généralité, considérons D =]0, 1[. Posons

β∗ :=


2

c
√
κ

arctan
(

1√
κ

)
si κ > 1

π
2c si κ = 1

1
c
√
κ

(
arctan

(
2
√
κ

κ−1

)
+ π

)
si κ < 1

Alors

– si β > β∗, l’unique 4 solution de (5.4) est l’intervalle de longueur c centré en 1/2,

– si β < β∗, les solutions de (5.4) sont exactement ]0, c[ et ]1− c, 1[,

– si β = β∗, les solutions de (5.4) sont exactement tous les intervalles de longueur c.

Ce résultat s’obtient classiquement par symétrisation de Steiner si β = +∞, mais ce type d’argument ne s’applique
plus pour β < ∞. Dans [162] est traité le cas β = 0. Dans le cas plus général β ∈]0,∞[, le minimiseur parmi les
intervalles a été calculé dans [56] si κ = 1 et dans [124] pour κ > 0 général. Ainsi pour obtenir le résultat ci-dessus,
il faut montrer que la solution est un intervalle. Notre méthode se base sur un argument de symétrisation original :
comme on ne peut pas utiliser la symétrisation de Steiner, on utilise une sorte de réarrangement monotone à deux
côtés (une partie croissante, une partie décroissante), en choisissant un point intermédiaire. On constate alors
qu’en choisissant ce point judicieusement, la fonction symétrisée reste admissible, et que le quotient de Rayleigh
diminue dans la formulation variationnelle de λ. Précisons que ceci fournit une nouvelle preuve, plus directe, du
cas β = 0 de [162].

5.2.2 La boule est-elle solution ?

Notre second résultat est motivé par une question posée par H. Berestycki lors d’une école d’été à Louvain-
la-Neuve en 2008, à savoir si la solution peut être une boule, comme semblaient le suggérer des expérimentations
numériques. Dans le cadre évoqué alors, il s’agissait de condition de bord périodique, mais on verra ci-dessous que
l’on peut déduire ce cas de notre résultat, par symétrisation.

Notre réponse est en fait bien plus générale, on montre que la boule n’est quasiment jamais une solution, en
tout cas cela ne se peut que si la boîte D est elle-même une boule, et ce quelques soient les valeurs des paramètres
β, κ et c. On démontre ainsi que, contrairement à l’intuition, la répartition optimale ne consiste pas à minimiser
la surface de contact avec les zones défavorables.

Plus précisément, on a montré l’énoncé suivant :

Théorème 5.2 Soit d ≥ 2, D un domaine de Rd dont le bord est connexe et de classe C1, et E un ouvert de D
tel que |E| = c|D|. Supposons que soit E soit D\E est invariant par rotation (c’est-à-dire est une union d’anneaux
concentriques, dont on note O le centre) et a un nombre fini de composantes connexes.

– Si l’ensemble E est un point critique 5 du problème (5.4) alors D est une boule de centre O.

– Il existe β0 ≥ 0 tel que si β ≥ β0, et si E est solution du problème (5.4), alors E et D sont des boules
concentriques.

A notre connaissance, ce résultat est entièrement nouveau, même dans les cas β = 0 ou β = +∞. Nous
faisons une hypothèse sur E ou sur son complémentaire, car dans certains cas c’est la zone Ec qui est la zone
d’intérêt. Si ∂D n’est pas supposé connexe, le résultat n’est plus valable, alors que l’hypothèse de régularité sur
D n’est pas essentielle, nous avons d’ailleurs vérifié 6 que notre stratégie s’applique par exemple dans le cas du
carré. L’hypothèse faite sur le nombre de composantes connexes de E est simplement là pour éviter des situations
pathologiques, et implique en particulier que ∂E ∩D est analytique, ce qui sera utilisé dans la démonstration.

Remarquons que pour la deuxième partie de l’énoncé, nous obtenons en fait un résultat un peu meilleur, à
savoir que si β est assez grand et D est une boule, alors une boule concentrique de volume c|D| est optimale parmi

4. ici on comprend l’unicité à un ensemble de mesure nulle près.
5. Ceci signifie que E satisfait la condition d’ordre 1 du problème (5.4), à savoir que E est un ensemble de niveau supérieur de la

fonction propre ϕ associée à la valeur principale λ(E). Cette condition est démontrée par exemple dans [65] pour des conditions de
bord de Dirichlet, mais les arguments s’adaptent directement au cas de conditions de Robin.

6. Afin de traiter le cas des conditions de bord périodiques
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les domaines invariants par rotation.

A propos de la preuve du Théorème 5.2 : La condition d’optimalité d’ordre 1 implique que ϕ est constante
sur ∂E. En étudiant les fonctions vij := xi∂xju − xj∂xiu (qu’on peut voir comme une dérivée angulaire dans le
plan (xi, xj)) et l’EDP (et conditions de bord sur ∂E) satisfaite par vij1E , on en déduit que ϕ est radiale sur
E, puis sur tout le domaine D, par un argument de prolongement analytique. Dans le cas β = ∞, on peut déjà
conclure puisque D est un ensemble de niveau de ϕ. Dans le cas général, on raisonne par l’absurde en analysant
la zone de contact entre D est le cercle de centre O le plus grand inclus dans D.

Pour la deuxième partie du théorème, on peut supposer que D est une boule du fait du premier point. On
insiste sur la dépendance en β en écrivant λ(β,m) à la place de λ(m). On note mβ un minimiseur de

min

{
λ(β,m), −1 ≤ m ≤ κ, |{m > 0}| > 0,

ˆ
D

m ≤ −m0|D| et m est radial
}
,

et ϕβ la fonction propre associée à λ(β,mβ), normalisée dans L2(D). Il est facile de voir que ϕβ est radiale, et
on utilise ensuite le comportement de mβ quand β → ∞. En effet, comme on connait explicitement la solution
pour β = +∞ dans ce cas (par symétrisation de Schwarz), en étudiant la convergence de ϕβ vers ϕ∞, on peut
montrer que si β est assez grand, la fonction ϕβ atteint son minimum au bord de ∂D. Avec cette information, on
peut utiliser une méthode de symétrisation ; la difficulté est que l’inégalité de Pólya-Szegö ne fonctionne pas dans
H1(D) a priori, mais seulement pour des fonctions positives de H1

0 (D). Grâce à la remarque précédente, on peut
l’appliquer à [ϕβ −minD ϕβ ], ce qui fournit le résultat. �

Application dans le cas périodique :
On peut construire une correspondance entre les solutions d’un problème avec condition de bord périodique,

et un problème avec condition de bord de type Neumann. Considérons par exemple D = Πd
i=1]− Li, Li[ avec des

conditions de bord périodiques. Alors l’ensemble optimal E∗ est Steiner-symétrique par rapport aux coordonnées,
c’est-à-dire convexe et symétrique par rapport aux hyperplans {xi = 0}, voir [13]. En conséquence l’ensemble
E∗ ∩ D̃ = Πd

i=1]0, Li[ est un minimiseur de (5.4) lorsqu’on met des conditions de Neumann au bord de D̃. Une
construction inverse est également possible. De ce fait, on peut appliquer nos résultats avec des adaptations mi-
neures au cas des conditions de bord périodiques.

Présence d’arcs de cercles :
On peut déduire du Théorème 5.2 que dans le cas où D est un pavé Πd

i=1]0, Li[, β = 0, et si on suppose E une
solution telle que la frontière libre ∂E ∩ D est analytique, alors celle-ci ne peut contenir un morceau de sphère.
Pour cela on utilise la procédure inverse de celle décrite ci-dessus, en faisant des symétrisations par rapport aux
côtés de D, et on trouve un ensemble Ẽ solution dans Πd

i=1] − Li, Li[, avec conditions de bord périodique. Par
analyticité, on en déduit que Ẽ est une boule, ce qui constitue une contradiction.

Remarquons que dans le cas planaire et si β = +∞, alors la régularité analytique du bord est démontrée dans
[66] 7. Il est vraisemble que leurs techniques puissent s’adapter au cas β = 0 ; par contre, si d ≥ 3, la question de
la régularité des frontières libres semble une question encore largement ouverte, voir par exemple [191, 7].

5.2.3 La boule centrée est-elle solution ?

Il reste à déterminer, dans le cas où D est une boule, si la boule centrée est solution, comme c’est le cas si
β =∞. Nous montrons que ça n’est pas le cas, si d ∈ {2, 3, 4} et si β = 0. Précisément, on montre :

Théorème 5.3 Si d ∈ {2, 3, 4}, β = 0 et D = B ⊂ Rd est une boule centrée en l’origine, alors la boule centrée de
volume c|D| n’est pas un minimiseur pour le problème (5.4).

Il est très probable que le résultat soit valable pour toute valeur de d, mais notre méthode ne s’applique que
si d ≤ 4. Pour des petites valeurs de β, on s’attend également au même résultat, mais notre preuve se semble pas
s’appliquer. Le comportement pour β grand n’est pas clair, voir le Paragraphe 5.3.

7. Il est facile d’obtenir la régularité de la frontière libre là où ∇ϕ 6= 0, du fait que E est un ensemble de niveau de ϕ, et que par
régularité elliptique on a classiquement ϕ ∈ C1,α(D) pour tout α < 1 ; mais l’étude des points dégénérés est délicate.
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A propos de la preuve du Théorème 5.3 : On introduit une opération de désymétrisation, qui crée un
compétiteur Ê qui se colle au bord deD ; précisément, notons x′ = (x2, ..., xd), etD′ :=

{
x′ ∈ Rd−1 :

∑d
i=2 x

2
i ≤ 1

}
l’intersection de D avec l’hyperplan {x1 = 0}, et introduisons f : x′ ∈ D′ 7→ f(x′) =

√
1−

∑d
i=2 x

2
i de sorte que

D = B(0, 1) = {(x1, x
′) : x′ ∈ D′ et − f(x′) < x1 < f(x′)}.

Si m = κ1E − 1D\E et ϕ est une fonction propre associée (et normalisée par
´
D
mϕ2 = 1), on introduit

m̂(x1, x
′) := m

(
x1 + f(x′)

2
, x′
)
, ϕ̂(x1, x

′) := ϕ

(
x1 + f(x′)

2
, x′
)
, Ê = {m̂ = κ},

qui correspond visuellement à la Figure 5.1 quand E est une boule centrée.

Figure 5.1 – Construction de Ê à partir de E

On montre que cette déformation décroit strictement la valeur de λ si E est invariant par rotation (en particulier
si c’est une boule centrée), plus précisément on obtient l’estimation suivante

λ(Ê) ≤
ˆ
D

|∇ϕ̂|2 < 5d− 4

4d

ˆ
D

|∇ϕ|2 =
5d− 4

4d
λ(E),

dont on peut déduire le théorème puisque 5d−4
4d ≤ 1 si d ∈ {2, 3, 4}. �

5.3 Perspectives

Le Théorème 5.2 donne des conditions suffisantes sur les paramètres pour que la solution soit une boule, mais
elles ne sont pas suffisantes. Si on veut une description complète des situations où la solution peut-être une boule,
il faut donc supposer que D est une boule, et voir les cas qui restent à analyser. Par exemple si β = +∞, la
solution est bien une boule (de même centre que D), et si β = 0, alors la solution ne peut être une boule (d’après
les Théorèmes 5.2 et 5.3) ; les cas intermédiaires sont ouverts.

Dans le cas uni-dimensionnel, nous avons vu au Théorème 5.1 que si β évolue de 0 à +∞, la solution passe
de façon discontinue de la solution du cas β = 0 à celle du cas β = +∞. Nous avons effectué des simulations
numériques (voir [148, Section 2.8] pour une description de la méthode) qui suggèrent que ça n’est plus le cas si
d = 2, voir la Figure 5.2. On observe en effet des formes optimales qui se déplacent du bord vers le centre, en
se rapprochant de plus en plus d’une boule. Mais les simulations numériques ne permettent sans doute pas de
déterminer si, comme on l’a montré dans le cas uni-dimensionnel, il existe β0 tel que pour β > β0, la solution est
encore une boule centrée, c’est-à-dire devient indépendante de β dès que celui-ci est assez grand.

On peut également se demander si la forme optimale peut contenir des morceaux de sphères. Nous avons montré
que c’est impossible dans le cas particulier où β = 0 et D est un rectangle de R2, mais les autres cas sont ouverts 8.

8. sous réserve d’une théorie de régularité, on pourrait traiter le cas d’un pavé dans Rd
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(a) c = 0.2 - β = 1 (b) c = 0.2 - β = 5

(c) c = 0.2 - β = 50 (d) c = 0.2 - β = 1000

Figure 5.2 – Domaines optimaux avec D = B(0, 1), κ = 0.5, c = 0.2 et β ∈ {1, 5, 50, 1000}

Enfin, de façon surprenante la question de savoir, même si β = 0, que la forme optimale touche le bord est
ouverte ; plus précisément, il est conjecturé (voir [161]) que si E est solution de (5.4) avec β = 0, alors E et
D \E sont connexes et ∂E ∩ ∂D a une mesure surfacique strictement positive. Pour cette dernière propriété, une
possibilité est d’utiliser des conditions d’ordre 2, de la même nature que [66], et d’utiliser que les translations sont
admissibles pour obtenir une contradiction.
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Conclusion et Perspectives

Dans les chapitres précédents, nous avons déjà évoqué plusieurs perspectives possibles suggérées par nos ré-
sultats. Nous présentons ici pour conclure des axes de recherches en cours et à venir abordant des difficultés et
des problèmes qui n’ont pas été décrits jusqu’à présent. Pour ces directions de recherche, plusieurs des techniques
développées dans ce manuscrit seront certainement utiles et devront être adaptées à ces problèmes, et d’autres
idées devront également être développées.

Contrainte de diamètre :

J’évoque ici un travail en cours avec A. Henrot et Y. Privat. Nous nous intéressons à l’analyse de problèmes
de la forme

min
{
J(K) / K convexe de R2,Diam(K) = d0

}
, (6.1)

où Diam(K) = sup
(x,y)∈K2

|x− y| est le diamètre du domaine K, et d0 ∈]0,∞[. On peut également être intéressé par

le problème :
min

{
J(K) / K de largeur constante d0 dans R2

}
. (6.2)

Nous cherchons à analyser les liens entre ces différents problèmes, et à obtenir des propriétés qualitatives des
minimiseurs, afin éventuellement de les identifier explicitement pour certaines fonctionnelles intéressantes J . On
peut commencer par les deux remarques élémentaires suivantes :

– si J est strictement croissante pour l’inclusion, alors la solution de (6.1) est un segment. Le Problème (6.2) est par
contre non trivial, comme le suggère l’exemple de la minimisation de l’aire, c’est-à-dire le cas J(K) = |K|, qui est
résolu par le triangle de Reuleaux de largeur d0 (résultat connu sous le nom de Théorème de Blaschke-Lebesgue).

– Si J est strictement décroissante pour l’inclusion, alors les Problèmes (6.1) et (6.2) sont équivalents.

Comme au Chapitre 1, on pourra selon les fonctionnelles considérer des formes admissibles K compactes, ou
des ouverts convexes Ω, notamment quand l’énergie fait intervenir une EDP sur le domaine. C’est par exemple le
cas si on s’intéresse à la fonction de trou spectral généralisé J(Ω) = λ2(Ω)− tλ1(Ω) où t ∈ R+. Remarquons que
dans ce cas, si t = 0, alors J est strictement décroissante et la solution de (6.1) a une largeur constante, et que
si t = 1, le Théorème de Andrews et Clutterbuck [8] affirme qu’il n’y a pas existence de solution à (6.1) parmi
les ouverts, et que l’infimum est atteint pour une suite de rectangles convergeant vers un segment 1. Si t > 1,
l’infimum est −∞ pour la même suite minimisante. Dans le cas intermédiaire t ∈]0, 1[, on peut considérer qu’il y a
une compétition entre le cas t = 0 où l’ensemble optimal est contrôlé par la contrainte de diamètre qui est saturée
en tout point de son bord, et le cas t = 1 où c’est la contrainte de convexité qui est saturée.

Une description des domaines optimaux pour cette fonctionnelle de trou spectral est certainement un problème
très difficile, mais il peut être intéressant d’analyser une fonctionnelle purement géométrique qui manifeste une
compétition similaire, à savoir

J(Ω) = t|Ω| − P (Ω) (6.3)

pour t ∈ R+. Si t = 0, les solutions de (6.1) sont exactement les ensembles de largeur constante d0 (qui ont même
périmètre) et si t =∞ le segment est l’unique solution.

On cherche donc à comprendre la géométrie des solutions lorsqu’il y a compétition ; en particulier, on aimerait
étudier l’ensemble

D(K) = {x ∈ ∂K, x appartient à un diamètre de K},

1. Ce résultat est valable en toute dimension, autrement dit Ω est un ouvert convexe de Rd avec d ≥ 1.
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des points diamétraux, et son complémentaire ∂K \D(K), lorsque K est une solution de (6.1).
L’analyse complète du cas (6.3) est liée à l’étude du diagramme de Blaschke-Santalò du triplet (aire, périmètre,

diamètre), c’est-à-dire l’étude des inégalités qui caractérise les nombres (a, p, d) tels qu’il existe un ensemble convexe
K tel que |K| = a, P (K) = p,Diam(K) = d. Par homogénéité, ceci se ramène à l’étude du domaine

D =
{

(x, y) ∈ [0, 1]2, ∃K convexe de R2 tel que |K| = x, P (K) = y, Diam(K) = 1
}
.

L’étude de la minimisation et de la maximisation de la fonctionnelle (6.3) parmi les convexes de diamètre 1 per-
mettrait en fait de caractériser l’enveloppe convexe du domaine D.

Profil de Faber-Krahn d’une variété :

Ce paragraphe évoque un projet en collaboration avec P. Sicbaldi. La question générale est d’étudier le problème

IFK(m0) = min {λ1(Ω), Vol(Ω) = m0, Ω ⊂M} (6.4)

où M est une variété Riemannienne de dimension d, m0 ∈]0,Vol(M)[, et λ1 est la première valeur propre du
Laplacien-Beltrami sur M avec condition au bord de Dirichlet sur ∂Ω. On peut appeler IFK(m0) le profil de
Faber-Krahn de la variété M . L’équivalent de ce problème en remplaçant λ1 par le périmètre, qui amène au profil
isopérimétrique de la variété M a été très largement étudié, à la fois d’un point de vue analytique (existence et
régularité de domaines optimaux) et d’un point de vue géométrique, alors que (6.4) a été relativement peu abordé
dans la littérature. Nous proposons d’étudier les questions d’existence et de régularité pour de tels problèmes :
plus précisément,

– nous démontrons l’existence d’un quasi-ouvert solution si M est compacte,

– nous avons exhibé une variété non compacte M telle que le problème (6.4) n’admet de solution pour aucune
valeur de m0 (les suites minimisantes partent à l’infini),

– dans le cas où il y a existence d’un domaine optimal Ω∗, on propose d’étudier sa régularité : ceci s’inscrit dans la
question générale de la régularité des problèmes à frontière libre du type Alt-Caffarelli, voir [3]. Il faut adapter
au cas Riemannien les résultats de [33] qui montrent dans le cas euclidien que l’ensemble optimal est un ouvert,
dont le bord est régulier (analytique) en dehors d’un ensemble singulier de mesure (d− 1)-dimensionnelle nulle.
Nous aimerions également améliorer cette estimation de la taille de l’ensemble singulier, via les formules de
monotonie de G. Weiss [203, 204], et l’étude des minimiseurs globaux coniques [128], qui devraient permettent
de démontrer que l’ensemble singulier est de dimension de Hausdorff inférieure à d − 5, voir également [152,
Paragraphe 2.4.2],

– dans l’esprit de [170, 173] et [95], on aimerait étudier le cas des domaines optimaux pour des petites valeurs de
m0 ; en l’occurrence, on s’attend à ce que les solutions soient une déformation régulière de boules géodésiques.
Dans cette direction, on peut citer le résultat de O. Druet [92] qui calcule un développement asymptotique de
IFK(m0) lorsque m0 est proche de 0, et également le travail de F. Pacard et P. Sicbaldi [179], où les auteurs
construisent pour m0 petit des domaines critiques pour (6.4), obtenus comme déformations régulières des boules
géodésiques.

L’un des objectifs est d’une telle étude est d’établir les points communs et les différences entre les propriétés des
profils et des solutions isopérimétriques et de Faber-Krahn. Dans [153] nous avons adapté le résultat de [179] au cas
d’une variété à bord (sur lequel on met une condition de bord de type Neumann) en montrant que des perturbations
régulières de demi-boules géodésiques fournissent des domaines critiques pour ce problème à conditions mixtes.
Ceci nous a permis d’établir une différence intéressante avec le cas isopérimétrique : nous démontrons que la
condition surdéterminée |∇wΩ|2 = Λ valable sur ∂Ω ∩

◦
M (condition d’Euler-Lagrange pour (6.4) où wΩ est la

première fonction propre et Λ est une constante) porte l’information de l’angle de contact avec ∂M , alors que la
condition H∂Ω = Λ de courbure moyenne constante ne porte pas cette information. Ainsi, les domaines critiques
pour le problème isopérimétrique nécessite de considérer des déformations qui agissent au niveau de l’angle de
contact, alors que du fait du caractère non local de l’énergie λ1, des déformations supportées à l’intérieur de M
suffisent à décrire le caractère critique des domaines.
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